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北海道大学工学部研究報告

第141号　 （H召汚…［i63年）
Bulletin　of　the　Faculty　of　Engineering，

　Hokkaido　University．　No．　141　（1988）

等リップルIIRディジタルフィルタに関する一考察

勝海繁範　小川吉彦
　　　　（H召弓…063年3月31El受琢D

Consideration　on　IIR　digital　filter

with　equal　ripple　characteristics

Shigenori　KATsuMI　and　Yoshihiko　OGAwA

　　　　　（Received　March　31，　1988）

Abstract

　　It　is　known　that　a　filter　with　equal－ripple　characteristics　both　on　the　passband　and

on　the　stopbaRd　has　the　greatest　stopband　atSenuation．　This　report　considers　an　equal－

ripple　IIR　digital　filter　under　the　condition　of　a　fixed　sum　of　a　denominator　and

numerator　degree　iR　the　transfer　function．　Under　this　condition　the　number　of　multl－

pliers　iB　the　digital　filter　system　is　constant．　ln　thls　report　a　new　fiiter　desigfl　method

is　proposed．　ln　this　method　denominator　and　numerator　of　the　transfer　function　can　be

independen£ly　determined．

1．はじめに
　通過域阻止域双方で，理想振幅特性との最大誤差を最小とするという意味で最適な特性を与

えるフィルタとして，等リップルフィルタがあり，このとき，過渡帯域を固定した際の阻止域減

衰量が最大となることが知られている1）。一方，IIRディジタルフィルタでは，伝達関数の分母と

分子の次数の和が，ハードウエアで実現した際の乗算器の個数に，ほぼ一致する。よって，ハー

ドウエアの規模を乗算器の個数，フィルタの性能を阻止域減衰量で評価するなら，伝達関数の分

母と分子の次数の和が一定という条件のもとで，阻止域減衰量を最大とする等リップルフィルタ

が，最適であるといえる。そこで本報告では，伝達関数の分母の次数と分子の次数を変化させた

場合の等リップル特性の違いを設計例を用いて示し，最適な分母，分子の次数に関し，考察を加

える。設計の際従来の設計手法では，伝達関数の分母と分子の次数を独立に決定できないので，

新手法を提案する。

2．設　　計　　法

　等リップル振幅特性を持つHRディジタルフィルタは，従来，アナログ楕円フ3ルタを双一次

変換などのs－2変換によって設計されてきた2）。しかし，この手法では，アナログフdルタの伝
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達関数は正実関数であるという条件などのために，デdジタルフィルタの伝達関数の分母分子の

次数を独立に決定できない。そこで，本報告では伝達関数を有理多項式に変換し近似することに

よって，分母分子の次数を独立に決定できる手法を提案する。

2．1準　　　備

　HRディジタルフィルタの伝達関数を次式で与える。

H（Z）＝

ガ
ΣろnZ－n
ll＝・0

ガ

Σb．zwwn

n＝o

　　み
1十ΣanZ－n
　η嵩1

レ

Σan2－n
n＝O

（1）

　　　偽＝1

　　　z　＝　exP　（iw　T）

　　　ω：角周波数

　　　T：サンプリング周期

　　　（）…　ωT：規格化角周波数

このときの振幅2乗特性は，

L配（プΩ）12＝

ガ

Σdn　COS（nΩ）
”蒲｛｝

ゐゴ

ΣCn　cos（nΩ）
n＝＝e

で表される。

2．2　変　　　換

　（2）式の有理余弦級数のまま近似問題を解くのは難しいので，

　　　　R　　：P十ノ（7　：（z十z一り／2

これによって，（2）式は次の有理多項式に変換される。

次式によって変換を行う。

（2＞

（3）

P　（p）　＝

ガ
Σ♂。グ

n＝＝O

レ
Σ々。ρη

n＝＝O

（4）

　　　P＝＝　cos　（fl）　（5）この変換式によって，2平面上の単位円は，R平面実軸上の閉区間［一1，1コ（以下周波数軸と称

する）に写像される。また，z平面上の周を除く単位円内は，　R平面上の周波数軸を除く全平面に

写像されるので，逆変換する際，単位円内の極のみを取れば，得られた伝達関数を必ず安定にで

きる。

2．3　等リップル近似法

　次に，（4）式を等リップル近似することを考える。そのために，次のように目的関数，近似関数

および誤差関数を定める。

　　　D（p）＝（g　一：pl－Pp2一｝，　（6）
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P（P）＝A

　　　ド　エ
ρN十Σ1．P　n

　　刀＝・0

　　レ　ユ
≠）M十Σlenl》n

　　11皿0

（7）

　　　6（P）　＝P　（P）　一D　（P）　（8）
ただし，

　　　pρ　＝　cos　Stρ　　Ωが通過域端規格化角周波数　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）

　　　p。＝・　cosSt、　Ω、：阻止浜端規格化角周波数　　　　　　　　　　　　　　　　　　（le）

細りップル近似となるには，誤差関係が，

　　　1δ（P）1≦6，　　δ1：通過域リップル

　　　0≦δ（p）≦6，　　6，1阻止域リップル

となることである。そのために，次のような仮定を行う。

　①誤差関数は，通過域においてM－1個の極値を取り，その極値の絶対値は曙で，隣合う極

　　値の符号は異なる。

　②　誤差関数は，通過域端で値一6，をとる。

　③誤差関数は，零周波数で，M：偶数のとき値一期M：奇数のとき＋δ詮とる。

　④誤差関数は，阻止域においてN個あるいは1＞一1個の極値を取り，その値は0かa，で，

　　隣’合う極値の値は異なる。

　⑤誤差関数は，阻止域端で値6，をとる。

　⑥誤差関数は，標本化周波数の2分の1で，N：奇数のときイ直0，N：偶数のとき値6，を取

　　る。ただし，阻止域に！V個の極値が存在するときは，0≦δ（一1）≦6，の有限値を取る。

　以上の仮定のもとに，分母の次数M，分子の次数1▽，通過域端周波数ρρ，阻止域端周波tw　Ps，

通過域リップル6，が与えられたときの設計法を次のように定式化する。まず，仮定によって与え

られるM＋N÷2個の点を，

　　　｛P，｝　i一一1，　2，　一・一・，　M十N十2

とし，次のようなパラメータベクトルを定義する。

　　　x＝［A，島，fei，……，隔．、，る，　1，，……，　I　N．．，，朗ご　　　　　　　（ll）

ただし，

　　　W　＝　0，／6，

さらに，便宜上，次式で定義される関数Qを導入する。

　　　Q（P）　＝＝　Q（x　；P）　＝P　（P）　一6（P）　（1　2）
これらの式より，各Piについて，

　　　Q（P，）　＝Q　（x＊　iP，）　＝＝D　（P，）　（1　3）
とするx＊を求めることができれば設計は終了する。⑬式は，非線形方程式なので，ニュートン法

を用いて解く。そこで，次のような行列JおよびベクトルD，Qを定める。

　　　・一脇）ん一｛霧1，…　　　　　　　（14）

　　　Dr［D（Pi），　D（P2），……，　D（P〃＋N＋2）］t　　　　　　　　　　　　　　　　　（15）

　　　Q＝［Q（P，），　Q（P，），　・・・…，　Q（P　．，．．＋2）］t　（16）

これらを園いて，ズは次式によって反復的に求めることができる。
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　　　Xn＋1＝Xn十砺1｛D－Q（Xn）｝　　n：反復回数　　　　　　　　　　　　　　　　　働

また，｛p3＞は，　xによって変化するので反復計算の適当な段階で修正する必要がある。図1にフu

一チャートを示す。

（’　start

初期短の設定

一］〉

PIを求める

　　　／　＼
　　／　　　　＼、
　ノ　　　　　　　　　　　　　　　

／　　　　　　　＼
く＼llD－Qllくε　？

＼／／Yes
x

end
No

x陶朝＝x塵十J計くD－Q）

　　　　　　　　x
　　llD－Qliくε　？
Yes　X　一　’　’　／　Ne

図1　フローチャート

2．4初　期　値

　反復法によって解を求めているため，時には収束しないことがある。よって，解に近い値を初

期値として選ぶ必要があるが，パデ展開など従来の有理多項式近似法では，周波数軸上で極をも

つことがある。そこで，本報告では，次のような近似法を提案する。

　前節の仮定により，通過域でPはM回，値1を取り，阻止域で［N／2］個の2重零点を取る。こ

のことを利用し，Pの分母多項式fおよび分子多項式gは，次のように近似できる。

幽一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　レ　　　∫（p）＝Ag　（P）一〆（ρ）｛P（ρ）一1｝＝ノ19（P）一αH（P－Ph）　　　　　．　　㈲
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　々濡三

　　　｛ρ鳶｝は通過域内，｛ρ‘〉は限止域内の点

ただし，M＜Nのときは，　fの次数をMにするため，㈲式を区間［Pp，1］で最小2乗近似する多

項式を！とする。また，⑯府中のαは，fの最高次の係数が1であることより定まる。この方法

により得られたPは，Aが次式を満たすなら，周波数軸上で極を取らないことが，確かめられた。

　　　0＜A＜1　　M：偶数

　　　A＜O　　　M：奇数
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3．設計例と考察

　表1に設計例において固定したパラメータ，表2に分母分子の次数を変えたときの阻止域減衰

量を示す。図2は横軸に分子の次数1＞，縦軸に減衰量をとったグラフである。

　mp　2より，分母分子の次数の和が一定という条件のもとでは，分子の次数2＞が偶数（この例で

は2あるいは4）のとき，最：も大きな減衰量を与えることがわかる。図3にM＋N　＝13の場合の

振幅2乗特性を示すが，これより，最：大の減衰量を与えているとき，阻止域に！＞個の極値を取っ

ていることがわかる。di母　M次，分子N次のとき，極値：の個数の最大値はM十N－1個（Ω＝

0とΩ＝πを入れるとM＋N＋1個）であるから，このとき最大個の極値を持っていることにな

る。これは，他の次数でも同様で，より多くの極値を取るとき，大きな減衰量を与えると結論で

きる。これと同様な現象は，FIRフィルタにおいては過剃リップルフィルタ2）として知られてい

る。

　一方，分母と分子の次数差に着目してみると，次数の和が小さいときはN＝2のときが最大の

減衰量を与えているが，次数の和が大きくなるにつれN＝＝4のときの減衰量が大きく増加し，次

数和が12のとき，ほぼ同じになっていることがわかる。これは，振幅特性に対する零点の寄与が，

極の半分程度であるためだと考えられる。

　これらより，分母分子の次数和が一定の場合の最適の次数配分は，分子の次数は分母の次数の

2分の1を越えない最大の偶数であると推測できる。

表1　設計例の固定パラメータ

通過域端規格化角周波数 ΩP 0．2π　［rad］

血止望事規格化角周波数 Ωs 0．24π［radl

通 過　域　リ　ッ　プ ル 峨 0．0005（0．00217［dB］）

表2　設計例の減衰量
単位［dB］

M M畢N罵9 M十N罵10　M十N＝11 M十N＝12 M十N寓13 M十N＝14
5 14，189 15，977

6 15，417 23，449 24，641 27，461

7 21，529 22，045 32，017 32，900 36，673 39，137

8 7，430 28，056 28，388 4G，GG8 4L211 46，407

9 34，440 34，919 47，713 48，753

10 40，798 55，519
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　　　　　　　　＼＝＝＼く

　　　　　　　飛
　　　　　　　擁梱＝9

　　　　3

　　　分母分子の次数と阻止域減衰量

　　　Ns．　－t’X一
　　　　ン、

　　　／　　3
　　　t　／一s　　　　　　　鞠働。一ノ

　　　　　　　　9

（3－a）通過域の振幅2乗特性

　　　．　幅F鵯，嚇鴨

　　　　　　9

（3－b）阻止域の振幅2乗特性

分母分子の次数の和が13のときの振幅2乗特性

　　　吉彦

　　　　　　　　　　　　ti＋N：14

　　　　　　　　　　M＋ff：13

　　　　：psc’：”M，K．n　teK（iM＋N．i2

　　NXe
　　　N＋N＝10

4　　　　　s　　　　　6　7　　r

f＞〈〉：’｛ew
X＿ノ　＼蟹ノノ贈

［radl　O・　2　n

　　　　　　　　　　　　　　n［rad］

① ②一一一一一 ③一一一

M 7 8 9

N 6 5 塁

減褻量［dBl 36，673 哩1．211 4？，713

6
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