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4光波バラメリトリック映像アップコンバータ
　　　における結合波動方程式のフーリエ変換

岡本 淳　三島　七人　桜庭　一郎
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Fourier　Transformed　Coupled　Wave－Equation　ef　Four－Wave

　　　　　　　　　　　　　Parametric　lmage　Upcenverter

Atsushi　OKAMoTo，　Tertihito　MlsHIMA　and　lchiro　SAKuRABA

　　　　　　　　　　　　　　　　（Received　June　30，　1988）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract

　　　The　Fourier　transformed　coupled　wave－equations　of　parametric　image　upconverters　are

derived　from　Maxwell’s　equations．

　　　These　nonlinear　second－order　differential　equations　are　reduced　to　the　first－order　ones

by　using　SVEA　（slowly　varying　envelope　approximation）　on　the　assumption　that　the　para－

metric　i就eraction　is　sufficiently　weak．　If　the　pump　intensity　is　so　large　that　its　depletion

can　be　ignored，　the　linear　coupled－mode　formulations　are　obtained　by　a　two－wave　approxi－

mation．　And　if　the　nonlinear　medium　is　sufficiently　thin，　the　general　solution　of　the

differential　equations　is　derived　assuming　the　one－wave　approximation　in　which　only　the

sum一　freqtiency　wave　i．s　affected　by　the　parametric　interaction．　This　solution　shows　the

optical　transfer　relation　between　the　infrared　and　the　sum一一freqtiency　Fourier　spectrum．

　　　By　using　these　results，　the　image　transfer　perfornaances　of　the　devices，　e．　g．，　the　image

formations，　aberrations，　diffractions　and　phase　matching　properties　can　be　analyzed　in　the

spatial　frequency　domain．

1．まえがき

　　4光波パラメトリック和周波数変換による赤外光から可視光領域へのアップコンバーション

は，赤外光子1燗と2個のボン．ビング光子が濾滅して，和周波数光子1側が生成する4光波混合

過程である1）。非線形光学媒質としては，CsやNa等のアルカリ金属蒸気が使われる。一般に，3

次の非線形感受孫ゑの儀は小さいが，2光・子共鳴励起法により極めて大きな値を実現できる。この

過程を不欄した映像変換系は，非線形結贔を用いる3光波混合と比較すると，得られる和周波数

光とポンピン．グ光の分離が容易であり，金属蒸気セルの直径を大きくすることにより高分解能が

期待できる。また，映像アップコンバータは冷却や走査系が不要であるなどの特．長があり，特に

10μm尋：1：：lf’の赤蝦1泉映像検鶉器として注胴されている2）’3）。

　　このデバイスの像の品質を検討する方法として，空闘領．域による方法と空1｝1…凋波数領i或による

窄毯二野三一里こi二ゑi詐｝…1薄疋ξ藍
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方法の二つがある。これまで，映像変換系の結像や像分布について，幾何光学ならびに波動光学

を用いた解析が報告されている4＞’5）。しかし，空間領域におけるこれらの方法では，光線角度に依

存した非線形相互作用が像に与える影響を解析的に評価することは極めて難しい。そのため，パ

ラメトリックデバイスにおいて重要である位相整合特性や光波間の結合の影響などを含めた考察

はされていない。また，幾何光学においては，実用上重要なガウスビームポンピングや囲折の取

り扱いが困難である。それに対し空間周波数領域における解析では，これらの評価が比較的容易

であり，位相整合や媒質素さによる特性を空間周波数領域で評価できる利点がある6）’7＞’8｝。

　本報告は，4光波パラメトリック映：像アップコンバータにおける空間周波数領域表示の結合波

動方程式を導出した文献7の内容を詳しく述べたものである。得られる結果は四つの2階微分方

程式からなる非線形連立微分方程式となるが，SVEA（slowly　varying　envelope　approxima－

tion）9）によって各々1階の微分方程式に近：似する。また，実用上ポンピング光の強度が十分に大

きい場合には，その減衰を無視できるため2光波近似が成立する。さらに，薄い．媒質の解析にお

いては，ポンピング光と共に赤外光も相互作用の影響を受けないと仮定し，1光波近似を用いて

その一般解を示した。

　以下の解析では，すべての光波は単色と仮定する。また，2光子共鳴励起媒質として胴いられ

るアルカリ金属蒸気10）は光学的に等方かつ均一であると仮定した。

2．結合波動方程式の導出

マクスウェル方程式は

cr　×H一　1＋一Ei｝t－D

7　×　E　rc　一　ptomzlltrmH

（1）

（2）

及び

D＝＝：eoE十P

I＝　6E

（3）

（4）

であり，σは導電率である。ここで，パラメトリック相互作用における非線形分極」へしを導入す

る。すなわち，金分極Pを

P＝ε。xムE÷P配

とおき，式（1）及び式（2）にベクトル公式を用いると

　　　7・E一陶場E煽券E÷物誰P醐

が得られる。但し

（5）

（6）

であり，κLは線形感受率である。4光波混合過程において，非線形分極，PNLは電界の3次のべき

に比例する。

　図1に示すように，映像アップコンバータの光軸を9軸にとD，任意の横方向空間座標を
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Z＝Z
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o

　　　　　　　　　　　　　　　　　図1　映像アップコンバータの座標系

で表す。Ux，　Uyは，　X及びy方向の単位ベクトルである。また，電界と分極の編波の方向が一致

していると仮’定する。式㈲の両辺をρ面内で2次元フーリエ変換すると

　　　ト（・・f）・＋釧F（f，・・，・）

　　　　　＝＝・・。σ番F（Lz，　t）＋・。ε誤礁・，の＋・・静・（f，・Z，・）　　（・）

となる。但しfは空闘周波数であり，電界と分極のフーリエ変換を各々

　　　F（　f，　z）一fE（p，z）exp（／’2zf・p）　d2p　（lea）

　　　E（p，z）　ww　fF（Lz）exp（一］’2　rr　p’　f）　d2f　（10b）

及び

　　　QNL（　f’，　z）　＝f　PivL（to　，2）exp（i2　7r　f’・to）d2to　（11a）

　　　PivL（to，z）　＝＝f（？NL（L　z）exp（一／’2　7r　to・　f）　d2f　（11b）

で定義する。

　次に周波数の異なる四つのフーリエスペクトルが，媒質中を相互作用しながら定常的に伝搬す

る場合を考える。このとき各光波の時間依存性を

　　　Fm（　f，　z，　t）＝一li＋Ent（　f，　z）exp（icamt）＋c．　c．　（i2）

と定める。相互作用のない自由空間では，式（9）左辺の導電率及び右辺の分極を零として，空間的

な｛立：ネEl閃子・
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　　　Em（f，　z）　一一　Fm（L　z）exp（一7’femz［1一　（2　n－Zi　）2］S）　（13）

が得られる。ここで，ωとkは光波の角周波数と波数である。また，m…i，　S，　Pl，　P，であり，

各々赤外光，和周波数回及び2つのポンピング光を表す。全電界の瞬時値は次の値となる。

　　　F（　f，　z，　t）＝2　Fm（f，　z，　t）　（14）
　　　　　　　　ln

　非線形光学媒質中において無損失なパラメトリック相互作用を仮定すると，光子のエネルギー

保存則

　　　ω8瓢ωゴ十ωクエ÷ωP2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（15）

が成立する。3次の非線形感受率をXNI、とすると，式（14＞及び式（15）より和周波数の非線形分極が次

のように定まる。

　　　（？NLs（　f，　z）　cr　xNL’Ei（Lz）　・＊　Epi（Lz）＊Ep2（　f，　z）　（16）

但しQN．は次式で表される複素振幅であり

　　　（？NLm（　f，　z，　t）＝一llgivLm（　f’，　z）exp（7’cv．t）＋c．　c．　（17）

記号＊は空問周波数fに関する2次元のconvolutionを表す。通常，映像アップコンバータの視野

角は十分小さいため非線形感受率の空間周波数依存性は省略できる。さらに，媒質開nの影響を

非線形分極に含めると各周波数に対して次式を得る。

　　　9NLS（f，　z）＝＝　XNL・Fw（f，2）＊曇（f，2）＊EPi（f，2）＊亙ρ2（Lz）　　　　　　　　（18a）

　　　wwQNLi（L　z）　wr　xNL’Fw（　f，　z）　＊Es（L　z）　＊　Efo“i（　f，　z）　＊　Eg2（L　z）　（18b）

　　　一（？NLpi（　f，　z）　”：　xNL’Fw（　f，　z）　＊ffi　（f，　z）　＊　Els（L　2）　＊　Ep“2（L　z）　（18c）

　　　一QNLp2（L　2）　x　xNL’Fw（L　z）　＊　E，“・　（L　z）　＊Es（　f，　z）　＊　ZTM（L　z）　（18d）

倒し，Fw（L2）は媒質開眼の窓関数のフーリエスペクトルであり，各波長に対して変化しないと

仮定する。また，フーリエ変換演算子を5rとすると

　　　F＊（　f）　mf）4　E＊（p）

と定める。

式（9＞に式（12）を代入すると，式（9）の左辺は

　　　［一（・・f）・＋銅F調

　　　　一吉［轟凡面一・灘一（・・薫喋F轟）一鵜（f，・）］

　　　　　’exp（一7’le7nz［1一（2nrmX　一）2］，，／exp｛icvmt｝一F　c．c．

となり，式（9）の右辺は

　　　・…競F調＋・…両面・）＋峰QM轟）

一音擁訪一・轟（f，・・）…｛一耀1一（・・薫）・］’・’｝・x・｛副

＋…1一壱睡9一㈲…｛副祠

（19）

（2e）

（21）
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となる。式（20＞と式（21）に編2＝i6mPtoa」m2を用いると

　　　　，緩・F・（　f，　z）＋［1一（・・義喋F・・（f，・）＋音…（器）蹄・）

　　　　　　　一一・m（Uoem）・9一爾…｛編1一（・・ゑ、）・］・・｝　　　（22）

となる。上式に式（18）の非線形分極を代入することにより，次の結合波動方程式が得られる。

　　　　i；ttg－e　umEi？1｝nt2　Fs　（　L　z）　＋　［i　一　（2　rr－Erm）2］　”’rmzi．IT　Fs　（　f，　z）　＋　evos　Fs　（　f，　z）

　　　　　一一ブβ…F・（L2）＊ffi（f，　z）・照・）・Ep・（・f，・z）・ex・｛ノ・…［・一（・・薫）・］・｝（23・）

　　　　　iSt．　rmE；1？iisrm2　Fi（　f，　z）　＋［i一（2　rrf．　）2］i－3．ITa（　f，　z）　＋　ev．，F，（　f，　z）

　　　　　　一一β轟（f，z）・！f・（・f，・z）・理爾・脚・）・e・・｛ノ…i・［1一（・鷲）・］・｝（23b）

　　　　　2；ti；；1一，　一zi？llSun2　Fpi（Lz）　＋［i一　（2rrkt　’，　）2］”一〇〇z　Fpi（　f，　z）　＋　evopiFpi（　f，　z）

　　　　　　一一β・…F・（L・）・群爾・lf・（L　z）・脚・）・ex・｛ノ7e・i・［1一（・・t，）・］・｝（23・）

　　　　　21t　pErme　，，　rmE：？2nt2　Fp2（　L　Z）　÷　［1　rm　（2　fft，　）2］’i”　8t　Fp2（L　z）　rmY　aop2Fp2（　f，　z）

　　　　　　一一・…F・（L・）・型＾・彫1㈲・E・（L　z）　’exp｛ノ・…［1一（・・爺、）・］一・・／（23d）

侃し

　　　　aom＝rmllrm　om　（T（；fr／　）”　（24）

及び

　　　　Bom＝rmlllnt」u？vL　com（”oem）’S’　（2s）

は，各々光学的損失定数及びパラメトリッ舛［：1葡二／有三用における結合定数である。

　　　　　　　　　3．　SVEA　（slowly　varyiRg　envelope　approxiraation）9）

弱い非線形粍猛…il作用においては，　F：畿界の包絡線が急激に変化せず

　　　　　［1一（　　f2π石）・嘱F・・㈲》、1。、券瓦・爾　　　　（26）

が成立する。この場合，式（23a）～式（23d）は

　　　　一zi．｝’Fs（　L　z）　＝＝　一　evs（　f）Fs（　f，　z）

　　　　　　　　　　　　　一ノβ・（f）確赫（L・）・Eρ1（L・）・E・・（L　z）　・ex・｛姻1《・・薫）・］弓

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（27a）

Tzi．ITFi　（　f，　z）　＝＝　一　at（　f）　F，（　f，　z）
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　　　　　　　欄）硫瓢（f…）・理1（Lz）・鋤・）・…｛諏［1一（・・青）・］弓

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（27b）

　　妾酬㈲一一…（脇・（Lz）

　　　　　　　欄脇（f…）・理㈲・E・（・，2）・鋤・）・・x・｛卿・1・［1一（・・蓄）・］弓

（27c）

　　　一5“1｝一Fp2（　L　z）　＝　一　evp2（　f）　Fp2（　L　z）

　　　　　　　mu　i3p2（　f）　’　Fiv（　f，　z）　＊　Ei　（　f，　2）　＊　lfppt’i（L　z）　＊　ffs（L　z）　’　exp（ikp22［！　一（2　rrt，　）2］’i’／

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（27b）

となる。但し

　　　ev・n（’）…卜（・itt）解　　　　　（28）

及び

　　　　　　　　　　　　1　　　Bm（f）　”」　Bom

　　　　　　　　　卜（・・÷）・］・　　　　　　　　（29）

である。

　　　　　　　　　　　　　　4．結合波動方程式の線形化

　前章で求めた結合波動方程式は，互いに結合した四つの非線形微分方程式からなるため，その

解析はきわめて複雑になる。しかし，以下に述べる近似が成立する場合には，微分方程式の線形

化が可能になる。

4．1　2光波近似

　赤外光及び和周波数光の電力と比較してポンピング光の電力が十分に大きい場合には，パラメ

トリック相互作幣によるポンピング光の変化（減衰）を無視できる。これを2光波近似と呼び，

式⑳は赤外光及び和周波数光のフーリエスペクトルに関する連立微分方程式に線形化される。

　　　（晶＋・・（f））F・（Lz）一一椰）・酬柵（Lz）・…｛鳥・［1一（・・薫）・］・・／（…）

　　　（妾＋・i（’））Fi（La）一一煽・）・！fca・’（・L　z）　＊　！fs（　L　z）・ex・｛ノ…［1一（・・青）・P｝（…）

但し

　　　Ewe（f，　z）　”＝：　Fw（Lz）＊Epi（Lz）＊Ep2（Lz）　（31）

であり，FWe（L2）を実効的な窓関数のフーリエスペクトルと呼ぶ。また

　　　Bps（　f）　＝：　Ep　i　Ep2Bs（　f）　（32a）
　　　Bpi（f）　＝＝　Ep　i　Ep2Bi（f）　（32b）
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であり，ポンピング光のフーリエスペクトルを空聞周波数上で規格化し，その振幅強度をEρ1及び

Eρ2とおく。．媒質中におけるポンピング光の光学的損失も無視できる場合には，ポンピング光EP　i

（f，z）及びどρ2（f，z）の振幅は一定となり

　　E（Lz）＝F（　f，　z）exp（一7’kz［1　ww　（2　rrill一）2］ii’）　（33）

で表わされる位相推移のみを伴うが，和周波数光曇（f，Z）及び赤外光lfi（f，　Z）は，パラメトリッ

ク相互作用によって振帳も変化する。

4．2　1光波近似

　式⑳に1光波近似を用いると，和周波数光電界のフーリエスペクトルは，次式で表される。

　　　　（一S．｝＋　crs（　f））Fs（L　z）＝　mi’Bps（　f）　’Fw（L　z）　＊　ZTi（Lz）　＊　Elpi（L　2）

　　　　　　　　　　　　　　　・lfp・（L・）・ex・｛編1一（・・薫）・］・｝　　（34）

　この近似においては，和周波数光F。（f，z）は相互作用によって変化するが，ポンピング光Fp1（f，

z），Fp2（Lz）及び赤外光瓦（f，　z）は変化しない。この近似は薄い媒質の解析にきわめて有効であ

る。

　ここで，媒質の前面における位相を基準にして，式（34）の右辺におけるconvolutionを

　　　G（　f，　fl　f”，　f”’）　＝　Fw（　f”’）　Fpi（　f”　ma　f’”）　Fp2（　f’一　f”　一　f”’）　Fi（f一　f’　nd　f”　ww　f’”）　（35）

及び

　　　tile（L　f’　，　f”　，　f”’）＝　les　［1　一　（2　n－IC一）2］’i’　一　kpi　［1　一　（2　n一！Cl’litlCIII’　rm　，f”’　）2］’2”

　　　　　　　　　一・・・［　　f’　m　f”　ww　f’”1一（2rr　　　んρ2）・］L島［1一（・・fイ≒1”ww　f’”）・］・（36）

を用いて書き換えると

　　　（一Zi．｝一＋　evs（　f））Fs　（　f，　z）

　　　　　一一7’Bp．（f）fd2　f’d2f”d2　f’”G（　f，　f’，　f”，　f”’）exp｛iZk（L　f’，　f”，　f’”）2｝　（37）

が得られる。但し，赤外光及びポンピング光の光学的損失も無視できると仮定した。境界条件と

して，媒質の前面において和周波．数光が存在せず

　　　Fs（f；go－unSiun）＝o　（38）
を仮定する（図1参照）。但し，2。は媒質の中心のz座標である。媒質開1’／：1の窓関数がzに対して

一定であれば，関数G（f，f’，f”，f’”）は考える積分区間内で一一，一丁目あるから，式（37）は簡単に積分

され，媒質の後面における和周波数光電界のフーリエスペクトルは

　　Fs（　f；　2’o　＋一‘llrm）　＝＝　一rsps（f）L　exp（一rmll－evs（　f）L／

　　　　　　　　　　ゾ・・f’d・・WWヂ，f・，…）・・p｛幽響’㌧ヂ”）L・）
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　　　　　　　　　　・sinc　（S（dle（L　f’，　f”，　f’”）一」os（f））L／

となる。さらに，媒質が十分に薄い場合は，ゐ→0の極限を考え

lfs　（f　；　20）　：＝：　rm　iBps（f）L’tEl’rve　（f　；　zo）　＊　Ei（f　；　zo）

（39）

（40）

を得る。

　式ωより，媒質が十分に薄い場合には，和周波数光の光学的損失一やz軸方向の位相整合条件を

無視できる。したがって，薄い媒質を用いた映像アップコンバータの像特性は実効的な窓関数の

フーリエスペクトルによって評価される。

5．む　す　び

　2光子共鳴励起形映像アップコンバータにおける空間周波数領域表示の結合波動方程式をマク

スウェル方程式から導出した。得られた結果に対しSVEAを適用し，さらに2光波近似及び1光

波近似を行った結果を示した。また，1光波近似における一般解と，薄い媒質の空間潤波数伝達

方程式を導出した。これらの結果は文献7の内容を詳しく述べたものである。

　本結合波動方程式によって，映像変換系の空間周波数特性と，その結像，収差，回折及び位相

整合などとの関係を明らかにすることができ，それが今後の課題である。また、フーリエモード

光学系’1）ならびにガウスビームポンピングなどの空問周波数多重モード系の解析にも応用可能

である。終わりに，ご助欝いただいた小川吉彦教授に深謝する。
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