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北海道大学工学部研究報告

第145号（昭和63年）

Bulletin　of　the　Faculty　of　Engineering，

　Hokkaido　University，　No．　145　（1988）

Bending　of　R／C　Beam　Meivebers　with　Curved

Reinforceinent　with　its　Bondi－Slip　gnvolved

　　　Masaiki　UEDA

（Received　September　10．　1988）

Abstract

　　　　　Herein　an　extension　is　made　to　the　writer’s　earlier　proposed　system　of　finite

element　procedure，　developed　for　analyzing　the　statical　behaviors　of　ordinary　types　of

r／c　members　with　straight　reinforcerReRt，　to　the　cases　with　curved　reinforcement．

This　method　thus　modified　is　otherwise　capable　of　its　direct　application　now　being

tried　by　the　author　to　the　post－tensioned　cases　of　p．　c．　beam　members　siRce　the

structures　under　coRsideration　are　analogous　to　those　when　the　post－tensioRing　and

anchorage　of　their　cttrved　tendoRs　have　been　compieted．

1．　lntroduction

　　　　　Post－tensioned　types　of　prestressed　concrete　beams，　typical　of　coRcrete　structures　with

curved　arraRgement　of　reinforcement　have　numerous　examples　so　far　executed　and　the

corresponding　system　of　design　theory　has　come　to　be　regarded　as　largely　established．

　　　　　In　fact　this　deals　more　or　less　directly　with　institutionai　design　worl〈　involving

consideration　of　introducing　stress　into　tendons　and　eventual　short一　and　long－term　statical

behaviors　of　a　structure　；　still　admitting　of　generaily　firmer　and　more　rigorous　design　bases

to　be　provided　by　analytical　treatment．　For　instance，　the　stiffness　of　a　member　in　its

post－tensioned　state　should　be　considered　with　the　effects　of　the　lengthwise　curved　form　and

the　bond－s｝ip　of　the　steel　takeR　into　account　when　their　bonding　capacity　is　fully　developed

with　hardening　of　grout　injected　into　their　sheaths．

　　　　　IR　this　paper　to　help　fill　such　fundamental　requirements，　formulation　is　initially

attempted　on　the　governing　equations　for　bending　of　r／c　beams　including　the　above－

mentioned　points　of　reinforcement　；　this　is　followed　by　the　development　in　finite　element

form　of　thus　obtained　sets　of　equations，　eventually　to　give　a　numerical　solutlon　by　the　finite

element　method　to　an　orgaRized　series　of　examples　of　model　structures　and，　using　the　result，

to　examine　tendeRcies　observed　iR　the　their　statical　behaviors．
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2．　BeRding　Tkeory　in　consideratien　of　Bend－Slip

2．　1　Basic　Assumptions

　　　　　For　developing　our　theory　we　assumes　the　following：1）　the　same　gross　concrete

sections　at　any　positions　along　a　member　axis，　as　well　as　the　princip｝es　of　infinitestimal

deformation；2）　isotrepy　and　elasticity　of　the　concrete　and　the　retained　original　plane

coRcrete　section　after　structural　deformation；3）　any　member　section　with　m　layers　of

reinforcing　tendons　which　form　between　member　supports　smooth　curves　on　vertical　planes

in　the　span　direction　and　4）　the　bond－slip　between　each　layer　of　tendons　and　adjacent　parts

of　concrete，　defined　as　their　displacement　from　the　assumed　plane　concrete　section　on　the

supposition　that　there　is　a　linear　relation　of　the　displacement　with　the　attendant　stress．

2．　2　Displacement　Field　and　Strain－Stress　Relation

　　a）　Displacemeftt　Field　Fig．　1　illustrates　the　arrangement　of　an　arbitrary　layer　assigned

i　of　reinforcement　in　a　beam　as　well　as　its　major　longitudiRal　and　sectional　measurements

referring　to　adopted　x－z　coordinates．　When　based　on　the　above　assumptions　the　displace－

ment　field　needed　to　be　introduced　for　formulating　the　current　problem　consists　of　indepen－

dent　variables　totaling　（2十m），　i．e．，　respective　longitudinal　and　vertical　displacements　bl　and

w　as　well　as　m　bond－slip　displacements　Si，　＄．．．Si．．．S．，　of　any　of　the　m　steel　layers，　i，　along

its　prearranged　curve．

　b）　Concrete　Strain　and　Stress　The　expression　for　strajn　，　ec　of　the　concrete　at　a

distance　of　2　from　the　x－axis　along　the　member　center　line　may　be　possible　as　：

　　　　　zEc　＝：　60　＋z　g6　1）
where　eo　＝＝　longitudinal　strain　and　q5　＝　curvature，　both　beiRg　defined　as　I

　　　　　eo　＝＝　du／du　2）
　　　　　di　＝一d2w／du2　3）Hence，　concrete　stress　．6．　will　be：

　　　　　zσrc＝五毫zεc　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4）

with　Ec　＝　elastic　modulus　of　concrete．
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Fig．　1　R／C　Member　with　Curvedly　Arranged　Reinforcement．
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dx

dCi

dhsi

Steel　i

Fig．　2　Relations　between　dei，　dh，i　and　dx．

　　c）　Strain　and　Sもress　i簸Sもeel　Layer　Regard圭ng　any　arbi毛rary，ゴ，　of　the　m　layers，　strain

εεごin　the　tangential　direction　of　the　curve　of　reinforceme鍛t　are　representable　as：

　　　　　esi＝εo十hsiφ十essi　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5）

whereεε5ご＝ratio　of　bo貧d－slip　in　the　above　direction　and妬＝dlstance　of　layer　i　from　the

x－axis；the｝atter　is　specified　as　follows　i捻terms　of　x。

　　　　　娠＝＆（x）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6）
And　bond－s互ip　ratio　esεピ圭n　Eq．（5）comes　to　be：

　　　　　・…一海螢一1＋（　1dhsi／dx）、雰　　　　　・）

where　differentia1ゴ鳥／dx＝　1÷（dhsi／dx）2　is　immediately　obtained　referring　to　Flg．2，　so

that　the　corresponding　steel　stress　in　Iayer　i　is　defiRed　as

　　　　　dsご＝E。i　esi　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　8）
with　Esi＝elas之ic　modulus　of　the　steel　of　this　layer．

　　d）　Bond　S毛ress　On　the　correspond至ng　previous　assumption　bond　stressτi　Qccuring　o難the

surface　of　contact　with　reinforcement　of　layer　i　is　denoted　by

　　　　　τガ　＝」Kbi　Sl・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9）

with　Kbi＝bo鍛d　coefficient　of　the　s宅eel　of　Iayer　i．

2．3　Axial　Force　and　Bend孟Rg　M［oment

　　　　　Both　axia｝force　a類d　bending　mome鍛t　are　given　by　the　following　equatio簸from　the

relations圭n　Eqs．（1）through（8）：

　　　　　N－B∫ll；・出品A・・1＋（dla6i／dx）2　（　osi　一　hsi　oc）｝　　　　1・）

　　　　　M－B∫：ン諏÷S｛A・ih…＋（dh。ノ（な）・（・s一の｝　　　　・・）

i捻whichβ＝beam　wi（ith　and　Asi＝sectionai　area　of　steel　layer　i，

　　　　　In　the　above　equatio籍s；z。、ac圭s　such　an　amount　o至concrete　stress　concurrent　w辻h　steei

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　やs之ress　of　layer　i　as　is　necessary　for　the　considered　reduction　of　concrete　section　by　the

amount　of　steel　area．　Substitution　of　relations　in　Eqs．（4），（5）and（8）in　the　two　equations

j級st　above　with　due　arra捻gement　provides：

　　　　　N醤・S臨・・齋｝監覧｛Agl…h・・繭｝1紳（・・iE・細12）
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　　　　　M－S｛A9，E，，h，，vff（dh・・／d・）・｝多塁一［1・E・＋黛｛礁疎鴻1＋（dh・・／dx）・｝］geg÷s｛・・晶・壽｝13）

where　A　＝：　area　of　beam　section，　le　＝　moment　of　inertla　of　gross　concrete　section　and

A　s“i　：　Asi（1　一　Ec／Esi）　＝　transformed　steel　area　of　layer　i．

2．4Tota蓋PoteRt量a豆E組ergy　Functiona嚢

　　　　　The　functional　of　total　potential　energy　may　generally　be　expressed　asi）・2｝・3）　：

　　　　　∬　＝（こるπ十　こノ』‘十　こ1』ε）　一　τ／’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　14）

provided　V　＝　external　potential　energy　and　Ucn，　Ust　and　Ubs　＝　internal　energies　with　the

ensumg　expressloRs．

　　　　　These　three，　respectively　related　to　the　concrete，　the　steel　and　the　bond－slip　action　of

a　p．　c．　beam，　become　l

　　　　　砺一癖灘瓦ε伽一中∬偉A・IE・・＋（dh・諏）2ε謁…　　5）

　　　　　Us→∬鷲甑＆副悲　　　　　　　　・6）

　　　　　Ub→∬s’｛sん轟s多｝・ζ・　　　　　　　・7）

where　L　＝　rnember　length，　Lsi　＝　whole　length　of　the　curve　of　tke　tendons　of　layer　i，　Kbi　＝

bond　coefficient　of　the　steel　of　layer　i　and　Absi　rm一　area　of　its　bond　surface　per　unit　length　of

it

　　　　　In　the　above，　Ust　and　Ubs　for　integrals　respecting　curved　segment　gi　of　the　steel　layer

axis　can　be　transformed　into　the　other　forms　referring　to　x；　i．e．　as　follows：

　　　　　Us→∬｛勤・iE，・即＋（4娠／dx）・｝dx　　　　　18）

　　　　　Ub→∬偉ん轟β細（dhsi／dx）・｝dx　　　　　・9）

Accordingly，　substitution　of　relations　in　Eqs．　（1）　through　（8）　in　the　Eqs．　（14）　，　（15），　（18）　and

（19）　with　rearrang6ment　resuits　in　the　equation　in　functional　form　of　total　potential　energy

II：

　　　　　π→∬〔［AE・＋虚飾M＋（・綱・｝1儂ア．

　　　　　　　　一・［莞臨・・四脚／dx）・｝御釣÷・S｛A・iE，・・（多照多3

　　　　　　　　一・・審需う｝＋［・・E・÷恥・E・細＋（dhsi／dx）・｝］（窪）2

　　　　　　　　÷S｛　AsiEsil＋（dhsi／dx）・（震う2｝＋S｛A・・臨ε細細）2｝〕dx

　　　　　　　　一∬｛Pu（du／dx）＋・鋤　　　　　　　　・・）
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2．　5　Goveming　Differential　Equations

　　　　The　set　of　differential　equations　governing　the　bending　of　an　r／c　beam　when　the

bond－slip　of　its　reinforcement　is　tal〈en　into　account　can　be　obtained　by　taking　the　first

variation　of　the　above　functional　or　Eq．　（20）　1　so　as　to　follow　：

　　　　｛AE，磯（礁E。、藤）・）農＋S（1＋無ぬ）、盤肇）霧

　　　　一s（A”siEsihsi　Vl十（dhsi／dx）・）欝

　　　　一莞睡魔・1÷（dhsi／dx）・＋、歪論鑑）、砦肇膿

　　　　＋灘・・ゐ額）｝一・　　　　　　　　2・）

　　　　一S（A’siEsihsi　Vl十（dhsi／dx）・）舞一・S（瓶磯門脇／dx）・

　　　　＋1鍮il湯）、総肇）農一S（幅禁ざ1繊諏）・

　　　　÷、鍮無）、（欝）2繋＋、絵篶、）、｛（欝÷砦懲・・｝

　　　　一｛1藷雑）、｝・聯馨ア）艦斗聴講）

　　　　一・s（晒豊・綴奪う一論い・IE・難壽）

　　　　＋漏壷（礁E議。、ノ1＋（dh。、／dx）2）窪

　　　　＋・S（・蜘・絵陥・㈲・＋me”・d・E、・，・1．hS’x）、総肇）geg℃

　　　　＋S（蹴檎）21糠i／dx）・艦融離・1＋（・・調・

　　　　＋幽魂）、（総襟＋、離ll叢、c）、｛（＃・’ア＋饗倒

　　　　一｛礁E』濾1－F（dhsi／dx）、｝・（総襟ア）農儀

　　　　嘱儲一h・・世一盤濃＋1÷（読。調・蓑

　　　　一｛　　　　　11　＋　（dhsi／dx）、｝・雑彗盤‘）一ん轟M＋（細）2

with　i　wu一　1．mm．
　　　　　　　’

22）

23）
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3．　Finite　Element　Analysis

3．　1　Assumed　Curve　ef　Reinforcement

　　　　　On　our　regarding　the　curved　form　of　arranged　reiRforcement　as　a　quadratic　in　x

measured　aloRg　the　member　axis，　vertical　distance　hsi　of　the　steel　of　layer　i　from　this　axis

at　point　x　is　given　by　the　Rext　equation　：

　　　　　hsi　rm一　ai　H一　bix÷cix2　24）
where　ai，　bi　aRd　ci　＝　coefficients　definiRg　the　quadratic．

　　　　　Here　the　quadratic　assumption　required　to　hold　only　within　indivisual　elements　in　a

span，　not　necessarily　over　its　length，　provided　pertiRent　segments　of　the　steel　form　any

smoothly　continuous　curve　between　supports．

3．　2　Displacement　Function

　　　　　Currently　we　assume　displacments　u，　w　and　S　as　foliows．

　　　　　u＝［1　x］｛aui　au2　｝T　＝［fu］｛au｝　25）
　　　　　zv　＝［1　u　x2　Jt3］｛arwi　ato2　cuw3　cyw4｝T　＝［fw］｛afw｝　26）

　　　　　Si　一一　［1　x］｛afsii　afsi2｝T＝　［fs］｛arsi｝　27）
where　［fu］，［fw］　and　［fs］　＝＝　shape　functions　of　the　respective　displacements　while　｛cr．｝，｛crw｝

and　｛evs｝　＝＝　generalized　displacements　corresponding　thereto．　And　the　attendant　straiRs　as

their　first　derivatives　with　one　second　are　：

　　　　　u’　：dza／dx　＝＝　［O　1］｛ev．｝＝　［f’．］｛ev．｝　28＞

　　　　　w’　＝＝　dzv／dx＝［e　1　2x　3x2］｛a．｝＝［f’．］｛ev．｝　29）

　　　　　w”　＝d2w／du2＝　［O　0　2　6x］｛a．｝＝［fth’］｛cv．｝　30）

　　　　　S；・　＝dSi／dx＝　［O　1］｛a．i｝　：［f’．］｛a．i｝　31）

Node　displacement　vectors　of　this　beam　element（Fig．　3）　result　in　：

　　　　　｛Au｝＝｛u，・　uh｝’　＝［C．］｛a．｝　32）
　　　　　｛Aw｝　＝｛w，・　zvS・　wk　wG，｝’　＝［C．］｛ar．｝　33）
　　　　　｛△sガ｝＝｛SiブS読｝T＝［Cs］｛α3ガ｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　34）

ノ

x
一 ， 一

」

K

｛A　u｝　＝｛　ui　ark　｝’，　｛A　tv｝　一一　｛　w，・　w；　w　k　w　k　｝T

｛　tAs　s｝　＝　｛　Si　i　Si　2・一　Sf　m　S　kr　S　k　2　・一　S　k　m　｝T

Fig．　3　R／C　Beam　Element　including　Steel　Bond一一Slip　Effect．
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3．　3　Finite　Elernent　Equations

　　　　　Finally　we　can　derive　the　required　finite　element　equatioRs　for　the　bendiRg　analysis　of

aR　r／c　beam　in　the　title，　from　Eqs．　（25）　through　（34）　and　£he　relation　in　fuRctional　Eq．　（20）　；

now　to　be　given　by　the　expressions　in　the　following　：

　　　　　　　Kuu　Kuw　Kus　1　1　A　u　1　1　Pu

　　　　　　　K　’us　Kww　Kws　1　｛　A　w　？　：｛　Pw　7　35）
　　　　　　　駕。κ丑。Ks。　△。　　O

where，　of　the　partial　stiffness　matrices，　［K．．］，　［K．．］　and　［Kmo］　are　to　have　specific　descrip－

tions　of　：

　　　　　臨HC・1］・阿［flt］・［〆肋・輸購M・6鋤…磁・｝［咽［C調

　　　　　［Ku・ト［・謁・阿｛鵡・（・1・・漁・）1脚・・融矧∫糀］…陶

　　　　　［K・・］・…［c…］T〔呵’協］・［徽

　　　　　　　　　　　・三二・（ai＋bix＋ci　c2）・1・・多・畑糠・｝［〆刎・［鯛［・il］　　36）

aRd　the　rest，　［K．s］，［K．，］　and　［K．，］，　are　easily　obtained　by　assembling　partial　matrices　［fe．，i］

［lewsi］　and　［fessi］，　which　respectively　constitute　the　above　three　referring　to　arbitrary　steel

layer　i，　successiveiy　in　sequence　of　array　of　the　displacement　vectors　for　ali　the　steel　layers．

　　　　　［・　］一［c・噸気・iEsi［瑚・［燃〕圓

　　　　　圓一圓・〔yCi・siEsi（1＋房＋蜘糠・）一1・2剛纈

　　　　　　　　　　　準・轟聯÷・蜘＋嬢・［燃圃圓

　　　　　［砺・・］一一［cあ1｝・〔ρ・iE・i（耐ろiX＋Ci」C・）［！撒］dx〕［C・・］　　　37）

　　　　　　　　　　　　　　　　4．Numerical　Exal即les　and　Examined　Results

　　　　　On　the　same　r／c　model，　in　Fig．　4，　under　a　uniform　load，　as　the　example　discussed　in　our

previous　yeport3）　we　intend　to　examine　the　effect　of　the　difference　in　the　adopted　form　of　the

steel　arrangement　curve　and　in　the　boRd　coefficient　on　the　statical　behavior　of　the　structure．

　　　　　Here　we　assume　seven　cases　of　steel　arrangement　curves　each　given　by　a　singie

equation　cevering　a　whole　span　with　d，　＝　4，　7，　15，　19，　23　and　27cm，　while　de　＝　4cm　refers

to　the　case　of　straightly　arranged　reiRforcement2）．　Further，　for　each　of　the　above　curves

seven　values　stepwise　varied　of　bond　coefficients　are　used　as　Kb　：　1．0，　10，　！02，　103，　10‘，　105

and’@106　kgye／cm3，　with　the　steel　perfectly　anchored　at　both　member　ends．

　　　　　In　Fig．　5　through　11　are　the　main　parts　of　the　resul£s　of　the　ana｝ysis　using　each　of　the
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q．　tle　kg　／on

　　　　萬

E「日

¢

　1

㌧4’ 謄。　　　　　　　　　　　14蔭

…
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4σ＝4αη　　　　　　一

t

CONCRETE　：　E，　＝＝　260000　feg／orfi，

STEEL　（D19×　3）　：　Es　＝＝　2100000　feg／ciii，　A　s＝　8．55　ciii，　A　b　s：：＝18．0　en

Fig．　4　General　Description　of　Model　R／C　Beams．

above　de’s．　ln　each　figure　the　two　upper　diagrams　（a）　and　（b）　respectively　compare　curves

of　defiection　and　bending　moment　in　case　of　the　assumed　largest　and　smallest　of　£he

above－mentioned　bond　coefficients　i　and　in　the　two　lower　diagrams　of　（c）　and　（d），relating

respectively　to　both　bending　and　bond　stresses，　comparison　is　also　made　between　their　curves

each　resulting　from　one　of　all　these　seven　coefficient　values　different　by　progressive　degrees．

　　　　　Noticeable　aspects　of　the　foregoing　solution　results　will　be　shown　respectively　for　each

of　the　items　headed　with　（a）　through　（d）　in　the　figures．　Namely　regardlng　：

（a＞　deflectioft　curves－comparison　of　those　curves　in　all　the　figures　shows　increasJng

deflections　with　increased　distance　de　from　4　to　27cm　attended　with　larger　differences

between　the　two　concurrent　curves　each　for　Kb　of　1．0　and　106，　which　tendencies　are　more

explicitly　shown　in　Fig．　12　where　the　transition　of　deflection　with　changed　values　of　boRd

coefficient　are　shown　for　each　case　of　reinforcement　curve　1

（b）　bending　mement　eurves　一　iR　each　associated　diagram　labelled　（b）　，　obtained　in　cases

of　the　above　upper　and　iower　of　bond　coeffients，　shown　as　well　are　moment　M．　carried　by　the

concrete　otker　than　total　moment　M　（　：　M，　十　Mst　）　，　calculated　from　iRternal　forces，　in　order

to　identify　the　portion　transferred　by　the　steel，　M．t．　These　analytical　results　confirm　that

the　toeal　moment　is　constant　throughout　all　cases　and　Mc　and　accordingly　Mst　vary　signifi－

cantly　depeRding　on　the　form　of　a　steel　arrangement　curve　I

（c）　curves　of　the　steel　stress－covering　Kb－values　of　1．0　through　106，　the　pertinent

diagrams　designated　c）　above　show　varying　curves　of　the　steel　stress　with　changed　bond

coefficient　Kb　in　the　above－mentioned　way　i　and　that　the　steel　stress　may　be　regarded　as　that

in　either　a　bondless　state　through　the　member　length　or　a　near　perfectly　anchored　state

respectively　when　Kb　is　within　10　or　more　than　10‘　kgy‘／cm3　and　：

（d）　beRd　stress－marked　with　（d）　and　shown　also　as　to　seven　degrees　of　bond　coeffi－

cient，　each　corresponding　diagram　distinctly　shows　the　transltion　of　the　distribution　curve　of

the　bond　seress　as　the　corresponding　coefficient　has　changing　values　from　those　in　virtually

bondless　states　to　those　in　states　of　assumably　near　perfect　一anchorage．
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5．　Summary　and　Cenelusions

12

　　　　　Througho鷹we　have　d三sc観ssed

the　bending　action　of　r／c　beam　mem－

bers　with　curvilinearly　placed　rein－

forcement　while　its　bond－slip　is　consid－

ered　on　the　assumption　of　maintained

sectional　planarity　in　structural　defor－

mation．　For　a　theoretical　basis　of　the

subject　matter　we　initially　derives　gov－

erning　differential　equations　for　the

bending　of　members　of　the　IRtroduced

types．

　　　　　Thereupon，　finite　element　for－

mulation　of　the　problem　is　attempted

and　by　using　．　the　resulting　equation

system　seven　simply　supported　exam－

ples　are　solved　in　order　to　examine　the

effect　of　the　difference　in　the　form　of

steel　arraRgement　and　the　bond　coeffi－

cient　on　statical　behaviors　of　the
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models　i　with　the　resuit　that　I

（i）　the　form　of　a　steel　arrangement　curve　has　a　large　effect　on　member　stiffness　and

　　distributions　of　either　axial　steel　stress　or　bond　stress　i　and　that　i

（2）　the　effect　on　statical　behaviors　of　the　difference　in　bond　coefficient　is　virtually　indepen－

　　dent　of　steel　arrangement　form　l　with　there　arising　bondless　states　and　states　close　to

　　perfect　anchorage　respectively　for　values　of　Kb　within　10　and　over　10‘　kgy‘／cm3．

Referenees

1）

2）

3）

4）

Architectural　lnstitute　of　Japan　（AIJ）　：　Design　and　Construction　Standards　with　Commentary　for

Prestressed　Concrete　Structures，　1987　（in　Japanese）

Inomata，　T．　：　Design　and　Construction　of　Prestressed　Concrete　Structures，　Gihodo　Publ．　Co．，　1985．

Ueda，　M．　1　Finite　Element　Analysis　of　Flexural　Deformation　of　Reinforced　Concrete　Beam　Members

Taking　account　of　the　Bond－Slip　of　Reinforcement，　Summaries　of　Techn．　Paps．　for　Ann．　Meeting　of

AIJ　（in　Kinki　Prefecture），　Oct．　1987．

Ueda，　M．　and　Dobashi，　Y．　：　Analysis　of　Deformations　in　Bending　of　Reinforced　Concrete　Beams　lnclud－

ing　Bend－Slip　of　Reinforcement．　Proceedings　of　Japan　Society　of　Civil　Engineers，　No．372，　Vol．　5，　Aug，

1986．


