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Jensen－differenceに基づく多項分布の
適合度検定統計量の漸近近似について

関谷　祐里　佐藤　義治＊　河口　至商
　　　　　　　　（；1召孝日63年12月20日受翠1り

Asymptotic　Approximations　fer　the　Distributions　of　MultiRomial

　　　Goodness－of－fit　Statistics　Based　on　the　Jensen－difference

Yuri　SEKIyA，　Yoshiharu　SATo　and　Michiaki　KAwAGucl－H

　　　　　　　　　　　　（Received　December　20，　1988）

Abstract

The　test　statistic　for　a　goodness－of－fit　of　multinomial　distribution　based　on　J－diver－

gence，　which　is　defined　as　the　Jensen－difference　of　the　entropy　fuRction，　han　been

discussed．　The　asymptotic　distribution　of　the　test　statistic　fa，　defined　as　Jensen－dif－

ferencce　of　the　entropy　function　of　the　order　a，　was　obtained　under　null　hypothesis．

In　this　paper，　two　asymptotic　approximations　of　the　distribution　of　／i　tmder　simple　null

hypothesis　are　proposed．　One　is　an　appreximation　of　1i　based　on　the　asymptotic　expan－

sion　with　the　discontinuous　term　for　the　null　distribution．　The　other　is　an　approximation

of／i　based　on　the　asymptotic　expansion　of　the　moment　under　the　null　hypothesis．．　夏n　the

case　of　a　＃　1　（ev＞O），　the　asymptotic　approximations　of　the　distribution　of　f．　under　the

equiprobable　hypothesis　are　obtained　in　the　same　way　as　that　of　fi．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1．はじめに

　　多項分布の適合度検定統計一．．一t．一として，ピアソンのx2統計一．．．．．．．．’（ここではTiと表す），対数尤度

比統計量To，　Freeman－Tukey統剤縛量TL　li2をはじめとする

　　　　　糠・・「（2A十1）禽紛｛（，務、）R－1｝，・E・1？

という形の検定統計量がある2）4）。よく知られているように，これらの統計箪はいずれも帰無仮説

のもとでの極限分布がx2分布に従い，標本数が十分大きい場合にはx2分布による近似を用いて

検：定を行っている。

　等しい極限分布をもつこれらの検定統計鑑の比較を行うために，また，有限標本に基づく検定

に対してより正確な棄却域を与えるために，帰無仮説のもとでの分布に対して1斬近展【孕拷に基づく

　・1青報■二鰯二禾斗　　賢琴幸艮数進｛1二i二鯨と言隊磁基

＊’匿r報丁斗‘享：
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近似について研究されている。Yamold8），　Siotani　and　Fujikoshi5），　Read4）はそれぞれ，　Tl，

ToおよびT一正ノ2，　TA（A（iii　R）に対して，帰無仮説のもとでの各統計量の分布の漸近展開に基づい

た離散修正項をもつ瀬近近似式を求めている。また，Cressie　and　Read2）は㊨（λ∈R）の分布

に対して，帰無仮説のもとでの検定統計量のモーメントの漸近展開に基づいて極限分布を修正す

ることによって得られる漸近近似式を与えている。

　一方，｛TA；λ∈…R｝には含まれない検定統計量として，エントロピー関数のJensen－differeRce

として定義されているJ－divergencei｝による適合度検定統計量が考察されている。特に，オーダ

ーαのエントロピー関数を用いた検定統計量f。は，α＝1のとき，帰無仮説のもとでの極限分布

はX2分布に従うことが知られている6）7）。

　本論文では，統計量の分布に対する漸近近似を与える前述の方法にしたがって，単純帰無仮説

のもとでの検定統計量みの分布に対して，離散的正項をもつ漸近近似式Fv，およびモーメント

に基づいて極限分布を修正して得られる漸近近似式FRを提案する。また，　f。（α＞0，α≠1）に

対しては，分布の一様性を検定するための帰無仮説の場合について，同様の方法による漸近近似

式Gy，　G．を求めている。

　　　　　　　　2．J－divergenceによる多項分布の適合度検定統計量

　離散確率の全体を

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん　　　Fh＝｛P＝（Pi，…，Pk）’：Pi≧O，　i＝：1，…，ん，Σあ＝1｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ご醤互

とする。凡の任意の要素p，qに対して，オーダーαのエントロピー関数3）仏，。（p）に基づく

J－divergencei）は，次のように定義されている。

　　　・・，・（・，・）ヨH・，・（力艶一吉馬（P）一門・ω

ただし

　多項分布M（n；π、，…，7rh）からの観測値x＝（κ1，…，Xk）’により，単純帰無仮説

Ho：π＝P，ただし　π＝（π1，…，πh）’，　P＝＝（Pi，…，Pk）’

を検定するための適合度検定統計量として

　　　ノ＝α≡8n／k，α（工，p）

を用いることができる。んを具体的に表すと次のようになる。

　　　fi一・槍｛P・1・9カ・鴨1・9｝一（カガ÷血）1・9（静÷蕩））｝

　　　ゐ一翼1禽｛躍＋（Xi）・一・（S（・・÷÷））a）　，・〉・，　・・！．

　Hoのもとでのf。の極限分布については次の結果が知られている6）7）。

　　　　Llt－1
　　　ノ：。→ΣんG、ガ，n→・・．
　　　　　　ご罵1
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ただし，L，は分布関数の収束を表し，　G1バま互いに独立に自由度1のx2分布に従う確率変数，

Aiは孟ψ●の固有値：，ここにノ1　＝diag（α　Plα一2，一・，a　Pkα一2），　IV’　nv　｛（δガーあρゴ）；i，ノ扁1，…，k｝，

rank　A　U「＝々一1，　特に，ゐは漸近的に自由度k－1のX2分布に従う。

　　　　　　　　　　　3．分布の漸近展開を求めるための準備

　検定統計量ノiの分布の漸近展開に基づく近似式を求めるための準備として，Siotani　and　Fuj－

ikoshi5）のLemmaとYarnold8）の定理をここで述べておく。

　X＝（Xi，…，X，）’は多項分布M（n；Pi，…，Pk）に従う確率変数であるとする。変数変換

　　　K漏（Xi－nPi）〃万，戸1，…，ん

を行い，Y＝（Yi，…，Yr）’，　r＝k～1とおくと，　Yは集合

　　　M＝＝｛y＝（yl，…，yr）’：y＝（£一η戸）／m，　diCI　M｝

の要素を値としてとりうるような格子点分布に従う5）。ここで
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　プ

が篇（カ1，…，Pr）’，M＝伐＝（κ1，…，κr）’：Xiは非負整数，鋲1，…，r，ΣXi≦n｝。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1
　Sietani　and　Fujikoshi5）のLemmaは次のように述べられている。

Lemma　l（Siotani　and　Fujikoshi5））

　y漏伐一nP）／≠万とする。　Mの任意の要素死に対して

　　　・・｛y…｝一n一・・2¢（・）｛・＋か1（・）＋÷励）＋・（n－3’2）｝

となる。ここに

　　φ（y）＝（2π）一「i2191一’！2exp（一y，9：ソ／2），　9＝＝diag（Pi，…，Pr）一劾’

　　　姻一一吉離＋糟多，

　　　h・（Y）一吉（hl（・））・＋古（1一禽ナ）＋捨券三訂，

　　　　　　セ
　　　yh　・一Σyi
　　　　　　i＝1

である。さらに，変数変換

　　　・一（………）・一Hy岨〃㎎L｛1」・

を行う。ただし

L）＝（iiag（Pl，…，Pk），　vワ＝（Ap，，…，孤）’，

・4篇（al，…，ak）’：（A，　rp）が直行行列になるようなk×r行列。

これを用いると（3．2）式は次のように表すことができる5）。

　　　Pr｛Yury｝；n一「t2191－1！2｛ノ（z）十〇（new312）｝

ただし

　　　f（・）一（・・）一・12ex・（一9・’・）｛1＋瀞（・）＋tg2（・）｝

（3．1）

（3．2）

（3．3）

（3．4）

（3．5）

（3．6）



66 関谷・祐果　佐藤　義治　河口　至商

　　　91（・）一一結（・～・）＋瞬結（・～・）3・

　　　92（・）一青（91（・））・÷古（ト激言一）牽÷射國・「矯去（・・’・）4・

　集合Bがextended　convex　set8）であるとは，任意の。∈｛1，…，　r｝に対してBが

　　　B＝＝｛Y　＝（Yi，’”，Yr）’　：　Ac（Y＊）〈Yc〈　Oc（Y’i：），　Y“＝＝　（Yi，’”，Yc－i，Yc＋i，”‘，Yr）’EII　Bc｝

と表されることである。ただしB。⊂R「一i，Ac，θCはR’一i上の連続関数である。このとき次の定

理が成り立つ。

　定理（Yarnold8））

　　Bが蒋界なextended　convex　setならば

　　　Pr｛　YEii　B｝　＝：＝　Di十D2十D3　十〇（nm3’2）　（3．7）

　　となる。ただし

　　　D・一f…f。il（・）｛1÷方h／Zi（y）＋÷励）｝dy，

　　　・・一一謡ガ・一。㌦1；M。．、…忍ノ…fBc［S画・＋吻・）φ（・）駕＝；dyl…dy・一1，

　　　・・一÷妻、n一一・・一。・／㌦．蕊．、…。蕊∫…4［一Si（thyc　“　nPc）励）φ（・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋S・（而・＋nP・）、負φ（・）］1：：；ildyi・・伽1・

　　　S，（y）　：一y一［y］一1／2，

　　S2（y）は周期1の実数値周期関数で，　S2（y）＝（y2－y＋1／6）／2，（0≦y≦1），

　　　［h（y）］1：：ζ1：ぬ（yl，…，y。．1，θ。（y＊），　y・。ド・，yr）一h（yl，…，Y。．1，λ。（y＊），　y。．・，…，yr）

　　乃必＝｛yi：Jii＝（紛一勿∂／～所，　Xiは非負整数｝

　　である。

　上の定理において！）1は，離散確率変数Y’を連続分布によって近似したときのEdgeworth展

開を与える項である。D2とD3は離散修正項であり，　D2＝O（n－it2），1）3・・　O（n－1）である。さらに，

（3．4）式で表される変換を用いて，B・＝｛z・＝（21，…，Zr）’：H　iz∈B｝とおくならば，

　　・1イ…ル勲　　　　　　　　　　（・・8）
と表すことができる。

　　　　　　　　　　　　4．」1の分布の漸近近似：Fy

　X＝（Xl，…，X々）’は，多項分布！｝4（n；p1，…，Pi、）に従う確率変数であるとして，帰仮仮説Ho

のもとでのfiの分布を求める。

　（3．1）式と同様の変数変換を行うことによって，1，は確率変数Yの関数として次のように表

すことができる。
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　　　fi（Y）一…躯・9酬・・鴨）1・9（・騰）一（・・磯）1・9（・・÷轟）｝．

　　　Bim｛y　＝＝　（yi，’・・，yr）’　：　A（y）〈　t｝

とおくと，B1は有界なextended　convex　setになる。また，　Biをこのようにおくことによって

みのExactな分布関数Fε（t）は凡（t）＝Pr｛ノ，〈t｝欝Pr｛Y∈Bi｝となり，この確率の漸近展開は

前に述べたYarnoldの定理を用いて求めることができる。それをFrE（t）・・1）1÷1）2＋1）3＋O（n－3t2）

とおく。

　（3．8）式より，D，はZを密度関数ノ’（z）をもつ連続な確率変数であるとみなしたときのノ1の

分布関数を表していると考えることができる。これを求めるためにるの特性関数

　　　C（，）・・：！1…！＝…協（H－1・）｝f（・）d・

を求める。み（H’lz）をテーラー展開することによって

　　　ノ1（脚一・’・一・2湯瀬瞬）・＋孟獣國・＋・（n－3／2）　（・・1）

を得る。

　ここで注意しておくが，Read‘〉が扱った適合度検定統計量TAに対しては

撒＋掃掛倒・・（λ一l！！l－2）獣國…（nrm3／2）

となる。これと（4．1）式を比較することにより，ゐは｛偽；λ∈R｝には含まれない統計量であ

ることがわかる。

　（3．6）式と（4．エ）式より，C（のは次のようになる。

　　　C（t）m（2　rr）一r’2！：…．［：exp（一di，　z’g）A（z）　dz÷O（　n－3’2）　（4　．　2）

ただし，σ2篇1／（1－2露），

　　　A（胴三図無熱（・婦1書綜（・～・）3］

　　　　　　＋÷［古（・一・）＋吉鉱（・～・）・＋÷｛結國｝2－2ヂ自去（・～・）・

　　　　　　」訓綜（・～・）｝｛結（・・’・）・｝＋≒禦）2｛綜國・｝2］，

　　　s＿圭⊥．
　　　　i＝1　1）i

　（4．2）式の積分を計算することにより，C（のは次のように得られる。

　　　c（t）　：：；　or＋一f；i’L（“t　（i－s）＋一ll？ill一（s－ie2＋2ie－2）＋一iig4一（ie2－i）＋89　（ss－3k2－6／e＋4）／

　　　　　　　＋O（n－3t2）．

σ「＝（1－2it）un「，2はlints度rのX2分布の特性関数であるから

　　　・1一酬の＋翻あ榊）冊・・…（の＋／2Fx（，・．、）（t）＋／・Fx…6・（の｝＋・（・・一3・2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．3）

を得る。ただし
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凡ω（t）：自由度rのx2分布関数，

　　　lo＝8（1－S），　／！＝3（S－k2一ト2k－2），

　　　／2　・6（々2－1），　13＝＝5S－3ん2－6k－F　4．

　次にD2を求める。　Siotani　and　Fujikoshi5）にならって，　D2の中に現れる

　　　［Si（励。＋nP。）φ（y畷多1；

をその漸近近似である

　　　（2・）一r121S21一・・2e・p（一t／2）［Si（47y。＋nP。）］1：：；＝；

によって近似すると，D2の漸近近似である1）2が，　Yarnold8）の結果を用いて次のように得られる、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た
　　　1）2　・・［｛2＞1（t）一n「12yi（t）｝exp（一t／2）］／［｛（2πη）「nカ，｝1〆2］，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　鉾1

ここで，

　　　瓦（t）一＃｛y：y∈1層目nd　y∈B，｝，

　　　Vi（t）一f…f．，dy－1gi・・2∫…f，、d・I　B，…｛・一（・1，…，・r）’・」・（ff一・2）＜t｝・

　次に，積（t）の展開を求めるために，ゐ（H皿1z）＝u’uとなるような変me　z→uを考える。

このような変換に対して

　　　一喉輪毒（恵雨，翫｛鍬（a・’・）・a・一・5（…）・｝＋・（n－3／2）

という展開を得る。これより，

　　　卿）一命∫…んく山霧・・

　　　　　一19呵…んく∫梶謡毒（・Y・）＋、t，｛礁ナ（・・’・）2

　　　　　　　　　　　　　÷（・一・k）（u’・）＋・（結（・～・））2｝＋・（n－312）］d・

　　　　　　　　　ん　　　　　一面｛・÷Wh、。、＋1）（S一・細・一・）｝＋・（n一・・2）

を得る。ただし，八のはガンマ関数。

　もう一つの離散修正項である！）3の計算は大変複雑である。D，÷D，＋D3によって誤差項がO（n’3t2）

まで近似できるが，D3＝○（n『正）であるから，ここでは，　Siotani　and　Fujikoshi5）と同様の考え

方によりみの分布最（の　の漸近近似として

　　　Fy（t）＝D、÷D2

を提案する。ここに，Di，1）2はそれぞれ（4．3）と（4．4）で与えられる式である。
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　　　　　　　　　　　　　　　5．」1の分布の漸近近似：FR

　検定統計量Taの分布に対して、　Cressie　and　Read2＞が与えた近似式と同様の方法によって，み

の分布FE（ののもう一つの漸近近似姦を求める。

　　　・，（Y）一二一，二号＋，1。離＋・（n一・・2）

よりみの平均と分散は

　　　E｛fi｝＝ん一1十Z2Z十〇（n－3！2），　V｛ノ1｝＝2（k－1）十玄十〇＠一3／2）

　　　　　　　　　n　’　”　””　’　’　　n
と展開できる。ただし，m；（3S－2k＋1）／8，　v・＝（11S一々2－10紛／4である。

そこで

　　　6－1十（v／2（le－1）n），　7＝（fe－1）（1－VT6）十（m／n）

とおくと

　　　E｛（ゐ一γ）／～借｝＝ん一1十〇＠　3／2），V｛（f1一γ）／V万｝＝2（ん一1）十〇（n－3／2）

となる。これより，みの分布FE（t）　の漸近近似として

　　　FR（t）　iiEi　Fx｛r）（（t　ww　7）／VI5一）

が得・られ．る。

　　　　　　　　　　　　6．」αの分布の漸近近似：Gy，　GR

　ん（α＞0，αキ1）に対しては一般の場合について漸近展開を求めるのは困難であるため，分布

の一様性を検定する場合について考える。すなわち，帰無仮説は

　　　ffo　：　nxPur　（t，’’ t）’

である。

　変数変換　Yi＝（Xi－n／k）／ノ万，　i＝1，…，々

を行うと検定統計量は

　　　・a（Y）一締1禽｛か（÷＋謝α一・（÷＋，叢）α｝

となる。

Bα＝｛y＝（yl，…，yr）’；ん（y）〈t｝　とおくとfaのExactな分布関数は

GE（t）＝Pr｛fa＜t｝・　・Pr｛　Y∈≡Bα｝　となる。

1・・≦・，または…≦［1・9（、iK12）・］／［1・9詳1］

のとき，Bαは常に有界なexte磁ed　convex　setになるので，1，のときと同様にYamold8）の定

理を使って，帰無仮説のもとでのJaのExactな分布の近似Df＋D8を求めることができる。

　（3．4）式と同様の変換を行い，テーラー展開すると

　　　」a（H一・z）一JE・．ll…一一一・　・’　・＋、警詔12禽國・＋7α（瑠脇一3）禽（・・’・）・＋・（n－312）
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を得る。これより，faの特性関数を求め，（1－ia　t）”Pはガンマ分布

　　　r（p，a）一　tht　p）　（7’　）”一iexp（nvX）

の特性関数であることに注意すると，1）fは次のように得られる。

　　　Df－G…12・（t）÷，8，，｛C・G・…2・（価砺・2・1・（t）＋・・G…／2…（t）÷C・G・…2…（の｝

　　　　　　＋O（nrm3t2）

ただし

Gr（f）（t）：ガンマ分布丁（f，　a）の分布関数，α＝2α／ゼー1，

　　　co＝8（！－1｛2），　c　i＝＝＝3｛一le2（ev2－11ev十10）一2fe（2ev2－ev－2）一i一（5ev2－13ev十6）｝，

　　　c2＝＝3｛一le2（5a2－5ev－2）一一2fe（11ev2－25ev十14）一（17ev2－45ev十30）｝，

　　　c3一：2（le－1）（k－2）（9ev2－24ev十16）．

　次に，！）ξを求める。ノα（y）＝tのとき

　　　ip（y）＝（2rr）rm”’2f 　91－i’2　exp（一t／a）＋O（nmi’2）

となるから

　　　［Si（Myc＋nPc）φ（y）ll：：ざll

をその漸近近：似である

　　　（2が21gレ1／・e・p←t／a）［S，（両。＋・nP。畷；ll

によって近似する。すると，みのときと同様にして

　　　D2cr＝［｛2Va（t）一nr’2　V．（t）｝exp（一t／a）］／［｛（2rrn）rk－h｝if2］

を得る。ここで

　　　Na（t）＝＃｛y：y∈≡M　and　y∈Bα｝，　Va（t）：Bαの体積である。

　玲（のを求めるためにfa（H－1z）＝（α／々αつz〆z4となる変換π→zを考えると

　　　z＝u一一MI411／［ISIi；一alLa－2），．：“，（ai’u）2ai÷whtn｛k（sa2－2sa＋is），．rmh，（ai’u）3ai－is（ev－2）2（

　　　　　＋O（n－3t2）

と表される。これにより，

　　　v・（1’）＝＝191it2f…傘下髭du

　　　　　　＝：：　191”2f・・添曜［1号湯（π一方≦、　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A一　（a－2）（ev（一　1｛　一5）　十91e　十3）（　zt’zt

　　　　　　一玲／2＋1）［　　32。。（fe＋1）　　］（

（6．1）

u’ 普j　u｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　），．i’　，（ai’　U）　＋　Tsit　｝s’．　｛4　（　ev　一2）2（　fe　一2）　（，nt一　，（ai’　u）　）2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）｝十〇（n－3’2）］dzf

｛（2伽）劉2 P4んα一1（ト1）（・一2）｛・（＋5）÷9ん率3｝÷伽・・2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6．3）
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が得られる。従って，んの分布GE（t）の一つの漸近近似として

　　　G．（t）　＝D，a十D，a

が得られる。ここにDf，か8　はそれぞれ（6．1），（6．2）で与えられた式である。

　次に

　　　f。（・Y）一声獄門綜！禽恥7α（竃霧暴雨一3）禽踏・（7…一一・312）

より

二一α
I群、1）幣＋・（n一一・・2），嘲一2α舞1）＋努＋・（・z一一・’・）

を得る。ただし

m．　＝＝　一gl（Xiiji！liZ－kfeirmli）　（　a　一　2　）　｛　le　（　7　ev　rm　13　）　rm　7　ev　÷　s　｝　，

va　””　sc’　（1，le2　．t一　21i｛5k（a－2）　（2a一　3）　一　13　ev2　＋3s　ev　一　22｝　．

そこで

　　6．xx：i＋v．／［n・ll！－E’flg2s］一IL－2－2（，／imii）］，7．＝＝ve（ee．v，i）（i－vi｝sr．）＋一Zi’ggia

とおくとfaの分布の漸近近似として

G．（のヨGr（。、2｝｛（t一γ。）／砺｝

が得られる。

7．各近似の比較

　これまでに求めた近似式が検定統計量のExactな分布をどの稚度よく近似しているかというこ

とを調べるために，3項分布の場合について数値計算による比較を行った。

　図1と図2は，p＝（O．2，0．4，0．4）’とした三無仮説のもとでの検定統計量ノ1についてのグラ

フである。みのExactな分布FEに対する近似として，極限分布であるX2分布Fzω，，離散修蕉

項をもつ近似Fy，モーメントに基づいて極限分布を修ヨ三した近似FRの3つの近似法を比較して

いる。図1はn＝＝10の場合の分布関数とその近似を表している。なお，補助線として，確率0．95

を示す線と，κ2分布における5％点，κ碁，05（r）を示す線がかかれている。グラフからわかるよう

にFv（t）は必ずしも単調増加関数ではないが，全体として，凡（t）をよく近似しているといえる。

図2はπの変化にともなう各近似の変化の様子を見るために，t・・X＆．05（のにおける各関数の儀を

表したグラフである。πの繊が大きくなるに従って，Fyによる近似がかなりよくなっていく様子

がわかる。pをいろいろに変えても，図1，図2とほぼ同様の結果が得られる。また，　minんの
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1藁ゴ叢3
植が大きいときほどFγは良い近似を与えている。

　図3は，α＝L5とした検定統計量ノL5のExactな分布関数GEと，3つの近／⊥フ、　Gr，　Gγ，　GR

を褒したn＝・10の場合のグラフである。補助線として確率0．95を示す線と，漸近分布である（｝

の5％点を示す線もかかれている。

　αの値を一つ決めると検定統計最んが一つ定まる。そこで，72の値を固定したときの各統計量

に対する近似の様子を表したのが園4である。各αに対応する漸近ガンマ分布の5％点における
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乃のExactな確率と，その近似値を表したグラフである。下から順にn＝＝10，20，30の場合のグ

ラフが示されている。nの値が大きくなるにしたがって，離散修正項の効果がよく現れ，　Gyによ

る近似はGEに対して，この図で示されたαについては，ほぼ一様によい近似となっている。ま

た，n・x　30になると，α＝2の付近ではGrやGπもかなりよい近似を示している。

　FγとGyはYarnoldの定理における一つの離散修正項D2の漸近近似であるD2を用いた1）1＋1）2

の形の近似式であるにすぎないが，検定統計量fa（α＝1も含めて）のExactな分布の漸近近似

として有効であると思われる。

　また，統計量のモーメン5に基づいて極限分布を修正することによって得られた近似式」％は，

Fvに比べて計算量が少ないという利点があり，検定の棄却限界点の付近ではよい近似を与えると

思われる。
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