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北海道大学工学部研究報告

第148号（平成元卑）

Bulletin　of　the　Faculty　of　Engineering，

Llokkaido　University，　No．　148　（1989）

平面骨組構造物の固有振動解析と固有値の精度

林川　俊郎’＊　佐藤　康治＊＊角田輿史雄＊

　　　　　　（平成元年7月25日受理）
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　　　aftd　Aecuvacy　gnvestigatiopt　of　Eigeitvalues

Toshiro　HAyAsHII〈AwA，　Yasuharu　SATo　and　Yoshio　KAKuTA

　　　　　　　　　（Received　July　25，　1989）

Abstract

　　Three　different　mass　matrix　methods　for　determinig　naturai　frequencies　and　mode

shapes　of　plane　frame　structures　are　presented．　ORe　rnass　matrix　method　is　the　exact

method　based　on　the　general　solutions　of　the　different　equations　of　i“otion　for　both　axial　and

fiexural　vibratioks，　and　it　is　called　the　continuous　mass　method．　The　other　two　matrix

methods　are　the　lumped　and　consistent　mass　methods　based　on　the　approximate　finite

element　approach．　Tke　mathematical　relationship　between　the　exact　and　approximate

methods　is　discussed，　afld　the　accuracy　of　the　eigenvalues　obtained　by　three　different　mass

matrix　methods　is　iRvestigated．　Some　typical　continuous　beams，　arch　bridges，　aBd　rigid－

frame　bridges　are　analyzed　to　illustrate　the　applicability　of　the　lumped，　consisteltt，　and

continuous　mass　；nethods，　and　the　computed　results　are　also　given　in　tabulay　form．

1．まえがき

伯然環境と橋梁構造物との調和を意識した美観上の問題点から，また，材料および架設方法の

進歩により，広幅員の連続高架橋あるいは斜角のきつい方杖橋，アーチ橋等の施工例が数多く見

受けられるようになってきた。さらに，構造物が大型化，長大化あるいは複合形式化されるにつ

れて，その構造物自身の有する固有振動性状はますます複雑になってきている。特に，構造物が

非対称でかつ質量の中心点が大きく偏心しているような場合には，固有振動数（固有値）の接近

が見られる。また，構造物の動的応答解析において，その用いられる解析手法によっては動的応

答値にかなりの差異を生ずることが雷われている。例えば，橋梁構造物の耐震設計にはモード解

析によるRMS法あるいはSRSS法により最大応答値を算出してきたが，構造物の持つ固有振動

持性によっては，その動的応答値を過大あるいは過小に評価してしまう場合がある1）。

　一般的に，構造物の動的応答性状は構造物に作用する外力（地震，風，走行荷重等の動的な外

力）の持つ性質と構造物自身の固有振動性状，すなわち，固有振動数，固有振動モード，減衰定

数等によって決定される。したがって，固有振動数および固有振動モードを低次から高次振動ま

で精度よく計算することは，構造物の動的設計および動的応答の評価を行う上で重要な課題であ
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ると冨える。

構造物の固有振動解析は大きく分けて，運動方程式の一一一一me解を用いて動的な剛性マトリックス

を誘導し，固有値を求める厳密解法（連続質量法）と，構造物の質量を多質点系に離散化し，有

限要素法等を用いる近似解法（集中質量法あるいは整合質量法）との2通りがある。前者の連続

質量法による最終的な振動数方程式は，固有値を含む種々の関数より構成された超越方程式とな

り，後者は一般的な固有値問題に帰着される。有限要素高等による振動解析が一般的に普及し，

さらに，電子計算機の急進的な発展により数値計算が容易になった今日においても，構造物の要

素分割数とその固有値の精度について数値解析的にかっ数学的立場から明確に検討した論文は少

なかったように思われる。

　そこで，本研究の目的は平面骨組構造物の中でも基本的な連続桁，アーチ橋およびVレッグラ

ーメン橋を数値計算例として取り上げ，集中質量法，整合質量法および連続質量法により数値計

算を行い，求められた固有値の精度について詳しく検討することである。また，必要とする精度

を満たす固有振動モード次数と近似解法の要素分割数との関係について検討し，要素分割数の妥

当性とその算定方法の提案がなされる。

2。固有振動解析

　本研究で取り扱う平面骨組構造物は軸変形および曲げ変形を受ける骨組部材より構成されてい

るものとする。すなわち，骨組部材は軸力，セン断力および曲げモーメントのみを受け，ねじり

変形あるいは艶げねじり変形の影響はないものとする。また，七二骨組構造物の固有振動解析に

は一一般的な変位法（有限要素法）を適用することにする。

　骨組構造物の固有振動解析は，その構造物のモデル化によって，離散座標系（discrete　coordinate

system）による解と分布座標系（distributed　coordiRate　system）による解に分類することがで

きる2）’3＞。さらに，前者には部材要素の片側半分の質量と質量モーメントを両節点に等しく置換す

る集中質量法（lumped　mass　method）と軸変形には1次式および曲げ変形には3次式の変位関

数を用いて部材要素の質量を分配する整合質鍵法（consistent　mass　method）による2通りの方

法がある。後者には骨組構造物の質量および附駐等の力学的特性を連続的な分布量として取り扱

う連続質量法（continuous　mass　method）がある。この解析方法はトラス部材（軸要素）あるい

は桁部材（曲げ要素）の自由振動の基礎微分方程式の一般解を必要とするが，正確な固有値（厳

密解）を求めることができる。一般的に，離散座標系による解は標準的な固有値問題に，分布座

Natural　Vibratlon　Analysis

　of　Brictge　Structures

Dlscrete　Coordinate

　　　System

Distrlbuted　Coorctinate

　　　　Syste用

Lumped　Mass

　Method

Consistent　Mass

　　Method

Contlnuous　Mass

　　門ethod

図1　固有振動解析の分類
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標系による解は超越方程式を解く問題に帰着される。前者による解は近似解を，後者による解は

厳密解を与える2）・4）。ここで述べた骨組構造物の固有振動解析の概念的な分類がec一　1に示されて

いる。

（a）　End　ctisplacements

　〉等　　　　　　　　　＞2

θ1ノトE協AAxe・

・（b）　End　．forces

　Yl

㌧ト EI，　m，　A

Ul　b．　U2　Xl“．　．　X219．．一．．一

L L

Y2

tトM・

一’一一一““一liill

図2　骨組部材の節点変位と節点力

2．1離散座標系による解

　ここでは，万一2に示すように一定一嘗を有する骨組部材要素に軸力（X，，X2），セン断力（Yl，

Y2）および朗げモーメント（M，，　M2）が作用した場合について考えてみよう。軸変形には1次の

べキ級数，曲げ変形には3次のべキ級数で部材要素内の変位関数を仮定すると，さらに，両変形

の連成がないものとすれば，各部材要素の岡冒性方程式は次のように求められる5）’6）。

　　　Fa＝KasUa，　Ff”＝KfsUf

ここに，

　　　Fa　”　｛Xi，　X2｝T，　Ff＝｛Yi，　Mi，　Y2，　M2｝’

　　　Ua　rc｛ui1　u2｝T，　Uf＝｛vie　Ob　v2）　02｝T

（la・b）

（2）

（3）

（4atb）

ここで，Eは弾性係数，　Aは断面積，1は断面二次モーメント，　Lは部材長である。また，添字a

は部材要素の軸変形を，添字fは部材要素の曲げ変形を意味している。正方マトリックスK。、とKf、

はそれぞれトラス部材と桁部材の静的剛性マトリックスである。

　部材要素の片側半分の質量と質量モーーメントを両節点に分配させることにより，非対角項成分

が零となる集中質量マトリックスは次のように与えられるη。

o

L2

0

0

ここで，mは部材要素の単位長さ当りの質量である。

o

o

12

0

劃
（5a・b）

　さらに，前述の式（4a）と（4b）の静的剛性マトリックスK。、とK，、を誘導した同じ変位関数を用

いると，以下のような
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（6a・b）

整合質量マトリックスが求められる6）’7）。式（4），（5），（6）の各部材要素の剛性マトリックスお

よび質量マトリックスに重ね合せの原理を適用すると，最：終的に，離散座標系における骨組構造

物の振動数方程式は次のような固有値問題となる。

det　I　K一　tu2M　i　m　o （7）

ここで，マトリックスKとMはそれぞれ境界条件より拘束節点処理された構造物全体の剛性マト

リックスと質量マトリックスである。また，ωは構造物の固有円振動数である。式（7）の固有値問

題は数学的にも非常に重要な問題であり，今までに繰返し法，代数学的方法，相似変換に基づく

方法等の数多くの解析方法がある5），8＞。本研究では，Householder法による北海道大学大型計算機

センターの数値計算副プログラム・ライブラリMSL（DEIGABとDEIGRS）を用いて解いた。

　2．2　分布座標系による解

　図一2において，部材要素の動的伸縮（軸変形）は縦振動となって現われ，その自由振動の運

動方程式は次式のように与えられる。

　　　EA嘉聯　　　　　　　　　　（・）
上式の一般解を用いて，節点力（X1，　X2）と節点変位（Ul，　u2）との問に，次のようなマトリックス

関係式が得られる7）。

　　Fa＝KaeUa
ここに，

　　除E飴L議1㎜蠕L］・F門門

（9a）

（9b）

さらに，部材要素の鉛直たわみに伴う曲げ振動の基礎微分方程式は次のように与えられる。

　　　Ell窒＋m差￥一・　　　　　　　　　（1・）
この式（10）の一般解を用いて，曲げ振動による節点力（Y、，M、，　Y2，　M2）と節点変位（vl，θ1，　v2，

θ2）との関係について求めると，次のようなマトリックス関係式が得られる2）の。

　　Ff＝＝KfeUf

ここに，

　　c＝cosβL，　s　・＝　sinβL，　cmcoshβL，　s＝sinhβL，β漏4廊7歪丁

（！1a）

（11b）
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上式（9b）と（11b）の動的な剛性マトリックスKaeとKf。はそれぞれ固有円振動数ω（固有値）を含

んでいるので，ここでは固有岡性マトリックスと呼ぶことにする2）。固有剛性マトリックスKl。．と

Kfeは静的問題における閾性マトリックスと全く同様にして，座標変換および重ね合せの原理を用

いることが可能である。一般的に，分布座標系における骨組構造物の振勤数方程式は

　　　det　l　K（cv）1＝：e　（12）
と表される。ここで，K（ω）は境界条件より拘束節点処理された構造物全体の固有剛性マトリック

スである。式（12）は圃有円振動数ωを含む超越方程式となり，その解析方法としては二分法，セカ

ント法，Newton－Raphson法等がある。本研究では確実に解を求めることができるRegula－Falsi

法9）を用いて解いた。

　　　　　　　　　　　　　　　　　3．数値計算結果

　3．1連　続　桁

　数値計算例として，等断面および等支聞長を有する連続桁の固有値について考えてみよう。図

一3には分布座標系（a）および離散座標系（b）における連続桁の要素分翻の状況を示している。分

布座標系における全要素数は連続桁の支問数と一致している。一方，離散座標系における連続桁

の要素分割は各二一長を等分割し，全要素数はNで表されている。

（a｝　Distrlbuteci　coordlnate　system （b）　Discrete　coerdfnate　system

　2－sP〔｝n　contlnuous　beQin

を　　　　　　ヨ　　　　　　　ら

不・　〆ド　髄

　3－SPGn　CGntil）UOus　beαu

ま　　　　　　ヨ　　　　　　ら　　　　　　ア

・ト2小“射　・ド

　自一span　continuOus　be〔】m

ユ　　　　　　ヨ　　　　　　う　　　　　　フ

・ト・　rト4　・ド　xt18

、2－SPon　COntinuOus　beGm

ユ　ヨ　　う　ア　む　　　　　

ポぷぷボ・ド・ト・ト2翻

三5－sP（】n　continuous　beGm

ユ　ヨ　　ら　　ア　ヨ　　　　　　　　　　　　

ポポ札ド祁ト小・ト・トボN＋1

　　　tl－spon　contiRUOUS　beα具

む　　　　　　　ヨ　ヨ　　ア　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ

ホ1・／1くポポ4ミ轟赫Mホ・ト・ト2N＋1

］23456フ8910　
醤

L甲＿工平工［1］工璽LJ

図3　分布座標系と離散座標系における連続桁の要素分割

　表一1は単純桁および連続桁の1次から20次までの固有値を示している。これらの固有値λm

は連続質量法により求められた厳密解である。ただし，連続桁の両端部における支承の境界条件

は単純支持である。この表より，多径間連続桁の第1次圏有値λ1は径間数に関係なく常に一定で

あり，その値はπである。n径問連続桁の第n＋！次の固有値は単純支持桁の第2次圃有値2πに，

第2n＋1次の固有値は単純支持桁の第3次固有値3πに全く一致している。一般的に，単純支持桁
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の第m次固有値λmはn径問連続桁の第n（m－1）＋1次固有値に対応している。ここで，固有値

福をπで除した値（表一1の括弧内の数値）を見ると，連続桁の径間tw　nに応じた一定の間隔で

固有モード群が形成されていることがわかる。例えば，3径問連続桁のλm／πの比の値は3個の固

膚着ごとに小数点以下の数字が繰り返されている。5径間連続桁の場合には，その5個の固有値

ごとに小数点以下の数字が繰り返されていることがわかる。さらに，6径聞連続桁の固有値は，

その6の約数である1，2，3に対応して単純桁，2径間連続桁および3径間連続桁の固有値を

すべて含んでおり，その固有モードの群をなす規則性の存在には興味深いものがある。この規則

性に着目して，AyreとJacobsen’G＞は単純桁から24径聞連続桁の固有値を算定するための図解ネ

ットワークを作成した。

表1　等断面等支間長の連続桁の固有値

Mode Number　of　spans of　continuous　beams
order n皿1 隠罵2 n認3 n皿4 n篇5 n罵6

1 π　（1．000） π　　　　（1．000） π　　　（1．00G） π　　　（1．000） π　　　（1．000） π　　　（1．000＞

2 2π　（2．000） 3，926602　（1．250） 3．556408（1．132＞ 3．393231（1．080＞ 3．309052（1．053） 3，260535（1．038）

3 3π　（3．000） 2π　　　（2．000） 4．297530（1．368＞ 3．926602（1．250＞ 3．700360（1．178＞ 3．556408（1，132＞

喋 4π　（4．00◎） 7．068582　（2．250） 2π　　　（2．000） 4．463324（1．421＞ 4．152944（1．322＞ 3．926602（L250）

5 5π　（5．000＞ 3π　　　（3．000） 6．707596（2．135） 2π　　　（2．000＞ 4．550434（工．448） 4．29753G（L368）

6 6π　（6．000＞ 10．210176（3．250） 7．429541（2．365＞ 6．545144（2．083＞ 2π　　　（2，000＞ 4．601418（1，465）

7 7π　（7．000） 4π　　　（4．000） 3π　　　（3．000） 7．068582（2．250） 6．459950（2．056） 2π　　　（2．000）

8 8π　（8．000＞ 13．351769（4．250） 9．848793（3．135＞ 7．591619（2．416） 6．848552（2．180） 6．4G9847（2．040）

9 9π（（9．000＞ 5π　　　（5．000） 10．571561（3．365＞ 3π　　　（3．000） 7，288610（2．320） 6．707596（2．135）

10 10π（10，000＞ 16．493361（5．250） 4π　　　（4．000＞ 9，686559（3．083） 7．676964（2．444＞ 7．068583（2．250）

11 11π（11．000） 6π　　　（6．000） 12．990402（4．135＞ 10．210176（3．250） 3π　　　（3．000） 7．429541（2．365）

12 12π（12．000＞ 19．634954（6．250） 13．713135（4．365＞ 10．733799（3，417） 9，601142（3．056） 7、726964（2．460）

13 13π（13，000） 7π　　　（7．000） 5π　　　（5．000＞ 4π　　　（4．000） 9．989880（3，180） 3π　　　（3。000）

14 14π（14．000） 22．776547（7．25⑪） 16．131994（5．135） 12．828171（4，083） 10．430473（3，320） 9．551104（3．040）

15 15π（15．000＞ 8π　　　（8．000） 16．854729（5．365） 13．351769（4，250） 10．819221（3．444） 9．848793（3．135）

16 16π（16，000） 25．918139（8．250） 6π　　　（6．000） 13，875367（4．417） 4π　　　（4．GOO） 10．210176（3．250）

17 17π（17，000） 9π　　　（9．000） 19．273587（6．135） 5π　　　（5．000） 12．742753（4，056） 10．571561（3．365）

18 18π（18，000） 29．059732（9．250＞ 19．996321（6．365） 15，969763（5．083） 13．131484（4，180） 10．869263（3．460）

19 19π（19．000） 10π　　（10．000＞ 7π　　　（7．000） 16．493361（5．250） 13．572054（4、320） 4π　　　（4．000）

20 20π（20．000） 32．201325（10．250＞ 22，415180（7．135） 17．O16960（5．417） 13，960785（4．444） 12．692711（4．040）

Note The　quantities　within　paren出eses　are　values　of λm且／π．

表2　ランガー橋とil・一ゼ橋の断面諸元

Langer　bridge Lohse　bridge

Structural　prQperties Lower
モ?ｏｒｄ?

ember�

pperc
?ｏｒｄｍ?

mber�V

rticalme

高b??�L

werch
盾窒р高??

ber�Up

ercho
窒р高?ｍ?

er�Ver

icalmemb

??Cr

s　sectional　area　　A（M2）Mome

獅煤@of　inertia　　王（m4）Dead

@load　　　　　　　　　　　w（t／nユ）�0，0

30．00

W42．78

�0．0

嘆0．00

U50．11

�0，0

50．00

P60．04

�0，0

20．00

X33．67

�0，0

00．00

V70．39

�0，0

70．00

P80．06

　図

，5，6は集中質量法（実線）および整合質量法（破線）による3，4，5径間連続桁の固

ωと，連続質量法により求めた固有値♂との比を各固有振動モード次数に対して示したもの

る。図中のNは連続桁の要素分割数である。一般的に，要素分割数Nが増加するにつれて，

質量法および整合質量法による解は珊々に厳密解に近づいて行くことがわかる。また，



平面骨組構造物の固有振動解析と固蕎値の精度 7

1a15

1，le

1，05

1，00

g
ミD．95

ち

当

望

　o，ge

O，85

e，so

O，75

Three－SPan　CORttllLtOし葦s　beGm

　　　　　爵・6
　　　　　P
　　　　　ノ
　　　　／　　　　　　　　N・9
　　　　／　　　　　　，ρ　　　　　N・　12

　　／　〆冷ノ雌
／　　／　　／　／

毒論釜遠鑓1圭±ls
閥－舞し働ber　of　be〔琳l　e呈enwei】ts

　　　　　　　　　　　　　　錘・12　　　　　　　　　　fi＝9
　　　　　　r｛　＝6

　　　　LLmped　moss　rr｝ethoG

一一一一一
@ Cons呈s宅e自t　orK］ss　肥ヒhod

一・一一一　Centinuous　Mass　nvethoa

rl；18

N・1ワ

123456789　le　B　12　1］　1“　IS
　　　　　　　　Mede　oraer

］，IS

t，1｛j　1一

1，05

i，oo

k
5

ちe・95

婁

契

　O，90

e，85

O，80

a7s

　「OU「一SPUII　contlnu（灘s　beG目1

　　　　　　　　　，P門’8　　　　　　　　　　　　　　＿＿

　　　　　　　　／　　　　　　　　　鍵q2
　　　　　　　　♂　　　　　　　　　，ρ

　　　　　　ノ／　　　／　　　リ
　　　　　ゲ　　　　　　　　　　　　　　　が　　　　　　　　　　　　　　ノ
　　　　　／　　　　　宮　　　　　戸…o「
　　　　／　　　　　　　　　　　　　／　　　　　　　　　　　　　！　　髭＝20

＿昆＿釜嘉麺曇墨豊
　　　　　　　　　N＝鯉U1由er　of　beαn　eie「1聡nts

　　　　　　　　　　　　　　N＝12　　　　　　　　　糧・8
一・一一一一

@Lumped　fuass　“wetln（1

一一一一@Conststent　mass　uwatboa

一　一　一　Contirluous　mess　”tetllod

N　＝　2tl

解・20

N＝i6

図4　3径問連続桁の固有円振動数比と固有モード次

　　　数との関係

　　1　　2　s　4　5　6　7　　8　9　IO　B　12　13　lq　15　16

　　　　　　　　　　　Mede　order

図5　4径間連続桁の固有円振動数比と圃有モード次数

　　　との関係

1，15

1，le

］，05

i，oo

も

5
ち0・95

磐

璽

e，go

O，85

O，80

O，75

　　F［ve－spqn　cont［BUOus　beg鴨

　　　　　　　　　　　　メ）N昌lo
　　　　　　　　　　　ド　　　　　　　　　　グ　　　　　　　　　　N・i5
　　　　　　　　　　／　　　　　　　　　　ノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ
　　　　　　　　　．ρ！　　　　　　　　　，〆
　　　　　　　　ノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ

　　　　　　　　　　　　　　　　ガ　　　　　　　らゆノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ
　　　　　　P』　　　　　　　　倉”VN・20
　　　　　　／　　　／　・・2・
　　　　　／　　　　　　　　　〆　　　N＝30

串蘇轟毒毒毒轟叢毒蕊；蕪謹三
　　　　　　　　N＃撹umber　Gf　beom　e呈ements

　　　　tu［nped　mGss　method

一一一一
@　 Cons［stent　霞粗ss　methoほ

一一一・一@ContinuQus　gwoss　nlethoti

r｛　＝　le

tt　＝　］e

N＝2S

N・2（ト

N＝　15

（a＞　Langer　bridge
f＝10ai

1　2　3　4　5　6　7　8　9　IO　11　t2　15　14　1’S
　　　　　　　　；｛ocle　oraer

L い59紐＿＿」

｛b）Loh＄e　br｝dge
f・10．2m

レ7。。　　　＿二「

図7　ランガー橋とw一ゼ橋

図6　5径間遡続桁の間有円振動数比と醐有モード

　　　次数との関係



8

（a）　Lumped

MSPE＝1

MeDE＝2

MebE＝　3

NeDE＝4

闇DE＝5

　　　雛GSS

TLM＝O．74083

TLM＝O一．4S8SS

TL門＝O．31875

TLM＝O．19273

τしト奮＝O．｝5418

　林川俊郎・佐藤康治・角田輿史雄

method　（b）　Consistent

MgDE＝1

鱈GDE；2

門6DE＝3

MeBE＝4

門ODE＝5

　　　　　　　　　mass

　TCM＝O．72B14

　丁CM＝0　　　534

　TCM＝e．3e787

　1CM＝O．IBO30

　TCM＝O．IS372

．鴨一．

　TCM＝D．07925

　1CM＝O．OS966

method

卜4日DE：　6　　　　了しN＝e ｝2706

、

聞DE＝7 TLM：e．091B9

例ODε＝　9　　　TL凹＝　　　　　　P

0．0フ057

M8DE＝　8

陥DE＝10

TLM＝O．06093

TLM＝O．OS681

図8

H〔jDE＝6　　　　TC酢＝　〔｝． ！460

＼

MeDE：7

肥PE＝8

循巳DE＝9　　　TCH：0， 5777

　　　　　　　　　　MSDE＝！O　TCM＝O．04384

ランガー橋の固有振動モード

＼　　　、



　　　　　　　　　　　　　　　　平齎骨組構造物の固有振動解析と固有値の精度

（a）　Lumped　mass　method　〈b）　Consistent　mass　method

MeBE＝1　TLM＝O．B8421　MQ］E＝1　？CM＝O．B699S

9

N61〕E＝2　　　　TL門＝0 6682

MeDE＝　3 TLM＝O．3S348

MeDE＝　4 TLM＝　O．231S8

MeDE＝　5 TLM＝O．IS462

MSBE＝　6 TtM＝O．131S6

MeDE＝　7 竃一しト1＝0．1i346

陥D∈ニ8 TLN’＝　O．08922

MeDE＝9　’TLM＝O．07401

MOPE＝　ll　TLM＝O．06396

NOi〕E＝　2　　　　T〔＝卜循＝　0雪 989

MePE＝　3 TCM＝O．34464

MgPE＝4 TCM＝O．21717

MS］［＝S TCM＝　O．14026

　創

l　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・

MSDE＝　6 TtM＝　O．13079

MOPE＝　7 TCM＝O．09B13

MeDE＝　8 TCM＝　O．07312

肥DE＝9 TCM＝e．OS696

MeDE＝lo　TcM＝o．ossos

図9　ローゼ橋の固有振動モード



le 林川俊郎・俊藤康治・角田與史雄

同じ要素分割数Nでは，整合質量法による解析結果が集中質量法による結果と比較して，かなり

良い精度で固有値を計算していることが確認できる。さらに，集中質量法により求められた固有

値は厳密解に対して下界値を，整合質：量法による解は上界値を与えることがわかる。固有値の比

ω／ω＊は，離散座標系による解の精度を表しているが，先に述べた連続桁の径間数nに応じた固有

モード群が形成されており，その固有値の精度も固有モード群の中ではほぼ一定となる傾向にあ

る。特に，その傾向は集中質量法により求められた固有値に顕著に現われていることがわかる。

　3．2　アーチ橋

　次に，アーチ橋の固有値について考えてみよう。数値計算例としてee一　7に示すように，支間

長59m，ライズft　10　mのランガー橋と尋問長70　m，ライズ長10．2　mのローゼ橋を取り上げるこ

とにする。その固有値計算に必要な断面諸元は表一2に与えられている。境界条件としては，左

端がヒンジ支承，右端がローラー支承である。また，両者の節点数は20，分割要素数は29である。

　図一8，9は集中質量法と整合質量法により求められたランガー橋とローゼ橋の固有振動モー

ドである。支間中央点に節をもつアーチ橋特有の逆対称振動モードが基本固有振動モードとして

現われ，第2次，3次固有振動モードは曲げ振動と縦振動とが連成していることがわかる。さら

に，ランガー橋では第5次，8次モードで，ローゼ橋では第6次，10次モードで橋軸方向の振幅

が卓越した縦振動が現われている。一一般的に，アーチ系橋梁構造物の固有振動モードは，逆対称

および対称モードの曲げ振動と縦振動とが一つの固有モード群を成して繰り返し現われる。この

性質は前述の連続桁の場合と同様興味深い結果である。

　数値計算により求められた固有値の比ω／ω＊と固有モード次数との関係がランガー橋，ローゼ橋

についてそれぞれ隅一le，11に示されている。一般的に，集中質量法により求められた固有円振

動数ωは厳密解ω＊よりも小さい値を，整合質量法による固有円振動数は厳密解よりやや大きい値
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を与える。同じ要素数（あるいは質点数）では，整合質量法による解が集中質量法による解と比

較して，かなり精度が良いことがわかる。また，集中質量法により計算された固有値の中で，ラ

ンガー橋では縦振動の卓越する第2次，5次，9次の固有振動モード，およびローゼ橋では第2

次，6次，10次の固有振動モードが他の曲げ振動のものより，良い精度で解が求められている。

このアーチ系橋梁構造物の場合でも，集中質量法および整合質量法により求められた固有値はそ

れぞれ厳密密に対して下界値および上界値を与える。

　3．3　Vレッグラーメン橋

　実在橋の数値計算例として，北海道の田高山脈に架設されるシビチャリ1号橋の断面諸元を用

いる。本橋は図一12に示されるような鉄筋コンクリート橋脚の上に，V型の鋼製橋脚を有する5

径聞連続ラーメン橋である。また，本橋はA1からA2にかけて2，600％の縦断匂配があり，幾何

学的に非対称な構造物である点に特徴がある。境界条件としては図一12に示されているように，

橋軸方向に対して，A1はヒンジ支承，　A2は可動支承，　PlとP2は固定支持である。さらに，数

値計算に必要な断面諸元は以下の通りである。弾【生係数はE＝2。1×1e7　t／m2（206，000MN／m2），

断面積はA＝0．100～2．SOO　m2，断面二次モーメントは1＝0．O18～0。568　m4，単位長さ当りの重量は

w　：1．267一一5．7eO　t／m　（12，500一一55，900　N／m）．

205　500
6 35000　　　　　　　　42000　　　　　　　　　　　50　000　　　　　　　　　　　42000　　　　　　　　350（）0　　　7

560 0 O◎◎ 60∞

① ⑥ ⑯ ＠　　◎

。⑳

§　．

P　　　卜ω

⑭
⑫

図12　Vレッグラーメン橋

　図一！3には，集中質量法および整合質量法により求められたVレッグラーメン橋の固有振動モ

ードが第1次から10次まで示されている。ここで，数値計算に用いられた5径間連続Vレッグラ

ーメン橋の要素分割数はN＝80である。このVレッグラーメン橋は2．600％の縦断匂油があり，

構造形式が非対称であるため，特異な固有振動モードが現われている。基本固有1次振動モード

は，支間中央において大きな振幅を生じ，あたかもV型橋脚を國支点にした5径間連続桁のよう

な挙動を示している。第9次固有振動モードではV型橋脚のみが局部的に振動しているが，他の

固有振動モードは補剛桁とV型橋脚とが一体となって連成振動していることがわかる。また，集

中質量法および整合質量法により求められた両者の固有振動モードを比較すると，それ程，大き

な差異がないことが理解できる。

　集中質量法，整合質量法および連続質量法により計算された第1次から2G次までの固有円振動

数の値が表一3に示されている。ここで，用いた要素分割数はN＝80である。連続桁およびアー

チ橋の場合と同様に，集中質量法により求められた固有円振動数は厳密解よりも小さい値を，整
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合質量法による固有円振動数は厳密解より大きい値を与える。

　次に，集中質量法および整會質量法により数値計算された固有値の精度について考えてみよう。

図一14は岡一断面諸元をもつVレッグラーメン橋について，集中質量法と整合質量法により計算

した固有円振動数ωと連続質量法による厳密解げとの比を固有振動モードに対して示したもので

ある。図中のNは構造物の要素分割数である。一般的に，要素分割Nが増加するにつれて，集中

質量法および整合質量法による解が数々に厳密解に近づいて行くことがわかる。また，同じ要素

分割数Nでは，整合質量法による解析結果は集中質量：法による結果と比較して，かやり良い精度

でVレッグラーメン橋の固有値を計算していることが確認できる。

　3．4　固有値の精度

　以上の連続桁，アーチ橋およびVレッグラーメン橋の数値計算結果から，以下のことが結論と

して言えるであろう。集中質量法より整合質量法を用いた解の方が，かなり精度が良いことから，

平面骨組構造物の固有振動解析には集中質量法よりも整合質量法を用いて数値計算することを本

研究で推奨したい。また，固有値計算を行う上で要素分翻数と解の精度との関係について醤及す

るならば，もし整合質量法により0．1％以内の良い精度で解を得るためには

　　（構造物全体の要素分割数）・（1節点の自由度）x（必要な固有振動モード次数）　　（13）

という算定式が有効であろう。例えば上式の確認のために，図一5で示した4径間連続桁の数値

計算結果を参考にしてみると，桁の1節点の自由度は2であることを考慮して，要素分割数N＝

16を用いた整合質量法による解はほぼ0．1％以内の精度で，約8次固有振動モードまで計算されて

表3　計算されたVレッグラーメン橋の

　　固誉円振動数

Mode Lumped
Consistent CQntiouous

order 　maSS
高?ｔｈｏ?

　InaSS
高?ｔｈｏ?

　maSS
高?ｔｈｏ?

1 12．0779 12．1343 12．1280

2 15．9130 16．0086 16．0000

3 16．9244 17．0312 17．0220

4 19．5263 19．6058 19．5950

5 23．1490 23．2537 23．2406

6 25．5647 25．6921 25．6773

7 29．6828 29．9651 29．9478

8 36．1952 36．5749 36．5529

9 41．0448 41．3972 41．3728

10 41．7743 42．3727 42．3452

11 45．6868 46．！153 46．0867

12 46．1368 46．5411 46．5132

13 48．4642 48．9259 48．8953

14 61．8550 63．0179 62．9664

15 63．0435 64．5331 64．4789

16 68．3102 69．7503 69．6821

17 69．2541 70．4185 70．3531

18 80．5942 82．7604 82．6762

19 88．1759 90．7033 90．6014

20 9L8246 95．2146 95．1020
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図14　Vレッグラーーメン橋の闘有円振動数比と闘脊モード

　　次数との関係
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いることがわかる。また，他の要素分割数，連続桁についてもほぼ同様の結果である。さらに，

図一14のVレッグラーメン橋の三富についてみると，ラーメン部材の！節点の自由度は3か日る

ことを考えに入れて，要素分割数N＝37を用いた整合質量法による解はほぼ0．1％以内の精度で，

約12次の固有振動モードまで計算できていることがわかる。また，要素分割tw　N＝　80を用いた場

合の計算結果はほぼ20次の固有振動モードまで0．1％以内の精度で固有値が求められていること

が確認できる。しかし，図一10および図一11のアーチ橋の固有値の精度については，必ずしも式

（13）の算定式は適用できない。つまり，要素分割数がN　・29であり，1節点の自由度が3である

ことを考慮して，整合質量法による解は必ずしもO．！％以内の精度で10次の園有振動モードまで

計算されておらず，高々3～4次の固有振動モードまでが満足できる範囲である。しかし，アー

チ橋の下弦材の要素分割数N＝10について検討してみると，式（13）の算定式が有効となるのであ

ろう。したがって，連続桁あるいはVレッグラーメン橋のように開いた平面骨組構造物の固有振

動解析には式（13）による算定式が役立つであろう。しかし，アーチ橋のように閉じた平面骨組構

造物の固有振動解析には，直接的に武（13）を適用することは難しい。このような場合には，固有

振動モードの支配的な補剛桁（この場合は下弦材）の要素分割数に着目して，式（13）の算定式を

適用する工夫が必要となる。いずれの数値計；算例においても，集中質量法により求められた固有

値の精度は，ほとんど低次の固有振動モードしか期待できないと言うことができる。

4．固有剛性マトリックスの級数展開

　式（9b）および式（11b）における固有特性マトリックスKaeとKf。の各要素を固有円振動数ωに関

してTaylor展開することにより，集中および整合質量マトリックスとの数学的な位置関係につい

て調べてみよう。一つの例として，固有剛性マトリックスKaeとK£，の1行1列の要素を取り出

して，固有円振動数ωに関して級数展開すると

Kae，n＝：EAacotaL＝＝
奄煤@一　一III；L！　一　．　to2 m2L3

　　　e　co4一　．．．．．．

45EA
（14）

恥・一EIβﾌcS）一EI細土悪習儲誰sinhβL）

一1痰P1聖L・♂1黙諾rげ一一・… （15）

である。式（14）と式（15）の右辺第一項は，それぞれ式（4a）および式（4b）の静的剛性マトリックス

K。．とKf．の1行1列の要素と一致している。さらに，式（14）と式（15）の右辺第二項は，それぞれ

式（6a）および式（6b）の整合質量マトリックスMacとM｛。の1行1列の要素と完全に一致している

ことがわかる。固有岡性マトリックスの他の要素に対しても，同様の結果が得られる。したがっ

て，式（9b）および式（11b）における固有malJ性マトリックスK。，とKfeは固有円振動数ωに関するベ

キ級数展開により，次式のようにマトリックス表示できる。

Kae　＝Ka－Mai　’　to2－Ma2　’　ca4　me　”・…

Kfe＝KrMパω2－Mf2・tO4一……

（16）

（17）

ここで，式（16）の右辺第一項の係数マトリックスK、と第二項の1次質量マトリックスM。、は式

（4a）の軸変形の静的剛性マトリックスKasと式（6a）の整合質量マトリックスMacとそれぞれ一致

する。さらに，式（17）の右辺第一項の係数マトリックスK，と第二項の1次質量マトリックスMf，
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は式（4b）の曲げ変形の静的酬生マトリックスK：f、と式（6b）の整合質量マトリックスMf。とそれぞ

れ完全に一致している。

　したがって，以上の考察からして平面骨組部材の整合質量法は園有剛性マトリックスを固有円

振動数ωに関してベキ級数展開した場合のω4以上の高次の項（あるいは2次以上の質量マトリッ

クスM。2およびMf2）を無視した連続質量法と一致する。つまり，整合質：量法は固有剛性マトリ

ックスのげ以上の高次項の影響を無視した連続質量法の近似解法と結論づけられる。さらに，式

（5）と温く6）の質量マトリックスを比較することにより，集中質藩法は整合質量マトリックスの

質量の連成項（非対角項）を無視した整合質量法の簡易解法ということができる。

5．あとがき

　本研究は基本的な連続桁，アーチ橋およびVレッグラーメン橋の固有値の精度について，集中

質量法，整合質量法および連続質量法により数値計算し，さらに，3種類の異なる質量マトリッ

クスの位置関係について数学的立場から考察したものである。ここで得られた結論および今後の

研究課題についてまとめると次のようになる。

　平面骨組構造物の要素分丁数が増加するにつれて，近似解法による解は除々に厳密解に近づく

傾向がある。また，同じ要素分割数では，固有円振動数の値は集中質量法を用いるよりも整合質

量法を用いた方がかなり良い精度で詳算されることがわかった。一般的に，集中質量法により求

められた固有円振動数は厳密解に対して下界値を，整合質量法による解は上界値を与える。さら

に，要素分割数と必要な精度を満足する固有振動モード次数との関係が式（13）で提案された。離

散座標系による解の中でも，整合質量法による解がかなり精度が良いことから，式（13）で提案し

た算定式は今後の骨組構造物の固有値計算を行う上で役立っであろう。

　固有剛性マトリックスを固有円振動数ωに関してTaylor展開することにより，整合質量法は

2次以上の高次の質量マトリックスを無視した連続質量法の特劉な場合であることが明らかにさ

れた。さらに，集中質量法は整合質量マトリックスの質量の婦選項を無視した整合質量法の簡易

解析法ということができる。

　今後の研究課題として，噛げねじり変形の影響を考慮した曲線格子桁橋，あるいは3次元的な

立体骨組構造物等における固有値とその精度について検討する必要がある。また，動的応答解析

における集中質量法，整合質量法および連続質量法による差異について，さらに，実在論の現場

振動測定との対応も今後の重要な検討課題となるであろう。なお，本研究の数値計算には北海道

大学大型計算機センターのHITAC　M－682とS－810システムを利用したことを付記する。
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