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北海道大学工学部研究報告

第150号（平成2年）

Bulletin　of　the　Faculty　of　Engineering，

　Hokkaido　University，　No．　150　（1990）

部分球殻の定常応答

山田 元　　小林　幸徳　　小野　善宏
　　（平成元年12月26臼受理）

Steady　State　Response　of　a　Spherical　Shell

GeR　YAMADA，　Yukinori　KOBAyAsHI，　and　Yoshihiro　ONo

　　　　　　　（Received　December　26，　1989）

Abstract

　　The　steady　state　response　of　an　internally　damped　spherical　shell　is　determined　by　the

transfer　matrix．　For　this　purpose，　governing　equations　of　vibration　of　the　shell　are　written

as　a　coupled　set　of　first　order　differential　equations　by　usiRg　the　transfer　matrix　of　the　shell．

Once　the　matrix　has　been　determined　by　numerical　integration　of　the　equations，　the　steady

state　response　of　the　shell　is　obtained　together　with　the　natural　frequencies　in　terms　of　the

elements　of　the　transfer　matrix　of　the　shell　under　any　combination　of　boundary　conditions．

By　the　application　of　this　method，　the　dynamic　responses　and　the　resoRant　frequencies　are

calculated　numerically　for　the　shells　driven　sinusoidally　at　an　edge　of　the　shell．

1．緒 言

　旧殻はさまざまな分野に広く用いられる重要な構造要素で，その振動に関する研究は古くから

行われている。KrausとKalnins’）は自由振動解の重ね合わせによる方法で任意の形状の殻の過渡

応答を，国枝2）β）は，ガラーキン法により上下地震動を受ける球殻の応答を解析している。また，

IrieとK：obayashi4＞は伝達マトリックス法により調和入力を受ける半球殻の定常応答を研究してい

る。しかし，浅い球殻の定常応答に関するものは見当たらない。そこで本論文では，宇宙通信分

野では欠くことのできない構造物であるパラボラ・アンテナが地震等の取綱的な入力を受ける場

合のモデルとして，内部減衰を有する部分球殻の定常応答および自由振動を伝達マトリックス法

を用いて解析をする。

　ここでは，いくつかの殻理論の中でも球殻に対して簡潔な表記ではあるが，精度の畏い結果を

与えるLoveの理論に基づいて内部減衰を有する球殻の運動方程武を誘導し，子午線方向の伝達マ

トリックスを導入して，方程式を一階のマトリックス微分方程式に書き改める。伝達マトリック

スは，この式を数値積分することにより得ることができ，これに境界条件を適用して振動数方程

式を導く。本方法をいくつかの加振条件に適用して数値計算を行い，定常応答ならびに固有振動

数と振動モーードを求め，その結果から江湖の応答におよぼす諸因子の影響を明らかにする。
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　　　　　　　　　　　　　　　　　2．基礎方程式

　本論文で扱う部分旧殻とその座標系（a，S，φ）をec　1に示す。殻の厚さHは一様で，αは殻の

半径，φGは自由端の角度，φ1は固定端の角度である。各方向の変位成分u，v，　wは図1の矢印の

方向を正とする。

　殻の運動方程式は，Loveの理論に基づけば次のように導びかれる。

　　　　青欝＋÷響＋攣莇・÷半⑦＋幽・z・・＝・

　　　　麦薯÷÷嘗＋雫（Ndi一直）＋÷⑭励・v・：＝・

　　　　青糸＋÷働÷讐α一聖鰯一÷Ndi＋・H…w一・　　（・）

　ここで，R　＝a　sindiは緯円の半径，ρは単位体積当たりの質量，ωは円振動数である。横せん

断力の成分は，

　　　　⑦r外賓＋÷響＋畢臨

　　　　陰極一勢＋÷誉＋雫鵬一謝　　　　　　　　（2）

で与えられ，合応力とモーメントの成分は，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、

　　　　Ne　＝D＊｛一］kr　（一2］tit　＋vcosip＋wsindi）＋一li一　（＆t　＋w）｝

　　　　砺D・｛煮（3謬＋VC・・φ＋卿…φ）＋÷（｛珍畑）｝

　　　　莇轟一（1一レ　　　2）D＊｛歯面＋麦（審…・・φ）｝

　　　　M・一K・｛麦（彩＋・…φ）＋÷謝

　　　　M・一K・｛煮（彩＋・…φ）＋÷謝

　　　　Ml・…一　Mdie　：（1…旨）K“｛÷諾＋妻（舘ψ…φ）｝　　　（・）

となる。ここで，ψとxは角変位で，

　　　　th　””　”jlr　（u　sindi　一一Zi／t）・　x＝＝t　（v－k’）　（4）

であり，Kelvin－Kirchhoffの等価せん断力と膜力は，

　　　　s一心麦∂勢・，　T・Alle・＋学臨　　　　　　（・）

で与えられる。また，D“，　K“はそれぞれ殻の伸びこわさと曲げこわさであり，縦弾性係数E＊，

ポアソン比vを燗いて，
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図王　部分球殻と座標系

　　　　D・一鐸・κ・「2饗｝等）　　　　　　　　　　　（6）

で与えられる。縦弾性係数は内部減衰を考慮して複素量E寧＝E（1＋ブδE）で衷す。ここで，EはE＊

の実数部，（STEは殻の内部減衰比である。

　殻の定常応答に対して，上式中の各変数は次のように変数分離することができる。

　　　　欝砺sin蜴（V，　W）＝＝H（夙to）cosnO，

　　　　th＝：（if／a）　disinnO，　x＝（H／a）　x－cosnO，

　　　　（Ne，　Ndi，　Qdi，　S）　＝＝　（K／a2）　（Ne，　Ndi，　didi，　S）　cosnO，

　　　　（Ndie，　A（eip，　T，　Qe）＝（K／a2）　（Ndie，　Nedi，　T，　Qe）　sinnO，

　　　　（Me，　Mdi）＝（K／a）　（ノ％，島）　cosnθ，

　　　　（Mdie，ノ協φ）　：（K／a）　（ノ臨θ，、％φ）sinnO，　nmO，1，2，・一，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）

なお，上式中のπは円周方向波数を表し，記号nvを付した変数は無次元量である。さらに，解析の

簡単化のため次の無次元パラメーターを導入する。

　　　　h＝　H／a，　A2＝pHa2bl　2／D　（8）
ここで，λは振動数パラメーター，Dは伸びこわさ1）＊の実部である。式（1）～（5）より，変数ψ，

Ne，八励，　Nedi，　Qθ，　Qφ，　Me，鵡θ，　Mediを消去することにより，次のような一階のマトリックス

常微分方程式に書き直される。

　　　　th｛2（g6）｝：：［U（q5）］　｛z（g5）｝　（qse（一q5596i）　（9）
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ここで，｛z（φ）｝は状態量ベクトル

　　　　｛2（di）｝＝｛u’　vum　zv　1　MMdi　S　Ndi　T｝T

であり，係数マトリックス［U（φ）3の零以外の要素は次の通りである。

　　　　Un　：一　U66　＝cotdi，　Ui2＝　’　U7s＝＝　n／sindi，　Ui3　＝一　U6s＝　nh2cotip／（6sindi），

　　　　Ui　4＝一　Uss　＝＝　nh2／　（6sindi），　Ui　s　＝＝　h／｛6（1一　v）　（1十／’6E）　｝，

　　　　U21＝　U41＝　一　Uss　＝’　Us7＝＝　一nv／Sindi，　U22　＝　U44＝　一vCotip，

　　　　U，、＝一U，，＝一（1十レ），砺＝h／｛12（1＋ブδ、）｝，

　　　　U32＝一　U34＝：　Us6　＝一　U76　＝！，　U43＝一　U6s　：一n2　v／sin2di，

　　　　U4s＝”1／｛h（1十i6E）｝，　Usi　：　Us4　＝n（1－v2）　（1十i6E）hcotdi／sin¢，

　　　　U，、＝U7、＝＝　一一2n2（1一の（ユ＋メ（遊Ws1n2φ，

　　　　Us3　＝　U64　＝＝　n2　（1’　v）　（3十　v）　（1　一Y　iSE）　hcot　di　／sin2　di　，

　　　　Us4＝　（1　rw　v）　（1十i6E）　h｛2n2十　（1十　v）　cos2　di　｝／sin2　di　，

　　　　U，，　：　U，，　＝一（1－v）cotip，

　　　　こ奄1；日尾3＝n（1一レ2）（1十ブ（た）h（12／h2十n2／sin2φ）／sinφ，

　　　　U62＝　U73＝　（1　ww　v）　（1十7’OE）　h｛　12　（1十　v）／h2－2n2／sin2　ip　｝cotdi，

（le）

　　　　U63＝　（1一　v）　（1＋i6E）　h｛　（1＋　v）　n‘＋2n2cos2　di　＋12　（1＋　v）　sin‘　di／h2　｝／sin‘　ip　一　（12／h）　a　2，

　　　　U7i　：　Us2＝＝12n（1－v2）　（1十i6E）cotdi／（hsindi），

　　　　U72　＝（1－u）（1－Fブ6，）h｛12（1十v）cos2φ／h2十2n2｝／sin2φ一（ユ2／h）λ2，

　　　　Usi＝12n2（1－v2）　（！＋i6E）／（hsin2　di）一（12／h）k2，　Uss　：一2cot　ip　．（11）

　状態量ベクトル｛z（φ）｝は，殻の子午線方向の伝達マトリックス［T（φ）3を用いて次のように

表すことができる。

　　　　｛z（ip）｝＝［T（di）］［2（dio）｝　（di，＄ip　g－dii）　（12）
これを式（9）に代入することによって，

　　　　一zili一［T（¢）］　＝［u（ip）］［T（ip）］　a3）

が得られる。伝達マトリックス［T（φ）］は，上式を出発値［T（φ。）〕＝［1〕（単位マトリックス）の

もとで，数値積分することにより求められる。本論文では，Runge－Kutta－Gill積分法を用いて行

う。

3．数値計算結果および考察

　伝達マトリックス法を適用し，図1に示した部分球殻の固有振動数，振動モード，さらに，固

定端にさまざまな加振条件を与えた場合の定常応答を数値計算して求める。自由端と固定端の境

界条件は次式により与えられる。

　　　　轟＝！％＝s寓7’＝G　　（自由端）

　　　　π二σ＝勿罵だ＝0　　　　（固定端）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（14）

　3．1　自由振動

　内部減衰を零とすることにより，殻の固有振動数と振動モードを求める。φGを自由端，φ1を固

定端として，式（12）に境界条件（14）を代入すると

　　　　｛Z（ipi）｝＝［T（dii）］｛2（ipe）｝　（15）
となり，これより次の振動数方程式が得られる。
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　Zol＝O．1411　202＝O．9409　Zos＝1．000　204　：1．156

　　　i

21｝＝O．02151

　　　t

Zi2＝O．8778

　　　L

Z13＝O．9956

　　　l

Z14＝1．145

図2　振動モード（h＝0．005，v　＝0．3，φo＝150．，　ipi　＝1790）

上式の係数マトリックス［T（φ1）］の行列式が零となる振動数パラメータλが固有振動数となる。

また，上式は同次方程式なので，露＝1として変形すると次式となる。

　　　　駈一隠i劃∴｛liiL　　　　（17）

式（17）より自由端（φ。）での変位が定められ，この結果と式（12）より殻の任意の点での状態量ベ

クトルが求められる。

　図2は，式（16）および（17）より得られた固有振動数と振動モードである。図中のλm．の添字n

は殻の緯円方向の波数，mは振動形の次数である。図よりn＝Oの軸対称振動では節と節の間隔は

固定端から遠くなるに従って狭くなっている。F1では固定端に一番近い節は，次数が高くなる

に従って土定端に近づいて行くことがわかる。自由振動のモード図より，以後解析を進めて行く

定常応答についてその振動の形状をおおよそ知ることができる。

3．2軸方向に加振される殻

　一端（φ1）が振幅勿＝01／ifをもつ軸方向の変位解超によって調和加振される殻を考える。こ

の場合の殻には軸対称振動（n＝O）のみが生じ，加振端（φ1）における境界条件は，ガ1を各方向の

変位成分に分解して次のように求められる。

　　　　v一　ww一　v’“isindii，　zV＝一v－icosipi，　x一＝v－isindii　．　（18）

以上の境界条件を式（12）に代入すると伝達マトリックス［T（φ1）］の一部の要素を用いて次式が導か

れる。

　　　　隆iilii撚■熱一　　　（19）

上式は自由端（φ。）での未定係数｛σzo死｝Tに関する連立線形方程式で，これらの係数を求めると

殻の定常応答が得られる。

　図3は，軸方向に加振される部分球殻について，内部減衰比δEを変えた場合の自由端（φ。）で
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の応答を示す。図4は，同様の加振条件で加振端（dil）の角度を変えた場合の自由端（φ。）での

応答を示す。図3より，一次の固有振動数は他の國有振動数に比べて非常に低く，一一次と二次の

固有振動数の問では，内部減衰比命によらず応答が小さい。また，固有振動数が近接する場合，

内部減衰比6Eを大きくしていくと応答ピークの低い共振点からピークが消滅して行くのが認めら

れる。図4より，加振端の面積を大きくする（φ1を小さくする）と共振ピークは高い振動数へと

移って行き，さらに，概して応答変位は増大するのが認められる。

3．3軸に垂直な方向に加振される殻

　一端（φ1）が振幅π1罵％、／Hの軸に垂直な方向の変位π18畑によって調和下振される殻を考え

る。この場合殻にはn＝！の振動のみが生じ，加振端（φ、）における境界条件はzZIを各方向の変

位成分に分解して次のように求められる。

　　　　uww一一　tzi，　v一＝一zZi　cosdii，　zP＝一tii　sindii，　x一　一一一zzi　cosdii　（20）

以上の境界条件を式（12）に代入すると伝達マトリックス［T（iPl）3の一部の要素を用いて次式が導か

れる。

陰鱗訓凱一｝1撫　　（2！）

上式より，軸に垂直な方向に急航される殻の定常応答が求められる。

　図5は，軸に垂直な方向に加振される部分球殻について，内部減衰比命を変えた場合の自由端

（φ。）での応答を示す。図より，先に示した軸方向に加振される場合と同様，一次の固有振動数

は他の國有振動数に比べて非常に低く，内部減衰比δBを大きくして行くと，応答ピークは鈍化す

る。また，軸方向加振の場合に比べ，高次の振動数領域における応答が大きいことがわかる。

lo3

1o2
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喧

　1．O

σ1θ一十
6E　＝O．Ol

一一一　5E＝O．05

一一nymH　5E　：O．10

ノ／ミ～拶（獣
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x

図5　軸に垂直な方向に加振される部分球殻の定常応答
　　　（h＝：O．ee5，　v＝＝Q．3，　di，　：！5ee，　di，＝：1790，　n＝　！）
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3．4中心軸上の1点を中心に回転加振される殻

　図6のように，殻が軸上のある1点O’を中心として振幅α（rad）の七転声振される場合を考え

る。図6中の諸量を次のように改める。

　　　　dv＝a／H，　1＝L／a，　1’＝L’／a　（22）
また，図よりβは次式のように求められる。

　　　　B　＝COt－i（msi／　Lgluz．　，）　．　（23）

殻が調和的な回転加振魏倒を受けるとき，殻にはn＝1の振動のみが生じる。このとき，加振端

（φ1）の境界条件は，αを微小角とすると

　　　　群爾COSβ，σ諏一厳COS（φ、一β）

　　　　ze　：一♂’∂sin（di，一β），元＝一1凌cos（φ1一β）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（24）

となる。式（24）を式（12）に代入すると伝達マトリックス［T（φ1）］の一部の要素を用いて次式が導か

れる。

　　　　隠ii耕i撫∵｛；1弄い．　（25）

だ

a
　　レ’へ

　　　　’
　　　“i

P

t

図6　回転加振される殻

上式より，回転三振される殻の定常応答が得られる。図7は，中心軸上の1点を中心に回転加斗

される部分球殻について，内部減衰比δEを変えた場合の自由端（φ。）での応答を示す。また，図

8は同様の加振条件で回転中心O’を変えた場合の応答を示す。ここで，図7のパラメータ1の値

は回転中心を図6中の点Pとした場合を表す。図7より図5と同様に一次と二次の固有振動数の
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問では内部減衰比によらず応答が小さい。しがし図5では，加振振動数によらず自由端（φ。）の

応答変位は加振端（φ1）の変位よりも大きいが，en　7では異なった結果となっている。これは振

動の節の位置が自由端の近くとなったために変位が小さくなったのであろう。また，五次と六次

の固有振動数の問で雄，内部減衰比δEを大きくするほど応答変位が大きくなるという他には見ら

れない特徴を示す。次に図8より，一一次の固有振動数付近を除いて1が大きくなるほど応答変位の

値が大きくなることが認められる。また，1＝。○と1＝O．05の曲線を比較すると一次の固有振動数

付近を除いてほぼ一致する。ここで，1＝・・とすると式（23）よりβ＝0となり，これを式（24）に代

入すると次式が得られる。

　　　　u＋　一一　1’di，　v一　一一　一1’dicosg5i，　zV　＝＝　一1’disinqsi，　x一　＝　ww　1’a－cosq5i

上式は軸に垂薩な方向に加古される場合の境界条件に他ならない。

4．結 言

　内部減衰を有する部分球殻を，固定端で正弦的に三振される場合の定常応答とこれに関連する

固有振動数，振動モードを伝達マトリックス法を適用して解析し次の結果を得た。

（1）内部減衰は縦弾性係数を複素量で与えることにより導入し，応答変位は複素マトリックス計

　　算を実施することにより得られる。

（2）軸方向に加振される球殻にはn　・Oの振動のみが生じ，軸に垂直な方向および回転の加振の場

　　合はn＝・1の振動のみが生じる。

（3）いずれの加振条件においても，内部減衰が小さな場合の応答曲線は固有振動数のところで鋭

　　い共振ピークを生じるが，内部減衰が大きくなるとそれらは減退して行く。

（4）加手討の面積を大きくすると固有振動数が高くなるため，応答曲線の共振ピークが高い振動

　　数に移って行くことがわかる。例えば，パラボラ・アンテナを設計する場合，開き角度が決

　　定されると固定端角度を変化させることにより振動特性を変えることができる。

（5）なお，伝達マトリックス法による解析は，緯円（θ）方向に断面形状および拘束条件が一一様で

　　ある場合にのみ適用可能となる。したがって，上記の条件を満足しないものについては他の

　　方法（エネルギー法等）によらなければならない。
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