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第153号（平成2年）

Bulletin　of　the　Faculty　of　Engineering

　Hol〈1〈aido　University．　No．　153　（1990）

Properties　of　Forward　Phase　Conjugation　by

Nearly　Degenerate　Four　Wave　Mixing　with
　　　　　　　　Boxcar　Type　Phase－Matching

Ternhito　MlsHIMA，　Tsuguirnu　HoN－MA“　and　Shinji　SAsADE”“

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Received　August　31，　1990）

Abstract

　　　Coupled　wave　equations　are　derived　and　solved　for　analyzing　properties　of　forward

phase　conjugation　by　nearly　degenerate　four　wave　mixing　with　boxcar　type　phase－matchin．p　．

The　properties　are　discussed　in　conjunction　with　incident　angles，　polarization　directions　of

the　waves　and　frequency　detuning．

1．　lntroduetion

　　　Blaschuk　et　al．i｝　and　Prior2｝　have　proposed　a　boxcar　configuration　of　wave　vectors　to

realize　phase－matching　in　forward　phase　conjugation　（FPC）．　Since　FPC　is　considered　to

have　a　high　speed　responsibility，　Khyzniak，　et　al．3｝　and　Apanasevich，　et　al．‘〉　analyzed　the

transient　response　of　FPC　and　have　shown　high　speed　responsibility．　Heer　et　al．5），　Blaschul〈，

et　al．i｝　and　Khyzniak　et　al．3）　have　demonstrated　FPC．　Recently　FPC　has　attracted　attention

as　a　squeezed　state　generator6），　but　the　main　interests　have　been　concentrated　into　quantum

properties　of　the　generated　optical　field　but　not　into　properties　of　interaction　of　waves　in　FPC

itself．

　　　The　analyses　above　have　assumed　the　small　angles　between　directions　of　wave　vectors

and　the　demonstrations　above　have　realized　under　the　case　of　the　small　angles．　The　angles

must　not　be　zero　since　those　waves　are　distinguished　by　their　propagation　directions　in　FPC．

When　the　angles　become　larger　the　effects　of　the　angles　and　of　polarizatioR　directions　must

be　considered　in　boxcar　type　phase－matching．　Here　we　discuss　the　effects　of　the　angles，　of

the　polarization　directions　and　of　detuning．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2．　Nonlinear　polbl’izatioR

　　　The　i－th　component　of　the　third　order　nonlinear　polarization　Pi　is　given　by　for　steady

state　four－wave　mixing’）　：
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1）

　　　PNLi驕4ΣXi／ke　EゴEk　Ee，
　　　　　　　　　　ゴkt

where　i，　i，　le　and　i　are　one　of　the　Cartesian　coordinates，　respectively．　This　expression　does

not　show　the　wavelength　dependence　explicitly，　but　it　suffices　to　consider　the　effects　of

phase－mismatching　owing　to　the　small　detuning　of　probe　wave（hundreds　MHz　for　atorr｝ic

vapor，　for　example）．

　　　VLie　take　spatial　symmetry　of　the　nonlinear　susceptibility　tensor　into　consideration．　For

gaseous　nonlinear　medium　inversion　symmetry　holds　and　21　elements　of　the　third－order

nonlinear　susceptibility　are　non－zero．　Further，　only　three　of　these　are　independent8｝．　After

some　calculation　we　obtain　for　the　third　order　nonlinear　polarization

　　　PM＝PNLxx－1－PNLyy＋PNLzz

　　　　　　＝（xiiii／8）　［2　（E“’E一）　E“十（E“．E“）　E一］十。．c．，　（2）

where

　　　　E＝＝　（1／2）　（E＋十E一），　（3）
　　　　E＋　＝＝　（E一）　＊，　（4）
x，　y，　and　z　are　Cartesian　unit　vectors，　and　c．c．　means　a　complex　conjugate．　The　nonlinear

susceptlbility　xmi　is　assumed　to　be　real　and　we　use　x　instead　of　xim　hereafter　for　simplicity．

　　　　Each　i－th　component　is　considered　to　be　the　sum　of　frequency　components：

　　　　E’i＝（1／2）XAai’　exp　［i（wat－k・r）］，　（5）
　　　　　　　　　　　　　q

where　q＝1，　2，　p　and　c　iRdicate　two　pump　waves，　signal　wave　and　conjugate　wave，　Aqi’　is　a

slowiy　varying　amplitude．　The　angular　frequency　wc　is

　　　　wc　：wi＋w2mawp．　（6）
We　assume　that　the　frequencies　of　the　two　pump　waves　are　the　same　（w　；wi＝　w2）．　Besides，

each　of　the　pump　intensities　is　assumed　to　be　much　larger　than　probe　and　conjugate　intensity．

　　　The　nonlinear　polarization　also　consists　of　the　frequency　components　：

　　　　P”Li　＝＝　（1／2）7［Rpt“exp｛i（（vgt－kg’r）｝＋c・C・］，　i　c．c（7）

where　Rqi’　is　a　slowly　varying　amplitude　of　the　i－th　component．

Case　A　When　the　polarization　of　the　waves　are　（see　Fig．　1　（a））

　　　A，＋＝A，＋y，　（8）
　　　A，＋＝　A，＋y，　（9）
　　　A，“＝　Ap’x，　（10）and

　　　Ac’＝Ac’X，　（11）
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each　frequency　component　of　nonlinear　polarization　is　reduced　to　a　simple　form．

of　eq．　（4）　lnto　eq．　（2）　and　use　of　eq．　（5）　lead　to

　　　j宅1＋＝（3／4）x（A，＋ノ4ド十2∠42÷A2つノ4，＋y，

　　　R，　＋　＝　（3／4）　x　（A，　＋A，一十　2A，＋A，一）　A，　＋y，

　　　R，’＝　（1／2）x　［Ai’A2“A，一exp（一iAk．　r）　十　（Ai’Ai一十　A2’A2　ww）　Ap’］　x，

and

　　　R，“＝　（1／2）x［（Ai’A2“A，一exp（一iAk．　r）　十　（Ai’Ai一十A2’A2一）　Ac“］x，

where　Ak　is　defined　by

　　　△kak，一（k，＋k、一一　kp）．

Case　B

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（b＞
　　　　　　　　　（a）

　　　　　Fig．1　Polarization　of　waves　and　boxcar　type　phase－matching

　　　　　　　　　　configuration　for　FPC．　When　the　detuning　cS　is　equal　to

　　　　　　　　　　zero，　the　phase－matching　condition　is　assumed　to　be　satis－

　　　　　　　　　　fied．（a）Case　A二e1／／e2／／y　and　ep／／ec／／x，　and（b）Case

　　　　　　　　　　B　：　eJfe2／／y，　e，　S　x　and　ee　1　x，　where　e，　is　the　polarization

　　　　　　　　　　direction．

When　the　polarizations　are　（see　Fig．　1　（b））

　　　Al＋＝　Al　＋y，

　　　ノ生2÷；A2＋y，

　　　Ap＋　：Apy＋Y十Apz’Z，

and

　　　Ac＋　＝＝　Acy　＋Y　十　Acz　＋Z，

we　obtain　eq．　（12）　for　Ri　and　eq．　（13）　for　R2　and　foliowing　for　R，　and　R，　：

　　　R，“　＝　（1／2）x　［3｛Ai“A2’A，，一exp（一iAk’　r）　十　（Ai’Ai’十A2’A2一）　Apy’｝y

　　　　　　　　　　　　　÷協＋A、＋A。、一exp（一i△k・r）＋（ん＋A，”＋A、＋A、つA，、＋｝z］，

a簸．d

　　　Rc＋　：（1／2）X［3｛／i鉾／i2“／ipy－exp（一圭△た・r）十（ノ1，＋〆1，一十A2÷A2『）Acy＋｝y

　　　　　　　　　　　　　　　÷｛／1三＋／12＋ノlpz－exp（一i△k・r）十（A，＋〆1，　pm十〆12＋〆12…）Acz÷｝z］．

We　note　Rp　and　R，　have　z　component　as　well　as　y　component．

3
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　　　　　　　　3．　Bexcar　type　phase　matchiRg　and　phase　mis－matching　Ak

　　　It　is　relatively　easy　to　satisfy　phase－matching　condition　in　the　case　of　degenerate

interaction，　so　that　we　put

　　　　top　＝＝　co　十6　and　a）c　＝ta　一6，　（23）

where　＞＞161．　When　6＝O　we　assume　the　phase－matching　condition　is　satisfied：

　　　For　siinplicity　we　assume　each　angle　between　z－axis　and　the　propagation　directions　of

the　waves　is　the　same，　except　for　conjugate　wave：

　　　　os　e，　＝＝　o，　＝＝　e，．　（2s）
　　　When　6　＃O　phase－matching　problem　arises．　The　nonlinear　medium　is　assumed　to　be

infinite　in　x　and　y　directions　but　finite　in　z　direction　（thickness　L）．　ln　this　case　phase－

matching　condition　in　x　and　y　direction　must　be　strictly　satisfied9）．　As　a　result　we　obtain

　　　Ale，　e　O　and　Ak．　za　Ak，　＝＝　O．　（26）

Above　equations　can　be　rewritten　as

　　　Ale，＝　lk，　lcos　O，　十1　k，　lcos　O，　一Iki十lc2　1，　（27）

and

　　　lkp　lsin　Op　＝Ik，　lsin　O，．　（28）
　　　We　assume　linear　refractive　index　is　equal　to　unity　which　is　adequate　for　most　metal

vapors．　When　6＝＝2n×109　rad／s，　for　example，　6／to　is　roughly　equal　to　O．3×10－5，　so　that　the

effect　of　detuning　6　on　0，　can　be　neglected　in　most　situations．　From　eq．　（27）　we　obtain

Ak，＝一［Ak，］，．，e＋［一a－g／SiiktiLA6fex）］，．．，a一一一2SLii’L［IEgeO　ta”一ff　6．　（2g）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4．　Coupled　wave　equations

　　　By　insertion　of　the　optical　fields　and　the　nonlinear　polarizations　into　Maxwell　equations，

and　use　of　slowly　varying　amplitude　approximation　we　obtain　an　equation　describing　the

relation　between　nonlinear　polarization　and　optical　field．　Separating　it　into　different

propagation　directions　lead　to　for　the　case　B　：

　　　　誓一一・絵（A，＋A，一十2A2＋∠42一）∠4，＋，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（30）

　　　　aA，＋　一　，　3x　tw
　　　　　　　　　　　　　　　　　（ノ12＋∠42M十2A．i＋∠4王rm）／12＋，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（31）
　　　　　　　　　＝一1
　　　　　　　　　　　　　　8co　　　　　O22

　　　　∂舞＋一一・3鑑P［A，＋細・・一一e・・（一・△・…）＋（細1一＋A・＋A・一瞬］・　（32）
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　　　　OAcy“一　：　　　　　　　　　　　　　　3xtoc
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［Ai’A2’Apy－exp（一iAlez2）十（Ai“Aidi十A2’A2一）A．．“］，　（33）　　　　　　　　　nc－1
　　　　　　　　　　　　　　　4co　　　　　a2，

　　　　∂禽ゴー一・舞細・＋Acz－e・・（一i△々、2）＋（為＋A，m＋ん屑、つA，、＋］・　（34）

　　　　奮一一・獅盈1・細・ゼex・（一i△ん、z）＋（ん＋、4、㎜＋A、＋んつん＋］・　（35）

where　2，　is　the　propagation　direction　of　each　wave（k，／feq）．

　　　The　nonlinear　polarizations　R，　and　Rc　contain　z　component　as　well　as　y　component　in

the　case　B：　Eqs．　（34）　and　（35）　are　derived　from　the　z　component．　Eqs．　（32）　and　（34）

resemble　each　other，　but　the　coefficient　of　eq．　（32）　is　three　times　larger　than　that　of　eq．　（34）

and　so　as　eqs．　（33）　and　（35）．

　　　　Because　of　the　lack　of　the　component　parallel　to　pump　polarization　iR　the　case　A　we

obtain　eqs．　（3e），　（31），　（34）　and　（35）　where　the　suffix　y　and　z　are　omitted．　Hereafter，　we　omit

description　on　the　case　A．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5．　SolutioRs

　　　We　can　easily　show　that　Al＋A，一andん屑ゴare　constants　by　u＄ing　eqs．（30）and（31）

and　their　complex　conjugates．　The　solutions　of　the　pair　of　eqs．（30）　and　（31）　are

　　　　／11＋＝＝メ11G＋exp（一iん…’z三）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（36）

and

　　　　A2’＝：A20’exp（一ile2’z2），　（37）
where　、4三〇＋andん。＋are　constants　of　integration，　and

　　　　・1’讐（A，＋A，一十2A，＋A，一）　　　　　　　（38）

and

　　　　・…3藷（細・一÷・網1つ・　　　　　　　（39）

According　to　these　solutions　self　focusing　or　self　defocusing　will　occur　if　the　amplitudes　are

not　uniforin．　Kowever，　we　analyze　plane　wave　case，　where　the　magnitudes　of　the　wave

vectors　change　uniformly　in　space．

　　　　Now　vLre　assume　intensities　of　the　pump　waves　are　equal　to　each　other　for　making　the

problem　simple．　Using　the　pump　wave　solutions　（eqs．　（36）　and　（37）），　the　pair　of　eqs．　（32）

and　（33）　can　also　be　solved　by　transforming　the　derivatives　with　respect　to　2q　into　those　with

respect　to　x，　y　and　2，　and　using　the　technique　of　separation　of　variables．　The　solution　of　y

component　of　the　conjugate　wave　is

A・y　
A吟・y・一（　　61一＝＝　　to）・i1蜘

　　　　　　　　　　　　　・・x・卜・｛髪‘…θ＋12・9…θ÷△夢・｝・］，　　　　（・・）



し

6

where

　　　r　A　（2cos　e）一i

and

　　　x£i4’　A
　　　　　　　4Ce
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l16tJ12：rc2　一1’9’k　bos2　e一　121t一　｛1十（6ko）　s　in2　e｝　十tsk，　cos　e］2 （41）

　　　　　　　　　　　　1・’Aガー驚ん・＋A・・一・　　　　　　　　（42）

　　　　boundary　conditions　used　for　the　y　component　are　：

　　　　Acy’（2　：O）＝O　and　Apy“（2＝O）　＝Apyo’．　（43）

　　　　The　solution　of　the　z　component　of　the　conjugate　wave　is：

　　　　Aez’＝一．Eois”e　Apzo一（　　61一一＝一　　to）sinh（vz）

　　　　　　　　　　　　　　　xexp［一i｛　（一li一一2一［；一）　xcoso＋一41flelLz　｝z］，　（44）

where

　　v2（2cos　e）一iwt［　｛（　．　（45）
The　boundary　conditions　used　for　the　z　component　are　：

　　　　14cz＋（z＝0）＝O　　and　　Apz＋（2＝0）篇ノ1pzo＋．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（46）

We　note　that　the　slowly　varying　amplitudes　Acy“　and　Acz“　do　not　depend　on　y　and　z　because

of　the　plane　wave　input　（eqs．　（43）　and　（46））．

　　　　　　　　　　　　6．　lncreasing／decreasing　preperties　of　the　solutions

　　　　7　and　v　could　be　either　real　or　imaginary，　which　govern　increasing／decreasing　properey

of　the　solutions．　For　example，　when　7　is　real　Ac，’　increases／decreases　monotonously，　but

when　it　is　imaginary　Ac，’　is　a　periodic　function　of　z．　We　consider　this　in　the　case

　　　　l（S‘／（e［＜＜1，　（47）
using　a　new　parameter　p，　which　is　the　ratio　of　detuning　6　and　coupling　coefficient　x　：

　　　p4　（2／co）　（6／x）．　（48）
Now，　oniy　two　parameters，　p　and　e，　determine　whether　7　（or　v）　ls　real　or　imaginary　and　p－e

plane　can　be　dlvided　into　three　regions　which　indicate　the　increasing／decreasing　properties　of

the　solutions　（Fig．　2）．

　　　　In　region　1　，　y　and　v　are　both　imaginary，　which　correspond　that　Acy’　aRd　Ac，“　are　sine

functions　of　2．　ln　region　II，　7　is　imaginary　and　v　is　real　which　correspond　that　Ac，“　is　the

sine　function　of　2　and　Acz“　is　hyperbolic　function　of　z．　ln　region　III，　7　is　real　and　v　is

imaginary　which　correspond　to　that　Ac，’　is　hyperbolic　function　of　2　and　Acz“　is　sine　function

of　z．

　　　In　general，　7　and　v　are　not　equal　to　each　other　in　magnitude　and　there　is　another　factor
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“3”　in　the　y　component　and　not　in　the　z　component．　The　polarization　direction　of　Ac’　which

consists　of　y　and　z　components　is　gradually　changing　with　increasing　interaction　length　in　the

case　B．　Even　when　y　and　v　are　simultaneously　equal　to　zero　that　occurs　at
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Fig．　2　Regions　where　y　and　v　are　real　or　imaginary，　which　iRdi－

　　　　　　cate．increasing／decreasing　properties　of　the　solutions．

　　　　　　Region　1：　7　and　y　are　both　imaginary，

　　　　　　Region　II：　7　is　imaglnary　and　v　is　real，　and

　　　　　　Region　III：　7　is　real　and　v　is　imaginary．
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Mg．3　Exampies　of　conversion　efficiency　nyy　and　opz．

　　　　（a）　Conversion　efficiency　opy　and　ijz　vs．　incident　angle　e　in

　　　　　　　　the　case　X＝O．85　stm，　IMLI＝e．4　and　6＝2x×O．5×109

　　　　　　　　rad／s　（O．5丁目z）．

　　　　（b）　Conversion　efficiency　opy　and　n，　vs．　detuning　6　in　the

　　　　　　　　caseλ　＝0．85μm，1κLト0．1andθ＝　S　degree．
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p　：（6－9cos20）／sin2e， （49）

the　polarization　direction　is　still　changing　with　z．

　　　In　the　small　coupling　coefficient　limit　（M一｝O）　7　and　v　reduce　to　ilAk，／21，　so　that　the

solution　depends　on　the　phase　mismatching　Ak，　directly．　ln　contrast，　in　the　large　coupling

coefficient　limit　Oc－oo　or　p．O）　7　and　v　do　not　depend　on　the　phase　mismatching　Ak，．

　　　From　the　solutions　（40）　and　（44），　the　conversion　efficiencies　can　be　obtained　as

opy＝
P－vl，2illiE．X，o（1’ili”）一91’SI2－S－2tlt‘1－P（YL）一eXP（一7L）12　（se）

and

　　　　・・一。c言、θ（　　6ユー一一　　w）exp（レL）弓exp（一レL）2．　　　　　（・・）

　　　Another　important　feature　is　that　there　are　nulls　inηvs．θcurves　whenγ（orのis　a

pure　imaginary　number，　because　the　solution　（40）　（or　（44））　becomes　sinc　function　of　7z　（or

レz）．

　　　Some　of　the　numerical　calculations　are　shown　in　Fig．　3．　ln　these　figures　opy　is　omitted

unless　ij．／ty，　t　i！　or　e　i　i　O　where　we　can　not　describe　the　waves　under　the　assumption　of

constant　propagation　direction．　However，　ry，　is　shown　since　it　is　va2id　in　the　case　A．　ijz

（and　the　case　A）　shows　a　gentle　angle　dependence　and　wide　frequency　bandwidth　but　the

magnitude　of　opz　is　smaller　than　that　of　ny，　since　the　factors　in　the　coupled　wave　equations　in

the　case　of　perpendicular　polarization　are　smaller　than　those　in　the　case　of　parallel　polariza－

tion．

7．　ConclRsieRs

　　　We　have　obtained　nonlinear　polarization　and　coupled　wave　equations　to　analyze　the

properties　of　forward　phase　conjugation　by　nearly　degenerate　four　wave　mixing．　Some

properties，　such　as　polarization　dependence，　incident　angle　dependence，　detuning　dependence

have　been　discussed．　The　results　show　that　there　are　gentle　angle　dependence　and　wide

frequency　bandwidth．

　　　It　requires　further　analysis　for　the　case　B　because　it　is　found　that　y　and　z　components

show　a　different　behavior　and　the　analysis　above　is　insufficient　for　describing　the　case　where

the　polarization　direction　is　changing　with　the　increasing　interaction　length．

　　　The　authors　are　grateful　to　Prof．　lchiro　Sakuraba，　Hokkai－Gakuen　University　for　useful

discussions　and　to　Pro£　Masanori　Koshiba，　Faculty　of　Engineering　，　Hokkaido　University　for

his　critical　reading　of　the　manuscript．
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