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北海道大学工学部研究報告
第158号（平成4年）

Bulletin　of　the　Faculty　of　Engineering

Hokkaido　University　No．　158　（1992）

等方性不完全二層板の座屈荷重について

　佐　藤　浩　一
（平成3年10月30日受理）

Buckling　Loads　of　Encomplete　Composite　Plates

　ConsistiRg　of　Two　ksotropic　Layered　Plates

　　　Koichi　SATo
（Received　October　30，　1991）

Abstract

　　This　paper　offers　a　set　of　partial　differential　equations　designed　to　accomplish　elas－

tic　buckling　analysis　of　incomplete　composite　plates　consisting　of　two　layers　of

isotropic　rnaterials．　The　paper　also　analyzes　the　relationship　of　critical　loads　among

complete　composite　plates，　incomplete　composite　plates，　and　individual　plates　that　do

not　interact　with　simply　supported　rectangular　composite　plates．　rs＝　O　signifies　com－

plete　composite　plates．　O〈B〈1　signifies　incomplete　composite　plates．　fi＝1　signifies

individual　plates　that　do　not　interact．　The　paper　also　submits　a　diagram　that　repre－

sents　the　essential　features　of　the　critical　load　characteristics　of　simply　supported　rec－

tangular　incomplete　composite　plates　suitable　for　most　design　purposes．　Critical　loads

can　be　derived　by　the　use　of　the　diagram　without　too　much　difficulty．

1．　ま　え　が　き

　現在用いられている鋼とコンクリートとの合成構造物の設計ガイドラインとして，最近，土木

学会編1）が出版され，異種材料を合成し複合構造物として設計することが今後益々重要になるも

のと思われる。例えば，橋梁における複合構造物の一つに鋼桁とコンフリーy床版とを頭つきス

タッドジベルで完全に剛に一体として結合した合成桁（完全合成桁）があるが，ジベルはある闘

隔で離散的に配置されており，変形するため（ずれが生じるため）に完全に一体となった合成桁

とはならない（不完全合成桁）。また，ジベルがなけれぽ鋼とコンクリートとの単なる重ね梁にな

る。実際の会成桁は完全合成桁と重ね梁の中間の挙動を示す不完全合成桁である。これらについ

ては多くの研究がなされている2）一12＞。一方，CS橋13）のように鋼板とコンクリート床版とを用い頭

つきスタッドジベルで一体として結合した合成板においても上述の不完全合成桁と同じように不

完全合成板となり，完全合成板と重ね板との中間の挙動を示すはずである。頭つきスタッドジベ

ルの変形を考慮した合成板の横荷重による解析理論として文献14）があるように思われるが，この

理論では鋼板厚はコンクリート板厚に比較して旧藩に小さいとし，断面諸元の算定においてある

部分で鋼板厚を零としているようである。従って，鋼板が厚くなれぽ鋼板厚を無視できなくなる

ものと思われる。この点に関し，文献6）・17）・20）は鋼板厚をも考慮した解析理論を誘導し，文献正4）を

土木工学科　橋梁学講座
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包含していることを示し，パソコン（PC－9801　VM　2）で，　MS－FORTRANにより数値解析し，

文献14＞との差異を比較検討している。更に，文献20）は四辺単純支持板の場合に，定量的に構造特性

を求めることができるように，無次元量としてα，β，γなるパラメータを導入して，数値解析に

より不完全合成板の溝造特性を示している。

　本論文では，鋼板とコンクリート床版からなる合成板に限定せず，等方性材料であるが，弾性

係数ポアソン比，板厚等の異なる二枚の板を接着剤で合成した合成板（二層板）を考える。頭

つきスタッドジベルの代わりに接着剤を用いていることになる。従って，接着剤が完全に剛であ

るならぽ，等方性完全二層板と考えることができる。ここでは接着剤は完全に剛でなくその変形

を考慮した場合の等方性二層板について考える（以下，等方性不完全二層板という）。このような

等方性不完全二層板の弾性座屈についてはあまり研究されていないようである。そこで，本論文

は弾性座屈について考察し，理論式を誘導し，弾性座屈荷重を求め，更に，四辺単純支持板の場

合に，定量的に座屈荷重を求めることができるように，無次元量としてα，β，γなるパラメータ

を導入したのでそれを説明し，数値解析により等方性不完全二層板の座屈荷重特性を示す。即ち，

無次元量のβ漏0の場合が等方性完全二層板であり，0〈β〈1の場合が等方性不完全二層板であり，

β・＝1の場合が重ねこ層板であることを示すものである。

2．本論文で用いる主な記号

　図一1，2，3は本解析で用いる第一板と第二板との合成板（二層板）を示している。また，

本論文で用いる主な記号は次の通りである。

A，，，

Av＝A2÷Ai／fi

Dv　”：E21v

El，2

Eユ，2

h，，2

1，

1，

Iv　＝＝　12　十Ii／fi十AvSiS2

K

Mvx　（y，　y），　Mvy（x，　y）

第一板と第二板の単位幅あたりの断面積

：第二板に換算し

た単位幅あたり

の合成断面積

：合成板（二層板）

の板剛性

：第一板と第二板

のヤング率

：　Ei／（1－vi　2），　E2／

（1rm　v，2）

：第一板と第二板

の板厚

　卜

／一『a一ブ

b’^／Z
　　／タ／z

　／タ／

　　．タタ／

x

y

第2板
図一1　等方性二層板の座標

第一板のその重心Cに関する単位幅あたりの断面二次モーーメン

．第二板のその重心Sに関する単位福あたりの断面二次モーメン

　ト

第二板に換算した合成断面の単位幅あたりの断面二次モーメント

単位長さあたりの接着剤のぼね定数（K　・Oの場合は等方性重ね

二層板，0くK＜OQの場合は等方性不完全二層板，　K＝○○の場合は

等方性完全二層板）

●等方性完全二層板の単位幅あたりのx，y方向の曲げモーメント
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Mvex　（X，　Y），　Mvey（X，　y）

Nvex（X，　Y），　Nvey（X，　Y）

一　E，

n「評
Pz（x，　y）

s

si　＝A2／Av　×s

s2＝Ai／（fiA．）×s

wv　（x，　y），　wve　（x，　y）

等方性不完全二層板の座屈荷重について

’等方性不完

全二層板の

単位幅あた

　りのx，y

方向の曲げ

モーメント

等方性不完

全二層板の

単位幅あた

　りのx，y
方向の軸力

荷重強度

第一板の重

心Cと第
二板の重心

Sとの距離

’合成断面の

b

二一一一a

yi

’tlX
　　　　一

第1板

第2板 接着剤

專州猷

　　トf嘱ト
T　一cpa：
hi

th
　h2
T

図一2　等方性二層板（合成板）

中立軸Vと第一板の重心Cとの距離

噸合成断面の中立軸Vと第二板の重心Sとの距離

等方性完全二層板のたわみ，等方性不完全二層板のたわみ，

We（X，　Y）　＝Wve　（X，　Y）　ww　Wv　（X，　Y）

ev，　p，　y

of　（x，　y），　6，　（x，　y）

ン，Vl，2

：無次元量パラメータ

：X，y方向の接着剤のずれ量（変形量）

15

羅

ou

二層板（合成板）のポアソン比，第一板と第二板のポアソン比

hl

土

啄「
k」：：t－1

C
V

s

単位幅

一

第！板の中立面

黶ﾚ＿＿＿　　　　一 Xh1
二層板の中立面

鱒　　営 一　　　一　　　一　　　一　　一　　　　一　　　一　　一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　　一

第2板の申立面　　　　接着剤

h2

図一3二層板の断面
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3．横荷重による解析理論の誘導

　本解析理論では次の5つの仮定を用いる。

（i）第一板と第二板の応力とひずみ関係は線形である。

（ロ）接着剤に作用する力と変位は線形である。

の　接着剤は均等に塗布されているものとする。

←）第一板と第二板の変位は同じである。

函　接着剤の厚さは無視する。

　以上の仮定を用いて，次のように4段階に分けて等方性不完全二層板の解析理論を誘導する。

ここでは，文献7）にある不完全合成桁の場含の誘導方法を等方性不完全二層板に拡張していくも

のである。

第1段階：等方性完全二層板のたわみをw。（x，y）とし（図一4参照），二層板の曲げ剛性をD．と

すれば18），19）

ら（X・Y）

×

　　Z
　Wve（XJY）

一m
@Wv（X」Y）十We（X　iY　）

Wv（XJY）

　　　　　　　　Deflection　of　Compiete
　We（X，Y）　X　Cornposite　P｝ate

n（X、Y）器認llnp呈1、1…mpエete

Y

　　Z
　Wve（XJY）

＝zWv（XJY）十We（XjY）

Wv（XjY）

We（X，Y） 　Defiection　of　Complete　Composite　Plate
Deflection　of　工ncomplete
Composite　P！ate

図一4　二層板（合成板）のたわみ

　　　　　　　　　　　Pz（X，　y）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1　a）　　　　v2V2w．　（x，　y）　＝

　　　　　　　　　　　　Dv

ここで艦齢券　　　　　　　　（1b）
また，曲げモーメントMv、（x，　y），　M。y（x，　y）は

　　　　M．．（x，y）：：一D．（一Ql’i￥；ki；2一＞i：LWvS，Y）“v－ej2tYEiSlli1一YtLWv（〉）Y））　（ic）

　　　　M．，（．，y）．．wwD．（．a12｝ysi；；．￥2－wv（1，y）＋．￥2wv＄，y））　a　d）

となる。この曲げモーメントは図一5に示すようにM、x（x，y），　M2。（x，y），　Nvx（x，y）に分配され

る。従って，次の関係式が存在するのは明らかである。
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　　　　　　　　　　　Ma　x　（x，y）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S2　S

　　　　　　　　　　　M2x　（x，y）

　　　　　　N，．（x，y）　一‘一〈一一　S

　　　　　　　　　図一5　曲げモーメンFM。。が作用する二層板（単位幅あたり）

　　　　M．x（x，　y）　＝Mix（x，　y）十M2x（x，　y）十s’N．．（x，　y）　（1　e）

また，

　　　　M（x・・）一駄y浮・（x・y）一一Dv（∂wき象y）＋∂w誰y））（1f）

・お嚥∂A1摯y）÷∂響y）一一M笥y）　　　　（19）

　　　　　　eft’｛gls．￥2－M（．x，　y）÷一Q12！1IlgeL2maM（i，y）＝”p，（．，y）　（lh）

いずれも表面に垂直な荷重を受ける薄膜のたわみの偏微分方程式と同形である。

第2段階：剛に結合された合成断面を考える。曲げモーメソFM．。．（x，y）が作用している二層板

の営舎，接着剤の弾性変形を考慮した時のたわみをw．．（x，y）とすれぽ（図一4参照），次式が成

立する。

　　　　砥嚢y）一一（op2w．，（．x，　y）＋v－Q12iY｝1￥f｝一gzilgLZWve（．X，　Y　　　ax2　b”　ay2））　　　（・・）

第一板に作用する面内力の総和N。x（x，y）は，圧縮力を正とすると

　　　　　　　　　A，s，
　　　　　　　　　　　　Mvex（x，　y）　（3　a）　　　　Nex　（X，　y）　＝

　　　　　　　　　　filv

で求まる。また，第一板の重心に作用する曲げモーメントは

　　　　　　　　　　1，
　　　　　　　　　　　　Mvex　（x，　y）　（4　a）　　　　Miex　（x，　y）　＝

　　　　　　　　　　h王．

であり，第二板の重心に作用する曲げモーメントは

　　　　M2ex（X，　Y）　””　一ift一　Mvex　（X）　Y）　（5　a）

である。同様に，曲げモーメントM。。y（x，　y）が作用している二層板の場合，次式が成立する。

　　　　Iyt：．！gicSgL＞i2－ey（．X　Y）＝一（￥2Wve（，X，Y）＋v－em2iEiii；｛ri£i一）itLWvex（，X，Y））　（2b）

第一板に作用する面内力の総和N，y（x，y）は，圧縮力を正とすると

　　　　　　　　　A，s，
　　　　　　　　　　　　Mvey　（X，　Y）　（3　b）　　　　Ney（X，　Y）　＝＝

　　　　　　　　　　filv
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で求まる。また，第一板の重心に作用する曲げモーメントは

　　　　M　iey　（x，　y）　＝　一i－lt；li　Mvey　（x，　y）　（4　b）

であり，第二板の重心に作用する曲げモーメントは

　　　　M・e・（x）　y）　＝　t’　Mvey　（x，　y）　　　　　　（・・）

である。また，次の関係式が存在するのは明らかである。

　　　　Mvex　（X，　Y）　＝Miex　（X，　Y）　十M2ex　（X，　Y）　十S’Nex　（X，　y）　（5　ab）

第3段階：第一板の重心に圧縮力N。（x，y），　Ny（x，　y），第二板の重心に引張力N。（x，　y），　N。（x，

y）を二三させてやる。第一板と第二板とが絶縁されていれぽ，曲率はそのままで，第一板と第二

板とに歪みの食い違いができる。この量は単位長さあたり

　　　　　　　　　　！　　　　1　　　　　　　　　員・s
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6　a）
　　　　e・・（…y）一｛駄＋賊｝蝋瓦・）一志ムS1凡（x・・）

　　　　Ey（x，y）＝（wh－A，＋wh－A，）．Ny（x，y）：一E－ll）ilik－XSs，　Ny（x，y）

である。また，Nx（x，y），　Ny（x，y）によって与えられる曲げモーメントは

　　　　M．（x，　y）＝　s・　Nx（x，　y）

　　　　M，（x，　y）　：s・N，（x，　y）

（6　b）

（7　a）

（7　b）

　結局，断面に作用する全モーメントM。、（x，y），　M。y（x，　y）と第一板部の面内力の総撤のNve、

（x，y），　N。ey（x，　y）は

　　　　Mvx（x，　y）　＝Mvex　（x，　y）十M．　（x，　y）　（8　a）

　　　　Mvy（x，　y）＝Mvey（x，　y）　十My（x，　y）　（8　b）

　　　　Nvex（X，　Y）　：Nex（X，　Y）十Nx（X，　Y）　（9　a）
　　　　Nvey（X，　Y）＝Ney（X）　Y）　十Ny（X，　Y）　（9　b）
以上の状態を図示すれぽ，即ち，二層板の中立面に作用する曲げモーメントM．。の分配状態は

図一6のとおりである。ただし，ここでは単位幅あたりのx方向のみの分配状態を示している。

y方向の分配状態も同様になる。

第4段階：この状態で，

第一板と第二板をx，y

：方向に6x（X，y），δy（X，

y）だけずらせる。ずれに

抵抗するTvex（X，　y），

Tvey（x，　y）は接着剤の弾

性変形によって起こり，

接着剤のぼね定tw　Kを

使って次の形に考える。

Tvex（x，y）　＝K6x（x，y），

Tvey（x，　y）　：K6y（x，　y）

　　　　（10　a），　（10　b）

接着剤のぼね定数Kは

　　　　Ml，，　（x，y）

lll二翻）ζ堂

M2ex　（x，y）

Nyex　（X，y）　〈

　　sS2

図一6　繭げモーメントM．xが作用する二層板（単位幅あたり）
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Newmark2）による押し抜きせん断試験により求めるものとする。

接着剤に作用する力は，第一板の断面の圧縮力の増加分に見合うから

　　　　aN．，．　（x，　y）　　　　　　　　　　　　　　　　　ONvey（x，　y）
　　　　　　　　　　＝　Tvex　（X，　y），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝Tvey（x，　y）　（11　a），　（11b）
　　　　　　ex　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Oy

また，ずれの量δk（x，y），δ。（x，　y）は式（6）の歪みのx，　y方向に加算されて生ずるから

　　　　∂姦（x，y）　　　　　　　　　　　　　　a6，　（×，　y）
　　　　　　　　　＝　Ex（x，　y），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝Ey（x，　y）　（12　a），　（12　b）
　　　　　ax　　　　　　　　　　　　　　　　ay

これらが，接着剤の弾性変形を考慮する場合の基本的な関係である。次に，式（1）～式（12）までの

関係を使って，たわみに関する偏微分方程式を誘導すれぽよい。ここでは省略するが，詳細誘導

は文献16）・20＞を参照されたし。

　　　　・・一K誤1、E鼠爵　　　　　　　（13）
とおき20），等方性不完全二層板（接着剤の弾性変形を考慮した場合の二層板）のたわみW。e（X，　y）

で整理すれぽ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　匝Iv
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p，（x，　y）　（14）　　D．▽2▽2w．，（x，　y）一D．κ2▽2wv，（x，　y）＝一κ2Dv▽2w．（x，　y）十
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　撮2十1，

となる。また，式（14）に▽2を施せば

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　hlv
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　V2p，　（x，　y）　（15）　　Dv　KC76Wve（X，　Y）　ww　Dvx2V‘Wve　（X，　Y）　＝　一　sc2Pz（X，　Y）　一F

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　員12十11

となる。式（14）あるいは式（15）が等方性不完全二層板のたわみに関する偏微分方程式である。

ここで，不完全合成桁の場合の文献7）と同様に考える。等方性完全二層板の場合のたわみがW．（X，

y）であり，接着剤の変形を考慮した場合のたわみがW．e（X，y）であり，W。．（X，y）とW．（X，y）との

差をw。（x，y）とすれば，　w．（x，y）に関しては式（1a），即ち，式（17）が成立する。また，　w。（x，y）

に関しては式（14）と式（1a）との差より，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A，s，s
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　pz（x，y）　（16）　　　　DvV‘We（X，　Y）　ww　Dv］c2V2We（X，　Y）　：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　酒12十11

となる。結局，式（14）は次の2欄の偏微分方程式になる。

　　　｛　　　　　　　　　　Pz（x，　y）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（17）　　　　V4w．　（x，　Y）　”：

　　　　　　　　　　　Dv

　　　　　　　　　　　　　　　　　Pz（x，　y）
　　　　V‘We　（X，　Y）　一　x2V2We　（X，　Y）　＝　：　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（！8）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　De

ただし，

　　　　D．＝＝E，1．，　D，＝＝D．ee12g，li，

　　E2　：E2／（1Ny22），　Ei　＝Ei／（1－vi　2），　fi＝E2／Ei，

　　1．＝1，十1，／fi÷A，s，s　＝1，十1，／fi十A，s，s／it　：1，十1，／fi十A．s，s，　（19）

D．は二層板の板剛性，Ivは第二板に換算した合成断面の単位幅あたりの断面二次モーメント，12

は第二板のその重心Sに関する単位幡あたりの断面工次モーメント，Ilは第一板のその重心Cに

関する単位幡あたりの断面二次モーメント，E，は第一板のヤング率，　E2は第二板のヤング率，　Vl

は第一板のポアソン比，v2は第二板のポアソン比，　A，は第一板の単位幅あたりの断面積，　A2は

第二板の単位幅あたりの断面積，sは第一板の重心Cと第二板の重心Sとの距離，　s1は合成断面

の中立軸Vと第一板の重心Cとの距離s2は合成断面の中立軸と第二板の重心Sとの距離であ
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る。式（19）のD．は文献15｝のp．5および文献19）のp．391にある二層板の場合のD．と一致する。

式（18）は曲げと面内荷重に相当するD，・π2を受ける平板に対する基礎偏微分方程式と同形であ

る。

　以上より，等方性不完全二層板の変形は，等方性完全二層板の変形w．（x，y）（式（17））と式（18）

で示されるような平板の変形w，（x，y）との代数和で計算されるη。応力も等方性完全二層板め応

力とW。（X，y）の変形に見合う応力分布との代数和である7）。

　本解析理論と文献14＞との断面諸元の算定には次のような差異があるようである。文献4）におい

て，第一板厚h，に比べて，第二板厚h2が非常に小さいとしている。即ち，　A。→A、緬，　s→0．5×

h，，s、→0，　s2→s→0．5×h1，12→0，　Iv→1】／fi十h2×0．5hユ×0．5hユ，　とし，

　　　　C一二1会張ll噸　　　　　　　（・・）
とおいて，D。→E21．としている。即ち，　Dv→E，11（1十3C）としている。具体的には

　　　　　　　E，h，3

　　　　　　　　　（1十3　C）　（21）　　　　Dv　＝
　　　　　　　12

としている。このように文献14＞では，A．，　s，　sl，　s，，12，1．，　D．の算定において，第二板厚h2

を省略している。ただし，A2だけは考慮しているようである。なお，文献14＞の断面諸元は著者が

文献14）より推察したものである。

4．弾性座屈の微分方程式

　前節までの荷重は静的な横荷重である。

る式（17）は板剛性（D・）で横荷重（P・（x，y））APvex

絹当する（H＝D。・κ2）が中立面に作用す

る平板の微分方程式である。図一7に示す
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　図一7ような面内力p。。。が作用する長方形合成

ea一一一一一ti
f一一一wwwax〈（H一一一’一wwH－wwHHwwHl

l　SI’l　PLY　i7　SU　PpoRT　ED　1，

l　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e
l　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l

l　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l
l　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t

：　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［

i　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l
l　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l

L一．一m－H．．．一一一一一一一一一一一一一一一一．！i

一ト
w

bvex

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Y

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　面内力P．e．が作用する四辺単純支持二層板

二層板を考える。式（17）は次のような微分方程式になる。

　　　　V・Wv（x，・）冠（P・・（・，・y）＋Pvx∂wき争y））　　　　（22・）

式（17）と同様にして，式（18）は次のような微分方程式になる。

V‘w，　（x，　y）一M2V2we　（x，　y）　＝一BE一　（pz　（x，　y）　＋pexWte　（xX，’　Y）　）　（22　b）

式（22a），（22　b）において，　p。、とPe、を次のようにおく19）。

　　　　Pvx　nc　一／v　Pvxo　（23　a）
　　　　Pex＝一kePexo　（23　b）ここで，λは共通係数で荷重係数という。
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面内端荷重として徐々に増大していくと，横荷重p、（x，y）が存在しなくても，平板は面外にたわ

む。従って，式（22a）で，　p、（x，y）＝0とおき，式（23a）を式（22a）に代入すれば，次式のよ

うな微分方程式を得る。

　　　　▽Wv（x，・）÷合樋∂wる争y）一・　　　　　（24・）

同様にして，式（22　b）で，p、（x，y）＝0とおき，式（23b）を式（22b）に代入すれば，次式のよ

うな微分方程式を得る。

V‘we（x，　y）一K2V2we（x，　y）　’i一　一iliZ’一pexo－cr2｝li3iil；LY2－We＄’　Y）　””o　（24　b）

このような微分方程式の解は数学的に固有値問題である。Wv（x，y）は式（24　a）と境界条件を満足

しなければならない。同様にw。（x，y）は式（24、b）と境界条件を満足しなければならない。

文献21）に示されているようにビームカラムと同様にオイラーの座屈公式で表示すれぽ，図一7の

ような面内力が作用する四辺単純支持板では，基準値として次式のようになる。

　　　　pvxo＝　一Zll12iiLM一？”　（2s　a），　p，．o　＝　一Z1：2il！lg？e

　　　　　　　　　　5．四辺単純支持の等方性不完全二層板の弾性座屈

　長方形板の境界条件が四辺単純支持ならぽ，板のたおみ面は次式のようになる。

　　　　w・（・，・）畿禽・W一・…m葺x…nn著y

　　　　w・・（・，・）一萬許W一・…mぎx・s・・ぞ

　　　　　（m＝1，　2，　一一・一一　ln＝＝1，　2，　…一一・・）

式（26a），

有意解として次式を得る。

　　　　亨＋・亨n詳＋n静奇・亨・隔一・

同様にして，式（26b）を式（24b）に代入すれぽ，有意解として次式を得る。

　　亨＋・亨誓鴫ギ畷亨＋n劃一合・亨・臨一・

式（27a）より次式を得る。

（25　b）

（26　a）

（26　b）

（26b）は四辺単純支持の境界条件を満足する。式（26　a）を式（24　a）に代入すれぽ，

　　　　・。Pvx・論題｛（篭πノ＋（警アザ

同様にして，式（27b）より次式を得る。

　　轍一転筆｛（号π）2＋（誓）2｝2＋D藩a2｛（号π）2　・（判

式（25）を用いれば，式（28）は次式のようになる。

　　　　・v一｛m÷÷（撃yザ

　　　　　　　　　1
　　　　λ・＝λ・’蕉

ここで，

（27　a）

（27　b）

（28　a）

（28　b）

（29　a）

（29　b）
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　　　　ia。。　・！、一！一。。．　　　　　　　　　　（30）
　　　　　　　　　だ　　　　　　1十丁　2
　　　　　　　　，Ctmn

ここで，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・一2考多＋nb嬰　　　　　　　　　（31）
λの最小値は式（29）においてn＝1とすれぽ求まる。

与えられたアスペクト比に対して，限界荷重は式（29a），（29　b）を最小にするmを求めればよ

い。正方形の場合，m＝1がこの条件を満足する。

結局，式（24a），（24　b）の限界荷重は次式によって求まる。

　　　　（Pvx）cr一｛m＋÷（号アザ・π評一4π1典　　　　（32・）

および

　　　　（Pex）cr　・・　（m＋　一ill一　（9）2／2・苧・云1－4撃・士　　（32b）

ここで，βilとμ11は式（30）と式（3Dにおいて，　m＝n＝1とおくことによって求めることができ

る。この公式は柱の座屈のオイラーの公式と相似である。（p。。），，あるいは（p。。x）、，は板の単位幅

の限界圧縮荷重であり，D．あるいはD，は単位幅の板剛性である。限界荷重はD。あるいはD。に

比例することは明らかである。比，（Pvx）cr／（p。x）cr，は

か総一言1・β・一寸・砺藷・（・一tY11）　　（33）

等方性不完全二層板の限界荷重，（p。ex）、，，は次式で求まる。

　　　　（　　1Pvex）。一（，轟）。÷（，ま）cr一（，轟）。｛・÷i麟｝　　（34）

式（33）のγ11を式（34）の（Pve。）、，に代入すれぽ，

　　　　（　　1Pvex）。一（，ま）。（1＋7ii）一（，k）cr（1＋fi11・塾）

　　　　　　　　一（　　1Pvx）。（1’2＋食●1’2v）　　　　　（35）

ここで1．　・　112　＋112．；112－1，＋↓；1、2。一A蓼ls　　　　　　　（36）
　　　　　　　　　　　　　　n　　　　　　　　　n

式（34）におけるp．、およびPve、の”v”および”ve”はそれぞれ等方性完全二層板および等方性不

完全二層板を意味している。

　　　　　　　　6．四辺単純支持の等方性不完全二層板の弾性座屈荷重特性

　二層板は式（30）で定義されるβ㎜の値によって，大きく次の3つに分類される。

1）1（9mn＝：O，即ち，α㎜＝1，γ㎜＝0，の場合は等方性完全二層板。

・）・・］（9mn・L恥婦卜偏・踊一 ｽ皐｝・偏の棚酬生不完全二翫

　　　　　　　　　　　　　　　　A，s，s
3）　βmn＝1，即ち，αmn＝0，γmn　＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の場合は等方性重ね二層板。
　　　　　　　　　　　　　　　　fil，十1，　’

図一8はαuとんaとの関係を示したものである。縦軸はαuであり，横軸はxaである。α11は式
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図一8　等方性不完全二層板のαu曲線

（30）において，m＝n＝1とおけば得られる，一方，式（13）で定義されるκは重要な定数であり，

このκに辺長”a”を乗ずれば，κaは無次元量となる。弾性座屈荷重特性を調べるために重要な値

である。

次に，図一8の使い方を説明しよう。最初に，断面諸元を与え，式（13）を用いてκの値を求め，

このκに辺長”a“を乗ずる。二番目にκaの値をプロットして図上でαllを求める。従って，β11　：

1－ev、、も求めることができる。三番・目にγnをA，s、s／（組2＋1，）・β11で求める。最：後に，この7、1

を式（35）の（Pve。）、，に代入すれぽ，等方性不完全二層板の弾性座屈荷重が求まる。

更に，i数値計算：例によって説明しよう。材料は特に指定しない。

等方性不完全二層板の一般的な諸元は次のようであるとする（図一2，3参照）。

長方形板の大きさはa×b・・3m×3m，　E2＝206010　MPa，王，，　・2．481×10－5　m4／m，

1、2．＝2．069×10－5m4／m，　K・84。95　MN／m／m（かなり小さい値を仮定した），　h2＝O．006　m，

h，＝0．13m，　fi＝7．385，　v　・O．3（仮定），　v2＝0。3，　v，　m　O．2，　s＝0．068　m，　sl＝0。0173　m，

s2　＝O．e507　m，　Ai　＝O．　13　m2／m，　A2　rr　O．　006　m2／m，　A．　＝O．0236　m2／m，

Ii＝1．83！×10一‘m‘／m，　12＝：1．8×10ww8　m‘／m，　1．＝＝4．55×IOHs　m‘／m，

D．　＝　1　．　03005　×　104kN・　m2／m．

これらの諸元を用いれば，κ＝3．92／m，ica＝　1！．76，β11＝0。1248，αii　・O．8752，γ11　＝O．！041（m＝

n　・1）となる。等方性完全二層板の弾性座屈荷重は（pvx），，　・＝　45183　kN／mと求まる。

等方性不完全二層板の弾性座屈荷重は（p＞ex）cr＝4e922　kN／mと求まる。この値は（pvx）cr＝45183

kN／mを（1十　7ii）；即ち，1。！041で割れば，（pvex）cr　・40922　kN／mと求まる。

等方性不完全二層板の弾性座屈荷重，（p．。x）。，，は無次元量α11，βii，および3（11を導入すれぽ，

簡単に求めることができるから，本提案の方法は実用上の座屈荷重を求める場合に非常に便利で

ある。
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7．あ　と　が　き

　本研究で得られた結論は次の通りである。

（1）本論文は等方性不完全二層板（接着剤の弾性変形を考慮した等方性二層板）の弾性座屈解析

　　の微分方程式を誘導した。

（2）本論文は四辺単純支持板の面内力が作用する等方性完全二層板，等方性不完全二層板，等方

　　三重ね二層板の弾性座屈荷重の相互関係を明らかにした。

　　6，，・O，即ち，α11＝1，γllMO，の場合は等方性完全二層板。

・・Pil〈1・賜幽1－1一い・一 ｽ瀞1，の場舗第方性不完全二層楓

P，，　・1，・Bち，炉隔1一 刀Eの場舗等方腫ね二甑

（3）本論文は四辺単純支持板の面内力が作用する等方性完全二層板，等方性不完全二層板，等方

　　三重ね二層板の弾性座屈荷重を求める図を提案している。この図を用いれば，弾性座屈荷重

　　（Pvex）。，を簡単に求めることができる。
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