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Abstract

　　　The　energy　bands　of　e｝ectrons　in　a　one－dimensional　periodic　potential　consisting　of

muitiple　rectangular　barriers　aRd　wells　per　period　are　calculated　using　transfer　matrix

method．　lt　is　shown　that　the　energy　bands　can　be　derived　from　the　refiection　and　trans－

mission　ampulitudes　of　the　individual　rectangular　barriers　and　can　be　easily　extended　to

the　cases　of　complex　configurations　of　barriers　and　wells　in　the　unit　cell．　The　numerical

results　suggest　the　possibility　of　new　type　of　superlattice　devices　composed　by　two

different　quantum－weils　inside　the　unit　cell．

1．　lntroduction

　　　Advanced　techRology　in　the　expitaxial　growth　of　semiconductor　heterostructures　has

made　possible　the　structures　of　coupled　multi－layers　of　quantum－well，　which　is　called　a

superlattice．　Recently，　the　properties　of　these　superlattices　have　been　studied

intensivelyi）．　The　characteristic　features　of　the　band　structure　of　such　supperlattice　are

generally　discussed　in　terms　of　the　Kronig－Penny　mode12＞．　The　relation　between　a　finite

number　of　layers　in　the　superlattice　and　the　Kronig－Penny　model　has　been　discussed　by

Koibas　and　Holonyak3），　and　it　was　shown　that　a　few　number　of　coupled　wells　have　bound

electronic　states　which　were　well　explained　by　Kronig－Penny　model．

　　　In　this　paper，　we　investigate　the　energy　band　structure　of　an　electron　in　an　one

－dimensional　periodic　potential　consisting　of　multiple　barriers　per　unit　cell，　using　trans－

fer　matrix　method‘）．　We　have　shown　in　what　manner　the　band　structure　can　be　modified

artificially　by　ckaRging　the　heights　of　potentials　and　the　relative　posieion　of　individual

barriers　inside　the　unit　cell．　The　calculated　results　indicate　a　Rew　possibility　to　design

superlattices　which　have　the　desired　energy　gaps　and　the　dispersion　relations．

2，Mu塁tip至e　barr茎ers　per　pem孟od

　　　The　general　periodic　potential　with　multiple　barriers　per　period　is　schematically

shown　in　Fig　1．　The　unit　cell，　in　this　case，　contains　a　multiple　number　of　A－type　poten－

tials　and　B－type　potentials．
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　　　　　　F圭g．1　An　one　一　dimensional　periodic　potential　invo正ved　comp玉ex　subcell　per　unit　cell，

　　　Schroedinger　wave　equation　for　an　one－dimensional　potentiais　is　written　by

　　　　　　　［一（h2／2　m）d2／dx2十V（x）］W（x）　：EiY（x）　（！）・

　　　At　the　n　cell　boundaries，　the　general　soiution　to　Eq．　（1），　can　be　given　by

　　　　　　　alr　（x）＝　A，　exp［ia．　（x）x］　÷B，　exp［mian　（x）x］　（2）・

　　　Since　the　wave　functions　in　a　periodic　potential　must　satisfy　the　Bloch　condition，　Eq．

（1）　must　have　the　form

　　　　　　　alr　（x）　：＝　Uk　（x）exp（ikx）　（3）．
and，　Uk（x）　is　expressed　as

　　　　　　　Uk（X）＝An　exp［i（evn－k）x］十Bn　exp［ww　i（evn十k）x］　（4　a）．

where　an＝an（x）．　Uk（x）　must　also　have　the　same　period　l

as　V（x），　and

　　　　　　　U，（x）＝U，（x十ml），　m＝O，　±1，　±2，　一・・　（4　b）．

Use　of　Eq．　（3a）　and　（3b）　at　x　and　x－1，　we　obtain

　　　　　　Anwwi　eXP［i（crn－i－k）x］　十Bn－i　exp［一i（anmi－k）x］

　　　　　　　　　　wrAn　exp［i（an　m　k）　（xr1）］÷Bn　exp［一i（a．一k）　（x－1）］．　（5）．

　　　For　Eq．　（4）　to　be　true　for　all　x，　the　following　relations　must　be　satisfied　：

　　　　　　（AnBn）一（exp卜i絶…k）1］。x，［、（£＋、）、1）（倉lll）一T（倉1二）　（・）・

　　　Now，　let　us　focus　our　atteneion　on　the　subcell　inside　the　unit　cel｝．　The　pth　subcell

and　（p－1）　th　subcell　in　the　（n－1）　th　unit　ceil　must　also　be　related　through　a　transfer

matrix，　pm，　by　the　relation

　　　　　　（An－i，pBn－i，p）一P・（倉：二：；二）　　　　　（・）・

　　　If　the　subcells　consist　of　s　A－type　potentials　and　r　B－type　potentials，　Eq．　（7）　can　be

expressed　as
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　　　　　　　　　　　　　S　times

　　　　　　（S：）一P・P・P・……P・？・P・……（食lll）一P（倉二ll）　　（・）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r　ttmes

where

　　　　　　P＝P，S　P，r　（9）．　　　The　characteristic　equation　for　the　allowed　electron　energy　is　obtained　by　the　follow－

ing　determinant：

　　　　　　　［P－T］　＝O　（10）．
2－1．　AppJicatioR　to　the　monoatomic　potential　chain

　　　In　the　first　place，　let　us　consider　a　simple　one－dimensional　potential　array　as　shown

in　Fig．　2．　The　modei　for　this　type　of　periodic　potential　is　well　known　as　a“Kronig

－Penny　”　model．

　　　The　Bloch　functions，　Ui，　corresponding　to　a　electron－wave　travelling　to　the　right　is

given　by

　　　　　　U1＝Alexp［i（α一k）x］×Blexpこ一i（α十k）xコ』x〈0　　　　　　　　（11a）．

　　　　　　　　c！　exp［（B－il〈）x］　十。2　exp［一B十ik）　x］，O〈x〈1　（ll　b）．

　　　　　　　　　＝texp［i（a－k）x］，x＞a　（11c）．
where

　　　　　　ha＝（2　m　E）O’5　and　hB＝［2　m（V．一E）］O“5’

With　Eq．　（lla）　and　Eq．　（11c）　at　x＝O　and　x＝a，　we　have

　　　　　　（8）一（；ll　；li）　（1）　，，，，．

　　　For　the　electron　traveling　wave　to　the　left，　the　Bloch　functions　have　the　following

forms：

　　　　　　U，　＝r　exp　［i（ev　一k）x］　十exp［一i（a十k）x］，　x＞a　（13　a）．

　　　　　　　　　＝fexp［β一呈k）x］÷gexpこ一（β÷ik）x］，0〈xくa，　　　　　　　　　　　　　（13　b）．

　　　　　　　　　＝t　exp［一i（cr十k）x］，x〈O　（13　c）．
　　　With　the　same　procedures　mentioned　above，　we　obtain　the　following　matrix　equa一
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fig．　2　A　simple　monoatomic　potential　array．



tion：

　　　　　　　（i）＝（Sll　P，li）（2）　，，，，．

　　　For　real　eigenvalues　of　E，　the　time－reversal　property　of　the　Schroedinger　equation

yields4＞

　　　　　　　Pii＝（t2－r2）／t，　Pi2　：r／t，

　　　　　　　P2i　＝一r／t，　P22＝1／t，　（ls）．
where　the　asterisk　denotes　the　complex　conjugate．　The　P　is　written　as

　　　　　　　P11＊　：：：　P22，

　　　　　　　Pi2　＝P，，＊　．　（16）．
　　　The　r　and　t　can　be　dertermined　from　Eqs．　（12a）一（12c）　using　the　boundary　conditions

that　Ui　and　its　derivative　are　continuous　at　x＝O　and　x＝a，　and　are　given　by

　　　　　　　P一（，Yt＊＊　iltt）　’　a7）・

　　　The　determinant　for　the　energy　eigenvalues　becomes

　　　　　　　r　：（α2十β2）　Sinh（βa）／R

　　　　　　　R＝　［（a2－rs2）　Sinh（fia）　一F　2　iafi　Cosh（fia）

　　　　　　　t　：一2icrfi／T

　　　　　　　T＝　exp（iaa）　［（cr2－P2）　Sinh（fia）十2iars　Cosh（6a）　（18）．

　　　The　determinant　for　the　energy　eigenvalues　becomes

　　　　　　　［（1／t＊）一exp嘘一k）（a＋b）］（、／、）一。x∴、）（。＋、）］一・　（・9）・

　　　Substituting　Eqs　（18a）　and　（i8b）　into　（19），　we　obtain　the　famous

Kronig－Penny　relation　：

　　　　　　　Cos（k　1）＝Cos（ab）Cosh（fia）十［（62－a2）／2　afi］Sin（ab）Sinc（Pa）　（2e）．

　　　There　is　a　more　direct，　and　simpler　method　for　this　simpie　arrangement　of　lattice

atoms，　which　is　described　in　the　most　standard　textbooks5）．　However，　as　the

configuration　of　the　unit　cell　becomes　complex，　the　direct　method　becomes　extremely

complicated　and　would　be　impractical．　Typical　example　of　Kronig－Penny　band　is　shown

in　Fig．　3（a）．

　　　The　density　of　states　in　one－dimension　is　given　by

　　　　　　　N（E）　＝（2／　rr）dk／dE　（21），
and　this　can　be　derived　from　the　calculated　dipersion　re｝ation　E（k）．　As　expected，　the

density　of　states　show　the　Van　Hove　singularities　at　the　band　edges　due　to　the　vanishing

of　the　group　velocity，　as　shown　in　Fig．　3（b）．

　　　The　structure　of　GaAs－GaAIAs－GaAs　superlattice　is　schematically　shown　in　Fig．　4

（a）．　The　band　structure　of　this　superlattice　based　on　the　Kronig－Penny　model　are

shown　in　Fig．　4（b），　and　it　is　seen　that　even　by　oRe－dimensional　treatment，　several　char－

acteristic　features　of　this　band　structure　can　be　weli　understood　with　this　simple　model　as

shown　in　Fig．　5
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2－2．　Application　to　type　AB　subcell　potential　arrays

　　　It　is　straight　forward　to　extend　the　previous　calculations　to　one－dimensional　AB　type

potental　array　as　shown　in　Fig．　6．

　　　The　basic　procedures　are　：　1）　determine　P－matrix　for　each　subcell　and　2）　construct

overall　P－matrix　for　subcells，　and

3）　finally　obtain　the　energy　eigenvalues　from　the　characteristic　equation　i　P－T　1　＝O．

　　　For　type　A　barrier，　Pa　is

　　　　　　　・・一（1／ta＊　ra／tara＊／ta＊　1／ta）一（1：：二：）　　　　（22・）・

and　for　type　B　barrier，　Pb　is

　　　　　　　Pb＝（，1／，）2，“，　rlb／／tt，b）＝：（：：）　（22b）．

　　　Each　term　of　p，，　qa，　pb　and　qb　are　given　by
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p，＝　exp（iaa　1）｛Cosh（fii　a　1）一i［（cr2－fi2）／2　i　evB，］Sinh（6　！　a　1）｝

　　　q．＝一i　exp［ia　a　！］　［ev　2十rs2）／2　crfii］Sinh（Pi　a　i）

　　　pb＝　exp（i　aa　2）｛Cos（rs2　a　2）一i［（cr2－Bz2）／2　evB　2］Sinh（x9　2　a　2）｝

　　　q，　：一i　exp［ia（a　1十b　1十a　2）］　［（ev2十P2）／2　aB　2］Sinh（／（9　2　a　2） （23　a）

and

　　　　　　　hfii　＝［2　m（Va　1－E）］o・s

　　　　　　　hB2＝［2　m（Va　2－E）］O’5　（23　b）．
The　final　determiRaRt　is

　　　　　　　［w　ii　ww　eX＆［　2－ii（ev”k）i．　22一，．X　ii．＋k）　i］］　＝e　（24　a），

where

　　　　　　　w11＝　pb＊p．＊＋qb　qa

　　　　　　　w12＝：pb“　qa十qb　Pa

　　　　　　　w21＝：qb“pa＊十pb　qa＊

　　　　　　　w22＝：qb’　qa　NF　pb　pa　（24　b）．
　　　・’1”he　explicit　relation　for　the　energy　eigen　values　are　：　For　E〈Val　and　Va2，

　　　Cos（k　1）＝

　　　　［Cosh（6i　ai）　Cos（rs2　a2）一Qi　Sinh（fii　ai）　Sinh（fi2　a2）］

　　　　　　　×Cos［a（bi＋b2）］

　　　　＋　［Q2　Sinh（Bi　ai）　Cosh（fi2　a2）＋Q3　Cosh（Bi　ai）　Sinh（rs2　a2）］

　　　　　　　XSin［a（bi十b2）］

　　　＋Q4　Sinh（Bi　a　i）　Sinh（rs2　a2）　Cos［cr（Pi－B2）］，　（25）

where

　　　　　　　Qi　＝＝　（Pi　2－a2）　（P22m　ev　2）／4　a　2Pi　fi2

　　　　　　　Q2　＝＝　（fii　2　nv　ev　2）／2　arsi

　　　　　　　Q3＝（fi22ww　cr　2）／2　aP2

　　　　　　　Q4　＝（Pi　2＋a2）　（P22＋　cr　2）／4　ev　26ifi2．

　　　For　Val〈E〈Va2，　the　dipersion　relation　can　be　derived　by　substitttting　v（31　：ir　into

the　Eq．　（25），　where　lar＝：　［2m（Vai－E）］O・5．

2－3．　Numerical　examples　and　discussien

　　　Eqttation　（25）　can　be　used　to　obtain　the　band　structure　of　a　superlattice　system　com－

posed　of　various　configurations　of　two　different　quantum－wells　and　barriers　per　period．

For　example，　let　us　consider　the　GaAs－Gaレ、　AlxAs　binary　superlattice　system．　The　bar－

rier　height　can　be　varied　by　the　content　of　Al　in　Gai一．　alxAs　the　iayer．

　　　Fig．　7　is　the　plot　of　energy　E（k）　versus　cos（kl）　with　i＝230A，　al　＝50　A，　a2＝20　A，

bl＝b2＝80　A，　Val　：O．25eV，　and　Va2＝e．20eV．　Comparing　this　particular　choice　of　the

barrier　configuration　with　the　simple　Kronig－Penny　model（a＝50　A，　b＝180　A，　Va＝e．

25eV），　it　may　be　seen　that　the　each　band　in　Kronig－Penny　model　are　modified　due　to　the

additionai　potential　barrier　a2．　lt　is　interesting　to　note　that　the　odd　numbered　bands，

band　i　and　band　3　in　tkis　case，　are　strongly　perturbed　while　the　even　numbered　bands　are
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Fig．　7　Numerical　results　of　the　band　structures　in　a　AB－

　　　　　　type　superlattice　structure，　Dotted　line　is　the　results

　　　　　　of　simple　Kronig－Penny　type　bands　with　a：＝50　A，

　　　　　　b＝＝180A，　and　Va＝O．25　eV．

weakly　modified　by　the　additinal　potential　barrier．

　　　The　band　gaps　and　the　band　width　are　the　functions　of　the　ratio　w＝b2／bi　and　the

electronic　energy　spectrum　can　vary　over　a　wide　range　by　changing　the　ratio　w．　The

actual　variations　of　the　energy　gaps　by　the　relative　position　of　individual　barriers　inside

the　unit　cell　are　shown　iR　Fig．　8．　Egl，　the　energy　gap　between　first　band　and　second

band，　is　increased　rapidly　with　increasing　the　ratio　w　and　reaches　the　peak　value　at

around　w＝3．　Further　increase　of　w　makes　Eg2　almost　saturated．　Eg3，　the　energy　gap

between　the　third　band　and　fourth　band，　is　also　increased　by　increasing　the　ratio　w　and

reaches　its　peak　value　at　w＝＝2．4，　followed　by　a　rapid　decrease　with　the　increasing　value
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of　w．　Eg2，　the　energy　gap　between　the　second　band　and　third　band，　shows　a　rather　com－

plex　behavior．　Eg2　has　its　minimum　value　at　w＝3．0　and　the　peak　value　at　w＝　6．2　in　this

case．

　　　When　the　additional　barrier　is　located　at　an　asymmetric　position　in　the　unit　cell，　the

wavefunctions　in　the　narrow－well　are　more　localized，　namely　more　tightly　bound　to　the

local　potential，　while　the　wavefunctions　in　the　residual　part　of　the　unit　cell　become　more

extended．　Although　the　characteristic　feature　such　as　resonant　scattering　in　a　single

barrier　is　smeared　out　in　the　arrangement　of　a　periodic　potential，　the　mutuaily　contradict－

ed　nature　of　the　wavefunctions　mentioned　above　may　refiect　the　actual　band　structures

and　the　complex　variations　of　energy　gaps　may　arise．

　　　The　band　width　of　the　each　band　also　depends　on　the　relative　positions　of　two　bar一
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riers　in　the　unit　cell　and　this　feature　is　shown　explicitly　in　Fig．　9．　The　band　width　is

considered　to　be　determined　by　the　transfer　iRtegral　and　the　tranfer　intergral　depends

explicity　on　the　widtk　of　the　well．　The　similar　contradictory　interaction　in　the　traRsfer

integral　in　the　asymmetric　quantum－wells　inside　the　unit　cell　will　also　happeR　in　this　case，

and　this　causes　the　complex　dependence　of　the　width　on　the　ratio　w．

　　　The　similar　features　of　the　modification　of　baRd　structures　as　described　in　the　above

section　are　also　found　in　the　case　of　Vla〈V2a．

3．　Concluding　remarl｛s

　　　It　is　shown　that　the　band　structure　of　superlattices　with　multiple　barriers　in　a　unit

cell　can　be　calculated　by　elementary　but　a　systematic　method　using　a　transfer　matrix．

We　did　not　eake　into　account　the　variation　of　the　effective　mass　along　the　vertical　quan－

tum－well　of　a　different　constituent．　As　long　as　the　difference　of　the　variation　of　constitu－

ent　between　subcelis　are　small，　the　results　of　the　present　calculations　may　be　well　approx－

imated　the　real　superlattice　band　seructures．

　　　Our　results　suggest　that　the　new　type　of　infrared　detector　and　laser　which　is　based　on

the　AB　type　superlattice．　The　wide　variaty　of　energy　gaps　can　be　obtained　by　the　varia－

tion　of　individual　barrier　heights　and　the　relative　position　of　each　barrier　in　a　unit　cell．

　　　The　Bloch　oscillation　in　superlattices　under　the　high　electric　field　greater　than　h／qar，

where　q　is　the　electronic　charge　and　T　is　the　relaxation　time，　is　one　of　the　challenging

targees　in　applications　of　superlattice　structures．　The　difificulty　of　obseving　such　oscilla－

tions　siems　from　the　fact　that　the　field　must　be　very　high　and　this　field　causes　transitions

of　electrons　into　a　hiqher　miniband　by　tunneling　and　this　transition　supresses　Bloch　oscil－

lation．　As　shown　in　the　previous　section，　the　energy　gap　between　the　first　band　and　the

next　excited　band　can　be　increased　with　suitable　configuration　of　AB　potential　barriers　in

the　unit　cell，　and　this　suggests　a　new　approach　to　the　realization　of　Bloch　osciliator．

　　　The　strains　between　the　quantum－well　layers　corr｝posed　of　different　atomic　constitu－

ents　change　definitely　the　bulk　properties　of　each　layer　and　further　refinement　of　the

present　treatment　is　necessary　to　obtain　the　rigorous　results　including　the　effect　of　the

straM．
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