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第161号（平成4年）

Bu｝letin　of　the　Faculty　of　Engineering

Hold〈aido　University　1　o．　16！　（1992）

多群からなる変量に関する冗長性について

今　井　英　幸　　伊　達

　　　　（平成4年6月30日受理）

惇

ATes重for賦edundancy　of　SO職e　S就S　O壷V蹟豊a髄es

E［ideyuki　IMAI　and　Tsutomu　DA－TE

　　　（Received　June　3e，　1992）

Abstraet

　　In　canoRical　correlation　analysis，　Siotani（1957）　and　Fujikoshi（1982）　obtaiRed　the

likelihood　ratio　statistic　and　its　asymptotic　expansion　under　null　hypothesis　for　redun－

daRcy　of　variables．

　　Horst（1961）　extended　ordinary　canonical　correlation　analysis　to　those　of　two　or　rnore

sets　of　variables．

　　In　this　paper，　we　obtain　the　likelihood　ratio　statistic　ancl　its　asymptotic　expansion

uRder　the　null　hypothesis　for　redundancy　of　several　sets　of　variables．

　　　　　　　　　　　　　　　　1，はじめに

　2つの変数群の問の関係を調べる場合に用いられる手法に正準相関分析がある。正準相関分析

において，変数群に含まれるいくつかの変数が群の中学関係に与える影響は無視できるほど小さ

いことがある。このような変数を冗長であるという。冗長な変数を選択する基準として，片方の

変数群からだけ選択する基準がSiotani4）により，両方の変数群から同時に選択する基準が

Fujikoshi2）により得られており，それぞれの漸近分布も求められている。

　一方，Horst3＞は正準相関分析を拡張して3つ以上の変数群に対しても変数群相互の関連を分析

する手法を提案した。本報告ではこのような多変数群に対する冗長性を定義し，冗長な変数を選

択するための統計量とその漸近分布を求める。

　　　　　　　　　　　　　2．正子相関分析の多変数群への拡張

　Xl，x2をそれぞれp1，p2次元確率変数で平均がμ1，幽（xl，xl）’の分散共分散行列が

　　　　Σ一［：11　：12Z21　X22］

であるとき，制約条件a’Σiia　＝b’Σ22b＝　1のもとでのρ＝a’Σ12bの最大値を第1正準絹関係数，

ρを最大にするp正次元ベクトルaとp2次元ベクFルbを罵いた線形結合の組（a’Xi，b’x2）を第1

正準変量という。このようなρは
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　　　　（Σ12Σ量Σ21一ρ2Σii）a＝0

　　　　（Σ，，ΣlliΣ，，一ρ2Σ22）bxO

すなわち一般固有値問題

　　　　1Σ、2ΣおΣ21一ρ2Σ1、ト0　　　　　　　　　　　　　　　（1）

の解として得られる。いま（1）の解が大きさの順に

　　　　ρ量≧ρ茎≧…　≧0

であるときρ1を第i正準相関係数という。A1，A2をそれぞれp、次およびp2次の正則行列として

　　　　（ll）一［含＆］（こ）

のような変換をしたとき，正準桐関係数ρi2は不変である。この変換のことを内部正則線形変換と

いう。

　以下で，Horst3）による正準下関分析の多変数群への拡張について述べる。

　Xi，i＝1，．。．，sをそれぞれ平均がμ1であるようなPi次元確率変数（Pl＞0）で（x∴。，，，x，り’の分

散共分散行列が

　　　　Σ一［塁：：：：：塁：：］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
であるとする。このとき制約条件as’Σiiai　＝　1，i＝！，．＿，sのもとでQ＝ΣalΣi」aj＝Σλi（ただし

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i，j　　　　　　　l＝1

　　　
λi＝　2　a1Σijaj）を最大にするようfs　Pl次元ベクトルai，i＝1，．．。，sと最大値Qを求めることが多
　」謹正

野群群への拡張である。このようなλba至，i＝1，．．．，sは

　　　　［塁ll：：：塁1］G：）一［Ai：ii’ A，zss］　（　11’1）

の解として得られる。この場合は正準相関分析とは異なり，固有値問題にはならないがλi，

i・・1，＿，sは内部正則線形変換により不変である。

　　　　　　　　　　　　　　　　3．変数の冗長性

　正書相関分析およびその多変数群への拡張した分析法では最大化基準（正準相関分析では相関

係数）が内部正解線形変換によって不変であった。変数群が2つの場合，内部正劉線形変換によっ

て不変な量は，各々の変数群相互の正準相関係数にだけ依存する。したがって各変数群相互の関

係に着目する場合には正準相関係数の変化だけを考慮すれぽよい。

　変数の冗長性に鰐する帰無仮説を得るためにUi，Vlをそれぞれrl，qi次確率変数（ri，qi＞0，

ri　＋qi　・・　Pl）としてXi＝（Ui’，Vi’）’のように分割し，これらに対応してμi，Σijを

　　　　μ一（ll：）・2，j一［塁1：il　gl：こ：］　　　　　（・）

とする。上で述べたことから，各i，jについてXlとXjとの。でない正準相関係数とUtとUjとの。

でない正準準関係数がすべて等しいとき，（Ul’，．．．，U，’）ノは全変数（X1’，．．．，X、’）’のすべての情報を

持っているということができる。あるいは（V∴．．．，V、’）’は（U、’，．．．，U、’）「の関係について追加する

情報を持っていないともいえる。XiとXj，　UiとUjの正準相関係数はそれぞれΣljΣ∬1Σj圭Σ言1，

Σ。lu、Σ読、Σ。、。、Σmも、の固有値であることから，（Vl’，．．．，V，’）’が冗長であるという帰無仮説H。は次
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のようになる。

H。：すべての！≦i＜」≦sについてΣi」Σ壽1ΣjiΣぼ1とΣ。、u、Σ葛も、Σ。、U、Σ誌の0でない全ての固有値

が等しい

　Σ23．1＝Σ23一Σ21ΣrfΣ13のような記号を用いるとFujikoshi2）から次の定理を得る。

定理1：三無仮説H。は次の1，2と同値である。

1．trZsjZtt，iXji2i一，　i＝　tr2．，．，Xu一，L，Zu，u，2u一，L，，1＄i〈j　5s　〈3）

2．［Σ。、v、．u、Σ．、．，．uj］＝0，i　＃j，1≦iくj≦s　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）

　　　　　　　　　　　　　　　　4．尤度比検定

　以下ではP＝ΣPl，（x1’，，．．，x、「）’はP変量正規分布に従うものとする。（u∴．．．，u、’γが与えら

れたときの（V∴。．．，Vsり’の条件付き分布の平均，分散共分散行列はそれぞれ

　　　　E［（／／・：）1（／／・：）］＝（：・r．g）＋［：，’i：III：・：g：］（：・gl：．”g）

　　　　v［（羅）H翼i：こ：：：：：：：：：：：：雲：1：：1：：：：：：］

ただし

　　　　匿1：：：1：：1一に1：1：：：：蓋1：：：］［畿：1：：：：塁：：：：］”

　　　　［2i．llVIIillliS，　1［1　：：iil，’‘1，Si．”llll：1］

　　　一にi：1：：：：塁i：：：］一［釜ill：：：：董i：1：］［慧：1：：：：釜！：：：隠：：：：翌：：：：］

である。これらを用いて帰無仮説は次のようにいい換えることができる。

定理2：（4）は

　　　　Ho：Σw」．u夏…u、＝O　かつ　B］j　・O，　iキ1，1≦i，　j姦s

と同値である。

証明：

　　B，、漏ΣV1。、．U1…。、．1Σ軸、．。、…。、一監

　　Bsi＝　Zvsut．ur－us2u－iiui．ur－us

　　Bs－i　s＝　2vs－ius．uk・一us－iZu－sius．ut一・us－t

　　Bs　s－i　一一　Zvsus一！．ua一・ttsZu－iiui．u2一・us

　　Bi2　＝　：viu2．ui2u－2iu2．ui

　　B21　＝　2v2ul　．u2Z　u一　11u　1　．u2

　　£v！vj．ul”．us＝：vlv」．ul．”u＄．1－Zvius．ul，．us－12uHslus．ul一，us．．IZusvs．ul…us．1

が成り立つことからこれらが（4）と同値であることがわかる。（証明終）

　標本数をN　＝R＋1（＞P）とする。n－isを標本分散共分散行列とすると（u、’，。．，u，’）’が与えられ
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たときの（V、’，．．．，　V，’）’の条件付き分布をもちいて帰無仮説H。に対する尤度比基準は

　　　　　　SVIVI．Ul一，　US　’”　SVIVs．Ul一．Us

　　Ak．，　A．．　lt．Syg］k：ik：：nvsifi．：一：N；N；1｝ygyE：g十：：yE

　　Svlvl．ull．．．iSvsvs．us

SVIVI．UIU2V2U3V3”，USV＄

　　　　　　　　Svivi．uil　ISvsvs．us

となる。ただし，SはΣと同様の分割をしているものとする。

pt＝Ai×’”×As

4

注意、lAiの分子はlSw。。、u、、．．。i．、vi．1、，．。，vSlであり，　viから（ul，u2，．．，，u1，u1＋1，vi．1，．．．，u，，v，）の影

響を除いた残差分散共分散行列の一般化分散，同様に分母はViからUiの影響を除いた残差分散共

分散行列の一般化分散である。

定理3：帰島仮説HθのもとでA，，…，A，は互いに独立に分布し，

　　　A」～A（q1，　r1十…÷rト1÷Pt＋1十…十Ps，　n一（rl十…十ri牽p用十…÷Ps））

である。ここでAとBが互いに独立にWishart分布Wp（n，Σ），Wp（q，Σ）に従うとき

IAI／IA＋Bl分布をA（p，q，n）で表すものとする。

証明：X1，．．．，Xnを互いに独立にNp（0，Σ）に従う確率変数，　X＝〔X1，．．．，X。］’としてS＝X’Xと

書くことができる。ここまでの記法では確率変数を列べクトルで表してきたが，以下では記述統

計的な多変量解析で用いられる記法に合わせて確率変数を行ベクトルで表すことにする。Xを

（2）の分割に対応してX＝［U1，V1，．．．，U，，V、］とする。　U，，Viはそれぞれn×ri，　n×qi行列であ

る。このように定義するとA，の分子は

　　　IVIQiVil＝＝IVI（1．一Pi）Vil

と表すことができる。Aの一般逆行列をA　とすると
　　　Pi　＝　［U，U2V，・　・　・　U，V，］　（［U，U，V，・　・　・U，V，］’［U，U，V，・　・　・U，V，1）　H［U，U，V，・　・　・U，V，］’

であり，これはn次元空間内でU，，U2，V2，。．．，U、，V、の列べクトル全体で張られる部分空間への

直交射影子である。したがって

　　　rankPi＝ri＋p2＋’・・＋ps

であり，

　　　rankQi　＝n一　（ri　一一　p2＋’”＋ps）

となる。分母も同じように

　　　IVIQ2Vil＝IVI（1．一P2）Vil，　P2＝＝Ui（UIUi）一Ul，　rankQ2＝n－ri

となる。直交射影子の性質からQ？・＝Q，，Qg＝Q2，　U、，U2，V2，．．．，U，，V、の列べクトル全体で張ら

れる部分空間はU、の列べクトル全体で張られる部分空間を含むのでQ、（Q2－Q，）＝Q，一Q，＝O。

したがってVl（Q2－Q、）VlとVIQIV、は互いに独立にそれぞれ自由度p2＋…＋p，，n一（r、＋p2　＋

…十p、）のWishart分布にしたがうので

　　　Ai＝lx71Qlrf￥lll　’vA（qi，　p2＋’”＋ps，　n一（ri＋p2＋…＋ps））

同様にしてAiについても

　　　A正～A（q重，r1÷…十ri＿1十pi＋1十…十ps，　n一（rl十…十ri十pl＋1十…÷ps））

がいえる。帰無仮説H。のもとでO＆　Vtの分布はUiだけに依存するのでA，，…，A、は互いに独立に

分布する。（証明終）
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　Anderson1）により尤度比Aの特性関数はr関数によって表され，この特性関数を用いることに

よりAの漸近分布が次のようになることがわかる。

定理4：帰無仮説Hoのもとでの尤度比Aの漸近分布は

Pr｛一ml・gA≦・｝一曜≦・｝＋藩（鳥憾・≦・ト曜≦・｝）÷0（m－3）

ただし

　　　f＝＝　Z．j（pipj－rtrj），　m＝　n－t（P÷1）　一i一一｛〉一

　　　to　一一　一一il￥？　一一t（P＋1）A＋gB一一itlr（P÷1）2－lt　f

　　　A一壱禽…（・・＋自の

　　　B一を（毒㎡・・q・＋揺齢榔・・＋禽・・多・磯嚇

　　　　　＋か・・q・＋糟・・1＋謡瞭÷禽…）

　　　at＝r1十…　÷rE一．1十Pt＋1－F…　十Ps

　定理4から変数の冗長性を検定する統計量の漸近的な性質がわかる。また，s＝2としたときに

はFujikoshi2）のTheorem　3と一致することから，定理4はこの結果を多群の場合に拡張したも

のであるといえる。

　　　　　　　　　　　　　　　　5．おわりに

　多群からなる変数の冗長性を検定するための帰無仮説，帰無仮説を検定するための尤度比基準

およびその漸近分布を求めた。この方法は内部正則線形変換で不変な量に注目する場合の変数選

択として用いることができる。

　この方法は全ての変数群から1個以上の変数を選択するためのものである。したがって，ある

変数群には不要な変数がない場合には罵いることができない。これは2群の場合（正準相関分析）

でも同様であり，両側から選択する基準（Fujikoshi2））は片側から選択する基準（Siotani4））を含ん

でいない。この点を改良するためには一般化決定係数を選択基準として用いる方法などが考えら

れる。
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