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Theoretical　Study　on　the　Phase　Stability　of
　　　　　　　　　　　　　　　　　Au　ww　Pd　System

Satoshl　TAKIzAwrA
（Received　September　18，　1992）

Absもract

　　　CoxnbiRing　the　electronic　structure　calculation　and　Cluster　Variation　Method，　we　study

the　phase　stability　of　the　Au－Pd　systexn　from　the　first－principles．　Because　of　the　small　size

mismatch　between　the　constituents，　the　calculated　mixing　heats　of　formation　agree　well　with

the　experimental　results．

1．　XAtrod“ctioem

　　　There　are　several　attempts　for　drawing　the　alloy　phase　diagrams　［1，　2］　from

first－principles，　i．　e．，　without　aRy　parameter　fitted　to　the　experimental　results．　Most　of　such

approaches　consist　of　two　independent　steps．　The　first　one　is　the　electronic　structure

calculation　based　oR　the　local　density　approximation　in　the　density　functional　formalizm　［3］

which　gjves　us　the　total　energy　of　the　system　with　a　given　atomic　confjguration　and　the

second　oRe　is　the　method　in　the　statistica｝　inechaRics　with　which　one　can　obtain　ther－

modynamical　quantities　such　as　the　entropy　at　finite　temperatures，　the　order－disorder

transition　temperature　and　so　on．　ln　both　parts　we　may　have　several　different　approaches　：

for　the　total　energy　calculation，　one　may　adoptthe　coherent　poteRtial　approximation　（CPA）

［4］　aRd　generalized　perturbation　method　（GPM）　［5］　which　deal　with　random　alloys，　or

supercell　baRd　calculations　for　ordered　alloys．　On　the　other　hand，　the　cluster　variation

method　（CVM）　［6］　and　the　Monte　Carlo　simulation　17］　are　frequently　used　as　a　method　of

statistical　mechanics．　Although　there　remains　probleixts　in　the　qttantitative　aspects，　most　of

the　qualitatively　important　features　in　the　phase　diagrams　were　reproduced　for　noble－metal

aエ王oys　〔1］．

　　　In　tlais　article，　we　will　try　to　draw　a　phase　diagram　for　the　Au－Pd　system　frorn　the　first－

principles．　Au　aRd　Pd　make　an　isostructural　alloy　system，　namely，　their　random　alloys　have

the　f．c．c．　structure　over　the　whole　range　of　concentrations　as　well　as　both　of　the　constituent

metals．　Furthermore，　they　undergo　order－disorder　transitions　at　the　stoichiometries　of

3：1，1；1and　1：3，　and　form　ordered　compounds　with　theゐ！0　and五！2　structures（Fig．1）．

These　ordered　structures　are　also　based　on　the　f．c．c．　lattice．　This　system　has　a　favorable

feature　for　our　preliminary　calculation　because　the　experimental　phase　diagram　is　rather

simple　and　lt　shows　a　typical　orderww　disorder　traRsition．　We　use　the　augmented－spherical
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Fig．　1　’1“he　two　orclered　structures　and　the　four　sublattices　based　on　the　f．c．c．　iattice．

　　　　　The　shaded　and　open　circles　represent　A　and　B　atom，　respectively，

wave　（ASW）　［8］　method　as　the　electronic　structure　calculation　aRd　the　CV］VI　as　the　technique

in　statistical　mechanics．　For　the　estimation　of　internal　energy　and　entropy，　the　tetrahedron

approximation　was　employed　both　in　the　cluster　expansion　of　the　internal　energy　［9］　and　in

the　CVM，　which　is　regarded　as　a　minimum　meaningful　approximation　in　a　discussion　of

f．c．c．一based　systems．

　　　Before　beginning　the　discussions，　we　would　like　to　make　a　comment　on　the　use　of　the

ASW　method．　The　structural　energy　difference　of　noble　metals　is　very　small　and　electronic

structure　calculations　erroneously　predict　the　b．c．c．　structure　as　the　ground　state　crystal

structure　［10］．　So　one　may　think　that　we　should　use　more　precise　naethod　than　the　ASW．

The　reasons　why　we　adopt　this　method　are，　firstly，　its　calculational　efficiency　and，　secondly，

the　expectation　that　the　systematic　error　cancels　as　we　deal　only　f．c．c．一based　structures　in　this

research．　The　result　seems　to　be　fine　even　with　the　ASW　method　used．

2．　懸e奮he《萱s　of　Ca璽。題丑盆tio貰食

　　　Since　the　procedure　for　the　electronic　structure　calculation　has　been　amply　demonstrated

in　the　previous　publications，　the　main　emphasis　of　the　present　section　is　placed　on　the　CVM．

In　this　section　we　will　describe　the　CVM　applied　to　a　discussion　of　the　phase　stability　in　f．

c．c．一based　binary　alloys　which　consist　of　two　kinds　of　atoms，　A　and　B，　and　derive　the

expression　for　the　free　energy　at　finite　temperatures．

　　　ln　the　discussion　of　the　relative　stability　among　different　phases　one　needs　to　know　the

free　energy　of　the　system　at　finite　temperatures．　Without　any　interatomic　interactions

between　the　atoms，　the　free　energy　of　a　random　system　per　atom　can　be　written　as

　　　　　　寿・・帰・・…＋・T・（…1・・x・＋・・　1・XB）．　　　　　　（・）

Here　AJ，　ei　and　xi　represent　the　number　of　atoms　in　the　system，　the　energy　and　the　concentra－

tion　of　the　atom　i（＝＝A　or　B＞，　respectively．　But　in　this　model　the　information　of　the

interatomic　correlation　is　not　taken　into　account．　ln　order　to　take　the　interatomic　interac一
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tions　1nto　account　properly，　it　is　necessary　to　introduce　pair　probabilities｛xiゴ｝and　pairwise

interactions｛εガゴ｝and　to　write　the　free　energy　as　a　function　of｛κごゴ／and｛εiゴ｝．　This　problem

is　theoretica11y　equivalent　with　the　Is沁g－spin　model　and　the　exact　solutioRs　for　3－dimensional

SyStems　are　not　lmOwn　eVen　fOr　the　SimpleSt　CaSe，　i．　e。，　a　SimPle　cubic　lattice　with　only　neareSt

neighbor　interactions、　The　CVM　is　a　method　to　obtain　an　approximate　soiution　for　this
　ゆ

problem．

2．　1　Sublattices　and　Cluster　Probability　Variables

　　　In　order　to　deal　with　ordered　phases　which　are　observed　in　experiment　we　introduce　four

sublattices，　cr，　B，　y　and　6　（Fig．　1）．　ln　the　completely　random　phase　all　sublattices　are

equivalent　and　are　occupied　by　A　or　B　atoms　with　the　probabilities　propotional　to　£heir

concentration．　But　below　the　transition　temperature　these　sublattices　are　not　equivalene

any　more　and　the　system　changes　to　a　low　symmetry　state．　For　example　in　the　L！e

structure　two　of　the　four　sublattices，　say，　the　ev　and　rs　sites　are　equivalent　and　differentiated

from　the　7　and　6　sites　which　are　equivalent　between　them，　while　in　the　L12　structure　three

of　the　four　become　equivalent．

　　　　Now　we　consider　tetrahedra　which　are　obtained　by　connecting　the　iiearest　neighbor

atoms　in　the　f．c．c．　fundaiinental　lattice．　Every　tetraliedron　contains　all　kinds　of　sublattice

sites．　We　define　the　probability　variables　x’i」kt　as　the　probability　of　finding　a　tetrahedron

with　an　i　atom　on　itsαsite，ノonβ，1〈ollγand／ollδ，　respectively．勘た‘laas　to　satisfy　the

normalization　condition

　　　　　　　　Σ梅田＝1．
　　　　　ら〃こ，‘罵AorB

The　pair　and　point　probability　variables　can　be

　　　　　　x。β，・戸　Σ】κ、廻，

　　　　　　　　　　　た，‘＝AorB

（2）

obtained　from｛κごブ々乙｝by　a　co王ユtraction；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）

　　　　　　梅・・＝、，認。，8・蜘・　　　　　　　　　　　　（4）

Kere　x．fi，　，y　represents　the　probability　of　finding　a　pair　which　has　an　i　atom　on　the　cr　site　and

a　i　on　／（9　and　x．，i　the　ratio　of　the　‘y　site　which　is　occupied　by　an　i　atom．　When　the　system

consists　of　N　atoms，　it　contains　2N　tetrahedron　clusters，　6N　pair　clusters　and　N　point

clusters．　Therefore，　the　number　of　theトグpairs　on　theα一βsublattices　wi11　become翫。βガ

and　so　on．

2．　2　lnternal　Energy

　　　What　we　have　te　clo　next　is　to　express　the　internal　ene｝一gy　of　a　systeni　with　an　arbitrary

atomic　configuration　as　a　function　of　the　cluster　variables　｛xiji，i｝　defined　above．　We　assume

that　the　internal　energy　of　the　system　can　be　written　as　a　sum　of　the　energy　of　tetrahedra　；

　　　　　　　E：i，i　J，，t2．一IA　er　Bei」’kt’XiJ’Jd，　（5）
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where　ei，v，［　represents　the　energy　of　tetrahedra　with　an　i　atom　on　the　cr　site，　i　on　rs　and　so

on．　lt　is　natural　to　think　that　the　energy　of　a　tetrahedron　does　Rot　depend　on　the　configura－

tion　of　atoms　in　the　tetrahedron　since　all　the　four　vertices　are　geometrically　equivalent　in　the

tetrahedron　cluster　：

eAAAB＝　eAABA＝　eABAA．… （6）

We　will　further　assume　that　the　energy　of　the　clusters　is　simply　estimated　by　the　formation

energy　of　the　five　ordered　crystals，　i．　e．，　A　and　B　with　the　f．c．c．　structure，　A3B　and　AB3　with

the　L！2　structure　and　AB　with　the　Llo　structure，　because　each　of　these　five　ordered　structures

consists　of　only　one　kind　of　clusters．

　　　The　formation　energies　AE　（a）　are　obtained　with　the　ASW　method　and　are　expressed　as

a　function　of　the　lattice　constant　of　the　fundamental　f．c．c．　lattice，　a，　in　order　to　count　the

elastjc　contributions　due　to　the　voJume　misxnatch．Y　The　energies　were　measured　from　the

segregation　limit　which　is　the　energy　of　the　system　in　case　that　the　constituent　atoms　exist

apart　in　elemental　solids．　In　the　total　energy　calculation　the　relativistic　effects　except　the

spin－orbit　interaction　was　included　following　the　prescription　proposed　by　Koelling　and

Harmon　［11］　and　the　exchange－correlation　potential　of　Moruzzi　et　al．　［12］　was　used．　The

maximum　angular　momentum　of　the　augmented－spherical　waves　were　taken　to　be　1＝：2　for

Pd　and　／＝：3　for　Au　in　order　to　attain　better　agreement　for　tke　equilibrium　lattice　constants

of　pure　metals　with　experiment．

2．3　Entropy

The　configurational　entropy　can　be　obtained　from　the　number　of　states．　So　we　shouid　count

the　number　of　different　arrangements　specified　by　a　set　of　｛xi，・kt｝．　First　we　consider　the

number　of　different　arrangements　of　tetrahedra　which　is　given　as

　　　　　　e）y4＝tht￥Sl　x，．，，）！・　（7）
　　　　　　　　　　らあ為，‘二AorB

In　YV4，　however，　we　have　“inconsistent”　arraRgements　in　which，　fer　example，　A－A　and　B－

B　pairs　meet　at　the　same　place．　Therefore　we　have　to　make　a　correction　to　W4．　SiRce　two

tetrahedra　share　one　edge　in　an　f．c．c．　lattice，　the　probability　of　finding　“coRsistent”　pairs　at

one　edge　shared　by　two　tetrahedra　is　（x．．，i，・）　2．　Tl｝e　probability　that　all　the　pair　clusters　in　the

whole　system　are　consistent　is

　　　　　　C・一・＝嘉｛（．Xofr，　1）’）2’欺σr…｝・　　　　　　　　　　（8）

As　the　number　of　arrangements　of　pair　clusters　is

　　　　　　欄，li（N！　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9翫σ，，が）！’）

　　　　　　　　　　　　i，ブ

　　　tlt　is　important　to　include　the　effect　of　volume　mismatch　in　a　study　of　the　phase　stability　of　alloys．　See

for　example　Re£　［／3］
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we　obtain　the　correction　terna　due　to　the　consistency　of　pairs

　　　　　　G一律，｛　　　　　　　　（Xar　，　iJ’）　21VXaT，ifIV！×1．1，，一’（］tri．’，，．）！｝．　　　　　（1・）

Similarly，　the　probabi｝ities　of　findiRg　a　consistent　points　at　a　vertex　of　tetrahedra　and　pairs

are　given　by　（x．，i）S　and　（x．，i）　’2，　respective｝y．　Thus　in　the　whole　system　the　corrections　are

　　　　　　c・　一w覗（・…）8’（凱・ゴ　　　　　　　　　　　（！1）

　　　　　　ら1＝募、（…∂三2w／のκσ・’・　　　　　　　　　　　（12）

Because　we　have

　　　　　　阿H｛織殻，、，　　　　　　　　（・3）
　　　　　　　　　　　　　ご

as　the　number　of　the　arrangements　of　points，　the　correction　due　to　the　consistency　of　points

is

　　　　　　G－V｛（N／・圃［（織ll，｝．　　　　　（14）

So　far，　we　treated　the　corrections　due　to　the　consistency　of　pairs　and　points　independently．

But　as　there　is　no　inconsistency　within　a　tetrahedron　cluster，　it　is　over－corrected．　This

correction　to　the　over－correction　is

　　　　　　C’＝：｛1－1．（Xa，i）3｝2”．　（15）　　　　　　　　　　σ，ど

Collecting　the　terms　discussed　above，　we　liave　as　the　statistical　weight，

　　　　　　馴梅、、｝＝・pagC，　　　　　　　　　（16）

and　as　the　configurational　entropy

　　　　　　S｛xthv，t｝　：fe　ln　W

　　　　　　　　　　　　一興・認・融・1晦＋。穀、…画・，ゲ擦㌔・1・・a．・］・　（・7）

2．　4　Free　Energy

　　　Now　the　expression　of　the　free　energy　can　be　obtained　by　combining　the　results　derived

above：
　　　　　’

　　　　　　F　E－TS
　　　　　7▽罵　ノ〉

　　　　　　　　＝＝　Σ　　εヴた‘κがノ～t

　　　　　　　　　　i，あた，‘

　　　　　　　　　　＋・・T［一・認・…1晦・曙、1晦・舟黒・・，・1・司・　　（18）

An　equilibrium　state　under　a　set　of　given　temperature　aRd　symmetry　can　be　ebtained　by

minimizing　the　free　energy，　with　respect　to　｛xi」kt｝　as　well　as　a　lattice　constant．　（Note　that

our　expansion　for　the　internal　energy　is　volume　dependent）．　The　phase　boundary　can　be

determined　by　introducing　chemical　potential　and　by　finding　a　crossover　point　between　the

ground　potential　curves　of　two　different　phases　specified　by　equivalent　sublattices．
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3蓬鶏esults　a簸｛亘亘）蓋sc亙達ss董。聡s

　　　　The　mix．ing　heat　of　formation　of　the　Au－Pd　system　at　298K　was　calculated　for　the

random　alloy　［14］　and　compared　with　the　result　of　an　experiment　［15］　and　it　is　shown　in

Fig．　．？．．　ln　this　figure，　the　solid　and　broken　ljne　represent　the　calculated　and　experimental

mixing　heats　of　formatioR，　respectively．　The　formation　enthalpies　for　the　ordered　com－

pounds　are　also　shox4rn　in　this　figure　by　open　circles．　The　two　curves　agree　excellently　in

spite　ef　the　simple　approximation　assumed　in　the　calculation．

　　　　We　thinl〈　that　this　agreement　is　not　an　accidental　one　but　reflecting　the　fortunate

condition　for　the　approximation．　Firstly，　the　Auua　Pd　system　shows　the　sequence　of　ordered

structures　L12nv　Llond　L12　（with　some　uncerta｛nty，　liowever）　in　tlie　experknent　which　is

compatible　with　the　present　theoretical　framework．　Secondly，　the　volume　mismatch

between　constituent　atoms　is　small　for　this　system　：　the　atomic　sphere　radii　at　the　equilib－

rium　volumes　for　Au　and　Pd　are　3．01Bohr　and　2．89Bohr，　respectively，　and　the　resulting　elastic

energy　at　the　equiatomic　stoichiometry　is　2．5mRy　per　atom，　which　is　estimated　as　a　sum　of

the　elastic　energy　of　two　constituent　metals　with　a　lattice　constant　at　the　equiatomic

composition，　while，　for　example，　the　corresponding　quantity　for　the　Cu－Au　system　is

21．3mRy　per　atom．　The　volume　mismatch　causes　local　distortions　of　the　crystal　in　order　to

relax　energy　for　the　random　alloy　and　this　effect　is　not　included　in　the　theoretical　framework．

For　this　system，　however，　this　effect　will　be　small　and　therefore　our　approach　will　be

expected　to　work　fairy　well．　Finally，　the　estimation　of　the　internal　energy　as　a　sum　of　the

energy　of　eetrahedra　seems　to　be　a　relatively　good　approximatioR　for　this　system：　The

estimated　formation　energy　for　the　Lli　structure　is　nv　5．3mRy　per　atom，　while　the　value
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Fig．　2　The　mixing　enthalpies　for　the　Au一　1一’d　random　alloys，
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obtained　directly　from　the　band　structure　calculation　is　一7．OmRy　per　atom．　ln　the　case　of

Cu－Au　system　the　corresponding　values　are　O．90mRy　per　atom　and　3．36mRy　per　atom．

Note　that　this　discrepancy　between　the　energies　of　the　hypothetical　and　real　Lli　should　not

be　related　with　the　elastic　effect　because　there　is　little　volume　difference　between　the

hypothetical　and　real　Lli　structures　for　both　of　the　Cu－Au　and　Au－Pd　system．

　　　Encouraged　by　the　good　agreement　of　the　mixing　enthalpy，　we　proceed　to　an　attempt　for

drawing　a　theoretical　phase　diagram．　The　resultant　phase　diagram　as　well　as　the　experi－

mental　one　is　shown　in　Fig．　3．　Although　the　mixing　enthalpy　was　reproduced　fairly　well，　the
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theoretical　phase　diagram　has　a　completely　different　appearance　from　the　experimental　one

［16］．　ln　the　experiment　the　order　ma　disorder　transition　temperature　in　the　vicinity　of

equiatomic　composition　is　reported　to　be　much　lower　than　that　of　the　L12　compounds，　Au3

Pd　and　AuPd3，　while　in　our　result　the　transition　temperatures　at　three　stoichjometrjes，　1　：　3，

1：　1　and　3：　1，　are　nearly　the　same　order．　ln　a　nal’ve　speculation　the　transition　temperature

is　likely　to　be　higher　at　the　1：1　stoichiometry　than　the　other，　because　the　number　of　unlike

atoms　pair　is　the　largest　in　the　L！o　structure．　（lf　the　interatomic　interaction　is　a　compound

formation　type，　each　atom　in　the　system　will　sit　on　a　site　with　neighboring　unlike　atoxns．）

Therefore　it　iS　expected　that亡he　transi亡ion　temperature　w｛ll　not　be　so　small　at　the　equiatomic

stoichiometry　compared　with　other　stoichiometries．　Considering　that　there　are　some　contro－

versial　results　in　different　experimentst　and　that　the　calculation　can　reproduce　the　qualita－

tive　aspect　of　the　phase　stability，　we　think　that　the　existing　phase　diagrams　should　be　re－

examined　carefully，　although　our　calculational　method　is　not　fully　reliable　to　discuss　the

orderww　disorder　transition　temperature　so　accurately．
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