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離散表現方式によるファジィ算法方程式の近似解法

河口万由香　　伊達　　惇
　　　σ署z成4｛昇10月　30　E至受理）

Appreximate　So｝ution　of　Fuzzy　Arithmetic　Equations　using

　　　　　　　　　　　　　　　　Digital　Representation

　　　　　　　　　　Mayuka　F．　KAwAGuc｝II，　Tsutomu　DA一’rE

　　　　　　　　　　　　　　　　　（Received　Octeber　30，　1992）

ABSTRACT

　　　This　paper　deals　with　the　equations　with　fuzzy　arithmetic　operations　based　on　sup－min

convolution．　Fuzzy　arithmetic　is　expected　to　make　possible　to　apply　fuzzy　theory　to

various　kinds　of　mathematical　techniques　iR　the　engineering　fields．　Since　Sanchez　formal－

ized　this　type　of　equations　and　their　solution，　several　researchers　have　investigated　their

properties，　especially　their　solvability．　However　practical　calculation　methods　for　their

solutions　have　not　been　studied　so　far．

　　　The　authors　apply　the　digital　representation　method，　which　has　been　proposed　in　our

previous　paper，　to　the　procedure　to　solve　fuzzy　arithmetic　equations　（i．e．　inf－ev　convolu－

tion）．　We　derive　the　formtdae　for　three　kinds　of　parameters　which　are　necessary　for　our

calculation　method．　Moreover，　the　necessary　and　sufficient　condition　for　the　solvability　of

fuzzy　arithmetic　equations　is　summarized．　Some　numerical　examples　shows　that　our

method　is　effective　for　solution　of　the　equations．

1．はじめに

　ファジィ数とその演舞に関しては，1975年にL。A。Zadehによって拡張原理の概念［12］が提唱さ

れて以来，おおよその数値を扱う方法として、様々な研究がなされている［3’4’71。ファジィ算法は実

数演算の自然な拡張であり，例えば，「4ぐらいの数」に「7ぐらいの数」を加えるとヂl！ぐらい

の数」が得られるというものである。

　ファジィ数の演算は逆元の存在しないモノイド構造を成しているため，ファジィ数に関する代

数方程式（ファジィ算法方程式，以下，単にファジd方程式と呼ぶ）は通常の代数方程式と同じ

様な方法で容易に解くことはできない。すなわち，ファジィ方程式A＋X　・Cの解XはC－Aと

はならない。ファジィ方程式は，ファジィ関係方程式［9］の特殊ケースとみなすことができ，この様

な観点から，Sanchezによって，α一オペレータを用いる解法が定式化されflo｝，また，ファジィ三

段論法におけるファジィ最限定子（fuzzy　quantifier）への適用が試みられている［11；。ファジィ方
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程式は，常に解を持つとは限らず，また存在したとしても一つとは限らない。そこで，実用的見

地から，方程式の可解性に関する研究が複数の研究者によって同時に進められているil’2・13・14｝。

　著者らは，ディジタル計算機への適合性と一般化されたファジィ算法への拡張性を目指して，

ファジィ数演算の離散表現による計算法を提案した鯛。本論文では，同じ方式に基づいてファジ

ィ方程式の解を近似的に求めることを試みる。以下，2節では，ファジィ数とその演算およびフ

ァジィ方程式の解法について整理する。3節では，ファジィ方程式の可解性に関する定理につい

て述べる。4節では，ファジィ数の離散表現方式と，方程式を解くための公式群を導出する。5

節では簡単な数値例を図示する。

2．準 備

2．1　拡張原理l12］

　A，Bをそれぞれ全体集合σ，V上のファジィ部分集合，，CtA：U→［0，1］，μ8：V→［0，llを

それぞれA，Bのメンバシップ関数とする。　AとBのファジィ直積A×Bはσ×V上のファジ

ィ集合となり，γ一レベル集合を用いて

（AxB）γ＝ニノlr×Bγ，　0〈γ≦！ （2．1）

と定i義され，そのメンバシップ関数は次式で与えられる。

LiA．B（bl，V）＝！tA（u）Ast．（v），　（u，v）Eii　U×V （2．2）

ここでくは、min演算を表す。式（2．1）におけるγ一レベル集合（例えば，　A，＝｛ul，CtA（u）≧γ｝，γ

∈（0，1］）は，通常α一レベル集合と呼ばれるが，本論文では，γ一レベル集合と呼ぶこととする。

　写像ノ：U→Yに対して，ノによるAの像f（A）はVのファジィ部分集合となり、そのメン

バシップ関数μノ（A＞（v）は拡張原理［12】により次式で表される。

　　μ…）（の＝溜a、μ・ω　　　　　　　　　　　　（2・3）

さらに，定義域が直積U×Vである写像f：U×V→Wを考える。すると，上式はC＝f（A，

B）として以下のようなsup－mぬconvolutionで表現される。

　　Lic（W）＝　SUP　LtA．B（U，V）＝＝　SUP　xtA（U）ALiB（V）　（2．4）
　　　　　w＝f｛u，v｝　w＝f｛it，v）

2．2　ファジィ数の演算とファジィ方程式の解法

　本論文では，ファジィ数．4を実数軸田上のファジィ部分集合で，そのメンバシップ関数抑

R→［0，1］が次の条件を満たすものとして定義するi7］。

　　（FN　I）正規性：supμ。（x）＝＝1，

　　（FN　2）凸性：　　∀λ∈［0，！］，∀κ1∈R，∀x2GR，

　　　　　　　　　　Lt．（Ax，　÷　（1　一A）　v2）　Z　LtA（xi）AxiA（　t2），

　　（FN　3）仰（x）は上半連続，

　　（FN　4）Aの台supp　A＝｛xlLiA（x）＞0｝が有界。
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ただし，本論文では，簡．単のためXtA（x）：・：　1となるXは一点のみ存在すると仮定するが，一般化は

容易である。以下，全てのファジィ数の族をF［R］と表すこととする。

　ファジdd＆Aは，次の式（2．5），（2．6）を満足するとき，それぞれ正（positive），負（negative）で

あると呼び，いずれも満足しない場合は，A　・・　Oと表記する。

A＞O　Q　u．（x）＝＝O　1　VxSO，

A〈O　c＞　”．（x）＝OlVx＞O

（2．5）

（2．6）

　メンバシップ関数μA（x）を武（2．7）のように表す方法はL－Rファジ6数もしくはし－R表現と

呼ばれ，A＝（MA，α馬魚）LRと表記される［3】。

姻一o回章1）；激 （2．7）

ここで，MAはファジィ数、4の平均（すなわち，　XtA（MA）＝＝・1），α馬角はそれぞれ左右の広がりを

示すパラメータで，飾薫Sup｛δiμA（m．一δ）＞o｝，魚纂sup｛δ1焔（MA＋δ）＞o｝と定義される。型関数

L，Rは（RF　1）L（x）＝　L（一x），（RF　2）L（0）＝1，lim　L（x）；O，（RF　3）L（x）は［0，00）で非増

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぎりエヰむ
加，（RF4）L（x）＞0；∀x∈i［0，1）を満たす関数である。これらのパラメータを用いると

supp∠Aは規A一型，珊A＋β沌をそれぞれ左端，右端とする区間となる。

　また，ファジィ数、4のγルベル集合ん＝｛κIVUA　（x）≧γ｝は，つねに閉区間となるので，　Ar＝

こ耐，αγ勺と表すこととする。

　実数R上の2項演算＊は，拡張原理すなわちsup－min　convoiutionによってファジィ数の演算

に拡張されるE3’4’7］。

　　μA＊β（z）＝supμ4（x）〈μ8（y）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．8）

　　　　　　エニズぷツ

これを，sup－min　convolutionによる演算もしくは単に（ファジィ数の）演算と呼ぶこととする。

　この方式の演算では，演舞結果のファジィ数の曖昧さがもとのファジィ数より増大する傾向が

ある。例えば，A＋B＝Cという演算で得られたCを用いてC－Aを実行してもBは得られず，

曖昧さが増大したファジィ数が求められる（図！参照）。
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図1．　　（A十B＞一A≠B

　ファジィ数A，CEEiF［R］と実数上の2項演算＊：R2→Rに対して，演算象　F［R］2→

F［R］がinf一αconvolutionによって次式のように定義される［10】。
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　　pt　c’；i：A（：v）＝＝　int　LIA（x）　af　Ltc（z）

　　　　　　9＝　x＊ン

ここで，a：［0，1］2→［0，1］はα一オペレータと呼しばれ，次式で定義される［9・10】。

aab＝＝sup｛xlaAxSb，　x（ff［O，1］｝

一｛髭：11

ファジィ方程式A＊Y＝Cの解に関して，次の定理が成立する。

［定理1］　ファジィ数、4，C∈F［R］と2項演算＊：

（2．9）

（2．le）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　R2→Rに対して，方程式A＊Y二Cが

解を持つための必要十分条件は，A＊（C象A）＝Cが成り立つことである。さらに，C3｝lAが解

の一一つであるならば，ファジィ集合の包含関係の意味で，C象、4は最大解であり，かつ解集合は

上半東を成す。（証明略）文献［le］参照。

3．ファジィ方程式の可解性に関する定理

　［定理1］は，ファジィ方程式が可解であるための必要十分条件を示しているが，この条件を

満たすか否かを調べるためには式（2．9）と（2．8）を各一回実行しなくてはならない。そこで，本節

では，この条件をBiancinoら［1｝の成果をもとに，新しい結果を加えてより具体的な形式に整理す

る。

　以下，＊を連続で単調な2項演算として，ファジィ方程武A＊Y＝＝Cを解くことを考える。

［定理2コ　方程式A＊Y＝＝Cが可解であるための必要十分条件は，任意のX∈Rに対して

LtA（x）≦μc（x＊yo）となるy。　ff　Rが存在し，かつ，次の（1），（II）を満足するような閉区間の族

｛Sγ｝r。1（。，llが存在することである。

（1）区間（0，1］の要素からなる任意のhfi　｛7，｝，．，に対して，　Sv炉∩Sηが成り立つ。

（II）任意のγ∈（0，1］に対して，　Aγ＊Sr＝Crが成り立つ。

［定理3〕　方程式A＋Y・・Cが可解であるための必要十分条件は，任意のx∈Rに対して

StA（x）≦μc（x十yo）となるy⑪∈i　Rが存在し，かつ，γi≦γ2なる任意のγi，y2　EE（0，1］に対して

Cre－aγf≦cγS－arSかつ。ア『一一　aγF≧6γ卜αアfが成り立つことである。

［定理4］　、氏Cが同じ型関数を持つL－Rファジィ数であるとする。方程式A÷Y＝＝Cが可解

であるための必要十分条件は，αA≦αcかつ13A≦βcが成り立つことである。

［定理5］　方程式A×Y＝Cが可解であるための必要十分条件は，任意のκ∈Rに対して
，CtA（x）≦μc（x×yo）となる）io　ff　Rが存在し，かつ，3（1≦72なる任意のγi，72∈（0，1］に対してSγ、⊇

Sr、となることである。ただし，　S，は次に示すような閉区間である。

Sr　＝＝

［o歩燐，♂／d5］

［♂／aケ，o夕／α月

［ごダ／誘，6／aケ］

［ごs／aケ，oダ／α月

［min（6影多，o夕／dS），　max（♂／aケ，0グ／α夕）］

［min（C飾ケ，0ダ／α夕），　max（0夕／α夕，C夕／tzil）］

（A＞o，c＞e）

（A〈o，c〈e）

（A〈o，c＞e）

（A＞O，C〈O）

（A＞O，C　：O）

（A〈o，c．te）

（3．1）

［定理6］A，Cがし－Rファジィ数で，共に正または負であるとする。方程式A×Y・＝Cが可
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解であるための必要十分条件は，mc／MA≦min（αc／α馬βc／β1）が成り立つことである。

［定理7］　・4，CがそれぞれL－R，R－Lファジィ数で，　A＞0，C〈0またはA＜0，C＞0である

とする。方程式A×Y『＝Cが可解であるための必要十分条件は，一mc／MA≦min（αc／αんβc／，GA）

が成り立つことである。

4．離散表現によるファジィ方程式の近似解法

　本節で述べる離散表現方式とは，ファジィ数、4，Bのメンバシップ関数を実数軸上で離散化し，

有限のサンプリング点を拡張原理に適用して，A＊Bのメンバシップ関数を近似的な離散値で求

めようとするものである。L－Rファジィ数のように型関数の組合せに関する剃約は必要ない。

　以下，ファジB数Aを，L－R表現の型関数表示を取り去って，　A・＝（mA，aA，βA）と表すことと

する。

　まず，演算、4＊Bの計算を考える。ファジィ数Aのメンバシップ関数μ（x）を次の2n＋1

点でサンプリングする。

…憶‡瓢 （i＝一一n，…，一2，一1）

（i　’一　O，　！一・，　n）

（4．1）

B，A＊Bのサンプリング点yj，Z／eについても問様に求める。ただしA＊Bの平均および広がり

は，表1および表2に示す公式によってあらかじめ求めておく。以上の方法で得られた離散ファ
　　　　　　ノま　　　　　　　　　　　　　　　　　　アエ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノど

ジィ数A・＝ΣLtA（Xi）IXi，B…Σμ8（yj）∠yjの2項演算A＊B＝ΣLtA。B（Zl、）偽を次式で行うも
　　　　　ど需一η　　　　　　　　　　　　ブ＝一π　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た一一η

ものとする。

　　AtA＊B（Zk）一max　L・。（x、）〈μ。（yり　　　　　　　　　　　　　　　　（4．2）
　　　　　　Zk一一Xi＊Y’

ここで，y’はXiとZi，より求められるものであり，ダがいずれのyiとも…致しない場合は，　yj≦y’≦

防．1なる2つのサンプリング値μ8（鉛），仰傷．1）を用いた補閥計算によってμβ（ヅ）の近似値を求

めて式（4．2）に適用する。

　次に，inf一α　convolutionによる演算C象Aの計算を考える。標準演算の場合と同じように，

C，A，C家Aのサンプリング点Zk，Xi，Yjを求める。　C家Aの平均と広がりはパラメータ公式（表

3～表6）を用いて求められる。

　　St　c’IFfA（yj）ua　minμ／1（ri）αμc（2’）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．3）

　　　　　　z’＝Xi＊yj

ここで，ガはXiと菊より求められるものであり，2ノがいずれの2kとも一致しない場合は，ファ

ジィ数の演算孟＊βの場合と同様の補問計算を行う。

　式（2．9）における？CIA（x）αμc（z）の不連続点と式（4。3）のサンプリング点PtA（切αμc（zノ）が一

致したとき，すなわち，XtA（κ∂忽μc（zノ）となったときには，計算精度が著しく低下する恐れがあ

る。そこで，α一オペレータの不連続点での値だけを変更して他の飽は変わらないようなオペレー

タα＊を式（4。3）に適用することとする。

aa“bme
iZ　EZ：一＞21

（4．4）
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5．数　値　例

　本節では，ファジィ方程式の簡単な数値例をとりあげ，離散表現方式による近似解を図示する。

また，3節でまとめた，方程式が可解であるための必要十分条件を満たさない例についてもとり

あげる。以下，下付きの‘TFN’は三角ファジィ数（Triangular　Fuzzy　Number）を表すものとす

る。

［例1］

こ例2］

［例3］

［例4］

ファジィ加算方程式　A十y＝C
　　A＝＝　（3，1，2），，．，　C＝　（8，3，3）TFN．

ファジK乗算方程式　AxY＝C
　　A＝：　（3，2，1），，．，　C＝　（15，12，9），，N．

フアジイ除；算方程式　A÷Y＝C
　　A＝　（30，1，1）．，．，　C＝　（6，1．17，1．75）．，．．

ファジィ除算方程式　X÷β…C
　　B＝＝　（5，1，1）TFN，　C　x　（6，1．16，1．75）TFN．

　［例1］～［例4］の各方程式について，離散表現方式（n　＝！0）で求めた近似解をそれぞれ図

2～図5に示す。ただし，図3においてはn＝100の場合の計算結果もあわせて図示した。n＝10

の場合と比較すると，サンプリング点数が多いほど滑らかで誤差の少ない結果が得られるという

極めて妥当な結果になっている。

　〔例1］加算方程式については，三角ファジィ数A，Cに対して方程式の解も三角ファジィ数

となっており，ファジィ算法の常識とも合致する。［例2］乗算方程式，［例31除算方程式につ

いても，三角ファジィ数よりはやや歪んだ滑らかな曲線が得られており，これも妥当な結果とい

えよう。

　［例4］除算方程式の場合は，C÷Bの平均（x＝30）においてメンバシップ値が1となって

おらず，全体として正規性を満たしていない。正規ファジィtw　B，Cに対して方程式X＊B＝C

を満たすファジィ数Xが存在するならば，Xは正規でなくてはならないから，これは，方程式が

解を持たない例である。ここで，X／B　・X×（1／B）＝（1／B）×Xであることを考慮すると，

［例4］は乗算方程式に置き換えることができ，［定理5］を吟味すればよいことがわかる。［例

4］は［定理5］における‘任意のx∈Rに対してμA（x）≦μc（x×yo）となるッ。∈Rが存在する’

を満足していない。

6．む　す　び

　本論文では，離散表現によるファジィ算法方程式の解の近似計箪法について述べ，さらにこの

方法で必要となる3種類のパラメータを求めるための公式を導出した。さらに，ファジィ方程式

の可解性に関する定理を，過去の研究成果に新しい結果を加えてまとめた。数値例によって，フ

ァジK方程式の求解における離散表現方式の有効i生が確認された。

　本手法は，あくまでも近似計算であるから，その誤差については注意を払う必要がある。図3

に示したように，サンプリング点数を多くとれば（すなわち，刻み幅を小さくすれば）精度が向

上し，かつn2のオーダーで計算量が増大する。従って，今後の諜題としては，あいまいさと誤

差が共存する場合の数値的手法という位置づけから，本手法の誤差評価が必要であろう。
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表1．フィジィ演算A＊B・＝・Cのためのパラメータ

　　　公式

η2C αc βc

加算 η伽十解B αA十α8 βA÷ββ

減算 ”2漁一”2β α4＋β8 β計αβ

乗算 η¢A×規8 ”z漣σ十”¢8ρ一ρ4 窺湾s十溺βγ十鴛

規As十窺8カ ”¢規十刑87
除算 7鞠／規B

物（MB－i’S） 物伽。一の

表2．乗算・除算公式における

　　　メタパラメータp，（1，r，sの対’｝芯

乗算 除　算

A＞O，　B＞O

A〈O，　B〈O

A＞e，　B〈o

A〈O，　B＞O

A巽　O，B＞O

A2　O，Bく0

A＞o，B　xo

AくO，B＝・O

A．tO，B＞O

A　1O，B〈O

カ　　q　　r　　s

crA　aB　BA　BB

－BA　一BB　一aA　一aB

－BA　aB　一aA　BB

aA　一BB　BA　一aB

aA　一／9B　一X3A　BB

－BA　aB　一aA　一aB

aA　evB　BA　一ev，i

一β沌　一ββ　一α擁　β8

－BA　aB　BA　BB

evA　一BB　一aA　一aB

表3．フィジィ方程式、4＊Y＝Cのためのパラメー

　　　タ公式

ηZY αγ βγ

加算 珊。一州A αc一αA βc一β滝

減算 ”z！1一”¢c βrβA αc一αA

脚A4一規cρ 甥～定5　溺。7
乗算 耽／肱 ”z。（772A－P） 窺A（フフη＋り

初湾5『脱。プ ”¢Aσ一祝。カ
除算 1？z滝／翅。

”2。＠2。＋s） 溺。＠Zc一の

表4．乗算・除算方梶式A＊y・＝Cのための公式

　　　におけるメタパラメータp，q，r，sの対応

乗　算 除 鱒： ρ 9　　γ　　s

A＞0， C＞0 α凶 αc　β湘　βc

メL＜0， C〈0 一βA一βc一α浦一αc

ハ＞0， C〈0 一β河 αc　一砧1βc

A＜0， C＞0 α4 一βcβ、1一αc

A＞0，C無0 ㎜ ｝ 一β4 αc　βA　βc

、4く0，C無0 ㎜ ㎜ α汎 一βc一α浸一αc

表5，フィジィ方程式♪（＊B＝Cのためのパラメー

　　　タ公式

ηzκ ακ βκ

加算 η2C－7？Z8 αc一α8 βrβ8

減．算 η2c÷彫β αc一ββ βrαβ

”zβσ一勉cρ 〃z8s－7％c7乗算 ”¢c／物
伽伽rρ） 勘（mB十r）

除算 規。×彫β ”3β4一鯛cγ十42’ 規β5一，，Zcγ一ρ5

表6．乗算・除算方程式X＊B＝　Cのための公式

　　　におけるメタパラメータp，q，r，sの対塔

乗　算 除　、算 ρ　　σ　　7’　　5

B＞0， C＞0 αB　αc　ββ　βc

B〈0， C＜0 一β8一βc一αβ一αc

B＞0， C〈0 一ββ　αc　一αβ　βc

β＜0， C＞0 α8　一βσ　β8　一αc

B＞0，C鴛0 一β8　αc　　β8　　βc

βく0，C空0 ｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　㎜ αβ　一βc一α8一αc

～　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　㎜ β＞0，C霊0 α8　αc一α8βc

『　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　㎜ βく0，C盤0 一βθ一βc　βB　一αc
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図2．　ファジィ加算方程式A十y＝Cの解
［｛li［j　1］　A＝（3，1，2），，，，　C＝＝　（8，3，3）TFN，

　　C十A＝：（5，2，1）TFN

3 4 5 6

図3．　ファジィ乗算方程式A×y・・Cの解
［fijij　2］　A＝＝　（3，2，1）TFN，

0罵（！5，12，9）TFN，

　　CxA：：（5，2，1）

y

uy（y） ptx　（x）

1

o

1

4 5 6

図4．　ファジィ除算方程式A÷Y＝Cの解
［fij［J　3］　A＝＝　（30，1，1）TF，N，

C漏（6，1．17，1．75）TFN，

　　（＝÷ノ4ww（5，1，1）

y　o

のロ　　　　　　　コ　　　ロロ }　けロ　コドコへ　　　り　コ　

　　　　　　　　．1

29 30 3！

園5．　ファジィ除算方程式X÷β＝Cの解
［イダほ4］　B＝＝（5，1，1）TFN．

（＝＝（6，1，16，1．75＞TFN，

　　C÷B”（30，0，96，1）
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　ファジィ方程武の可解性に関しては，参考文献にも取り上げたように，活発に研：究されている。

しかし，［定理2］，淀理3コおよび淀理5］に示された必要十分条件は，いずれも，有限の手

閣で確かめることはできず，方程式が解を持つか否かをあらかじめ判定するための実用的指標と

はなり得ない。一方，［定理4］及び二三6］，［定理7〕は，手間という観点からは実用的であ

るが，L－Rファジィ数の加法と乗法に限定された指標であって，汎用性に欠ける。従って，本論

文で扱ったような近似的手法をもって，ある程度の誤差の範囲内で，数簸的に可解性を判定する

ことは，実用的価値があるものと思われる。
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