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不完全合成円板の静的および座屈の系統的解析に関する研究

　　佐藤　浩一
（平成4年10月29日受理）

Study　on　Static　and　Buekliitg　Systematic　Analyses

　　　　　　of　Partial　Composite　Circular　Plates

　　　　Koichi　SATo

（Received　October　29，　1992）

Abstract

　　　This　paper　offers　one　of　the　Practical　methods　designed　to　enable　static　and　buckling

systematic　analyses　of　partial　（incomplete）　cornposite　circular　plates　consisting　of　two　layers

of　isotropic　materials．　The　paper　also　analyzes　the　relationship　of　lateral　deflections　and

critical　loads　among　complete　composite　circular　plates，　partial　composite　circular　plates

and　individual　circular　plates　that　do　not　interact　with　regard　to　slmply　supported　circular

plates　subjected　to　rotaeionally　symmetric　distributed　load．　The　paper　also　submits　non－

dimensional　parameters　that　represent　the　essential　features　of　the　lateral　deflection　and

crieical　load　characteristics　of　simply　supported　partial　composite　circular　plates　suitab｝e　for

most　desig鴛p蟹poses。α＝1signifies　complete　composite　circular　plates．0くα＜1　signifies

partial　composite　circular　plates．　a＝＝e　signifies　individual　circular　plates　tha£　do　not

interact．　Lateral　deflections　and　critical　loads　caR　be　derived　by　the　use　of　Bon－dimensional

parameters　without　too　much　difficu｝ty．

1．まえがき

　橋梁における複合構造物の一つに鋼桁とコンクリート床版とを頭つきスタッドジベルで完全に

剛に一体として結合した合成桁（完全合成桁）があるが，実際の合成桁は完全合成桁と重ね梁の中

聞の挙動を示す不完全合成桁である。これらについては多くの研究がなされている1）一12）。

　一一方，CS橋13＞のように鋼板とコンフリーi・床版とを頭つきスタッドジベルで一体として結合し

た合成板においても上述の不完全合成桁と同じように不完全合成板となり，完全合成板と重ね板

との中間の挙動を示すはずである。頭つきスタッドジベルの変形を考慮したいわゆる不完全合成

板の面外荷重による解析理論として文献助があるが，この理論では鋼板厚はコンクリ斗板厚に比

較して非常に薄いとし，合成断面の換算断面諸元の算定においてある部分で鋼板厚を零としてい

る。文献16）・17｝・20）・22）は鋼板厚をも．考慮した解析理論を誘導し，文献14）を包．含していることを示し，数
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値解析し，文献14）との差異を比較検討している。また，有限要素法を用いて不完全合成板の解析を

し，文献20）の数値：計算と比較している研究27）も報告されているが，計算量はかなりのものと思われ

る。

　本論文では，鋼板とコンクリート床版からなる合成板に限定せず，等方性材料であるが，弾性係

数，ポアソン比，板厚等の異なる二枚の円板を接着剤で合成した合成円板（二層板）を考える。

合成桁において離散的に配置された頭つきスタッドジベルの変形を考慮する場合はこの離散的配

置をならして同じ強さの連続的配置に置換して解析しているので6），頭つきスタッドジベルの代

わりに連続的配置の接着剤を用いることができるものと考える。従って，接着が完全に剛である

ならば，完全合成円板と考えることができる。このような円板の静的および座屈に関する研究は

既になされている18）・25）。ただし，合成円板の換算板剛性が求まっているとする。ここでは接着は完

全に剛でなく接着剤の変形を考慮した場合の合成円板について考える（以下，不完全合成円板と

いう）。このような考えに基づいた不完全合成板の解析例として長方形板の座屈解析がなされてい

るが2‘）・29），不完全合成円板の静的解析および座屈解析についての研究はなされていないようであ

る。

　そこで，本論文は不完全合成円板の静的解析理論および座屈解析理論を示し，全周辺単純支持

の不完全合成円板の静的解析および座屈解析を行うものである。具体的には，不完全合成円板の

静的解析および座屈解析ごとに無次元量としてα，β，γなるパラメ汐を示し，これらのパラメー

タは両解析において同一になることを示すものであり，系統的に解析するものである。また，数

値解析により不完全合成円板の静的および座屈特性を示す。即ち，無次元量のα＝1の場合が完

全合成円板であり，0＜α＜1の場合が不完全合成円板であり，α＝0の場合が重ね円板である

ことを示すものである。数値解析にはパソコンを用いるまでもなく，電卓で十分野ある。

2．本論文で用いる主な記号

　単一1，2は本解析で用いる第一板と第二板とが接着剤で合成された長方形板（合成二層板）

を示している。また，本論文で用いる主な記号は次の通りである。
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A，，A2：第一板と第二板の単位幅あたりの断面積；Av＝．42＋A侮：第二板に換算した単位幅

あたりの合成断面積；i）。＝E2ム：完全合成板の単位幅あたりの換算板剛性；E，，E2：第一板と第

二板のヤング率；E，，E2：E，／（1－Ui2），E，／（1一レ22）；砿ぬ2：第一板と第二板の板厚；ム：第一板の

その重心Cに関する単位幅あたりの断面二次モーメント；12：第二板のその重心Sに関する単位

輻あたりの断面二次モーメント；Iv＝ム÷ム／π＋A．Sls2：第二板に換算した合成断薗の単位幅あ

たりの断面二次モーメント；K：単位長さあたりの接着剤のばね定数（K＝0の場合は重ね板，

0〈K＜。oの場合は不完全合成板，　K＝Ooの場合は完全合成板）；π竃E2／E1！4）；M。x（x，y），M。y

（x，y）：完金合成板の単位幅あたりのx，y方向の曲げモーメント；p。（x，y）：荷重強度；s：第

一板の重心Cと第二板の重心Sとの距離；s　1＝　A2／ん×s：合成断面の中立軸Vと第一板の重心

Cとの距離；s2＝A，／（πん）×s：合成断面の中立軸Vと第二板の重心Sとの距離；wv（x，y），

Wve（x，y）：完全合成板のたわみ，不完全合成板のたわみ；α，β，γ：無次元量パラメータ；y，レi，

レ2：二層板（合成板）のポアソン比，第一板と第二板のポアソン比。なお，詳細な記号の説明は文

献2のを参照されたし。

3．不完全合成板の面外荷重による解析理論（偏微分方程式）

　本解析理論では次の5つの仮定を用いる。

　（1）第一板と第二板の応力とひずみ関係は線形である。

　（2）接着剤に作用する力と変位は線形である。

　（3）接着剤は均等に塗布されているものとする。

　（4）第一板と第二板のz方向の変位は同じである。

　（5）接着剤の厚さは無視する。

ここでは，文献ηにある不完全合成桁の場合の誘導方法を不完全合成板に適用していくものであ

る。詳細は省略するが，誘導などは文献20）・22｝・23）・24）などを参照されたし。以降，重要な式のみを簡

単に示す。完全合成板のたわみをωv（x，y）とし，完全合成板の換算板剛性をD．とすれば18）・19），

r・7・Wv（綱一蟻y）

ここで　匹雨冷
式（2）は直交座標におけるLaplace演算子である。

接着剤のばね定数κはNewmark2）による押し抜きせん断試験により求めるものとし

　　　　　　　　κ・＿κ凪　一π£
　　　　　　　　　　　　πム十ムE，A，　Sl

（1）

（2）

（3）

とおく2。）’22）。このXは本論文の目的である静的および座屈の系統的解析における重要なパラ刃

タの一つである。不完全合成板（接着剤の弾性変形を考慮した場合の合成板）のたわみWve（x，y）で

整理すれば，

D，7‘wve（x，y）　一　Dvz2ff2wve（x，y）　＝　一x2Dv72wv（x，y）　＋　一）一£ISil　n－1　1＋V　1，　Pz（x，y）
（4）

となる。また，式（4）に72を施せば
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　πム　　Dv76wve（x，y）　一　Dvx2r4　wve（x，y）　＝＝　一x2pz（x，y）　＋　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ72Pz（x，ニソ）　　　　　　　　　（5）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　πム十ム

となる。式（4）あるいは式（5）が不完全合成板のたわみに関する偏微分方程式である。ここで，完

全合成桁の場合の文献ηの考え方を適用する。完全合成板の場合のたわみがevv（X，y）であり，接着

剤の変形を考慮した場合のたわみがWve（x，y）であり，Wve（x，y）とWv（x，y）との差をw。（x，y）とす

れば，Wv（x，y）に関しては式（！），即ち，式（7）が成立する。また，ω。（x，y）に関しては式（4）と式

（！）との差より，

　　　　　　　　　　　　　　　　　Alsls　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Pz（x，ニソ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6）　　Dv74we（x，y）　一Dvx272we（x，y）　＝＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　π乃十ム

となる。結局，式（4）は次の2個の偏微分方程式になる。

　　7‘w．（x，y）一一2‘’iiYLL（X’Y）　（7）　　｛

　　7‘we（x，y）　一K272zve（v，y）　＝　u2’‘liiiii；YtL（X’Y）　（8）

ただし，

　　四望ム隅一瓦奮～，　　　　　　　　（・）
　　E2　＝　E2／（！－u22），　Ei　＝＝　Ei／（1－ui2），　nM　nv一　E2／Ei，

　　1。一1，＋ム／万＋A，S、S一ム＋ノ1／π÷AS1吻瓢ム＋ム／万＋A。S、S、

式（9）のZ）vは文献15）のp。5および文献19）のp，391にある二層板の場合の1）vと一致することを

確認してある。式（8）は面外荷重（p。（x，y））が作用する他に面内荷重（引張力）に相当する1）e・κ2

が合成断面の中立面に作用する平板に対する基礎偏微分方程式と同形である。

4．不完全合成円板の面外荷重による解析理論（常微分方程式）

　平板のたわみ問題は一般的には2個の独立変数κとyに関

する二次元問題であるが，円板に軸対称荷重が作用し，また円

板の支持方法も軸対称である場合には，1個の独立変tw　rに関

する一次元問題となり，桁の場合と同様に簡単に解ける。円板

を解析する場合，式（1）の支配方程式を図一3に示すように極

座標で表示すれば，便利である。式（1）から式（8）までのしa－

place演算子72をLaplace演算子7。2に，直交座標（x，y）を極

座標（γ，φ）に変換すればよい。軸対称の場合は（φ＝0）とすれば

よい。従って，式（2）のLaplace演；算子は

　　7週差＋藩

となる18）’19）。ここで，式（10）は極座標におけるLaplace演算子である。

また，式（7＞，（8）を極座標（r）で表示すれば

｛ Vr2wv（r）　＝　一kl’
r　12（　7”）

ffr4zve（r）　一x27．2we（r）　＝　apt（r）

Y

va，Y

　トXMU

図一3　極座標

X

（10）

（ll）

　　　　　　　　　　　　　　　of　（！2）
となる。式（11），（12）が不完全合成円板のたわみに関する常微分方程式である。式（12）は面外荷重
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（p。（r））が作用する他に面内荷重（引張力）に相当するff←！）e・κ2）が合成断面の中立面に作用す

る円板の基礎常微：分方程式と同形である。

5．不完全合成円板の座屈に関する常微分方程式

　前節までの荷重は静的な望外荷重である。ここ

では合成円板の中立面に作用する面内荷重の圧縮

力による座屈について考察する。完全合成円板の

たわみに関する式（11）は板剛性（1）v）で而外荷重

（p。（κ，y））が作用する円板の曲げに関する常微分方

程武である。同様に，式（12）は板剛性（De）で面外荷

重（p。（x，y））が作用する他に引張力に相当する　『

ff（＝D。・κ2）が中立面に作用する円板の常徴分方

程式である。図一4に示すような合成二層円板の

中立面に作用する面内荷重の圧縮力（Pve）による

座屈について考察する。式（11），（12）は次のような

常徴分方程式になる。

も

殴

／”t＞t

y

Pve

7妬ω一下かω吻7隔（・）／

crr4we（r）　rm：　lz｝En　［Pz（r）　一　（Pe　一　ff）ffr2we（r）］

X　aj

　　　　　　1　a：2c

圏一4　面内荷重ヵ，，が作用する

　　　全周辺単純支持合成円板

（13）

（14）

6．全周辺単純支持の不完全合成円板の静的解析と座屈解析

　　の無次元量パラメ汐αll，βn，γ11

次のような2ケースの無次元量パラメータαn，βii，γ11を求める。

6．1円板の場合の静的解析におけるαll，βn，γn　（ケース1）

　円板の境界条件が全周辺単純支持で，面外荷重P。（r）：p。（等分布満載荷重）のみによる場合の

円板中央点のたわみw。v（G）は式（13）を解けば，次式のように簡単に求まるi8）・25）。

　　　　　　Pz’c‘　5十y
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（15）　　wov（O）　＝
　　　　　　641）v1十レ

同様にして，薗外荷重p。（r）＝＝p。（等分布満載荷重）のみによる場合の円板中央点のたわみはw。e

（0）は式（14）を解けば，次式のように簡単に求まる18）・25）。

　　　　　　Pg・c4　5十1ノ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（16）　　Woe（O）　＝：

　　　　　　64De　1十ソ

次に，これらの解，即ち，式（15），（16）を用いれば，式（13），（14＞の解ωv（0），ωe（0）は次式のよう

に簡単に求まる18）・25）。ここで，Cは円板の半径である。

　　　　　　　tvov（e）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（17）　　wv（O）　：
　　　　　　　　Pv・c2
　　　　　　1－　　　　　　　　4．20Dv
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We（e）＝一
堰F．ml〈Sill：liizlllllell〈ltillll！llilli｝IIIIemlet（2eel／）D）・c2　（ls）

式（17），（18）において，pv・・0，　pe＝　Oとおけば，静的解析の場合のたわみ曲面が求まる。また，次

のような比をとり，式（9）を代入する。また，H＝1）。・x2を代入する。

一鍔　1号1＋廷争瓢譜㌔’B，，　　（19）

ここで

鱈＋薪＝1一　aii　　　　　（20）
不完全合成円板の変形は，wvとweとの代数和で計算される7）。従って，たわみWv、は式（19）を

代入すれば

　　wve　x　ZVv十We＝　wv’（1十　We／zvv）　：Wv’（1十　7n）　（21）

で求まる。この7nが不完全合成円板と考えた場合の増加分であり，完全合成円板を基準にして

いる。また，Wvは完全合成円板の換算板剛性Dvに反比例するのは明らかである。

6．2　円板の場合の座屈解析におけるαii，βii，．7、、　（ケース2）

式（17），（18）において，分母を零とするpvとPeの限界値が座屈荷重である。これらを求めると

　　　　　c

　　p，　＝　一f！：’ZEIsC2e－20，De　＋　x2・D．　（23）
　　　　　C

次のような比をとり，式（9）を代入すれば，直径a・＝2cとして

　　バ8霊一鋒・β1一譜㌔・B1　　　　　　（・・）

ここで’、

　　Bii　＝＝　一．2　K，　＝1－evii　（2s）
　　　　　　xu．a　　　　l十　　　　　　16．80

ここで，式（24），（25）と式（19），（20）を比較してみれば，同一であることがわかる。

（Pv）。rあるいは（Pe）。rは単位幅あたりの座屈荷重であり，エ）vあるいは1）、は単位幅あたりの板

剛性である。座屈荷重はZ）vあるいはDeに比例することは明らかである。

不完全合成円板の座屈荷重（Pve），rは次式で求まる。

　　（i」」．1）iiZ；rme）cr＝drtv　cr－i一一（lti5i151；一e）cr＝：一くltzl；」1；．），，［1＋一［1／iSllgeunV，i，C．r］　（26）

式（24）のγ11を式（26）の（Pve）。rに代入すれば，

　　（　　1　　　　　1Pve）。。一（Pv）cr（1煽「鵡（1＋B・，・睾）

　　　　　「ρ1）cr（ム2＋薙1σム2・）　　　　　　　（27）

ここで一、
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　　ム輪塩；玩一贈号；砺一勢s　　　　　　　　　（28）

式（26）におけるpvおよびPveのt’v”およびtt　ve”はそれぞれ完全合成円板および不完全合成円

板を意味している。

　以上より，不完全合成円板の静的解析および座屈解析は同一の無次元量パラメータα11，βli，γ11

を用いて次のようにすればよい。式（20），（25）のβi，にDv／1），を乗ずればYl、が求まる。次に，

完全合成円板におけるたわみWvおよび座屈荷重（Pv）。rを求めておく。これらの値は完全合成

円板の換；算板剛性！）Vを式（9）で求めておきさえずれば，公式集5），設計便覧25）やその他の参考書

（例えば文献8）’21））などを利用すれば簡単に求めることができる。次に，（1÷γi1＞を計算する。従

って，不完全合成円板のたわみWveは式（2！）より次式で求まる。

ZVve　＝　Wv’（1　＋　71i） （29）

また，不完全合成円板の座屈荷重（Pve）。，は式（27）より次式で求まる。

（Pve）cr　x　（Pv）cr／（1　十　7ii） （30）

7．全周辺単純支持の不完全合成円板の静的および座屈特性

　合成円板は式（20），（25）で定義されるα11の値によって，大きく次の3つに分類される。

1）βi，＝0，即ち，cr11　・1，γ11＝0，の場合は完全合成円板。

・）・〈B・，〈1，即ち，伽＋β繭一驚塾の場合は不完全合成翫

・隅紘即ち・一all一隔一画㌔・の場合は勤円机

次に示す手順で簡単に解析できる。その手順を数値計算例によって説明しよう。材料は特に指定

しない。不完全合成円板の一般的な諸元は次のようであるとする（図一1，2，3参照）。

円板の直径a＝　2c＝3m，　E，＝3．0×106　ton／m2，　E2＝2．1×10’　ton／m2，　L2　xx　1．42859×10－6

rlt‘^m，　li2．　：2．49396×10－6　m‘／m，　K　＝8660　ton／m／m，　hi＝O．05　m，　h2　：O．eO6　m，　n一　一一

7．385，u・0．3（仮定），ン2＝O．3，　vl＝0，2，　s＝0．028　m，　sl＝O．013155　m，　s2＝0．014845　m，

Ai　＝＝　O．Os　m2／m，　A2　＝　o．ee6　m2／m，　A．　＝　o．0127708　m2／m，　1，　＝3．g22ssxlo－6m4／m，　D．　：

90　．　5205　ton　’　m2／m．

これらの諸元を用いれば，完全合成円板の場合は式（3）を用いて，κ漏5．69／m，xa　：17．07と求

まり，武（20）あるいは式（25）を用いて，αll＝0．9455，βi，　m・0．0545，γ11二〇．0951，および（1＋

3（、1）＝1．0951と求まる。完全合成円板の中央点のたわみはp。＝10ton／m／mとして文献5）より

3．5626cmと求まる。従って，不完全合成円板の中央点のたわみは3．5626×1．0951・3．9014　cm

と求まる。完全合成円板の座屈荷重は文献18）より168．97ton／mと求まる。従って，不完全合成

円板の座屈荷重は168．97／1．0951＝154．30ton／mと求まる。

　以上の数値計算例からもわかるように，電率と公式集があれば簡単に計算できる本提案の方法

は実用上のたわみおよび座屈荷重を求める場合に非常に便利であり，静的解析および座屈解析を

系統的にできることを示している。



8 佐藤　浩一

8．あとがき

　本研究で得られた結論は次の通りである。

（1）　本論文は不完全合成円板（接着剤の弾性変形を考慮した合成二層板）の静的解析および座

　　屈解析を系統的に行う手法を示したものである。

（2）本論文は全周辺単純支持の合成円板の静的解析および座屈解析を系統的にうためにα11，

　　β11，γ11なる無次元量を導入し，完全合成円板，不完全合成円板，重ね円板のたわみおよび座

　　屈荷重の梢互関係を明らかにした。

　　禽＝0，即ち，afii　＝：　1，γ11＝0，の場合は完全合成円板である。

・・焔1＜1，即ち，姻漁炉途鞄・の場合は不完全合成臨

画購雌隔1一諺皆の場合は動円楓
　　ここで，CUIIは合成円板の合成度を意味し，焔1＝1一α、、を意味し，γnは完全合成円板を基準

　　にした場合の増加分を意味している。

（3）上述のα縞魚，γ、1なる無次元量を用いれば，円板の合成度は次式で示すような簡単な代数

　　式で表示できることが判明した。

…1毒琴篇1㎜伍

　　ただし，円板の場合の定数は16．80である。長方形板，正方形板，桁などの場合の定数は別

　　の機会に発表する。定数が小さい方が合成度が大きいことがわかる。

（4）不完全合成円板のたわみおよび座屈荷：重は式（29）および式（30）で求めることができるの

　　で，計算は電卓と公式集5）あるいは設計便覧25）などがあれば十分可能である。
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