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　　射影追跡におけるデータの摂動の布置に与える影響の評価について

今井　英幸　　佐藤　順一　　伊達　惇

　　　　　　（平成5年3月30日受理）

EvaluatioR　of　Effect　on　CoRfiguratiens

　by　Perturbation　ef　The　Data　Points．

Hideyuki　IMAi，　Jun－ichl　SATo　and　Tsutomu　DA－TE

　　　　　　　　　（Received　March　30，1993）

abstract

　　Projection　pursuit（PP）　is　one　of　the　multivariate　methods　to　find　the　most　‘lnteresting’low

－dimensioRal　projections　of　a　high　dimensioRal　data　set．　PP　defines　the　measure　of　interestiRg－

ness　as　nonnormality　of　projected　distribution．

　　　In　PP　algorithm，　nonnormality　is　translated　into　the　computable　expressioR　called

“projection　index”．　So　the　projeceion　iRdex　must　have　a　large　value　when　the　projected

distributioR　is　noRnormal　and　small　value　otherwise．　PP　procedure　searches　projective　plane　by

numerically　maximizing　the　projection　index．　Some　projection　indexes　are　suggested　by

Friedman，　Hal｝，　and　so　on．

　　The　Multivarlate　data　rnay　include　outliers，　and　they　give　bad　effect　on　the　result　of

analysis．　ln　this　paper，　we　try　to　evaluate　how　the　configuration　is　affected　by　perturbation　of

the　data　points　to　find　such　data．

1．はじめに

　射影追跡は，多次元データのもつ構造の特徴を，直線や平面などの低次元空間に射影することによ

って探索するデ・一・一・タ解析の手法である。射影追跡では「射影指標」と呼ばれる射影されたデータの興

味深さを示す指標を最大にする空間を探し出し，それを端末などに表示する事によりデータのもつ構

造を探索することから，計算機の計算能力やグラフィック機能を活用した手法であるといえる。

　本論文では平面へ射影する場合に，いくつかのデータの摂動が射影追跡で探し出される射影平面上

の布置に与える影響を感度分析的手法によって評価することを試みる。

2．射影追跡法

　データの持つ特徴を捉えるために行なわれる方法のなかで最も一般的なのはデータが一変量であれ

ばヒストグラム，二変量であれば散布図を書いてみることである。しかしこれらの方法が可能である
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のは変量数が少ない場合に限られており，三変量の散布図を書くこともコンピュータグラフィックを

用いれば不可能ではないが実際には二変量までが限界といえる。

　データの変量が少なければ各変量ごとのヒストグラムや二変量つつの組合せの散布図を描いてみる

こともできるが，この方法は変量数が増えると困難になり，さらにデータの特徴が変量ごとのヒスト

グラムや散布図に表れるとは限らないという欠点がある。

　変量の多いデータを解析するために多く用いられる手法に主成分分析がある。通常，いくつかの主

成分に関するヒストグラムや散布図を描いて構造を調べるが，寄与率の高い主成分にデータの特徴が

表れるとはいえないため，すべての主成分によるヒストグラムや散布図を描く必要があり，この方法

も変量が多くなると困難であることに変わりはない。

　射影追跡は多変量データの持つ構造を最も特徴的に表すような低次元空問（普通一次元または二次

元）をコンピュータによって自治的に見つけ出しそれを端末に表示することにより構造を探索しよう

とする手法である。このことから射影追跡はコンピュータの計算能力やグラフィック機能を活用した

手法であるといえる。

3．　身寸景多｝旨築票

　以下では平薦（二次元空間）への射影について述べる。これらは容易に一般の低次元空問への射影

に拡張できる。

　n個のp次元ベクトルXi，戸1，＿，πをデータとすると，互いに直交する単位ベクトルa，bで張

られる平面へ射影されたデータの座標は

　　　　　（α厩，5’鵡〉，露！，．．．，7z

である。a，　bとして（0，．．．，1，．．．，0）t，（0，．．．，1，．．．，0）ノをとれば各変量ごとの散布図，第柱成分ベ

クトルと第グ主成分ベクトルを用いれば第注成分と第注成分による散布図ができる。

　射影追跡では射影されたデータの持つ興味深さ，面白さ（interestigness）が最も大きくなるような

方向を求め表示する。そのためには興味深さ，面白さを計算可能な関数として定式化する必要がある。

この関数を射影指標（projection　index）と呼ぶ。射影指標はデータが与えられた場合，方向ベクトル

の関数になるので1（a，b）と書くことにする。多変量解析の手法の多くは射影指標を適当に選ぶこ

とにより射影追跡の一つであるとみなすことができる。

　例えば，データの分散共分散行列をΣとして射影指標を

　　　　　∬（a，ろ）＝a’Σa十ろ’Σb

とすれば，f（a，ろ）はa，うがそれぞれΣの固有値が大きいものから二つに対応する固有ベクトルのと

き最大となる。したがって主成分分析は射影追跡に含まれることがわかる。

　主成分分析ではデータのちらばり（分散）に注目して，それを指標とした。このようにどのような

データの構造に着目するかによって用いる射影指標が決定される。興味深い構造の例として全体がい

くつかのクラスターから成り立っている場合や，変量間に何らかの関係がある場合などが考えられる

が，それらすべてを含む形での指標の定式化は困難である。そこで射影追跡では

　　　　　　　　　　「正規分布が最もつまらない構造である：

と定めた。つまりデータの構造は正規分布から離れるほど興味深い，と考える。その理由として平均

と分散が一定の分布のなかでエントロピーが最大のものが正規分布である，等があげられている

（Huber3｝）．
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4．射影指標がもつべき性質

　射影指標八α，b）は次のような性質を持つことが望ましい（岩崎・福永5））。

　1．f（a，　b）は射影されたデータが正規分布のとき最小値をとり，正規分布から離れるほど大き

な値をとる。

　2．　データのアファイン変換によって指標の値は変わらない。

　3．　計算量が少なく，a，　bに関して連続偏微分可能である。

　1は射影指標が非正規性の尺度であることに対応している。2は射影されたデータの構造は変量の

尺度を変えたり，散布図を回転することによって変わることはないという考えに基づいている。3は

コンピュータで計算するために必要な性質である。性質2によりデータXi，ガ＝1，．．．，ηは平均0，分

散共分散行列為に標準化されているものとしてよい。このような性質を満たす指標として今までに以

下のようなものが提案されている。これらの指標は岩崎・福永5）で導入された多項式指標の例である。

　モーメント指標

　　　　　　　　　in　in－lt　．1　n　1
　　　　　1，（a・b）＝羅｛調π私（談論（ろw

ただし私（x）はブ次のHermit多項式である。この指標はモーメントの線形和になる。

　Friedmanによる指標

　　　　　　」n　m－k　．！　n　2
　　　　　　　　　｛」L　2　　f2　（a，　b）　＝　2　2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P」　（20　（a’x，）　一　1）　P，　（2¢　（b’x，）　一　1）　｝2

　　　　　　J“tt「り謬｛［　　　n　i一，1　　（2ノ→一1）（2k十1）

ただし君（x）はノ次のLegendre多項式，Φ（x）は標準正規分布関数である。この指標は正規性の検

定の一つであるNeymanのsmooth　testに用いられる統計量の定数倍になっている（柴田9＞）。

　HaHによる指標

・・　（・…）一 F｛÷ゑ・帰紘（伽鵡）劫甑）ip・（・’・，）・｝2

ただしφ（x）は標準正規密度関数である。

　上の三つの指標の中で用いられている772はデータの密度関数への近似の程度を決める定数で大きい

ほど近似が正確になるが，計算量は多くなる。岩崎・福永5）はm＝4で十分によい近似が得られるこ

とを数値例により示した。実際の計算では適当な初期値を与えて非線形最適化の手法を用いて最適な

方向ベクトルa，bを求める。

5．感度分析

感度分析はいくつかのデータを微小に動かしたときの結果の変動をみる手法である。得られたデー

タの任意の部分集合Sに対して

｛

　（1－E）x，，x，ES

　　xi　，　xi¢S

という摂動を与えたとき射影方向α，bがどのように影響を受けるのかを調べる。以下，　Sは固定し

ておく。摂動εを与えたデータに対する射影指標は方向α，うと重みεの関数と見なせるので，これを

1（a，b，ε）と書くと求める射影方向は



56 今井英幸・佐藤順一・伊達　淳

∂ノ（a，　b，e）　　∂ノ（a，ゐ，ε）

Oat
’

abt
＝＝　o

の解として得られる。摂動を与えないデータ（もとのデータ）に対する射影方向は，ε＝0としたと

きの解であり，これをda，　b。とすると摂動による方向ベクトルの変動はεのオーダで次のように評価

できる（今井・佐藤））。

　定理1

L，　（a，　b，　E）　＝：　（

L2　（a，　b，　s）　＝＝

a．1’　（a，　b，　E） OI　（a，　b，　E）　af　（a，　b，　E）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　●●●，　　　　　ヲ　　　　ウ　　∂al　　　　　　∂aヵ　　　　∂b，

∂2∫（α，b，ε）　　∂2∫（α，ゐ，ε）∂21（a，δ，ε）

？｛1－S№QS2－g－L（abfr　E）］

a21　（a，　b，　E）

　Oai　aai

a21　（a，　b，　e）

　aa，　Oap　aa，　ab，　’”　aa，　abp

a21　（a，　L｝，E）　021（a，　b，　E）　a21　（a，　b，　E）

　aap　aai　’”　aap　aap　oap　abi　’”　OapObp
a21’　（a，　b，　E）　a21’　（a，　L），　E）　a2／　（a，　b，　E）　a21　（a，　b，　E）

　ob，　aa，　’”　ab，　aap　ab，　ob，　’”　ab，　abp

O21　（a，　b，　E）　021　（a，　b，　E）　a21　（a，　b，　E）　021　（a，　L），　E）

obpaa，　’”　abpoap obpob，　’”　ebpabp

とする。L，（a，ろ，ε）が点（da，　b，0）の近傍で連続微分可能でdet（L2（偽，　b。，0））≠0であれば点

（偽，ろ。，0）の近傍で（a，b）はεの関数として表すことができる。これを（a（ε），ろ（ε））とすると

〔lll；〕一〔宏〕一・穿（clo，　bo，　O）讐（鮨妬・）・÷・（・）

ここで，o（ε）はすべての要素が。（ε）である2p次元ベクトルを表すものとする。

　一次元への射影の場合，方向ベクトルの変化の大きさによって摂動の影響を評価できるが，平面へ

の射影では方向ベクトルの変化ではなく，布置の変化の大きさを評価する必要がある。そのために，

SibsoniO）による次の定理を用いる。

　定理2

　Xi，　yi，戸1，．．．，nをそれぞれ平均Gのp次元ベクトルとする。　X＝［xl…κn］，　Y＝［yi…Y。］，Q

を直交行列とするとき

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　し　　G（X，Y）＝min　tr（X－QY）’（X－QY）＝trXX’十tr｝YL2tr（YXIX｝”）2”．
　　　　　　　　QGO，，

　この定理は適当な直交行列Qを用いてYをXにもつとも近くなるように変換してからデータ点間の

距離の二乗和を求めたものでありXとYの回転による差を考慮したものであるといえる。

　Xを摂動を与えないデータの布置Yを摂動を与えたデータの布置とすると定理1から
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　　　　　Y＝：X　ewF　EZ＋o　（E），　Z＝　一L－i　（ab，　b，，　o　）　一9fLtLi　（a6，　b，，　e　）x

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　aE

であるから，定理2を適用することによりつぎの定理を得る。

　定理3

　　　　　G（X，X＋。Z＋。（。））．、・（、，π挽ろ「（珈）2）＋。（。・）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i，一1　ai

ここで

　　λiはXX’の第個有値，　A　・diag［λ1，λ2〕，XX’＝PAPt，　PP’＝lp，　D＝PZX’p’，

　　DA＋AD　＝＝　（ai，・）　，　DD’　＝＝　（d，，）　，　b，　＝　d，，＋2　gti’）．2．　．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ；iA．　？・一λ多

証明はAppendix．

定理3によりデータに摂動を与えた場合の布置に対する影響を評価できる。

6．数値実験

　ここでは，射影指標として4。で述べたFriedmanの指標を用いて，次のような入国データによる数

値実験を行なった。平均がJt1　＝（0，0，0，0）ノ，μ2＝（4，0，0，0）’，　pt3　＝（2，3，0，0）’である3個の正規母集団か

らそれぞれ10個，μ4＝（0，一3，3，0）ノである正規母集団から1個，正規乱数を発生させて31個の標本を作

った。ただしそれぞれの母集団の分散共分散行列はすべて1，である。図1はこのデータに対して射影

追跡を行なった結果を図示したものである。1から10までは平均μ1，11から20までは平均μ2，2！から30

までは平均μ3，31は平均μ4の母集団からのデータ点である。求まった平面の方向ベクトルはa＝（0．507，

0．811，一〇．308，0．028）「，b　・（一〇．864，0．50！，嶋．　iO6，0．012）’となった。この図からデータが3個のクラス

タと1個日外れ値からできていることがわかる。

　このデータに対してある1個のデータに微小な変化を与えた場合について感度分析を行ないそれを

データの布置の変化で評価してグラフで表したものが図2である。

この結果から次のようなことが雷える。

　　・3！番目のデータが分析結果に大きな影響を及ぼしている。

　　・布置の変化が小さいデータはクラスタの中心に近いものが多い。

　　・クラスタから外れて見えるデータでも結果に与える影響が少ないものもある。

　つまりこのような個々のデータに対する評価により，一見外れ値には見えないが結果に大きな影饗

を与えているデータ（2，3など），あるいは外れているように見えるが，結果にさほど影響を与えてい

ないデータ（5，10など）も見つけることができる。

7．まとめ

　多変量データを解析する際，疑似外れ値や霞では判別できない外れ値が存在することがあり，それ

が結果に悪影響を及ぼすことがある。今回の研究では，射影追跡を用いた場合のそのような外れ値の

影響を考察するために，感度分析を用いて個々のデータの摂動がデータの布置にどれだけの変化を与

えるかを調べた。また数値実験により実際に外れ値を探索する際に有効であることを確認した。
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図1　最適射影平面上の散布図
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図2　感度分析の結果

Appendix

XXノをp×p行列として証明する．定理2はp＝2の場合である。
　　G（X，X＋εZ＋O（ε））＝＝trXX’＋tr（X＋εZ＋O（ε））（X＋εZ＋o（ε））’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヒ　　　　　　　　　　　　　　　一2tr｛（X＋εZ＋o（ε））X’X（X＋εZ＋o（ε））’｝7

　　　　　　　　　　　　　　＝　 2trXX’擁一2εtrXZt÷ε2t二rZZi

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一・2tr｛XX／XXノ＋ε（ZLX’つXX’　一1一　XXiXZり＋ε2ZX’凡Z！＋o（ε2）｝葺

ここで，λピをXX’の第♂固有値，　A＝diag［λ，，．．．，λp］，XX’＝Q’AQ，　QQ’＝∫，Z）＝QZX．tQ「とする

と，

　　　　　XX’XX’＋ε（ZL　Y’XX1＋XIX’Xw）＋ε2ZX’XZt＋0（ε2）

　　　　　　　　　　＝Qt｛A2十ε（1）A÷AI））十ε2Zl）D’十〇（ε2）｝Q

であるから，A2＋ε（1）A＋AD）÷ε2DZ）1＋o（ε2）の固有値を／弓とすると，　Shiotani，9ayakawa　and

Fujikoshi’i）の定理4．6。1より

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（碕ブ）2
　　　　　8驚λ霧÷εαごか＋ε2（bii＋Σ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）十〇（ε2）．
　　　　　　　　　　　　　　　　ノ頁λゴーλご

ここで（αピブ）＝DA十AD，（砺）＝DDf．

　　　　　　　　　　　　　ヒしたがって・・＝ゐ謎Σ頗告と捌ナば・

　　　　　　　　　　　aii＋，・‘雌つ2＋。（，・）．
　　　　　4阻λ汁ε
　　　　　　　　　　　2λど　　　　　　　　　　　　　　　　　2λi

t・XX’一Σ・λ・・t・XZ’　・＝t・D一Σ・舞より・

　　　　　G（X，X．、Z＋。（，））。：：、・（、，ZZ・一磐｝慌）2）＋。（、・）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　～1　　λ，
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