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重み乗数の性質を利用したファジィクラスタリングについて
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Masaaki　IV［lyAI〈osHi　and　Tsutomu　DA－TE
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Abstract

　　In　the　fuzzy　c－means　a｝gorithm，　proposed　by　Bezdek　and　Dunn，　the　fuzziness　of　the

grade　of　rnembership　depends　on　the　weighting　exponent．　Tkough　one　must　choose　the

exponeRt　to　use　the　fuzzy　c－mean　algorithm，　no　theoretical　basis　for　the　optimal　exponet　is

known．

　　In　this　paper，　we　discuss　tke　properties　of　the　weighting　exponent　by　Rumerical　experi－

ments．　And　we　propose　the　fuzzy　clustering　algorithm　based　on　these　properties．　More－

over　we　propose　the　graphicai　representation　method　for　clusteriRg．

1．はじめに

　Bezdek［1］，DuRn［2］等によって提案されたファジィクラスタリングの代表的手法であるfuzzy

c－means（FCM）法においては，重み乗数（weighting　exponent）と呼ばれるクラスタリングの曖昧

さを決めるパラメータを適当に決定する必要があるが，その決定方法には明確な基準はない。本

報告ではこの重み乗数の性質について検討し，さらにこの性質を利用したクラスタリングアルゴ

リズムを提案する。この手法ではより集中している個体群から一一つのクラスタ・一一一・を形成していく

興味深い過程が見られる。そこで分析の結果のみを出力する従来の方法に対し，クラスター一の生

成過程を図的に表現する方法についても合わせて提案する。

2．クラスター一分析

　有限個の個体（分類対象）をいくつかのある意味で似た個体の集団に分類することを考える。

この集圃のことをクラスターと言う。また，それぞれの個体がある一つのクラスターにのみ所属

する場合これをハードクラスタリングと言い，これに対しそれぞれの個体がある帰属度により複

数のクラスターに所属する場合をファジィクラスタリングと言う。
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12 今井英幸・宮澤安夫・宮腰政明・伊達惇

2．1　k－means法

　ハードクラスタリングの手法としてよく用いられるものにk－means法がある。いま，　n個の個

体について各個体のρ変：量観測ベクトルを

　　33ガ瓢⑰ど1，＿，x　ip）t∈RP，仁1，＿，n，

その多変量データ行列■を

　　x＝（」V・it），件1，＿，n，4＝＝1，＿，P

とする。ここで個体の集合を互いに排反な空でないん個のクラスター

　　G二｛c，，＿，（義｝

に分割することを考える。このときクラスターの等質性基準として考えられるのは，クラスター

内でのばらつきをできるだけ小さく，クラスター間のばらつきをできるだけ大きくしょうという

ものである。ここで平方和積和行列（全変動）を

　　　　ノユ　　T・＝Σ（lzri　一　jc）（x「傍）’

　　　　ガー玉

クラスター内平方和積和行列の和（クラスター内変動の和）を

　　　　　　ん　　レγ（G）＝＝Σ】Σ（x一Vj）（Xi一　vj）’

　　　　　　ノ司謹（ン

クラスター間平方和積和行列の和（クラスター問変動の和）を

　　　　　　ル
　　B（G）＝Σηゴ（Vj一の（防一7ア
　　　　　ノ漏1

　　（njはクラスターC」内の個体数）

とすると，次の関係が成り立つ。

　　T＝＝躍（G）÷B（G）

ただし

　　蕾一÷却渦一二畏・・

である。Tは一定であるから，　W（G）を小さくすればB（G）は大きくなる。そこで通常用いられ

るのは次のような基準である。

　　（i）tr（W（G））→min

　　（ii）det（W（G））→min

k－means法では基準（i）を用いる。この評価関数tr（W（G））の大域的な最小値を与える分割を得る

ためには組み合わせ最適化問題を解く必要があるが，これは個体数が多くなった場合，現実には

不可能である。そのためいくつかの近似解法が提案されている。k－means法はそのような近似解

法の一つであり，計算時間が短いという特徴がある。この手法はある初期分割が与えられたとき，

ある個体をそれがいま所属するクラスターから別のクラスターに移動させてみて，クラスタリン

グが改良されるか（移動前よりtr（W（G））が小さくなるか）どうかを調べ，改良されていなけれ
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ば移動を行なわず，改良されていれば実際に移動を行なうという操作をtr（レγ（G））の値が収束す

るまで反復する手法である。

2．2Fuzzy　c－means法

　Bezdek［1］，　Dunn［21等はこのk－means法をファジィ理論で説明しようと，これを重み付き最

小二乗の問題として扱いFCM法を提案した。いま，厨固の個体を互いに排反な空でない。個のク

ラスターに分類することを考える。このとき以下の関数を最小にするびを求めることによりクラ

スタリングを行なうのがFCM法である。

　　　　　　　ノノ　　　ビ
　　f。（U，　V）　＝＝　：　：（Uin’）nt（4、ゴ）2

　　　　　　　intlノ頑

ここでγは

　　v　・（v，，＿，v。），　oゴ∈；RP

で，各クラスターの重心を表しており臨はこの重心防と個体鵡との距離を表す。ここでは最も一

般的なユークリッド距離

　　　　　か　　偽二　Σ（x、一v、’L）2

　　　　　’刈

を用いる。また各個体が各クラスターに所属する度合を次の行列で表す。

　　σ’＝（殆ブ），仁1，＿，n，ノ＝1，＿，c

つまり鞠は，個体Xiが第ノ番目のクラスターに所属する度合を表している。さらにmは重み乗

数と呼ばれる！＜m〈○○の値である。このとき，み、を最小化するU，yは以下の式によって与え

られる。

　　肝象（z4fゴ）呵嵐（碕・）ワー1，…，・

　　助・一！／嵐（査dih）一い訟1，…，ゆ！・…，c

ただし娠篇0のときは

以上のことを利用し，交互最小二乗法を用いて最小化を行なう。

FCMアルゴリズム

⑳初期化：ある適当な初期分割ひ’），およびクラスター数。を選びt　・”1とする。

⑭Step　1：σωを用いてv（t）を計算する。

⑭Step　2：v（t）を用いてU｛t＋1｝を計算する。

佃Step　3：e＞0を満たす十分小さなεに対しII　U（t÷i＞一ぴ‘＞IIなら計算を終了し，そうでなけれ

　ばt←　t＋1としStep　1に戻りこれを繰り返す。
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2．3　数値実験

　実験で用いたデータはp＝2とした9種類で以下のようなものである。クラスターtw　cに関して

は図1の3つの場合を考え，それぞれに対しクラスターの重心間距離dをd　・・2，3，4とした。

これら9通りのデータについてそれぞれの重心を平均ベクトル，1，を分散共分散行列とする正規乱

数を各クラスターについて10個ずつ発生させたものをデータとして用いた。

　　　d
d d

c＝2 c＝3 cec4

図1　数値実験データのクラスター重心の配置

　実験は重み乗数の値として4．0，3．0，2．0，1．5，1．25，1．05の6種類を用い，それぞれに対し

ランダムに初期分割を与えてFCM法によるクラスタリングを上記の9種類のデータについてそれ

ぞれlooeeずつ行ない，その時のクラスタリングの様子について調べた。その結果が表1である。

表l　mを変化させたときの局所解の数

m・＝4．0 m譜3．0 m＝2．0 m＝1．5 m誕1．25 m＝1．05

c＝2，d濡2 1 1 1 1 1 1

c霊2，d＝3 1 1 1 1 1 1

c・＝2，d＝4 1 1 1 1 1 1

c篇3，d＝2 1 1 1 1 1 2（92）

c＝3，d＝3 1 1 1 1 1 1

c＝3，d・＝4 1 1 1 1 1 1

c・＝4，d＝2 1 1 1 1 1 5（93）

c鴬4，d瓢3 1 1 1 1 2（96） 3（72）

c＝4，d・＝4 1 1 1 1 2（99） 5（90）

　表1の数値は局所解の数であり，（　）内の数値はIOO回のシミュレーションのうち何回が大域

的最適解に収束したかを表している。つまり表中の数値1は，すべての初期分割に対してただ一

つの解に収束したことを表しており，2（92）は100回のうち92回は大域的最適解に収束したが，残

りの8回は他の局所解に収束したことを表している。

　この結果から，クラスター数が2の場合にはいかなる初期分割に対しても大域的最適解に収束

すると考えられるが，クラスター数が3あるいは4で重み乗tw　mが1に近い場合は初期分割に依

存して複数の局所解が得られる場合もあるということがわかる。しかし，この場合も重み乗数鰯

を十分大きくするとやはりただ一一つの大域的最適解と思われる解に収束する。

　またこの手法は窺吟。・とするとんf戸1／c，（vi，i）となり，　m→1とすると％∫戸｛0，1｝（この
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ときFCM法はk－means法に一致する）となることから重み乗数mは曖昧さを決定する要因であ

ると考えられる。

3．重み乗tw　mの性質を利用したファジィクラスタリング

　前節で述べたように，璽み乗数mが1に近い場合は初期分割に依存して複数の局所解を得る場

合があるが，その場合も重み乗数〃zを十分大きくするとただ一つの大域的最適解のみを得る。そ

こで，十分大きな重み乗数mのときに得られた結果をそれより少しだけ小さい重み乗数m一△m

のときの初期分割として，この操作を繰り返し行なえば重み乗数が十分1に近いときも初期分割

に依らず大域的最適解に収束することが予想される。またこの操作は帰属度を曖昧な状態からよ

り曖昧でない状態に連続的に移行することでもある。

3．1重み乗数の性質を利用したFCMアルゴリズム

　㊥初期化：cを固定し，初期分割Uと最終的な璽み乗数辮。および十分大きなmを与える。

　幽Step　1：FCMアルゴリズムのStep　l，Step　2を行なう。

　⑳Step　2：ε＞0を満たす十分小さなeに対し11　U（t＋i＞一ひ‘）1＜εならStep　3へ，そうでなけ

　　れば’酬’÷1としStep　1に戻る。

　⑲Step　3：m＝m。ならば計算を終了し，そうでなければm←m一△mとしStep　1に戻りこ

　　れを繰り返す。ただし直前のmで得られたクラスタリングの結果を次の初期分割とする。

　実際に2．3で用いた9種類のデータに対し，璽み乗数を4．0→3．0→2．0→1．5→1．25→1．1→1．05

と変化させ上のアルゴリズムによるクラスタリングを100回ずつ行なった結果，100回発生させた

どのランダムな初期分翻に対してもk－means法の大域的最適解と一致したクラスタリングが9種

類のデータすべてについて得られた。その一例が以下の図2で，クラスター数およびクラスター

の重心間距離はそれぞれ。＝3，d　＝＝4である。ただしここではあるデータXiのクラスターブへの

帰属度砺が0．9以上となったときにはデータXiはクラスターヴに分類されたとして各クラスターに

応じて0，△，［］で表し，どのクラスターに関しても帰属度が0．9を超えないデータは×印で表す。

また⑭，愈，翻はそれぞれのクラスターの重心を表している。

　この結果より重み乗数の値が小さくなるにつれて分割がはっきりしていくのがよくわかる。
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図2　重み乗数の性質を利用したファジィクラスタリング（2次元データ）
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4．クラスターの生成過程とその視覚的表現

　前章で提案した手法は重み乗数の値が小さくなるにつれて，より曖昧な個体を徐々にクラスタ

ーに分類していく。このようなクラスターの生成過程を視覚的に表現することは結果の解釈のた

めにも必要であると考えられる。ここで2次元データに関する場合は問題とはならないので，多

次元データの視覚的表示方法について考察する。

　多次元データを図示する場舎，データを低次元空間（1次元もしくは2次元）へ射影する方法

が用いられる。以下では2次元空間への射影について述べるが，これらの結果は容易に一般の射

影に拡張できる。多くの場合，データのばらつき（分散）を最大にするという基準のもとで主成

分分析による次元の縮約が行なわれるが，本報告ではクラスター間のばらつきを最大にするとい

う基準のもとで次元の縮約を行なう。クラスター問のばらつきを表す量としては2．1で示したク

ラスター問平方和積和行列の和を用いる。この式をファジィクラスタリングに適用できるように

拡張すると

　　　ご　　　　け
　B二Σ（Σ砺）（防一Zii）（0ゴー厨）ノ

　　　戸li・　1

となる。クラスター間のばらつきBを最大にするという基準で次元を2次元に射影するためには，

α1 ｿ二！のもとでα’Bαを最大にするようなα∈RPと，それと直交し，かつb’b＝1のもとでbt

Sbを最大にするような6∈npとで張られる平面を求めればよく，これはBの最大固有値に対応

する固有ベクトルαと，2番目に大きい固有値に対応する固有ベクトルbを求めることに帰着さ

れる。またそのアルゴリズムは以下の通りである。

⑭初期化：クラスター数C，初期分割ひ1），最終的な重み乗数”¢。および十分大きなmを与え，

　t＝1とする。

ee　Step　1：ひ1）を用いてv（t）を計算する。

⑭Step　2：0ωを用いてU（t＋1）を計算する。

働Step　3：ε＞0を満たす十分小さなεに対しllひピ＋1）一　U（t）1ならStep　4へ，そうでなければ

　t←t÷1としStep　1に戻る。

㊥Step　4：Step　3で得られた結果よりBを求め，その最大固有値に対応する固有ベクトルα

　と，2番目に大きい固有値に対応する固有ベクトルbを求める。

⑳Step　5：データX　iおよび重心ベクトル。ゴをα一b平面に射影し，射影されたデータ（a’Xi，

b’Xi）および重心ベクトル（αノ0ゴ，ゐノのを図示する。

㈱Step　6：m＝＝m。ならば計算を終了し，そうでなければm←m一△mとしStep　1に戻りこ

　れを繰り返す。ただし直前のmで得られたクラスタリングの結果を次の初期分割とする。

5．数値実験

　p　一：5とし，平均がμ、＝（2，2，2，2，0）ノ，μ3　＝（0，2，2，2，2）〆，μ3　＝（2，2，

0，2，2）’である3個の正規母集団からそれぞれ10個，正規乱数を発生させて30個の標本を作っ

た。ただしそれぞれの母集団の分散共分散行列はすべて鳶である。図3はこのデータに関して重

み乗数の性質を利用したファジィクラスタリングを行なった結果をkのアルゴリズムに従い図示

したものである。1から10までは平均μ2，11から20までは平均μ3，21から30までは平均μ3の母集
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団からのデータ点である。ただし○，△，［］などの記号は図2と同様である。

　この結果より単なる第1主成分と第2主成分による散布図（pa　4参照）ではわかりにくかった

クラスター分析の結果が今回の手法によるとはっきりとわかるようになり，また重み乗数の値が

小さくなるにつれてより曖昧な個体を徐々にクラスターに分類していくという生成過程が視覚的

に表現されることによってよりわかりやすくなった。
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図3　クラスターの生成過程
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図4　主成分分析による表示

6．ま　と　め

　FCM法によるクラスタリングにおいては，重み乗数の値が1に近くなると初期分割に依存して

複数の局所解が得られる場合があるが，重み乗数の性質を利用した今回のクラスタリングでは，

ほとんどの場合初期分割に依らず大域的最適解に収束することを確認した。またその際のクラス

ターの生成過程をより理解しやすい形で視覚的に表現した。
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