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北海道大学工学部研究報告

第167号　（署z成6年）

Bulletin　of　the　Faculty　of　Engineering

　正一lol〈1〈aido　University，　No．167（1994）

Computational　Complexity　of　Subclass　Problems

M．　Kudo　and　M．　Shimbo

　　（Received　August　3！，　1993）

Abstract

　　　When　training　sarr｝ples　of　several　classes　in　an　Euclidean　space　R”　are　giveR，　to　fiRd

boundaries　in　R”　in　such　a　way　that　they　include　on｝y　samples　of　a　certain　ciass　is　one　of　the

most　important　issues　in　£he　field　of　pattern　recognition．　A　subclass　preblem　is　one　of　such

problems　where　bottndaries　are　limited　to　hyper－rectangles．　This　paper　evaluates　the

computational　complexity　of　the　subclass　problem　and　shows　that　the　problem　is　NP－hard．

1．　lntroduction

　　　In　the　filed　of　patterR　recognition，　it　is　very　important　for　each　class　to　find　its

discrimination　bou“daries　which　can　be　calculated　efficiently　in　both　processes’　of　the

construction　of　boundaries　and　of　judgement　of　membership　for　unknown　samples，　i．　e．，

whether　the　samples　be｝oRg　to　the　class　or　noe．　Such　processes　are　done　on　the　basis　of

training　samples　for　given　classes．　A　subclass　problemi）　is　a　kind　of　such　problerns　：

Boundarles　are　restricted　to　hyper－rectangles　and　are　required　to　include　only　the　trainjng

samples　of　a　certain　class　aRd　hold　the　maximality　among　such　hyper－rectangles，　This

problem　or　its　similar　ones　have　beeR　appeared　several　times　iR　the　literature　of　pattern

recognieion2・3），　and　some　methods　have　been　proposed　to　solve　those　problems　optimally　or

suboptimally．　The　applicable　area　includes　no£　only　the　discrimination　of　unknown　samples

but　also　feature　selection4t6）．

　　　In　this　paper，　we　discuss　the　computational　complexity　of　the　subclass　problem．　To　do

this，　we　divide　the　problem　into　two　stages　and　iRvestigate　their　complexities　separately．

ORe　of　them　is　related　to　a　decision　problem　which　is　proven　to　be　in　the　class　of　NP－

complete．　Finally，　the　subclass　problem　is　proven　to　be　NP－hard．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2．　PreparatioR

　　　In　this　section，　we　give　some　notations　and　definitions．　The　notations　should　be　referred

to　reference　（6）．

2．1．　Seme　classes　pf　problems．　A　problem　ff　consists　of　a　set　DE　of　instances．

　　　A　decision　ProPlem　fi　is　a　problem　so　as　to　answer　“yes”　or　“no”，　given　an　instance　1　Eff
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nl．　One　of　we1トknown　decision　problems　is

CLIQUE　（with　K）

INSTANCE：　Graph　G　：（V，　E），　positive　integer　K　〈　l　lil．

QUESTION：　Does　G　contain　a　clique　of　size　K　or　more，　i．e．，　a　subset　V’　g　Y　with

　　　　　　　　　　　　lV’1　〉　K　such　that　every　two　vertices　in　V’　are　connected　by　an　edge　of

　　　　　　　　　　　　E？

　　　　A　search　Problem　ll　consists　of　，Din　，　and　for　each　instance　f　（EI　Dk　，　a　set　＆　［1］　of　finite

objects　called　solutions　for　L　An　algorithm　is　said　to　solve　a　searclt　problem　H　if，　given　as

input　any　instance　1　Eli　a　，　it　returns　the　answer　“no”　whenever　S｝　U］　is　empty　and　otherwise

returns　some　solution　s　（EE　＆　［f］　．　A　decision　problem　can　be　associated　to　a　search　problem

by　answering　“yes”　if　Si　［f］t¢　and　“no”　otherwise．

　　　In　a　search　problem　ff，　each　iRstance　1　Ei　Pi　has　an　associated　solution　set　Si　［」］　，　and

for　the　given　1，　we　are　required　to　find　one　element　of　Si　V］　．　The　enitmercttion　Prob／em

based　on　the　search　problem　ll　is　“Given　1，　what　is　the　cardinality　of　G　［A　，　i．　e．，　how　many

solutions　are　there　？”　For　examp｝e，　for　CLIQUE，　the　following　is　the　enumeration　problem　：

ENU瓢CH硬UE（with　K）
INSTANCE　：　Graph　G　＝（V，E），　positive　integer　K　〈　I　VI．

QUESTION　：　How　many　cliques　of　size　K　or　more　are　there　for　G　？

　　　Furthermore，　we　introduce　a　new　class　of　problems．　A　／ist　Problem　fi　is　associated　with

the　search　problem　and　requires　us　to　／ist　（disPlay）　all　solutions　of　Si　［1］　for　a　given　1．

2．2　Complexity．　The　enumeration　problems　associated　with　NP－complete　decision　prob－

lems　are　ciearly　NP－hard，　since　if　we　know　the　answer　for　an　enumeration　problem　we　can

easily　answer　“yes”　or　“no”　for　the　corresponding　NP－complete　problem，　according　to

whether　the　answer　is　greater　than　O　or　not．　However，　some　enumeration　probiems　do　not

belong　to　the　class　P，　even　if　the　underlying　problems　belong　to　P6）．　For　this　reason，

Valiant7）　proposed　a　new　class　of　complexity　called　＃P－comPlete　which　contains　many

enumeration　problems　associated　with　NP－complete　problems．　This　class　is　defined　as　：

PefinitioR　2．1　（ValiaRt，　1979）．　The　class　＃　P　is　of　all　problems　computed　by　nondeterminis－

tic　polynomial　time　Turing　machines　that　have　the　additionaほacility　of　outputti！ユg　the

number　of　accepting　computations．　An　enumeration　problem　fi　is　said　to　be　＃　P－complete

when　ll　Ei＃　P　and，　for　all　R’E＃　P，　ff’a7・　fi，　where　evT　denotes　that　there　is　a　Polynomia／　Tzaring

reduetion　from　R’　to　fi　（for　the　definition　of　polynomial　Turing　reduction，　see　reference　（6））

By　a　similar　discussion　about　the　complexity　of　enumeration　problems，　we　can　say　that
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the　list　problems　associatecl　with　＃　P－complete　enumeration　problems　are　clearly　＃　P－hard，

since　if　we　can　list　the　solutions　we　can　easily　answer　the　number　by　incrementing　a　counter

by　one，　instead　of　listing　one　solution．

2．3．Po韮yno賊a至tra，　Rsforrriabi翫y．　For　proving　NP－completeness　of　a　problem　lt，　it　is

enough　to　find　an　NP－complete　problem　fft　and　a　Polynomial　transformation　f：　ff’　一〉　fi，

where　f　can　be　calculated　in　polynomial　steps　in　terms　of　the　size　of　f　（1　Ui　and　has　obvious

correspondence　between　solutions　of　ff’　and　those　of　ff．　As　a　similar　way，　for　proving　＃P

－completeness　of　a　problem　fi，　it　is　known　to　be　enough　to　find　an　＃　P－complete　problem　H’

and　a　polynomial　time　Parsimonious　transformation　f　：　H’　一〉　il　which　holds　the　number　of

solutions6）．

3．　Subclass　Problem

　　　In　this　section，　we　describe　SUBCLASS　Problem　（denoted　by　SP　for　simplicity）．　The

problem　can　be　written　as　follows．

SUBCLASS
INSTANCE　：　S　＝（S“，S一，d），　where　S“　and　Srm　are　the　collections　of　d－imensional　vectors．

QUESTION　：　List　every　subset　P　ef　S“　such　that

　　　　　　　　　　　（1）　for　all　y　EEE　Snt，　y　er　Rect（P）　（Exclztsiveness），　and

　　　　　　　　　　　（2）　for　any　P’　holding　exclusiveness，　P　g　P’　（Mauima／ity），

　　　　　　　　　　　where　Rect（，1’）　denotes　the　hyper－rectangle　which　includes　every　x　El　P

　　　　　　　　　　　within　it　minimally．　We　call　P　a　sztbclass．

　　For　example，　S“＝＝｛xi＝　（O，O），　x2＝＝（1，3），　x3　＝＝（3，i）｝　and　S一　：　｛y＝（2，2）｝　provide　an　instance

（S“，Srm，　2）　of　SP　（See　Fig．　1）．　ln　this　instance，　the　subsets　of　S“　satisfying　exclusiveness　are

six　of　¢，　｛xi｝，　｛x2｝，　｛x3｝，　｛xi，　x2｝　and　｛xi，　x3｝，　e．　g．，　a　rectangle　Rect（｛xi，　x2｝）　＝　［O，　1］　×　［O，

3］　does　not　include　y　＝（2，2）．　By　maximality，　the　final　answer　becomes　two　of　｛xi，　x2｝　and

｛Xl，X3｝・

　　　In　SP，　we　divide　the　whole　problem　into　two　stages　of　LIST　EX　and　LIST　SUB　：

　　　　　（1）　LIST　EX　；　list　exclusive　subsets　of　S’，　and

　　　　　（2）　LIST　SUB　；　list　maximal　elements　of　the　set　consisting　of　all　exclusive　subsets．

　　　Related　to　LIST　EX，　we　consider　the　following　three　problems　：
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Fig．1　An　instance　of　SP．　Dotted　lines　denote　rectangles

　　　　　including　samples　minimally．

EX　（with　K）

INSTANCE　：　S＝＝（S“，S一，d），　a　positive　integer　K　〈　IS’1．

QUESTION　：　ls　there　an　exclusive　subset　of　size　K　or　more　for　S　？

ENUM　EX　（with　K）

INSTANCE　：　S　＝（S“，Sm，d），　a　positive　integer　K　〈　IS“1．

QUESTION　：　How　many　exclusive　subsets　of　size　K　or　more　are　there　for　S？

L亙ST　EX（wi伍κ）

INSTANCE　：　S＝＝（S“，S一，d），　a　positive　integer　K　〈　IS“1．

QUESTION　：　List　all　exclusive　subsets　of　size　K　or　more　for　S．

　　　Here，　EX　is　a　decision　problern，　ENUM　EX　the　corresponding　enumeration　preblem　and

LIST　EX　the　corresponding　list　problem．

　　　Furthermore，　we　define　three　problems　related　to　LIST　SUB　：

SUB　（with　K）

INsTANcE：s二（s＋，s一，d），　a　positive　integer　K〈Is＋1．

QUESTION　：　ls　ehere　a　subclass　of　size　K　or　more　for　S　？

　ENUM　SUB　（with　K）

INSTANCE：S二（S＋β　，の，　a　positive　integer　K＜IS＋【．

QUESTION　：　｝low　maRy　subclasses　of　size　K　or　more　are　there　for　S　？
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SUBCLASS

　　　　　Fig．2　Diagram　of　the　sequence　of　trapsformation　used　to　prove　that　the　subclass　problem

　　　　　　　　　　is　NP－hard．　Arrows　（with　label　P）　denote　polyneminal　（parsimonious）　transforma－

　　　　　　　　　　tions　from　the　sources　to　the　destinations．　Characters　enclosed　by　circles　denote　the

　　　　　　　　　　classes　of　the　problems，　D　：　decision　problems，　E　：　enumeration　problems　and　L　：　list

　　　　　　　　　　problems．

LIST　SUB　（with　K）

INSTANCE　：　S＝：（S’，S一，d），　a　positive　integer　K　〈　ISL

QUESTION　：　List　all　subclasses　of　size　K　or　more　for　S．

　　　Here，　SUB　is　a　decisjon　problem，　ENUM　SUB　the　corresponding　enumeration　problem

and　LIST　SUB　the　corresponding　list　problern．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4．　Outline　of　Proof

　　　Here　we　give　the　eutline　to　prove　thatthe　subclass　is　NP－hard．　lt　is　done　according　to

Fig．　2．

　　　Since　we　already　know　that　an　enumeration　problem　is　harder　to　solve　than　the

underlying　decislon　problem　and　that　a　list　problem　is　harder　to　solve　thaR　the　corresponding

enurneration　problem，　all　right－directed　arrows　in　Fig．　2　are　proven．

　　　Next，　we　show　that　the　decisioR　problem　SUB　is　equivalent　to　EX．　This　is　confirmed

easily，　because　if　the　answer　for　the　decision　problem　of　SUBCLASS　is　“yes”　（“no”）　then　the

answer　for　EX　is　also　“yes”　（“no”），　and　vice　versa．　This　is　because　a　maximal　exclusive

subset　is　a　subclass．

　　　We，　furthermore，　show　that　LIST　SUB　with　K　is　equivalent　to　SUBCLAS　without　K．
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For　any　K，　if　we　can　list　subclasses　of　size　K　or　more　in　LIST　SUB，　we　can　easily　list　all

subclasses　by　setting　K　＝：：　1．　lnversely，　if　we　can　list　all　subclasses　for　SUBCLASS，　we　can

list　only　those　of　size　K　or　more，　by　checl〈ing　their　sizes　before　listing．　This　check　is　done

in　polynomial　time　in　terms　of　the　size　of　IS“］．

　　　Therefore，　the　remaining　problem　to　be　proven　is　only　that　EX　is　in　NP－complete．　ln

addition　if　the　transformation　were　proven　to　be　parsimonious，　then　the　following　fact　also

could　be　derived　：　ENUM　EX　is　in　＃　P－complete　and　LIST　EX　is　in　＃　P－hard．　lndeed，　this

is　shown　in　the　following　section．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5．　Complexity　of　EX

　　　In　this　section，　we　show　that　the　decision　problem　EX　is　in　NP－complete，　that　the

corresponding　enumeration　problem　ENUM　EX　is　in　＃　P－complete，　and　thatthe　correspond－

ing　list　problem　LIST　EX　is　in　＃　P－hard．　For　proving　this，　it　is　enough　to　find　a　parsimoni－

ous　transformation　froin　the　decision　problem　CLIQUE　to　EX，　because　it　is　known　that

CLIQUE　is　in　NP－complete　already．

Theorem　5．1．　EX　is　in　NP－oo吻lete　and　ENUM　EX　is魏＃P－complete．

proof　Let　a　graph　G＝＝（V，E）　be　an　instance　of　CLIQUE　and　lxT　＝＝｛vo，　v2，．．．，　vn－i｝．

We　constructthe　corresponding　iRstance　S＝：：（S’，Srm，d）　of　EX　as　follows．　Let　d　＝n－1．

1　．　A　set　S“　＝＝　｛xo，　x2，．．．，xnhi｝　is　constructed　as　：

xo　＝：　（O，O，．．．，O）

．，一　（i，e，．．．，　e）

x2　＝（rml｝・i・　rml｝m　・・…　rmll；rm’

＿（l　l　I　YZ　I　1nt・　i・nt・＋i・・…　ti　・1・th・＋　・・…　7・ts＋）

Xn－i　＝＝　（一；）　，　一1）m　．．．，　Tl）rm，　1）・
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　　　　　Fig．3　An　example　of　the　correspondence　between　G　and　S．　〈a）G＝　（V，E），　V＝｛ve，　vi，　y2，

　　　　　　　　　　　v3｝　and　（b）　the　corresponding　S　：　（S＋，　S一，　3），　where　S”　＝　｛xo＝（O，　O，　O），　xi　＝　（！，1／2，

　　　　　　　　　　　！／2），　x，＝　（1／3，1，1／3），　×，＝（1／4，1／4，1）｝，　Srm　＝＝　｛yoi＝　（3／4，1／8，1／8），　y，，＝：：　（3／4，3／8，3／4）｝．

For　constructkig　S一，　we　need　the　following　yo一：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e

　　　…一（，蕩，，傷，＿，茅，、h，．．。、㍉）（ノ≧1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e　　　　　　　　　e

　　　・、、一（1／（i十1）十1／（ノ7十1　　　　　　　　　2），＿，号，’／（細吉1／㈹），＿，妥，1／（細吉1／（ブ÷！），

　　　　　　　＿，1／（ゴ十玉）一1－！／（ブ十】．）　　　　　2）（1≦i・ゴ≦n－1）．

Then　we　construct　Sun　as　follows．　S一　is　initialized　by　an　empty　set．　Next，　by　examiRing

every　pair　of　（vi，　v」），　（i〈」’），　we　add　yi，・　into　S一　only　if　（vi，　vj）　C12　E．　An　example　is　shQwn　in

Fig．　3．

　　　Under　this　preparation，　we　can　observe　the　foilowing　relations　（see　Fig．　3）　：

（1）　yi，・　EIE　Rect　（｛xi，x，｝）

（2＞　yi，一　Ees　Rect　（｛xf，，xi｝）　for　any　different　（xi，，xt）　from　（xi，xj），　（le〈／）

Relation　（1）　is　obvious　from　the　way　of　construction　of　yi，・．　For　Relation　（2），　we　use　the

observation　that　at　least　either　of　the　following　two　relations　is　always　satisfied　：
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（3）　Rectf　cl£f　Rect（｛xo，xi，．．．，xi－i，xi＋i，．．．x．m　i｝）　？　Rect（｛xk，xi｝）

（4）　Rect，　d一一ef　Rect（｛xo，xi，．．．，x，・一i，xj＋i，．．．xnrmi｝）　2　Rect（｛xk，Xt｝）

Here，　Relation（3）holds　when　x々≠xごand　x‘≠xi，　and　Relation（4）when　xh≠xゴand　x‘≠

X5．

　　　Thus，　it　is　sufflcie航to　say　that　yf，∈Rectプand　y‘ゴ∈Rect∫．　We　examine　two　cases

according　to露Oor　not．　First，　we　consider　the　case　i≠0。　The　interval　of　Recti｛n　the

i－th　dimension　is［0，　max　ci］，　where」ci　denotes　the　i－th　compone鍛t　of　x，　and　the　i－th
　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぬちメまズゴ
component　of　yガゴ，卵，　is　3／4．　Since　y　／／ゴ＝3／4＞1／2＞　max　xi，　we　can　obtain　yi，・¢Rect，．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一x∈5．’，X＊x，．

By　a　similar　way，　we　can　confirm　yfゴ（＄Rect∫．

　　　Next，1et　us　consider　the　case　i＝0．　The魚terval　of　Rect。　in　the　i－th（i≠ブ）dimension

is　［1／n，1］，and〃9ゴ＝1／2n．　Since〃gゴ＝1／2n〈1加，　we　can　obtain　yoゴ¢Rect弓，　For　Rect∫，

by　the　same　reason　as　the　case　i≠・0，we　can　conclude　yfゴ¢Rectノ．　After　all，　Relations（1）

and（2）are　co簸firmed．

　　　It　should　be　noted　that（2），（3＞and（4）indicate　that　for　any　subset　A　of　S＋，　A　inclu（ies　xi

and　xj　necessarily　if／1　includes　y巨」．

　　　Remaining　task　is　to　examine　the　correspondence　between　solutions　for　G＝（ZE）in

CLIQUE　and　those　for　S＝（S＋，S皿，d）in　EX．　We　consider　an　exclusive　subset　P∈Φ（S＋，Sり，

P　　＝　｛xど、，xi、，．．．，xガ，｝，（t＞2）．　Let　Gρ＝（τイ》，賜、ノ　denote　the　subgraph　of　G　induced　from　the

vertices　corresponding　to　the　elements　of∫），　Vp　＝”｛vi，，vi、，＿，vど，｝．　Since　an　exclusive　subset

whose　size　is　more　than　2量s　automaticany　a　2－ary　complete　subset8），　i．　e．，　any　pair　of　elements

of　the　subset　are　exclusive，　we　can　conclude　that　Rect（｛xガ，xj，　D　does　not　contain　any　y∈S一．

Thus，　every　pair（vi，vゴ）of　Vp　belong　to　E　and　this　means　that（㍉is　a　clique．

　　　Inversely，　we　consider　a　clique　O’＝（レ7’，Eりof　G　such　asγ’罵｛vガ，，vi，，＿，vど、｝（t＞2）and

the　corresponding　subset：of　S＋，　Pレ・皿　｛xi、，　xi，，＿，xガ、｝。　Obviously，　pv・is　2－ary　complete．　Is　Pγ’

an　exclusive　subset？　The　answer　is“yes．”We　show　this　as　follows．　Let　us　assume　PL〃is　not

an　exclusive　subset，　Then，　there　is　yガゴ∈S－such　that　yiゴ∈Rect（∫）の，　From　the　previous

argument，　this　means　that　Pv’must　include　both　of　xi　and　xゴsuch　that　yiゴ∈Rect（｛xi，xゴ｝）．

This　shows　that　Pγ，　is　not　2－ary　complete．　This　is　a　contradiction．

　　　Now　we　discuss　the　case　that　the　size　of　an　exclusive　subset　or　a　clique　is　one．　In　this

case，　it　is　easily　confirmed　that　the　exclusive　subset　is　a　singleton　set　and　the　corresponding

clique　is　an　isolated　vertex．

　　　By　above　observation，　we　could　find　a　parsimonious　transformation　from　G　in　CLIQUE

to　S盈EX，　because　it　is　a　one－to－one　mapping。　Since　this　tra聡formation　can　be　done　in

polynomial　time　in　terms　of　the　size　of　G，　the　theorem　is　proven　after　a11。□

6．　Conc昼1認s量。】R

　　　We　treated　a　problem　called　a　subclass　problem　and　analyzed　its　cofnputational　complex－

ity．　As　a　result，　we　proved　that　the　problem　is　NP－hard．　Whether　the　problem　is　＃　P－hard

or　not　is　still　unknown，　but　it　seems　to　be　＃P－hard　because　the　subclass　problem　seems　to
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need　in　advance　to　list　every　exclusive　subsets　in　the　worst　case　and　the　tasl〈　is＃P－hard　as

we　showed　in　this　paper．　These　results　show　that　the　subclass　problem　is　substantially　hard

to　solve，　butthis　holds　for　the　worst　case．　The　praceical　problems，　especially　many　prob－

lems　in　pattern　recognition，　many　instances　have　probably　good　properties　compared　to　the

worst　case．　Therefore，　we　have　to　analyze　the　complexity　of　the　problem　in　average　or　for

more　limited　sets　ef　instances．　At　present　we　try　to　analyze　one　of　the　concrete　algorithm

solvlng　the　subclass　problem．　lt　will　be　appeared　in　oRe　of　our　further　works．
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