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Bulletin　of　the　Faculty　of　Engineering

　I’lokkaido　University，　No．　167　（19．　94）

ファジィ関係方程式の極小解の集合の性質

宮腰　政明　　今井　英幸　　伊達
　　　　　　　　　　（コ平成5壬詳8月31日受理D

惇

Properties　of　a　Seもof　Mi蕪i搬al　So亘utions　for　a　Fuzzy憂ζe蓋aもion］庭】quation

Masaal〈i　MlyAKosl－II　Hideyuki　IMAI　and　Tsutomu　DA－TF．

　　　　　　　　　　　　　（Received　August　31，　1993）

Abstract

　　　A　fuzzy　relation　equatioR　（hereinafter　abbreviated　by　f．　r．　e．）　is　closely　related　to　fuzzy

inference　or　fuzzy　control　and　hence　it　is　of　applicatioRal　importance．　Also，　from　the

mathematical　viewpoint，　the　set　of　all　solutions　of　an　f．　r．　e．　is　interested　because　of　its

algebraic　structure．

　　　Especially，　for　a　finite　f．　r．　e．，　definecl　on　finite　index　sets，　we　may　recapitulate　the

following　remarl〈able　results　：　（i）　the　existence　condition　of　a　solution　for　a　finite　f．　r．　e．，　（ii）

the　existence　condition　of　minimal　solutions　for　a　finite　f．　r．　e．，　and　（iii）　the　set　of　all　solutions

is　completely　determined　by　the　greatest　solutien　and　the　minimal　ones．

　　　On　the　contrary，　if　the　cardinal　numbers　of　the　index　sets　are　greater　than　er　equal　to

the　countable　infinity，　the　minimal　solution（s）　may　exist　or　may　not．　The　condition　under

which　the　minimal　solution（s）　can　exist　for　a　general　f．　r．　e．　is　not　yet　given．

　　　In　this　paper，　we　present　some　properties　of　the　set　of　the　minimal　solution（s）　of　a　general

f．　r．　e．　using　the　attainability　（unattainability）　of　a　solution．　These　properties　may　give　us

some　fundamentals　for　the　existence　condition　of　the　miniinal　solution（s）　for　a　general　f．　r．　e．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1．まえがき

　　ファジィ集合論におけるファジィ関係とその合成はファジィ推論及びファジィ制御の中で，前

提と推論規則の中に含まれるあいまいさを結論に反映させる一つの方法として用いられる。P’を

入力空問上のファジィ集合，P→Qを入出力空問上のファジィ関係とするとき，この推論

　　　Pノ，P→Q
　　　　　　　　　　　　（modus　ponens）
　　　　　　Qt

の結論Qtは出力空間上のファジィ集合となり，ファジィ関係の合成○を用いて，次の様に解釈し，

　　　P’o　（P　一一一〉　Q）　＝＝Q’
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と表わす。この式において，推論規則P→Qと結論Q1が既知のとき，どの様な前提P’を用いれ

ばよいかを考察するとき，Pノを未知変数とする方程式と上式をみなしうる。この方程式はファジ

ィ関係の合成を用いており，ファジィ関係方程式6）といわれている。

　一般に，ファジィ関係方程式は次の様に定式化される。

　任意の添字集合1＝＝｛1｝，J＝＝｛1｝とある完備Brouwer束6）上の値をとる係数行列A＝（aij），定数

ベクトルb＝（b，）（行列とベクトルの要素は無限個の場合もある）が与えられたとき，等式

xoA＝＝b
（1）

または，要素毎に表わして，

　　V（xiAaij）＝：：bj　（jeJ）

　　iEI

はファジィ関係方程式といわれる。但し，x＝（Xl）で，○はV一〈合成であり，〉，〈は束における

上限，下限を表わす。A，　bが与えられたとき，式（1）を満足するxを方程式の解6）といい，解全体

の集合を泥と表わす。

　ファジィ関係方程式の解の存在条件，特に最大限による解の存在条件6＞及び解集合の構造6）につ

いては多くの研究がある1）3）一7）。しかし，これらの研究は添字集合1，∫が有限集合に限定されたも

ので，最も特長的な性質が，1，Jが有限集合ならば，ファジィ関係方程式は極小解2）をもち，解集

合は最大解と極小解達により完全に決定されるというものである2）。ところが，一般に添字集合1

が可算無限以上の濃度をもつとき，極小解が存在する場合も，存在しない場合もある。また，極

小解の存在条件さえ明らかではない。本研究では添字集合1が可算無限以上の濃度をもつとき，方

程式（1）が解をもつとき，極小解の集合の性質を考察する。一般に，ファジィ関係方程式の議論は

完備Brouwer東一上で行なわれるが，ここでは，それ自身完備Brouwer束でもある単位閉区間［0，

！］上でファジィ関係方程式を考察する。従って式（1＞中のすべてのXi，　aij，　bjは単位閉区間こ0，

1］中の数値である。また定数ベクトルbは恒等的に。ではないものとする。また，〉，〈は各々，

max，　minとなる。

2．準 備

ここでは，準備のため若干の定義と既知の結果1｝㎜7）について述べる。

［定義1］　　（P，≦）を半順序集合とし，XEPとする。要素peXは

1　（］xeX　（x〈p）　）

が真であるときXの極小元であるという。これは，（（x≦p）→（x＝＝p）といい換えてもよい。

　要素9εXは，

（VxeX　（xSg）　）

が真であるとき，Xの最大元であるという。

［定義2］　　二つのベクトルa＝（ai），　c＝（Ci）に対し，

aSeOaiSci（Viel）

として，ベクトルの集合に半順序≦を定義する。

［定義3］2）6＞（［O，1］1，≦）を定義2で定義された半順序≦をもつ添字集合1上のベクトルの全体
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とし，se　s［O，1］1を方程式（1）の解集合とする。　ceの極小元を方程式（1）の極小解といい，　S｛1の最大元

を方程式（1）の最大解という。特に，方程式（1）の極小解すべての集合を篇で表わす。

［定義3］6）任意のa，bε　［O，1］に対し，

aabk　（g　iofthaeiRise

とし，

　　Acrb－ie（A（a，j　cr　b」））

　　　　　　jEJ

とする。このとき，Acrb　ie［0，1］星である6）。

　このセクションの最後に方程式（1）の解が存在するか否かの判定方法としてSaRchez6）によって

得られた定理と添字集合1，Jが有隈集合であるとき，解集合が極小解達と最大解によって完全に

決定されることを示す定理を述べる。

［定mp　1　］6）方程式（1）の解集合を21iとするとき，

　　2e＃Q　o　Acub－ie．aZ

　そして，そのとき，Aαb㎝1は方程式（ユ）の最大解である。

［定理2］2）添字集合1，Jが有限で，方程式（1）が解をもつとき，すなわちce≠　Nならば薦雛①で

あり，そのとき，

　　xeee　〈一　（］xieeeo）　（xiSx＄Acrbuni）

が成立する。

　　　　　　　　　　　　　　　　3．解の到達可能性

　本研究では方程式（0の極小解の集合の性質を考察するので，方程式（1）は解をもつと仮定し，す

なわち，以後駕≒①とする。従って，定理1によって，

　　90A繍b，9全Aαb－1

　かつ，

　　任意のuε知こ対し，u≦g

が成立する。

　さて，添字集合1が有限集合のとき，任意のu・・＝（Ui）eceに対し，

　　V（uiAaij）＝bj　jEJ
　　iET

となるので，

　　（VjeJ）　（Hijel）　（ui，Aai，j　＝＝　bj）　（2）

が成立する。しかし，添字集合1が無限集合のとき，式（2）は例一にみられる様に成立しない場合も

ある。また，後で示すように例一は極小解をもたない方程式の例にもなっている。

［例1］　　添字集合1，Jを各々，次の様にとる。

　　1＝｛xl開区闘（0，1）の中の無理数xの全体｝
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　　J4rl区間（0，1）の中の有理数rの全体｝

u，Aを次の様に定義する。

　　u（x）＃xEI，　A（x，　r）A”1　e〈xSr

　　　　　　　　　　　　全O　　　r＜x

このとき，

　　V（u（x）AA（x，　r））＝　V　x　：r

　　KEI　｛）　〈x　f．’．r
となるので，b（r跨rと定義すると，

uoA　：b

が成立し，従って，A，　bが上述の様に与えられた方程式（1）は，　uを解としてもつ。

　このとき，最大解g罵（g（x））は

　　g（x）　＝＝A（A（x，　r）evb（r））＝　A　r＝x

　　　　　rEJ　O〈xf・r
となる。

　任意の解v＝（v（x））eEEは式（2）を満足しない。実際，　vが式（2）を満たすと仮定すれば，

　　（VreJ）　（ix，el）　（v（x，）AA（x．　r）　＝：b（r）　＝：：r）

従って，任意のrについて，あるX，ε1が存在して，

v（x，）AA（x，，　r）　＝＝r

となり，0＜r≦1であるから，0≦Xr≦rでなければならない。すなわち，　A（x，，　r）＝＝　1である。故

に，V（X，）≦g（X，）となる。　gは最大解であるので，任意のXε1に対し，　V（X）≦g（X）。従って，　V

（X，）≦g（X，）となる。一方，V（X，）＝r＝g（X，）＝X，は不可能である。何故ならばrは有理数，　X，は

無理数であるから。故に，v（x，）＜g（x，）となる。これはr＜x，を意味するが，このとき，　A（x，，

r）＝0となり，

v（x，）AA（x，，　r）　：＝ie：＃r＞O

となるので，V（X，）＜g（X，）も不可能となり，矛盾が導出される。

　以上の例にみる様に式（2）は，極小解の存在に関わる条件を与えると考えられる。ここでは，式

（2）を到達可能性の定義として採用する。

［定義4］　　㌶≠①とする。u＝（Ui）と書くとき，

　　ue㌶が到達可能（attainable）である。　⇔（∀jε」）（㍉el）（ui、〈ai、j＝bj）

　　ue㌶が到達不能（unattainable）である。　O（∀jeJ）（∀iel）（ui〈aij〈b」）

　便宜上，次の記号を導入する。

　9｛i（＋）翔の要素で，到達可能な要素の全体。

　21i（㎜）翔の要素で，到達不能な要素の全体。

　添字集合1が有限ならば，方程式の解はすべて甥達可能であるから，認㈲＝駕，ZE（㎜）＝①である。

一方，1が無限集合の場合，例1にみられる様に，㌶ω＝Q，㌶（一1＝駕となる場合もある。

　今，各jeJとu＝（Ui）εE｛iに対し，
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　　6，　（j）　a｛ijlu，，Aaiij　＝　bj　｝

とするとき，rc義　4より，　uε．E（＋）←→（∀jeJ）（δ。（」）‡①）となるのは明らかである。

　以下で到達可能（不能）に関する若干の性質を証明する。

［性質1］　　（1）“εκ（＋），vε㌶かっu≦vならば，　vε3ε（つ。このとき（∀jeJ）（δ。（1）⊆δ．（」））

　　　　　　　（2）Ue節一），　vε㌶かっv≦uならば，　vε託（…）。

（証萌）（1）の証明：u＝（111），v＝（Vi）とする。仮定uεee（＋）より，任意のjeJとあるijdに対し，

Ui，〈ai，∫＝b∫となる。一方，　U≦Vより，（Ui≦Vi）（∀1εDであるから，　b，＝Uf，〈ai、j≦Vlj〈aljjとなる。

一方，vε㌶であるので

　　vi」Aaijj＄V（viAaij）＝b」

　　　　　　ie韮

となり，bj　・Vi、〈ai、j≦b」，すなわち，Vi、〈ai、j＝bjを得る。（1）の後半の証明は前半の証鯛で得られた，

Vlハaドbjより

　　δ。（j）∋ij→δ．（j）∋1、が得られる。

　②の証明：仮定ue㌶ωより，

　　（Vj　GJ）　（Viel）　（uiAau　＄bj　）

であるから，v≦u，すなわち，

　　（Viel）（V、≦Ui）より，　V、〈a、j≦Ui〈ai」＜b，

　　（VjeJ）　（Viel）　（viAaij　〈b」）

を得る。

（証明終）

　この性es　！より，次の性質2を得る。

［性質2］

　　ee（＋）t・　o　〈一一〉　geee（“〉

また，駕（＋）キ①ならば，

　　（Vj　6J）　（　U　6u　（j）　：　6g　（j））

　　　　　uε濁ω

（証明）まず，前半の命題を証明する。（←）は自明である。

（→）の証明：uece〈’）とする。一方，　g一ε．Eで，　u≦gであるから，性質1（！）より，　geee（“）を得る。

　後半の命題は，仮定鮒）≠Oより，gεce〈“）であるから，任意のUeee（＋〉に対し，　u≦gであること

と性質1の後半の命題より導かれる。（証明終）

　さて，このセッションの最後の部分は，解の到達可能性の定義より，解集合の特劉な部分集合

を構成できることを示す。以後，特に断わらなければ㌶㈲≠①と仮定する。

［定義5］　写像δ’」→u曝（」）

　　　　　　　　　　　jEj
であって，
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　　ρ（」）εδ9（j）

となるものの全体をδJと表わす。

　この定義よりSII（＋）≒Qすなわちgece（’）であるから，δJ≒①となる。

［定ee　6］　写像ξ’δJ→［0，1］iを次の様に定義する。

　　ρεδiに対し，ξ（ρ跨（ξ（ρ）i），写像ρの値域をIlnρとずるとき，

　　ielmρならば　　　ξ（ρ）冷〉｛bjli　・ρ（j）｝

　　ielmρならば　　ξ（ρ）冷0

　このとき，次の性質が成立する。

［性質3］　eE｛＋）≠①とする。任意のρεδ」に対し

　　（i）　ξ（ρ）≦9

　　（　ii　）　　　　ξ（ρ）　ε2E

　　（iii）　　ξ（ρ）ε㌶（＋〉

（証明）（i）の証明：ielmρのとき，定義よりξ（ρ）i＝O≦9i。一方，　iεlmρのとき，定義より，

ξ（ρ）i：〉｛b，ii　：ρ（k）｝である。曝（k）なるすべてのkに対して，9i〈atk　・bicとなるから，9i≧b玉、

となる。従って

　　ξ（ρ）i＝〉｛bkli＝＝ρ（k）｝≦9t

となる。

（ii）の証SN：今，証明した（i）より，ξ（ρ）≦gであり，○一合成は半順序≦を保存6）するので，ξ

（ρ）OA≦gOA＝bとなる。従って，b≦ξ（ρ）OAを示せばよい。任意のjεJを選んで固定する。

このとき，

　　（ξ（ρ）OA）j＝〉（ξ（ρ）i〈aij）＝〉（ξ（ρ）1〈afj）

　　　　　　　　ミ　　　　　　　　　　　　　　ピ　ア

　　＝〉（（〉｛b、li＝ρ（k）｝）〈a、j）

　　　iεlmρ

　ρ①ε王mρであるから，

　　〉（（〉｛b、li＝：ρ（k）｝）〈a、」）≧（〉｛b，」ρ（j）＝＝、P（k）｝）〈aρ（、）、≧b，〈aρ（」＞j

　　ielmρ

　ρεδJであるので，ρ（」）eδ（1）であるから，gρ（j）〈aρ（j）j＝＝・　b」となる。従って，aρω」≧bjより，b∫〈aρ（5）j≧

bjを得る。従って，任意のjε∫に対し，次式を得る。

　　（ξ（ρ）OA）j≧bj

（iii）の証明：ρεδJであるから，任意のleJに対し，ρ（」）ε6g（」）となる。（i），（ii）より，ξ（ρ）≦

gであるから，ξ（ρ）ρ（j）≦gρ（j）である。従って，

　　ξ（ρ）ρ（j｝〈aρ（勇≦9ρ（1｝〈aρ（｝）i＝　bj　　　、

となる。また，a。｛p｝≧bjである。一方，

　　ξ（ρ）ρ（」）＝〉｛bklρ（」）＝ρ（k）｝≧bj

となり，
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　　ξ（ρ）。（」）〈a。（j）j≧b」

を得る。これも前述の式より

　　b，≦ξ（ρ）ρ（j｝〈a。lj＞j；≦；b」，すなわち，　b，＝ξ（ρ）p｛｝）〈a。（j）」

が導かれ，δe（，）（1）∋ρ（j）を得る。

（証明終）

1性質4］　：Ei（＋〉≠Qとする。このとき，次式が成立する。

　　uεee（＋）e・（ヨρεδ」）（ξ（ρ）≦u）

（証明）Ueee（＋）より，δ、（j）≠0であり，　ijεδ。（j）とする。このとき，

　　UIノ〈ai／bj

　一方，性質2よりijεδg（1）となり，ρεδJであってρ（1）＝ijなるρを構成できる。従って，このρ

に対し，

　　iεlmρのとき，　　ξ（ρ）i＝O≦Ui

　　i　・i」elmρのとき，ξ（ρ）i＝〉｛bkli・ρ（k）｝

となる。また，i謡＝ρ（j）＝・・p（k）なるすべてのkに対し，

　　Uj〈aii｛＝bx

であるから，Ui≧b，、となり

　　ξ（ρ）lm＞｛bkli＝ρ（k：）｝≦Ui

となる。故に，

　　ξ（ρ）≦u

（証明終）

　　　　　　　　　　　　　　4．極小解の集合の性質

　ここでは，解集合篤が空でないとき，極小解の集合の性質を解の到達不能性を用いて考察する。

次の命題は集合の性質に関して基本的な命題である。

［性質5］　　uεceかつuεee｛一）とするとき，次の条件を満たすVe［0，1］iが存在する。

　　（1）　vε㌶，　（2）v〈u，　（3）Vece｛一）

（証明）さて，まえがきにも述べた様にb≒0であるので，u＝（Vti）のすべての要素は0ではない。

また，U洪0なる要素は少くとも，可算無限個以上存在する。何故ならば，非零のUiが有限個なら

ば，任意のjεJに対し，

　　　　　　　　け　　〉（Ui〈a、j）＝〉（U、、〈a、、j）＝　b，

　　iεJ　　　　　　　　　　k司

となり，Ue2E（’）となるからである。

　今，題意の条件を満たすv…（Vi）を次の様に構成する。

　Ul＞0なる要素Ul。＞0を一つ選んで固定する。このとき，
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　　vit2’；’ui　（i　k’F　io）

　　v詮G＜u、。

とvを構成する。vの構成方法より条件（2）v〈uは直ちに得る。

　一方，uε王より

　　voA＄uoA＝b

であるから，任意のjε∫に対し，

　　V（viAaij）　：V（utAaij）＄V（uiAaij）　：b」

　　iel　iel　iel　　　　　　　itt’
となる。

もし，あるkε」に対し

　　bk　〉　V　（uiAaik）　V　（ui．Aai，，k）

　　　　織
ならば，再び，Uε泥より

　　bk　th一　V　（u］Aai｝，）　V　（ui．Aai，，k）　V　〈ui，Aai．k）

　　　　、獣

となり，

　　bk　＝＝　ui　A　ai，k

を得る。ところが，Ue2（一）であるから，これは矛盾である。従って，

　　voA＝b

すなわち，条件（1）を得る。

　最後に，仮定Ue王（｝）と今，証明した（1＞Ve㌶と（2）v〈uより，性質1の（2）より，

　　veee（一）

となるから，条件（3＞を得る。

（証明終）

性質5は次の極小解の集合の存在範囲を与える。

［性質6］　方程式（1）の極小解の全体を㌶。とするとき，

　　篤。⊂㌶一況（　〉

（証明）　もし，ce。＝　Oならば，命題は真である。従って，篇‡①と仮定する。　Uε篇に対し，

uε㌶（一｝とすると性質5よりvε翼かつv＜uなるvが存在する。これは，極小解の定義，すなわち，

㌶における極小元の定義に反する。従ってuGice（　｝となり，命題が証明された。

（証明終）

性質6に対し，より強い命題として，次の性質が成立する。

［性質7］
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　　ee．Cee（＋）一一一＞ce．cg（6J）

　但し，ξ（δり＝｛ξ（ρ）1ρεδJ｝である。

（証明）S｛i。＝○ならば，㌶ω≒○，すなわちδ檎Qのいかんに関わらず，命題は真である。

　㌶≒①とする。このとき，uε㌶。とする。仮定駕。c　．？E（＋）より，　ue駕ωとなり，性質4より，（3ρ。

εδり（ξ（ρ。）≦u）となる。今，Ueee。，すなわち，　uは極小解であるので，性質3より，ξ（ρ。）ε㌶

であるから，極小元の定義より，ξ（ρ。）＝uとなる。従って，鵡⊆ξ（びりとなる。

（証明終）

　最後に，㌶ω，．IE←），　ce。の状態を明らかにするため，次の二例を示す。まず，セクション3の例

1において，gε㌶（｝）であるので，任意のue㌶はu≦gであるから，性質1（2）よりuε㌶（㎜〉すなわち，

SII←）＝㌶である。従って，性質6より端⊂：㌶一㌶（｝〉＝3E　一　3e＝o，つまり，㌶。＝・Oを得る。

　次の例2はgε㌶（＋），Z｛i←）＝o，篇零①なる例である。

［例2］　二つの整数i，jに対し，記号j［iでiはjを割り切ることを表わす。割り切れない場合

は記号鐸iと記す。今，エつの添字集合1，Jを次の様に定める。

　　拶｛｛li≧2なる整数｝，」2｛jlj≧2なる整数｝

このとき，u・＝＝（Ui）とA・＝（aij）を

　　u，　g；一｝　！／i

　　a診！　　jliのとき，

　　a詮O　　jiiのとき，

と定める。任意のjeJに対し，

　　〉（u、〈an）：〉（1／i）〈！＝＝1／〈j＞

　　2煮i　　　　　　　　　25薦」

　　　　　　　　ラ　じ
但し，記号〈1＞は整数jの1以外の最小の約数を表わす。

今，b＝（bj）に対し，　b」＝1／＜1＞とすれば，　uOA　＝bが成立し，この方程式は解をもつ。このと

き，最大解g識Aαb一三篇（91）は

gi＝：1／〈i＞

となる。また，9eee（’）であることが簡単に示せる。更に，　u。＝（u（o）1）を

　u㈲険！／i　　iが素数のとき，

　uω冷O　　　iが素数でないとき

とするとU。eeliであり，かつ，　U。は極小解であることが示せる。更に，任意のV＝（Vi）ε㌶に対し，

　　〉（Vl〈a、j）＝＝V（Vi〈1）＝！／＜1＞（VjeJ）

　　2函
　　　　　　　　きサ
となり，任意のjεJに対し，上の第二の等式は，有限個の値の最大値が！／〈j＞になることを示して

いるから，ve．N“（＋）となり，すなわち，託の＝①となる。

5．あとがき

　本研究においては，ファジィ関係方程式（1）に関して，添字集合1が一般に無限集合となる場合に

おいて，極小解が存在するとき，極小解の集合のもつ性質を二二した。これらの性質は，極小解

の存在のための条件を考察するための基礎となる点で重要である。性質6は極小解の存在のため
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の十分条件を与えるものと考えられ，この性質を分析することにより，極小解の存在条件が明示

されるものと思われる。また，本研究では単位閑区聞£0，1］をその値域として採用したが，値域

は一般に完備Brouwer束でよいわけで，　Sanchezが最大解の存在条件を明示した束論的環境の下

で極小解の存在条件と極小解の特徴付けを行なうことが必要である。
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