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アングルプライ積層平板の振動特性

山田　元　小林　幸徳　木村　庄吾

　　　　　（平成6年12月27臼受理）

Vibration　Characteristies　of　Angle－Ply　Laminated　Plates

GeR　YAMADA，　Yukinori　KoBAyAsHI　and　Shogo　KIMuRA

　　　　　　　　　　（Received　December　27，　1994）

Abstract

　　Vibration　characteristics　of　angle－ply　lamiRated　plates　are　studied　using　tke　Ritz

method．　The　effect　of　shear　deformation　is　considered　by　applying　the　first　order　shear

deformation　theory，　and　shear　correction　factors　are　introduced　accordingly．　Strain　and

kinetic　eRergies　for　the　laminated　plate　are　obtained　and　power　series　whlch　satisfy　tke

geometric　boundary　conditiens　are　employed　as　admissible　functions　for　the　Ritz　method．

The　frequency　equation　is　derived　from　the　stationary　condition　of　the　Lagrangian．　Natural

frequencies　and　mode　shapes　of　vibration　for　simpiy－supported，　symmetrically　or　antisym－

metrically　laminated　square　plates　are　calculated　numerically．　Convergence　studies　of

eigenvalues　are　discussed　and　comparison　of　those　with　other　authors’　results　show　good

agreement．　Effects　of　fiber　angles　and　thickness　ratios　of　the　layers　on　the　vibration

characteristics　are　investigated．

1．まえがき

　複合材料は，高い比強度・比剛性により部材を軽量化できることや，用途に応じた特性を設計

できるという優れた特徴を有するため，各分野で注目されており，構造物の要素として用いられ

る機会が更に増えることが予想、される。成田の解説1》にもあるように，種々の積暦理論が提唱さ

れ，振動問題に関しても多くの論文が発表されている。アングルプライ積層平板の振動特性を論

じた研究もいくつかあるが2）’3），対称あるいは逆対称積層のいずれかに限って解析を行っており，

両者の振動特性を系統的かつ詳細に報告した論文は少ない。そこで本論文では，最も一般的な複

合材料である，FRPのアングルプライ積層板の自由振動を，一次せん断変形理論に基づきリッ

ツ法を用いて解析し，その振動特性を明らかにする。そのために，板のひずみエネルギーと運動

エネルギーを求め，変位を幾侮学的境界条件を満足するべき関数で近似する。そしてラグランジュ

開数の停留条件から振動数方程式を導出する。周辺が単純支持された対称および逆対称積層正方

形板に関して数値計算を実施して固有振動数と振動モードを求め，繊維配向角や各層の厚さが振

動特性に及ぼす影響を調べる。
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2。理論解析

　L層のFRPラミナより構成される積層平板を図1に示す。中央面から々番目の層の上西まで

の距離を飯とし，板の厚さをh，縦横の長さをa，bとする。また，々番目の層に対し座標系（x，

y，z）と繊維i方向を1軸とする材料主Wt　123をとり，1軸とκ軸とのなす角をθkとする。フックの

法則を嗣いで名層の応カーひずみ関係を表すと4）
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Ci2　C22　O　O　O

e　e　c，，　o　o

e　e　o　c，，　o

e　e　o　oc，， （k）

el

e2

723

713

r12

（1）

となる。ここで，C11　＝El／（1－Y12Y21），　C22＝E2／（1一レ12Y21），　C44　＝・　G23，　C55＝G13，　C66　x　G12（E，，

E，は縦弾性係数，（h3，　G、3，　G12は横弾性係数v、2，ン2、はポアソン比）である。式（1）を座標変換

するとx－y座標系における応カーひずみ関係式
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図1　積層平板の座標系
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が求まる。ここでQi」は［C．1に角度＆の変換行列を作用させて得られる剛性である。また，積層

板の単位幅当たりの合応力，合せん断力，合モーメントはそれぞれ

　蕊　　 σκ　　　　σκ

鵡イ郡一翻轟　　　　　（、）
　　　　　　Qxx　　Oxz　　　　dxz
　Qy。　　の。　　　　の。

から求められる。

一次せん断変形理論によれば，板のx，y，　z方向の変位u，　v，　wは，中央面の変位Uo，　Vo，　Wo

と，y軸，　x軸まわりの回転角ψx，吻を用いて

u＝u。＋9ψ：。

V＝＝　Vo＋2　ify

w　＝wo

と表される。上式をひずみ変位関係式に代入することにより，ひずみは

　　Ox　3x　］k　Ox’一’　Oy　5y’　Oy
　　Ov　，　Ow　一．，．　，　Owo　．．　一　Ou　，　Ozv　”．，．　，　O　zve

勘一
P彰÷審一留＋讐＋・讐÷讐

と表され，これより式（3），（4）は次のように表しうる。
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式中の伸びeelj性Ai，・，曲げ剛性Dii，曲げ一伸びカップリング剛性Bi」は，それぞれ
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傷一去禽9蹴一刷　　　　　　　　　　（8）
　　　　ム　Aガ＝κΣQ！夕｝｛h々一編一1｝（i，i＝4，5）

　　　　k＝1

で与えられる。また，xはせん断修正係数であり，本論文では5／6を採用する。板の運動エネルギー

とひずみエネルギーはそれぞれ

　　　　　ロ　　わ　　　　　　　　ん弓離∫裏｛願＋（多1）2＋（留）極論　　　　　　（・）
　　　　　2　　2　　　　　　　　2

T一
v∫韮∫1（6．e．　十　OyEy　十　6xy　rxy　十　Oxz　rxz　十　dyz　7yz）dedydu

一瓢∫1場面磯畷筆妬）＋・Q。。（〈Iltilg－o＋ut．）　（io）

　　　＋畷誓＋謝鉱讐＋払讐＋鰯（瞥＋讐y）｝鋤

で与えられる。ここで，ρは積層板の密度である。以下の解析を簡単にするため，次の無次元量を

導入する。

ξ識蹴鞠瀦蘭　　　　　　（・1）
ここで，ωは円振動数9は無次元振動数パラメータである。中央面の変位を次のように近似する。

　　　　　　　　　　　ノ　ノ
　Uo（ξ，ij，t）mΣΣ　aab・　Uxi（ξ）U泣」（η）εゴω‘

　　　　　　鉾0ゴ＝0
　　　　　　　　　　　　ん　　ゐ
　Y。（ξ，η，の＝Σ　z　blti　YXk（ξ）Vyi（η）召駕

　　　　　　撃噛
　W。（ξ，η，t）一ΣΣo灘臥躍（ξ）肌。（η）ε駕　　　　　　　　　　　　　　　　　 （！2）

　　　　　　鴛西。｝醤。

　処（ξ，η，t）＝ΣΣd。ρ歎。（ξ）処ρ（η）げωオ

　　　　　　o；0〃∬0

　購（ξ，η，t）＝ΣΣ　eq。｛Plxq（ξ）処。（η）εμ

　　　　　　qt・Or＝O

式中のUxi（ξ），砺（η）…　などは，幾何学的境界条件を満足する許容関数である。成田ら3）は，許

容関数にべき級数を用いることによって，種々の境界条件を簡便に記述でき，しかも十分な精度

の結果が得られることを明かにしている。本論文でもべき級数を用いて解析を行う。たとえば，

四辺が単純支持された長方形板に対する許容関数は，幾何学的境界条件を満足するべき関数

　Uxi＝ξi，ころげ漏ηゴ（1一η2）

　Vxk　oc　（lh（1一ξ2），　Vyt一ηi

　購寵漏ξηε（1一ξ2），　購η一ηη（1一η2）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（13）

　処。＝ξo，　鱈や漏ηρ（1一η2）

　歎q＝ξ9（1一ξ2），　処γ篇ηア

で与えられる。

　ラグランジュwatWL　一・　U一　Tの停留条件
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藷一缶一鶏一銑一書一・ （14）

を用いることにより振動数方程式

［［K］　一　92［M］］

αが

b」ei

Cmn

dop

eqr

＝＝0 （15）

が得られる。この式の固有値を求めることにより無次元振動魏2が得られる。紙面の都合上，マト

リックス［K］，［M］の詳細は省略する。

3．数値計算例と考察

以下に示す計算例では，全てのうミナがGraphite／Epoxyからなるものとし，材料定数として

E，＝40E，，　G，，＝：G，，＝O．6E，，　G，，＝：O．5E，，　u，，＝O．25

を用いることとする2）。また，板の形状は正方形とし，周辺は単純支持されているものとする。表

1は4層逆対称積層正方形板（45．／一45’／45．／一45．）について，式（12）中の級数の項数を増加した

ときの固有振動数の収束状況を示す。ここでは，各級数の項数はすべて等しいものとしている。

表より，項数を8項とすると高次までほぼ収束していることがわかる。したがって，以下の計算

では8項を採用する。

　周辺が単純支持された逆対称積層正方形板については，支配方程式を解析的に解くことが可能

であり，BertとChen2）が求めた値を表！に示す。また，　CPTはせん断変形を考慮しない古典板理

論による結果である。9，は面内振動に対応する固有振動数であるため，文献（2）には示されていな

い。これより，本論文の値はBertらの結果と良く一致していること，また，古典板理論では振動

数をかなり過大に評価することがわかる。一次せん断理論による結果は，採用するせん断修正係

数の値に依存しているが，この点に関しては文献（2）や（3）で考察されている。

　図2は3層対称積層正方形板（θ／一θ／θ），図3は4層逆対称積層正方形板（θ／一θ／θ／一θ）に

おいて配向角θを変化させた場合の固有振動数を示す。いずれの場合も板全体の厚さはh／a　＝e．1で

あり，各層の厚さは等しいとする。またθ＝0．，90．のとき，板はいずれの場合も直交異方性とな

表1　　　（45。／一45。／45。／一45。；h／a＝＝O．1）

M S？i 9， 9， 9，

4　18．98　34．49　37．09　52．04　62．6e

6　18．93　34．41

8　18．92　34．41
10　i8．92　34．41

34．87　50．71　54．56

34．83　50．68　54．23

34．83　50．68　54．23
Bert〈2｝　18．46

CPT　23r53
34．87　5e．52　54．27

53．74　94．ll　98．87
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図2　対称積層平板の固有振動数パラメータ
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図3　逆対称積層平板の固有振動数パラメータ
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図5　逆対称積層平板の固有振動数パラメータ
　　　　　（45“／一45”／45e／－45’，h／a：＝O．1）

O．5

り固有振動数は同じになる。しかし，0．＜θ＜90．の範囲では，対称積層の最：低次の振動数はほと

んど変化しないのに対し，逆対称積層の場合はθ　・4seで極大となる。また，高次の振動数の変化

を見ても，逆対称積層の方がその変化の状況が激しい。

　pa　4は3層対称積層正方形板（45．／一45．／45．）においてlai　／h　＝　h2　／h（第2層の厚さはh，＋爾を

変化させた場合の固有振動数図5は4層逆対称積層正方形板（45．／一45．／45．／一45．）において第

2層と第3層の厚さ（h，／h＝：h，／h）を変化させた場合の固有振動数を示す。図より，いずれの場合

も中間層が全体の8割に近い厚さのときに振動数は最大となることがわかる。

　図6に図2，図7に図3で示した各固有振動数の振動モードを示す。これより，図6に示され
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図6　対称層平板の振動モード

26．66

15．49

4se

る対称積層の場合にのみ，繊維配向角θの変化が振動モードに強く影響を及ぼしている。また図2

では第3次と4次の振動数曲線が交差しているカ㍉このとき，図6のモードからも分かるように

モードの入れ替えが生じているのが認められる。なお振動モードの入れ替えは図7の逆対称積層

板においても生じている。

4．あとがき

本研究では，周辺が単純支持されたアングルプライ積層平板の振動特性を固有振動数パラメー

タと振動モードの点から定量的・定性的に調べたが本方法を用いれば許容関数を適切に選定す

ることによって他の境界条件を有する平板の場合についてもその振動特性を明らかにすることが

できる。
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