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抽象書換え系理論による講座配属アルゴリズムの完備性の解析

能登　正人　　栗原　正仁　　大内　東

　　　　　（平成6年12月26臼受：理）

Analysis　of　Cempleteness　of　Laboratory　Assignment　Algorithm　by

　　　　　　　　Abst罫act盈eductio臓Sys重ems　Theory

Masato　NoTo，　Masahito　KuRIHARA　aRd　Azuma　OHucHI

　　　　　　　（Received　December　26，　1994）

Abstraet

　　A　laboratory　assignment　algorithm　is　a　procedure　that　assigns　each　of　the　m　students　to

one　of　the　n　laboratories．　ln　thls　paper，　we　prove　the　comPleteness　（i．e．，　termination　and

conL77uence）　of　the　algorithm　by　using　abstract　reduction　systems　theory．　Termination　guaran－

tees　that　the　coraputation　will　not　proceed　indefinitely，　and　confluence　guarantees　that　the

computational　resuk　is　unique　even　in　the　presence　of　indeterminacy．

1．はじめに

　講座配属とは，卒業狩川の指導等のために学生を大学の各研究室に配属させることを指す。講

座配属アルゴリズムは，m人の学生の各々をn個の講座のうちのiつに配属するための手続きで

ある。本論文で考察するアルゴリズムは，著者らが実際に用いたアルゴリズムを，理論的考察を

しゃすいように，単純化かつ抽象化したもので，基本的には，講座と学生の双方の希望に沿って

配属を行うものである。この際配属先の講座には定員があるので，配属希望者数が定員を超過

した講座が存在する場合には調整の必要がある。講座配属のための準備（前提条件）を以下に示す。

（1）希望講座リスト

　各学生は，配属先として希望する順番にすべての講座を並べた希望講座リストを提出する。

（2）講座毎の学生順位

　各講座海に学生に優i先順位を付け，その結果得られた順序を＞i　（iは講座）で表す。x＞iyは，

　講座ガへの配属に関して学生xは学生yより優先順位が低いことを意味する。

（3）定貝配分

　各講座毎に定員は決まっているものとし，定員の合計は学生数に等しい。

　以上の準備のもとで，講座配属のアルゴリズムを以下に示す。

　1．全学生を第一希望どおりに仮配属させる。

　2．仮配属学生数が定員を越えている講座が存在する間，以下（2．1～2．3）を繰り返す。

　　2．1そのような講座飽任意に1つ選択し，その講座に仮配属されている学生の中から，定貫
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　超過分の学生を順序＞iCl）もとで優先順位が低い順に選ぶ。（ただし，幸いにも選ばれな

　かった（定型分の）学生の配属がここで決定するわけではない。）

2．2ここで選ばれた学生の希望講座リストから第一希望を削除し，第二希望以下を順次繰り

　上げて新たに第一希望以下の希望講座リストとする。

2．3それらの学生を（新たな）第～希望どおりに仮配属させる。

　3．全員の仮配属をIIErkな配属と決定する。

　ステップ2．1～2．3での調整によりある講座iの仮配属学生数が～時的に定員と等しくなって

も，その後，他講座ノの調整の結果，講座ノから講座iに仮配属学生が移動してきて，再度，講座遊

調整する必要が有り得ることに注意されたい。なお，ステップ2．1で選択する講座は任意のもの

でよいのでこのアルゴリズムには非決定性がある。もし，この選択の仕方によって最終的に解（配

属結果）が違うと，このアルゴリズムには不備があると考えられる。また，解が選択に依存する

場合，どのような選択をすべきかを適切に設計するのは難しい。したがって，調整の必要のある

講座が複数個存在するとき，どの講座からどのような順番で調整しても得られる結果が同じであ

ることが望まれる。しかし，このことが成り立つかどうかは自明ではない。本論文では，抽象書

換え系（abstract　reduction　system：ARS）の理論を用いてこのアルゴリズムの停止性および解

の一意性（すなわち完備性）を証明する。

　本論文の構成は以下のとおりである。2．では，計算モデルとして抽象書換え系を扱い，その

諸性質について述べる。3．では，講座配属アルゴリズムを抽象書換え系としてモデル化し，そ

の完備性を証明する。4．では，講座配属アルゴリズムを実際に適用する際の留意点を補足し，

本論文のまとめとする。

2．抽象書換え系

　本章では，抽象書換え系1）’2）の概要と諸性質について述べる。抽象書換え系を以下に定義する。

　定義2．1

　抽象書換え系は，空でない集合Aと二項関係→⊆A×Aから成る＊slA　＝〈A，一一〉〉である。（a，b）ff

一一一Eの代わりに，a→bと書き，αはbに1ステップで簡約（reduction）されるという。

　定義2．2

（1）→の反射推移閉包（reL17exive－transitive　closure）を噌で表す。もしa→・bならば，　aはbに簡

　　約されるという。

（2）a」の推移閉包（transitive　closure）を→＋で表す。

　すなわち，a→シb（a→＋b）はaからbへの0ステップ（1ステップ）以上の簡約の列α→…→うが存

在することを表す。もし，b一・aならばα←うと書くことも可能である。　adebに対しても同様であ

る。

　定義2．3

（1）もしa→bなる要素b∈Aが存在しないならば，要素α∈Aは正規形（normal　form）である。

　　ある正規形bに対してa→晒であるならば，a（iEAは正規形をもつという。Aの正規形の集合を

　　NF（A）あるいはNF（→）によって表す。

（2）もしAの要素の無限簡約列a、→a2→a3→…が存在しないならば，抽象書換え系。4は準正：規化

　　性（strongly　normalizing：SN）もしくは停止性（termination）をもつ。言い換えれば，す

　　べての簡約経路がいっかは正規形で終わるということである。



抽象書換え系理論による講座配属アルゴリズムの完備性の解析 25

　定義2．4

（1）任意のa，b，c∈…Aに対し，　bH－a一一・一・cならばヨ4∈…A，b－d“一。であるとき，抽象書換え系Aは

　　合流性（confluence）を満たす，もしくはChurch－Rosser（CR）性をもつ。

②任意のa，b，c∈iAに対し，　b←a一一・・cならばヨd∈．4，わザゼ絶。であるとき，抽象書換え系直は局

　　所合流性（local　covafluence）を1コ口す，もしくはweakiy　Church－Rosser（WCR）性をも

　　つ。

（3）停立性と合流性を満たす抽象書換え系は完備（c伽ψ♂ε紛であるという。

　合流性と局所合流性を表現するよく知られた図式を図1に示す。

　定義2．5

　　　　　　　a

b’

　　　　　　　a

／一…一×

b　’vCR　’c

　　　　　　　　職．，　　．ノ‘　　　　　　　　　　　　　　　へ．．　　ノ鮮
　　　　　　　　　ヘ　　グ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ　　，〆

　　　　　　　　　　d　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d

　　　　　　　　　　　　　　　　　図1　合流性と局所合流性

任意のa，b，c∈Aに対し，　b”一a→・cかつb，c∈NF（→）ならばb＝・cであるとき，抽象書換え系夙

《A→〉は，簡約に関して単一正規形（unique　normal　forms　with　reSPect　to　reduction：UNっ

をもっという。

本論文の目的は，講座配属アルゴリズムを抽象書換え系としてモデル化し，そのUN”’性を示す

ことである。次の命題は，その目的のためには，CR性を示すことが十分である1）’2）ことを示してい

る。

　命題2．1

　CR性をもつ抽象書換え系は，　UN→性を満たす。

　次の命題は，CR性を示すためのよく知られた十分条件を述べている。

　命題2．2（Newmanの補題）

SN性を満たす抽象書換え系がWCR性を満たすならばCR性も満たす。

　　　　　　　　　　　　3．講座配属アルゴリズムの兜備性

　本章では講座配属アルゴリズムを抽象書換え系としてモデル化し，その完備性（SNかっCR）

を証明する。

3．1抽象鶴換え系としての定式化

問題を一般的に扱うために次の記号を用いる。
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　S＝｛Sl，．，．，Sm｝：学生の集合

　L・＝｛L1，＿，Ln｝：講座の集合

　各講座海に学生に優i先順位を付け，その結果得られた順序を＞i　（iは講座）で表す。x＞‘yは，

講酌への配属に関して学生κは学生yより優先順位が低いことを意味する。＞iは厳格全順序

（strict　total　orden’ng）とする。すなわち，任意の学生κ，y，gに対し，＞iは以下の条件を満たす。

　・κ茗κ（非反射性）

　・x＞iyかつy＞iZならばx＞iZ（推移性）

　・x≠yならばx＞汐またはy＞i」C（比較可能性）

　学生∫醸Sの現在の第備望がe，∈L（i一一1，2．．．fe）であることを対〈s，（e，，．．．漁）〉で表し，学生sの希

望講座リストと呼ぶ。んをこのリストの長さと呼ぶ。アルゴリズムの実行開始の時点では，km・nで

あり，（g，．．．e．）は（L，，＿，Ln）のある置換（Permutation）となっている。全学生の希望講座リスト

をちょうど！つずつ含む集合を（講座配属アルゴリズムの）状態と呼ぶ。すべての状態の集合を

状態空間と呼び，Σで表す。したがって，任意の状態σ∈Σと任意の学生ε∈εに対し，

　・ヨx，〈s，x＞∈σ（すなわち，σは学生sの希望講座リストを含む。）

　・〈s，x＞∈σ，〈s，y＞∈σならばx＝y（すなわち，σは学生sの希望講座リストを2つ以上含まない。）

である。k＞0のときσからその時点での第一希望講座を削除したリストをσ’＝〈s，（擁，＿，4，）〉で表

す。また，σ”＝（ot）t＝〈s，（e，，．．．，elt）〉とする。

　講座配属アルゴリズムを抽象書換え系くΣ，⇒〉としてモデル化する。ただし，σ、，σ2∈Σのとき

σ1⇒σ2は，状態σ1において，定貝を超過しているある講座L，を選択し，定員超過分の学生を順序＞i

のもとで優先順位が低い順に選び，選んだ学生の希望講座リストから第一希望を削除した状態が

σ2であることを表す。

　ここで，解析の便宜上，アルゴリズム中のステップ2。1の「定員超過分」を「1人」に書き改め

た新たなアルゴリズムを導入し，それに対する抽象書換え系を〈Σ，→〉とする。すなわち，σ、，σ2磁

Σのときσ1→σ2は，状態σ、において，定貝を超過しているある講座L，を選択し，順序＞iのもとで

最も優先順位が低い学生1人を選び，選んだ学生の希望講座リストから第一希望を削除した状態

がσ2であることを表す。⇒，→いずれの場合も，特に，講座L，を選択したことを陽に示すために

dl・＝＞iσ2，σ1→iσ2などと記すこともある。

　命題3．1

（1）σ⇒σ！ならばσ→＋O’である。

（2）σ∈NF（⇒）ならばσ∈NF（→）である。

　証明

（1）（r　＞iσノと仮定する。ただし，ここで選択された講座はL，であり，定貝超過分はk人（k＞0）だっ

　　たとする。このとき，新たなアルゴリズムでL，を連続して々回選択すればkステップの簡約列

　　σ→i…一一一一・　idを得る。よって，σ→＋びである。

（2）σEili　NF（⇒）ならば，どの講座も定貫を超過していないので，σ∈…NF（→）である。

　命wa　3．2

　〈Σ，→〉が完備ならば，〈Σ，⇒〉も完備である。

　証明　→が完備（SNかつCR）であると仮定する。

　もし，⇒がSNでなければ，無限列σ1⇒砺⇒…が存在し，命題3．1（1）よりσ1→＋σ2一一・＋…である。

これは→のSN性に矛盾する。ゆえに，⇒はSNである。

　⇒がCRであることを示すために，σ正に餅σ2と仮定する。（⇒は⇒の反射推移閉包。）⇒は
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SNなので，σ、，σ2の正規形σ1，σS∈NF（⇒）が存在する。よって，

　　　　　　　　　　　　NF（＝〉）　EE）　ol＜＜＝＝ai＜＜＝cn＞　02　s＞06　E　NF（＝　s＞）．

命題3。1（1），（2）より，σ｛とσEはσの→に関しての正：規形でもある。すなわち，

　　　　　　　　　　　　　　NF（一）il）01e’o一’05EilNF（一一，）．

さらに命題2．1より，一・・はUN→性をもつので，σ｛　＝　oSである。よって，σi＝　＃・〉　ol　＝・　oS〈4　＝σ2である。

ゆえに，⇒はCRである。

　以下の節において〈Σ，→〉が完備であることを示す。

3．2→の停止（SN）性

　命題3．3

　〈Σ】，→〉はSN性を満たす。

　証明　σ→σ’のとき，σ’に含まれる全希望講座リストの長さの和は，σのそれに比べて必ず1だ

け小さい。リストの長さの和は負になることはない。ゆえに，無限簡約列σ1→d2→…は存在しない。

　3．3　一）の合流（CR）性

　〈Σ，→〉はSN性を満たしているので，　Newmanの補題より，CR性を満たすことを証明するた

めには，WCR性を満たすことを示せばよい。すなわち，σ1伸σ→σ2ならばあるσ’が存在し，σ1→・

σ’H一のを示せばよい。

　命ee　3．4

　〈Σ，→〉はWCR性を満たす。

　証明　定員を越えている2講座L，tLjを任意に選択し，　L，，　L」のみの調整によって合流するこ

とを示す。すなわち，σ、悟σ動ゴσ2ならばσ、嚇i，jσ’・←f，ゴび2を示す。ただし，一病4は唖U→iの反射推

移閉包である。以下では～般性を失うことなく，唇1，ノ＝2と仮定する。

　希望講座リストの集合σは，σ中の各リスト内でのし、，L2の順位によって，以下のA～Eの互い

に素な5つの集合に分割することができる。

A＝＝｛teolt＝＝〈．．．，（Li，L2，．．．）〉｝

B一｛t　el　fflt一：〈．．．（Li．．．）〉｝一A

C・・｛t∈σlt　・・〈＿，（五2，ム，．．．）〉｝

D・＝｛κ…olt＝：〈＿，¢，，．，．）〉トc

E一＝6一（AUBUCUD）

　例えば，Aは第一希望がムで第二希望がL2，　Bは第一：希望がL，で第二希望がL，でない希望講座

リストの集合である。

　学生間の順序〉藷希望講座リスト問の順序としても使用できるように，x・u・〈Sl，．．．〉∈…σ，y；〈s2，

＿＞Efσが希望講座リストで，　s、＞iS2のときx＞iyと定義する。このとき，x＞iyならばx’＞iy，x＞ゴ，

すなわち，第一希望を削除しても順位は不変である。

　ここで，一般に

A＝｛ai，a2，…，ap｝

B・＝｛b，，ろ、，…，ろ，｝

C＝｛ckc2，”’，cr｝

D＝｛di，d2，”’，ds｝

E＝＝｛ei，e2，…，et｝
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ただし，

a1＞1a2＞1’”＞1aP

b1＞ib2＞i”’＞ibg

oユ＞202＞2…＞20プ

di　＞2d2　＞2”　’　＞2ds

とおく。

　この状態を表1の8つに場合分けする。それぞれの場合についてWCR性を示す図の番号もこ

の表に示している。ただし，IIはIIIおいて＞1と＞2，　AとC，　BとDの対称性を考慮することによっ

て省略することができる。同様に，VIIはV，　VIにおいての対称性を考慮することによって省略す

ることができる。

集合間の順位 証明図

1 α三＞1δhC1＞2己1，C1＞1α1，α1＞2C1 図2

11 αユ＞1うエ，01＞2d1，01＞！β1，c1＞2σ1 図3と対称

II三 α1＞1bユ，C1＞2　dbα1＞1　C1，α1＞2　C1 図3

IV α1＞1う1，C1＞2　dbα1＞1　Cl，C1＞2α1 図荏

V α1＞1わbd1＞2C1，α1＞241 図5

VI α1＞ユbbd1＞2　C1，d1＞2α1 図6

VII b1＞1α1，C1＞2　d1 図5，6と対称

VIII δ1＞1α1，♂1＞261 図7

表1　命題3．4の場合分け

Li：a・i　〉：　bt

a
A＝｛a］．a2，．・・，ap

B＝｛bl，b2，・…　　bg｝

c＝｛ぐ監，c2，＿，c．｝

P＝　｛di．d？．．．．，fl．｝

E＝｛el．e2，．．．，et｝

L2：cl　＞2　dl

a
滝謹αトa2、…，αP｝

B＝｛bi，b2，…tbq｝

e＝　｛q．c2，．．．，cr｝

D　一一　｛di，dt・…．ds｝

ε覇｛eトε2，＿，et｝

σ王

ム1：‘り〉↓凸匠 L－2　；cl　＞2　dl

A　＝＝　｛a2，as，．．．，ap

β冨｛bl，b2，…　　，bg｝

C罵｛c1．ご2，．．．，c．｝

D＝｛α1，ゴい，，，辱げa｝

E漏｛e乳，e2，…．et｝

L2＝　　　　審
α止＞20ユ＞2（‘霧l

　　　　t

a2
A＝｛aba2，．．．，ap

B＝｛c“bl，…tbg｝

（＝t＝｛ぐ2，c3，．．、，er｝

D　tt　｛dh　ti2，…，ds｝

E＝｛eue2v．．，ct｝

国五ド
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　以下では，最も複雑であるケース1（図2）についてのみ説明する。図の矢線の付近にはその

簡約に使用した講座と条件を示してある。まず，状態σからみ講座とL2講座についてそれぞれ順序

＞1，＞2に基づき調整していくわけだが，図の左半分の簡約経路について説明していく。L、講座を

第一希望にしている集合A，Bにおいてal＞，blによりalから第一希望が劇除され，　alとして集合D

に移動し，状態σが状態σ1に変化している。第2ステップ（L2の調整）では，α1＞2Ci，　Cl＞2dl，

＞2の推移性および希望劇除による順序の不変性により，α1＞2Cl，　al＞2d1であるからalがα∬として

集合Eに移動し，状態σ1が状態σ1に変化している。第3ステップ（L2の調整）では，　c、＞2dlによ

りClが。（として集合Bに移動し，状態σiが状態σ1’に変化している。第4ステップ（L，の調整）で

は，C1＞lal＞la2およびCl＞lal＞1blにより　clがdとして集合Eに移動し，状態σ望が状態σ’に変化し

ている。図の右側についても同様の操作を行うことにより最終的には状態σ’となり合流すること

がわかる。以上では，暗黙にp，q，r，s＞0と仮定したが，少なくとも1つが0の場合も同様である。
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また，ケース1以外の図についても，同様に，σ、→・σ’軽一σ2を確認することができる。ゆえに，〈Σ，

→〉はWCR性を満たす。

　定理3．1

　〈Σ，動〉は完備である。

　証明　命題3．3，3．4，2．2より明らか。

　定理3．2

　〈Σ，⇒〉は完備である。

　証明　命題3。2，定理3．1より明らか。

4．おわりに

　本論文では，講座配属アルゴリズムの完備性すなわち停止性と解の一意性を抽象書換え系の理

論により示した。

　この種の人員配置問題に関連した研究としては，クラス編成問題3）がある。クラス編成問題で

は，配属される学生の希望を出来るだけ満たすために，数理計画的アプローチにより解かれてい

る。具体的には，オペレーションズ・リサーチ（OR）の分野で用いられている線形計画法により

学生集団の満足度を最大にすることによって，全学生を配属するようになっている。

　本論文で考察したアルゴリズムは，「集団の満足度」なるものを仮定しておらず，各学生の希望

と各講座毎の学生順位＞iのみを仮定して，ある意味では個人主義的に配属を決めている。このア

ルゴリズムを実際に適用する際の（情報処理上の溜意点を以下に示す。

（1）希望講座リスト

　各学生は，実際には全講座を順位付けする必要はない。例えば，初回のリスト提出時には第三

　希望まで示し，必要に応じて第四希望以降を漸増的（incremental）に追加していってもよい。

（2）講座毎の学生順位

　全講座が全学生についてあらかじめ順位付けをする必要はない。とりあえず，調整が必要となつ

　た講座iに対して，調整にかかわる関係学生のみ比較して＞iの一部を決定する。以後は，漸増的

　に＞iを拡張していく。〉港決めるための要因としては

　　・講座iの干害内容に密接に関係する科目の成績

　　・講座iへの配属の希望の度合（希望講座リスト中の順位）

　　・抽選

　　・学生どうしの話し合い

　などの1つ，あるいはいくつかの組合せが考えられる。

（3）　　定員酉己分

　定員は提出された希望講座リストを見た後に，霜望数の多寡に応じて決定してもよい。
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