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統計的学習と情報量の関係についての考察
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Absもract

　　In　computational　learning　theory，　PAC　learning　（Probably　ApproxiTnately　Correct

Learning）　was　suggested　by　Valiant　in　1984．　An　improved　PAC　learning　with　stochastic

rules　is　calied　stochastic　PAC　learning．　The　evaluation　of　ehis　learning　（the　coRvergency

and　sample　complexity）　depends　on　the　choice　of　the　information　divergences　which　are　the

measure　of　distance　between　the　target　rule　and　the　hypothesis　outputted　by　the　learning

algorithm．

　　In　this　paper，　we　study　the　evaluation　of　learRing　for　each　case　of　several　information

divergences，　and　discuss　the　mathematical　relations　between　the　evaluation　of　the　learning

and　the　choice　of　information　divergences．

1．はじめに

計算論的学習理論において，近似同定学習のモデルとしてPAC学習（Probably　Approximately

Correct　Learning）が，　Valiantによって提唱された12）。その学習は，真の規則を学習結果として

求めるのではなく，ある程度の範囲の誤差を許容する規則を学習結果として求める，という基準

を持つ。

　PAC学習における学習対象が，決定的規則であったのに対して，学習の対象を確率的規則に拡

張した統計的学習は，確率的PAC学k■i3）と呼ばれる。この学習の評価（収束，サンプル複雑度）

は，学習目的である真の規則と学習アルゴリズムの出力である仮説とを測る損失関数として用い

る情報量の選び方に依存する。そこで用いられる情報量とは，二つの確率分布の違いを測る量で

ある。そのような情報量には，カルバック情報量（Kullback　divergellce）7），ヘリンガー距離（Hellinger

distance），　L1距離（variation　distance）などがあり，それらが，統計学や情報理論などにおいて果

たしてきた役割は重要である。

　本報告では，種々の情報量を損失関数として用いた場合の学習の評価について述べ，新たに各
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情報量に依存した学習係数のみを用いた学習評価の不等式を示し，学習の評価と情報量の関係に

ついて考察する。

2．情　報　量

2．1　種々の情報量

　集合XとX上のcr一有限測度μに関する確率測度全体をΩとおく，すなわち，

・豊／カ1カ・x－R・カ（・）≧・（・・∈x）・五力（・）・（旗同｝ （1）

とおく。

　情報量とは，確率密度関数ヵ（x）から実数への汎関数のことであり，例えば，一つの確率密度関

数の場合，シャノンのエントロピーやフィシャー情報量などが該当する。一方，二つの確率密度

関数の場合，カルバック情報量，ヘリンガー距離，ムなどが該当し，二つの確率密度関数の差異

を測るもので，これらを総称してダイバージェンス（divergence）と呼ぶ。本研究では，後者の方の

情報量を主に扱う。以下，logは底が2の対数でlnは自然対数となる。

　カルバック情報量，ヘンリガー距離およびL，距離は，これらは，以下のように定義されている。

d…（P・q）瓢力（・）1㎎瑠・（dx）

卿・（1）瓢幽一・（釧・（dx）

卿・φ瓢1疹研一th研1㌦（dx）

（2）

（3）

（4）

　これらの情報量を一般的な捉えるものとして，Csiszarのf－divergenceがある。

それは次のように定義されている1＞・3）・4）

d．（p，q）d一一ef @l，　p（x）f（tap／X．）））pt（dx）
（5）

　ただし，f（u）は（0，00）上で定義される凸関数で，　f（！）＝0を満たし，　u・＝＝1で狭義凸とする。ま

た，以下の記法を用いることにする。

∫・ω㌦（÷）・・f（十）一崎（音）一品げ（÷）一喫プ髪の （6）

　カルバック情報量，ヘリンガー距離およびL，距離は，それぞれf（u）＝一log　u，　f（u）＝2（1－V｛1），

f（u）＝u－1とおくことで得られる。

2．2情報量の評価不等式

　これまでに，紹介した種々の情報量は，互いに異なる数字的性質を持つ。例えばL，距離は，距

離の公理（正値性，対称性，三角不等式）をすべて満たすが，カルバック情報量は，正値性のみ

満たす。ヘリンガー距離は，正値性も対称性だけを満たす。

　また，異なる二つの情報量を関係付ける，以下のような種々の評価不等式が示されている。た
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だし，eは，自然対数の底とし，　C，は，！のみに依存する正定数とする。

　　　　dH　（P，q）　〈　d．　（P，q）

　　　　ndg7（um！Lei－g2一（　q）　s　d．（p，　q）

　　　　dH（P，q）SueV，（．，q）

　　　　必（P，q）〈c．研

　さらに，f－divergenceとL1距離を用いた以下のような評価不等式を示す10）・11）。

定理1

df（p，　q）S（f一一t）＋f（O））d，（p，　q）
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（7）

（8）

（9）

（IO）

（11）

等号は，f（u）＝u－1つまりd，＝dvの時に成り立つ。

　この不等式はf－divergenceが最大値およびその条件の導出を容易する，という有用性があるこ

とも示した。

　　　　　　　　　　　　　　　　　3．統計的学習

　ここでは，先に示した情報量の評価不等式の応用例として，統計学的学習の一つとして確率的

PAC学習を取り上げる。

3．1確率的PAC学習
　Valianti2）のPAC学習は，決定的規則を学習するものであったのに対して，確率的PAC学習と

は，山西が確率的仮説を扱えるように，決定的規則を確率的規則に拡張したものである。

　さらに，確率的規則を入力データ瓦…風および出力データ｝盃…琉によって定まる条件つき確

率分布と見なすことによって，学習するということは，統計的パラメータ推定を行うことと同じ

ことになる。

　この学習の対称となるクラスは，次のように表される有限分割型の確率的規則のクラス，

　　　　H。竺｛P（YIX：θ凹くM）：θ6⑭。（M），M∈A｝　　　　　　　（12）

である。そして，学習アルゴリズムには，MDL規準（Minimum　Descripton　Lellgth　criterion）が

導入されており，与えられた入出力データの組！）1＝（Xl，Y，）…（XN，YN）に対して，このクラス中

で式G3）（14）を満たすような仮説P（｝りX：θK乃のeHNを出力する，ということである。

　　　　鍵。顧。f｛一Si。gP（Y，ix，・eK〃）＋21Ar（e，M）｝　　　　　（13）
　　　　　　　　itf磁A　　　　ゴ翠1

　　　　　　　　　　　　　ア　　　　が　くま　じ
　　　　θxarg　min｛一Σlog　P（｝2T，1x，：θ一くノ擢）｝　　　　　　　　　　　　　　　（14）
　　　　　　　　θEe試」落1）　　　艀1

ただし，P（YIX：θKM）はθとMで規定される条件付き分布とし，　Aは可算濃度のモデルの

族とする。独立データDN＝（X，，Y，）…（悉，Y，）に対して，次元がmであるモデルMの実数値パ

ラメータの空間⑧（M）∈［0，1］mを，データ数1Vに依存した形で，有限個の代表点で置き換えた
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集合を，⑤訳躍）とする。また，｛HN｝MEAを仮説空問と呼ぶ。　X斥丁，　Y，∈△，　T，△は可算集合と

し1，v（θ，　M）はθ，　Mの記述長の和とする。Mの記述長を1（M）とすると，1．（θ，　M）＝（m　log　Ai）／

2＋（5／2）m＋1（M）となる。1（M）は，Kraftの不等式を満たす符号化関数で求めたモデルMの符

号長とする。

　この学習アルゴリズムに導入されているMDL規準は，確率分布のモデル選択の規準として用い

られているもので，データ圧縮の理論から生まれたものである。この規準は，データに対する過

調適合を防ぐ性質を持っていることから，このアルゴリズムは，学習結果についても，過剰適合

を防ぐ性質を持つ。

3．　2　 学習言平イ西

　学習の目標である真の規則P＊は，真のモデルM＊に含まれているとし，M”に付随する真のm＊

次元のパラメータゲが存在して，P（Ylx：θ＊一くノ％＊）と書ける。データDNを入力した学習アル

ゴリズムの出力をP酬∈HNとする。θ＊とM＊の記述長の和応（θ＊，M＊）を9N　M＊とおく。学習ア

ルゴリズムにより得られた仮説PDNと真の規則P＊との距離を，　f－divergenceを用いると，次の

ように定義できる。

　　　　d・（P㌔“PDN）竺恩Q（x）忍P仰）〆（辮ll碧）　　　（15＞

また以下では，QP謬狐Q（Xi）恥P（Y，　I　X，）とおく。Nf（ε，δ）を，確率QP凝DN：必（P＊，P厨が

δ以内になるための最小必要サンプル数とする。学習の評価において，これの上限が問題となる。

PD・と真の規則P＊の距離に，ヘンガー距離とL，eE離を用いた場合は，次のように定義される。

　　　　　　　　　　　　　ぴ
　　　　砺（一P㌔Pρゆ霊ΣQ（X）Σ1・爾一端i2
　　　　　　　　　　　x醒丁　　　　　　　　　　　　　　　　γemム
　　　　　　　ム　　　ビ　だ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　dv（f）㌔∫）o◇＝Σ］Q（x）Σlp＊（Ylx『）一P．．（Y｝X）I

　　　　　　　　　　XET　　　　　　Y∈△

このような設定のもとで，山西は，確率的PAC学習の評価を次のように示した13）。

定理2　任意のP（YIX：θ＊図M“）と任意のε＞0に対して，次が成り立つ。

　　　　蝋・り・・（P㌔島）≧・］≦・x・［一撃＋（9N（榔写岡

　　　　脚D・dv（P㌔恥・］≦咽・・（P㌔碗（s）・］

　　　　　　　　　　　　　　　　　≦・xp［一雨2（・調＋響）1・2］

（16）

（17）

（18）

〈19）

0＜δ＜1に対して，ヘリンガー距離とL，距離における最小必要サンプル数をそれぞれ凡（e，δ）

Nv（ε，δ）とすると次のようになる。

N〃（…）≦，（、≒）（…1・6解＋（21・・）1（M・）＋21・÷）

Nv（e，6）Sth，　，一1）　（m＊lnpat6℃i“＋（21R2）1（M’）　＋21n”23r）

（2e）

（2D

f－divergenceを損失関数として用いた場合の学習評価について述べる。f－divergenceの評価不
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等式として，式（IO）を用いた場合と式（il）を用いた場合の学習評価は，次のように示される。10）。

定理3

　　　　側D・・d・（P＊，　PDN）≧・］≦QPit［dv（P㌔Pの≧（毒）2］

　　　　　　　　　　　　　　　　　≦・x・卜砦（e4C｝）÷（9・・　（M…）＋響）1・・］　（・・）

　　　　QPk［DN　：　df（P“，　PDN）2　e］S　exp［一　一｛1一（wt／o）　＋　，（o）　）2＋　（gAr（M’）＋　Zlg’　1＊）　ln2］　（23）

それぞれの学習評価での最小必要サンプル数をN〆e，δ），Nf，（ε，δ）とすると，次のようになる。

　　　　Nf．（e，6）s“tl（：CzL）‘（m’ln－Z？t213！iit9，．Y，＊＋（21n2）1（M＊）＋21nt）　（20f

N，．（e，6）sfi．i（一gLQ／ll一：2fglxuiLiLe－O）÷｛“（O））2）（m＊in＝zi，gllilSirr4Z・（g））2　＋（2inb）i（M＊）＋2in－lls一）　（2s）

以上の定理の証明は，省略する。

3．3学習評価の新たな表現

　これまでに，得られた学習評価不等式から，データ数2Vに対して，学習結果Pと真の規則P＊

との情報量がe以上離れている確率が，データ数Nに対して，指数オーダーでゼロに収束すると

いうことがわかる。さらに，用いる情報量によって，学習の評価不等式の右辺の指数の巾の項の

εが異なっていることがわかる。

　そこで，eに関する」t　一一ダーを示す新たな学習の評価不等式として，次を示す。

定理4

　　　　，iit；h－51if　in　QLI）　it　［D　“’　：　dH　（P＊，　aPDx）　1｝i　e］s－S　（26）

　　　　撫弄1・《卿・・dv（P㌔P・）≧・］≦誓　　　　　　（・・）

　　　　麟1・脚…df（i）＊，　1）Di）≧・］≦一一，σ（。）辛シ・（。））・　　　㈱

　　　　R，it．coww＆　lnQPS｝　［D‘V：df（P“，　iPD，h）　〈一　e］　f｛一（“t’，）　（2g）

証明

先の結果から，

　　　　鱗［D”：dH（P“，PDs）≧・］≦・x・卜誓＋（・燗÷響1・・］　　（・e）

となる。そして，lnの単調性から，次が得られる。

　　　　鵬［D　iV　：　dEi　（P　＊，　Pi）N）≧・］≦［一誓＋（9・・　（M・）＋穿）1・・］　　（・D

両辺を1Vで割って，極限（N→。○）をとることで，次のように，定理の不等式（26）が得られる。
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！線養1・Q即・d・（P㌔Pρゆ＞e］≦一S （32）

不等式（27），（28），（29）も同様の方法で得られる。（証明終）

　これまでに得られた学習の評価不等式から，さらに，適用する情報量によって異なる学習の係

数εに関するオーダーを表現する定理を導出した。これは，大偏差原理の方法を導入したもので

ある。その原理の一例としては，中心極限定理がよく知られている。

4．ま　と　め

　本論文では，確率的PAC学習の学習評価と情報量の関係について考察した。先の定理2および

定理3において，学習の評価不等式に用いる情報量によって，学習の評価不等式が異なることを

示した。

　さらに，これまで，得られた学習評価から，用いる係数eに関する学習の評価不等式の収束の

オーダーを直接に表現する，新たな補題を示した。その結果，lim、V　一，。（1／1V）lnQP説1）N　．’d（！）”，

P）2ε］を評価する，という新たな学習の評価方法を示した。この学習の評価方法から，係数eの

オーダーから評価不等式の畏さがわかる。今後の課題として，大偏差原理を用いた学習の数理的

性質の解明，学習の効率の改善，他の学習アルゴリズムの開発などが，挙げられる。
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