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1 序論
近年、数秒オーダでの時間スケールにおける価格変動を記録した高頻度金融デー

タの入手が可能となり、既存の経済理論、なかでも金融工学において、その数学
的な取り扱いの容易さから用いられてきたいくつかの仮説/仮定が、これら高頻度
データとの整合性の観点から見直されてきている。特に、ブラック・ショールズ方
程式の導出において仮定される「金融商品の価格変動はブラウン運動に従う」と
いう仮説、つまり「価格変動幅の分布が正規分布に従う」という前提は、実際の
データから観測される分布が「広い裾 (Fat tails)」を持つことが明らかにされるこ
とで修正の必要性が認識されるようになった。このような大きな変動が比較的大
きな確率で生じる確率過程としてはレビ・フライト (Levy flight) などが知られて
おり、この場合の価格変動幅の確率分布は裾が広いレビ分布となる。
しかし、このような金融商品の価格変動をより根源的に説明するためには、その

商品の価格を決定する市場のメカニズムを深く理解することが不可欠である。例
えば、市場には多くのトレーダが参加し、彼らは各自が商品の価格変動や政治情
勢など様々な情報を考慮することで、自分の利得を可能な限り最大化する戦略を
立て、金融商品を売り買いするが、そのようなトレーダ群の意思決定の結果とし
て金融商品の価格変動が生じ、それを我々は観測するわけである。 従って、この
ような社会システムは自ずとある種の「階層性」を持つことになる。つまり、「ミ
クロ」なレベルでのトレーダの判断から「マクロ」なレベルの金融商品の価格変
動までの間には様々なスケールの経済活動が複雑に絡み合っており、このミクロ
とマクロの関連性を理解すること、言い方を変えれば、金融商品の価格変動 (マク
ロ)をトレーダ群の意思決定 (ミクロ)の結果として矛盾なく説明することは野心
的課題ではあるが、既存の経済理論を「多体問題」「統計力学」の観点から一歩進
めるためには重要なプロセスであり、そのような研究は既存の経済学に対し新し
い視点を提供することが期待できる。
そこで本研究ではこの目標に対する第一歩として、高頻度金融データの価格変

動時間間隔に着目し、この統計的性質を様々な観点から調べることで、金融工学
における計算機シミュレーションで多くの場合に仮定されてきた「価格変動に関
するポアソン過程」の前提の妥当性を検討する。ついで、この統計的性質をミクロ
なトレーダ群の意思決定の結果として再現するため、「マイノリティゲーム」と呼
ばれる繰り返しゲームに対し、その第一通過過程を用いることで、得られる価格
変動間隔の統計的性質を実データ解析による結果と比較する。これらの結果、従
来の「ポアソン過程」の前提は必ずしも正しくなく、短い時間スケールの変動間
隔と長い時間スケールの変動間隔の間にはある種の「クロスオーバー (crossover:

分布の切り変わり)」が生じ、分布は指数則から裾の広い分布へ変化することが実
データ解析/マイノリティゲームによるシミュレーション双方で普遍的に現れるこ
とを明らかにする。
本論文の構成は以下の通りである。第 2章では本研究で扱う金融データの説明
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を行い、その価格変動幅および価格変動間隔に関する統計的性質を解析する。第 3

章ではミクロなモデルによるシミュレーションとして市場の履歴を伴うマイノリ
ティゲームを導入し、続く第 4章では第一通過過程を用いた価格変動間隔の生成
方法について説明する。第 5章では実データ解析、マイノリティゲームによる計算
機シミュレーションの具体的な結果を示し、時間間隔の分布が指数則から裾の広
い分布へ変化することが実データ解析/マイノリティゲームによるシミュレーショ
ン双方で普遍的に現れることを示す。第 6章では全ての結果についての考察を行
い、今後の研究計画についても言及する。
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2 金融データの性質

2.1 高頻度データの解析 (金融商品の価格変動幅)

ブラックショールズの公式など初期の金融工学では価格変動の分布を正規分布と
仮定しているが、金融商品関する大規模なデータが入手可能である現在では、その
データを直接的に解析することで、正規分布の仮定の妥当性を確認することがで
きる。そこで,ここではBTP future(イタリアの国債で 10年物固定利付債)の 1997

年 1月から 6月までのデータを用いて、その仮定の正当性を調べるために正規分
布からの「ずれ」を以下で述べる統計量から計る。

2.1.1 データフォーマット

BTPのデータは以下の様なテキスト形式で表されている。BTPデータの変動の
グラフは図 1に表示する。図 1ではデータの最初の時刻を 0としている。

日月年 時分秒　　　　　　　　　　　　　　　価格
130397 080013 12530

130397 080015 12525

130397 080017 12525

130397 080019 12535

130397 080021 12525

 12520

 12540

 12560

 12580

 12600

 12620

 12640

 0  5000  10000  15000  20000  25000  30000

x

t

"btp_change.txt"

図 1: 金融商品の価格変動のグラフ
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2.1.2 歪度 (skewness)と尖度 (kutosis)

ここでは、金融商品の価格変動についての分布の対称性や尖度、すその厚みの
性質などを調べる。歪度は確率分布の対称性を測る量である。原点まわりの２次
および３次のモーメント μ2及び μ3を使って

s =
μ3

μ
3
2
2

によって定義される。対称分布では s=0である。m次のモーメントは確率変数x(|x|
≤∞) の分布を P (x)として

μm =

∫ ∞

−∞
xmP (x)dx

で定義される。
一方、尖度は単峰分布の確率密度関数の形がモードの近傍で尖っているのかあ

るいは平らかという視点から正規分布からのずれを評価する量である。その尖度
は分布の原点まわりの２次及び４次のモーメント μ2及び μ4を使って

k =
μ4

μ2
2

によって定義される。標準正規分布ではパラメータに関係なく 3になる。

 1e-006

 1e-005

 0.0001

 0.001

 0.01

 0.1

 1

-60 -40 -20  0  20  40  60

lo
g(

P(
x)

)

x

"histogram_price.txt"
"normal_distribution.txt"

図 2: 正規分布と比べた金融商品の価格変動幅のグラフ（skewness=0.087201 kurtosis=23.752031)

図 2は BTPの価格変動幅の分布と平均、分散が同じ正規分布を y軸を対数ス
ケールにしてプロットしたものである。図から見てわかるように、実際の金額の
データはブラック・ショールズ公式などで用いられている正規分布ではなく、すそ
が広い分布になっている。つまり、価格が大きく変動する確率は予想以上に大き
いことが分かる。このことから、数学的取り扱いの容易さから用いられ、検証無
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しに用いられてきた価格変動間隔の正規分布の仮定は見直す必要があることがわ
かる。従って、市場や金融商品の価格変動を数理モデルを用いて表現する際には、
得られる結果を実データと照らし合わせて検証することが不可欠である。よって、
本研究では数理モデルの構築と、その実データによる検証の双方を重視する。

2.2 高頻度データの解析 (変動時間間隔)

ここまで、金融商品の価格変動幅についての統計的な性質を調べてきたが、こ
こからは価格変動の変動間隔に着目する。価格の変動間隔を予想する際、最も素
朴には変動が「ランダム」に発生するという仮定を用いるであろう。事実、多くの
金融市場のシミュレーションでは変動をポアソン仮定に従って生成するものが多
い。価格変動がポアソン過程に従う場合、計測を始めてからはじめの変動が生じ
るまでの変動時間間隔 tの従う分布はポアソン分布 Pk(t) = (λt)ke−λt/k!で k = 0

とおいた

P (t) ∝ e−λt

ような指数分布に従うことになる。しかし、前節で変動幅の正規分布仮定が正し
くなかったように、変動間隔の従う「点過程」がポアソン過程に従うという仮定
が正しいか否かを確認することは、市場をモデル化する際に重要となる。従って、
ここでは実際の金融データに関し、そのポアソン過程からの「ずれ」を以下の統
計量から計る。

2.2.1 ワイブル確率紙

価格の変動間隔がポアソン分布であるか否かを調べるためワイブル確率紙の方
法を用いる。確率紙とは分布関数を普通の目盛りのグラフに書くと曲線になると
ころを、横軸と縦軸のスケールを適切に取り直して直線であてはめ、その傾きな
どから、分布の形状についての情報を引き出す古典的手法である。
我々が良く知っている例として、分布のベキ則を確認する時、我々はベキ則がP (t) =

t−αなので log P (t)︸ ︷︷ ︸
Y

= −α log t︸︷︷︸
X

となり、両対数プロットで直線に乗るか否かを調べ

た。また、指数則を確認する場合は P (t) = e−βtなので log P (t)︸ ︷︷ ︸
Y

= −β t︸︷︷︸
X

である

から、片対数プロットで直線に乗るか否かを調べた。これらを一般化するものと
して、以下のワイブル確率紙の方法が用いられる。
ワイブル分布は

Pm,a(t) =
mtm−1

a
exp

(−tm

a

)
(1)
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のように表され、指数分布を一般化したものである。m = 1であれば指数分布に
なり、従ってその変動間隔分布を持つ確率過程はポアソン過程になる。aは分布の
スケールを決定するパラメータである。ワイブル確率紙の横軸は log(t)、縦軸はワ
イブル分布の式 (1)の累積分布

W (t) = 1 −
∫ t

0

Pm,a(t)dt = 1 − exp(
−tm

a
)

の log(− log W (t))である。従ってデータをこのワイブル確率紙にプロットし、そ
れが直線に乗れば問題の分布はワイブル則に従うことが分かり、このときの直線
の傾きがm=1であれば、その確率過程はポアソン過程であることが分かる。

-4

-3

-2

-1

 0

 1

 2

 3

 0  1  2  3  4  5  6  7  8

lo
g(

-lo
g 

(W
(t)

)

log(t)

"weibull_paper_data.txt" using 2:3
"least_square.txt"

図 3: ここで扱った実データのワイブル確率紙 (m=0.289009)

図 3はワイブル確率紙を用いてデータの分布をプロットしたものと、データの
分布に対して最小二乗法を用いて、最もフィットする直線を求めたものである。最
小二乗法に関しては 7節Appenndixで記述する。

2.2.2 ジニ係数

主に社会における所得分配の格差を測る指標として、ジニ係数が知られている。
この係数は [0,1]間の実数値をとり,0に近いほど平等になり、１に近いほど格差が
大きくなる。また、所得のばらつきがランダムなポアソン分布に従う場合、その
ジニ係数は 0.5となる。これを、ここでは時間の変動間隔の「格差」を測る目的で
使う。ジニ係数を解析的に求めるには、まずレートの変動間隔の分布からローレ
ンツ曲線を求めなければならない。そのため分布を P (t)とし、その累積分布と規
格化された累積分布
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X(r) =

∫ r

0

P (t)dt

Y (r) =

∫ r

0
tP (t)dt∫ ∞

0
tP (t)dt

を計算し、rを媒介変数としてXと Y の関係をプロットする。このとき描かれる
曲線がローレンツ曲線である。これは [0,1]間で下に凸の曲線であり、完全平等の
場合には P (t) = δ(t − t∗)を代入し

X(r) =

∫ r

0

δ(t − t∗)dt = Θ(r − t∗) (2)

Y (r) =

∫ r

0
tδ(t − t∗)dt∫ ∞

0
tδ(t − t∗)dt

=
t∗Θ(r − t∗)

t∗
= Θ(r − t∗) (3)

となるから、Y = X がローレンツ曲線となる（Θ(· · · )は階段関数）。これを「完
全平等線」と呼ぶことにする。ワイブル分布 (1)のローレンツ曲線は簡単な計算の
結果

Y = Q

(
1

m
+ 1,− log(1 − X)

)
となる。ここに、Q(z, x)は不完全ガンマ関数であり

Q(z, x) =

∫ x

0

tz−1e−tdt

で定義される。ジニ係数はこのローレンツ曲線と完全平等線との間の面積を 2倍し
たものして算出される。従って、ローレンツ曲線自体が完全平等線の場合にはゼ
ロ。その対極のある時間でのみ変動が起こった場合、(2)(3)の結果に t∗ = r = ∞
を代入して、Y = X = 1がローレンツ曲線となり、このときの面積は Y = X と
X 軸、Y 軸とで囲まれる三角形の面積 1/2であり、従ってジニ係数はその 2倍の
1となる。
具体的にジニ係数は

G = 2

∫ 1

0

(X − Y )dX = 2

∫ ∞

0

(X(r) − Y (r))
dX

dr
dr

と書けるので、具体的にワイブル分布に対して計算すると

G = 1 −
(

1

2

)m
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が得られる。よってm = 1としてレートの変動がランダムなポアソン過程に従う
場合、ジニ係数は 0.5となる。
実データがある場合、数値的にジニ係数を求めることもできる。まず各Δtが t1 ≤
t2 ≤ · · · ≤ tN となるようにデータをソーティングする。次にレート変動間隔の累
積分布

Xi =
i

N

と規格化された累積変動間隔

Yi =

∑i
r=1 Δti∑N
r=1 Δti

=

∑i
r=1 Δti
Nμ

μ =
1

N

N∑
i=0

Δti

を計算し,dXi = (i + 1)/N − i/N = 1/N に注意すると

G = 2
∑
i=1

N(Xi − Yi)dX =
1

N2μ

N∑
i=1

(2i − N − 1)Δti

となり、このGが求めるジニ係数となる。この式を用いると、この実データでの
ジニ係数は 0.859となった。これから、このデータのレート変動はランダムに起
こっているのではなく、何らかの時間相関を持ち、飛びぬけて大きな間隔、ある
いは小さな間隔が所々で現れていることが分かる。

2.2.3 平均待ち時間

ここまでの解析でジニ係数より我々がここで扱っている実データの変動間隔Δt

は一定ではなく、ある確率分布 P (Δt)で特徴付けられる揺らぎを持っていること
が分かった。ここからは、ある時刻にレートをチェックしてから、実際にレート
が変動するまでの平均待ち時間を考える。時間間隔をΔtとすると平均待ち時間
< s >は以下の式で求まる。詳しい導出はAppendixで述べる。

< s > =
< (Δt)2 >

2 < Δt >

¡¿は時間間隔Δtの分布 P (Δt)についての平均,< · · · >=
∫ ∞

0
p(Δt)(· · · )dΔtであ

る。この実験では< Δt >= 46.2764 < s >= 20059.3となった。レートが変動す
る間隔よりも、待っている時間のほうが長いのは、一見すると矛盾しているよう
に思える。このことをInspection Paradox(観測上のパラドクス）と呼ぶ。しか
し、これはジニ係数から分かるように、レートの変動間隔に大きな偏りがあるた
め、極端に長い変動間隔、極端に短い変動間隔が現れ、前者のタイミングでチェッ
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クするチャンスは、後者のものと比べて、圧倒的に多くなることが予想できる。こ
のようなタイミングを含めて平均すると、結果として待ち時間のほうが大きくな
ることがあり得るわけである。

2.3 この節のまとめ

価格変動のモデルは正規分布ではなく、より裾の広い分布をしている。つまり、
正規分布で仮定されているよりも多く大きな価格変動（暴落や暴騰）が無視できな
い頻度で起こりやすいことが分かった。価格変動のモデルとしてより近いものとし
て、価格変動のボラティリティが時間的に変動するようなARCH(Auto Regressive

Conditional Heteroskedasticity)過程や GARCH(Generalized ARCH)過程が知ら
れている。一方、レートの変動はランダムに起こるポアソン過程ではなく、何ら
かの相関を持っていることが分かった。これから変動の間隔は飛びぬけて大きな
間隔や逆に小さな間隔があることが分かった。レートの変動間隔のモデルとして
より近いものとして、Mittag-Leffler関数などが知られている。

3 ミクロなモデルによるシミュレーション
そもそも金融商品の価格の変動は、膨大な数のトレーダの売り買いの意思決定

の結果起こっている。また、トレーダは開示されている為替レートの情報に基づい
て売り買いを決定しているので、為替レートの変動というマクロな情報とトレー
ダの行動というミクロな情報は互いに影響していると考えられる。そこで、本節
ではゲーム理論の中でマイノリティ・ゲームと呼ばれる繰り返しゲームに着目し、
トレーダの行動が金融商品価格の過去Mステップに遡る上下情報を共有し、それ
に基づき、自らの行動を決定する状況をシミュレーションすることで、ミクロな
トレーダの動きがマクロな情報における確率変数の統計的性質にどのように影響
するのか調べる。具体的には前節までで得られた実データの変動幅、及び変動間
隔に関する統計的な性質が、マイノリティ・ゲームによって再現できるか否かを確
かめる。

3.1 システムの説明

ここでのマイノリティ·ゲームとはN人 (奇数）が「売り」「買い」のどちらかの
判断を行って少数派のグループに属したものが勝つというものである。各トレー
ダ i (i=1,· · · ,N)は各ラウンド lで、入札価格 bi(l)を決める。ここで入札価格 bi(l)

は±1を (+1:「売り」 −1:「買い」)の 2値をとるものとする。つまり、ここでの
「入札」の解釈は「bi(l)が正の値を取るならば、ラウンド lでトレーダ iは商品を
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価格 bi で買いたいと考えている」ということである。このとき、入札価格A(l)を

A(l) =
1√
N

N∑
i=1

bi(l) (4)

とする。1/
√

N のファクタはA(l)がN の大きさに影響されないようにオーダが 1

となるために付けた。A(l)が正の値を持つときは市場はそのラウンドで「売り超
過」にあり、負の値を持つときは「買い超過」にあることを意味する。今の場合、
Nを奇数に選んだ関係で必ず市場は「売り超過」か「買い超過」になる。各トレー
ダはラウンド lでの意思決定に際し、過去のM ラウンドまで定義される市場の履
歴ベクトルλを用いる。

λ(l , A) =

⎡
⎢⎢⎢⎣

sgn[A(l − 1)]

sgn[A(l − 2)]

· · ·
sgn[A(l − M)]

⎤
⎥⎥⎥⎦

履歴ベクトルλの各成分はそのラウンドでシステム全体が「売り超過」か「買
い超過」なのかを±1で示している。履歴ベクトルλは各成分が±1の 2値をとる
ので 2M 通りある。例えばλが以下のようであったとする。

λ(l , A) =

⎡
⎢⎢⎢⎣

+1

+1

· · ·
+1

⎤
⎥⎥⎥⎦

これは過去M ラウンドで市場が常に「売り超過」であったことを意味する。こ
の時、あるトレーダは「次も「売り超過」だろうから自分は買おう」と考えるか
もしれないし、また別のトレーダは「次のラウンドあたりには「買い超過に転じ
るはず」と状況を裏読みして売るかもしれない。このように過去の履歴に対する
各トレーダの行動はトレーダの戦略に依存する。ここで、提示された履歴ベクト
ルλに対して各トレーダ iは 2通りの戦略を取れるとする。

Ri
(l ,A) = (R1, (l ,A), R2, (l ,A))

このベクトルの成分値Ra, (l ,A)は±1をとり、トレーダが「売る」か「買う」かに
対応することになる。ただし、戦略の値は確率 1/2で± 1（「売り」か「買い」）を
割り振る。つまり、ある履歴に対してあるトレーダの戦略が戦略 1,戦略 2ともに
「買い」でも構わないとする。
各トレーダはゲームの各ラウンド lで次の更新式に従って戦略a(=1,2)を選択した場
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合の利得pia(l)を更新し、利得を最大化するような ãiを求めて、最適戦略Ri
ãi(l), (l,A)

を決定する。係数 η̃は更新の重みで、ここでは簡単のため η̃ = 1とする。

pia(l + 1) = pia(l) − η̃√
N

Ri
ãi(l), (l ,A)A(l) (5)

ãi(l) = arg max
a

[pia(l)] (6)

bi(l) = Ri
ãi(l), (l,A)

(7)

ここで、式 (7)よりA(l)は

A(l) =
1√
N

N∑
i

bi(l) =
∑

i

Ri
ãi(l), (l,A)

(8)

である。従って、このA(l)を金融商品の価格Xの変動幅と考え、Xの確率過程を

X(l + 1) = X(l) + A(l) (9)

で記述する。この式から生成した xの動きを図 4にプロットする。マクロな量で
ある総入札価格A(l)の式 (8)にはミクロな情報である各トレーダの利得が内在し
ており、また、トレーダの戦略を決める利得の式 (5)には、総入札価格A(l)が含
まれている。これより、我々が調べている市場の履歴をともなったマイノリティ・
ゲームのシステムはミクロな情報とマクロな情報が無相関ではなく、互いに関係
していることが分かる。
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図 4: A(l)を変動幅とした金融商品の (9)式による確率過程

11



このマイノリティ・ゲーム以外にも、各トレーダ iごとに異なり、かつ時間と共に
異なる売値 si(t),買値 bi(t)を持ったトレーダが bi(t) ≥ sj(t)を満たしたときに取引
が行われるようなエージェントモデルなどが知られている。この図 4とBTPfuture

の値動きの図 1を比べると、定性的には類似の確率過程にしたがっているように
見える。

3.2 マイノリティ・ゲームの価格変動について

ここではマイノリティ・ゲームの基本的な性質として、価格変動に着目したボラ
ティリティと履歴数の関係について述べる。ボラティリティとは、ある金融商品
の不安定性を示す量であり、ボラティリティが大きいほど価格の揺らぎが大きく
なる。これをマイノリティゲームでは以下のように定義する。

σ2 = lim
L→∞

1

L

L∑
l=1

A(l)2 −
{

1

L

L∑
l=1

A(l)

}2

ボラティリティと履歴数の関係を図 5に示す。図 5より明らかに遡る履歴数が大き
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図 5: 履歴数とボラティリティの関係

い場合の方がボラティリティは小さい。同じM の値で異なるのは、情報ベクトル
や初期値などの「データ」に対応している。従って、遡る履歴数が少ない場合に
はデータによるばらつきも多い。また、ボラティリティを最小化するような最適
な履歴が存在することが分かる。
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以下では、前章で導入したいくつかの統計量を介して両者を定量的に比較し、マ
イノリティゲームを用いてBTPfutureの値動きが再現できるか否かを調べること
にする。

4 変動間隔の揺らぎの生成
前節で導入したマイノリティゲームに基づく金融商品の価格変動についての確

率モデル

X(l + 1) = X(l) + A(l) (10)

では、一定時間間隔おきに変動が生じ、その意味において変動間隔に揺らぎは存
在しない。しかし、2章で見たように、実データにおいてはその種の揺らぎは存在
した。よって、ここでは第一通過過程を用いて人工的に変動間隔揺らぎを生成し、
得られるデータの統計的性質を調べて行くことにする。

4.1 第一通過過程 (First Passage Process)

第一通過過程を用いたレート提示方法とは、図 6のように頻繁に変動する市場
レートに対し、2εの幅を設定し市場レートがこの幅を超えた場合のみ、その時点
でのレートを提示する手法である。実際に我々が目にしているレートも、プロの
トレーダたちの取引によって決まる「市場レート」があり、そこから一日単位、あ
るいは一時間単位と区切って表示されている。しかし昨今、一般的に普及してい
るインターネットを介した金融取引では、例えば大きな事件があったりして、レー
トが乱高下するようなことがあった時、一日や一時間単位では顧客は乱高下のタ
イミングを利用することができなくなってしまう。逆に数秒毎に区切ると、レー
トは平時では極微小にしか動いていないので、顧客にとってあまり有益とはいえ
ない。そこで、間引かれた情報によって作られるレートが市場レートの性質をあ
る程度反映しつつ、情報として有益なものとしてソニー銀行などで第一通過過程
を採用している。
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図 6: 第一通過過程を用いたとき

この第一通過過程を用いると、明らかに細かな価格変動はレートに反映されず、
変動間隔は長くなり、逆に大きな変動間隔は直ちにレートに反映し、従って、変
動間隔は短くなる。その結果として、変動間隔Δtは揺らぐことになり、その分布
P (Δt)は非自明な関数形を持つことが予想される。

4.2 第一通過過程の幅 εとマイノリティゲームの履歴数Mの関係

時間の分布には第一通過過程の幅 εとマイノリティゲームのシステムで用いた
履歴λの参照するラウンド数（履歴数）M が関係している。図 7では時間の分布
をジニ係数で評価している。
第一通過過程の幅 εが増加すると、通過しにくくなりジニ係数が増えるのは明

らかだと思うが、履歴λが参照するラウンド数M が増加するとジニ係数が増える
のは 3.2節で述べた関係がある。つまり、履歴数が小さいとボラティリティが高く
なり第一通過過程のフィルタを通過しやすくなる。フィルタを通過するデータが
多いと時間の揺らぎは小さくなり、ジニ係数は小さくなるのである。また、本実
験ではボラティリティが履歴数がM=9の時に最小になった。その時、ジニ係数は
最大となっていることから、履歴数とジニ係数に関係があることが言える。なお、
第一通過過程の幅 εが 4より大きいとき、履歴数が大きいと通過するデータが存在
しなくなったので図では表示していない。
次章では、第一通過過程を介して修正された価格変動間隔揺らぎをもつマイノリ
ティ・ゲームがBTPfutureの値動きを再現できるか否かを調べることにする。
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図 7: εと履歴数とジニ係数の関係

5 解析結果
ここからは、マイノリティ・ゲームによるBTPfutureの値動きの再現性を調べ

ていく。本章は本論文の中心部分である。

5.1 価格変動幅の統計的性質

5.1.1 実際の金融データ

レートの分布については 2.1節で述べた図 2のようになる。第一通過過程を用い
ると、0から幅 2εの分だけデータがカットオフされる。

5.1.2 マイノリティ・ゲーム

結果は図 8である。実際の金融データと同様、第一通過過程を用いると、中央
から幅 2εの分だけデータがカットオフされる。履歴数Mに依存して分布が変わる
ことが分かる。この理由は 3.2節で述べたように履歴数とボラティリティに相関が
あるからである。図 2と比べると履歴数M が高いと分布が近づくように思える。
しかし、実データのボラティリティを計算すると 40076と非常に高い数値となり、
履歴数Mが小さい方が近いことになるので矛盾する。これは今回用いた実験デー
タでは変動するまでの時間が長くかかった場合、価格が急激に変動しやすい傾向
があり、それによってボラティリティが高くなっていると考えられる。しかし、統
計的に調べてはいないので今後の課題となる。
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図 8: マイノリティゲームのレートの分布と正規分布、左からM = 4, 8, 12で行い kurtosis は

9.16,3.12,19.8となった

5.2 変動時間間隔の統計的性質

結果は図 9,10である。実データ、マイノリティ・ゲーム共に ε = 2でマイノリ
ティ・ゲームは履歴数M = 9とした。変動時間間隔 tが t <= 100以下では指数分
布のような振る舞いをするが、2.2.2節で述べたように、飛びぬけて大きな間隔が
存在し、tの大きい所では他の分布になっていると考えられる。このような性質を
第一通過過程を用いたマイノリティ・ゲームによって再現することが出来た。
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図 9: 実データの時間分布
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図 10: マイノリティゲームの時間分布

5.2.1 考察

実データ、マイノリティゲーム共に tが大きい所では他の分布に切り替わると考
えられる。そこで他の分布に切り替わる点を t∗としたとき、t ≥ t∗ での分布 P (t)

が何かを考える。候補として

P (t) = t−α(α ≥ 1) (11)
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P (t) =

{
t−α　 (α < 1)

0　 (tc ≤ t)
(12)

のようなベキ分布が考えられる。ベキ分布になると考える理由はある確率分布
P (t) = βe−αt が α → 0となる時、指数ではなく t−α とベキで表せるからであ
る。これを臨界緩和という。tcはカットオフである。仮に (11)式が正しいとする
と P (t)は

P (t) =

{
Ae−αt(0 ≥ t ≥ t∗)
t−γ(t∗ ≥ t)

(13)

となり、ジニ係数をG(α, β)のように α, βの関数として表すことができ、実デー
タのジニ係数と比較できるようになる。しかし、(11)式が正しいかどうかの定量
的判断には統計的検定が必要になる。
このような分布の切り替わりが発生する理由として時間変動間隔の短い領域と長
い領域でトレーダの意識・意思決定に違いが生じていると考えられる。短い時間
間隔でレートが変動する領域では、トレーダ達も競って取引きを行い、それが成
立する確率も高くなるので、ますます頻繁に取引きが成立し、価格が細かく変動
する。従って、クロスオーバの点よりも短い時間スケールでは、このような取引
きに関する「正のフィードバック効果」があると考えられる。結果、極端に短い間
隔も高頻度で現れて、指数、あるいはそれよりも速い減衰をするような分布で記
述される。一方、長い間隔で取引きが起こる領域では、なかなか価格が確定しな
いので、トレーダ達も自分の取引きにある種の疑心を持ち始め、売る、買うのア
クションを躊躇し始める。すると、その「躊躇」という行動が商品の価格にも反
映し、なかなか価格が上下動しないことから、それを見てトレーディングするト
レーダ達の行動もますます鈍くなる。従って、切り替わりよりも長い時間スケー
ルでは、このような「負のフィードバック」が生じ、従って、相対的に長い間隔
が高頻度で出ることにより、分布が広い裾を持ち始め、これが冪分布に従う。つ
まり、負のフィードバック効果により、取引間隔が長く長く伸びていくことになる
と考えられる。以上は実データに関する考察だが、第一通過過程を用いたマイノ
リティ・ゲームでは、情報を間引くことによって、時間の揺らぎを生成しているの
で、切り替わりが起こるメカニズムは異なるかもしれないが、同様のメカニズム
が働いている可能性もある。

6 結論
本論文では、第一通過過程を介した金融データの統計的な性質を調べ、マイノ

リティゲームを用いてその一部を再現した。特に変動時間間隔においては、従来、
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検証なしに仮定されていたポアソン過程ではなく、時間が大きい所では指数分布
ではない他の分布になるような切り替わりがあることを実データで確認し、マイ
ノリティゲームによって再現することが出来た。一方、価格変動に関しては第一
通過過程が分布にどのように影響しているかは確認できなかった。変動時間間隔
の揺らぎが内在してなかったことや、エージェントが価格変動を上がったか下がっ
たかの２値で捉え、価格変動の大きさに考慮しなかった点など、実際の市場や人
の行動をどのようにモデル化するかが課題となる。
マイノリティゲームの統計的な性質の再現には以上のような問題があったが、基
本的な性質を再現するモデルとしては有効であったと考える。また、実データで
は変動時間間隔の大きな所などの発生しにくく、データ数が少ない所の分析が難
しいがシミュレーションではいくらでも行えるので、データを蓄積し分析するこ
とができ、シミュレーションの意義があると考える。今後取り組むべき課題につ
いては以下のようなものが挙げられる。

• マイノリティゲームによる価格更新式への変動間隔の導入
具体的には価格X(l)の状態更新を

X(l + Δl) = X(l) + A(l) (14)

で与え、変動間隔Δlの分布P (Δl)を実データ解析から見積もることで連続時
間ランダムウォーク (Continuous-Time Random Walk: CTRW)を構成する。

• BTP future のX(l)-X(l + 1)プロットから示唆される情報を用いたマクロ
な発展式と、そこで得られる知見のマイノリティゲームへのフィードバック
BTP future の連続する時刻間の価格の散布図,図 11 から

 12300

 12400

 12500

 12600

 12700

 12800

 12900

 13000

 13100

 13200

 12300  12400  12500  12600  12700  12800  12900  13000  13100  13200

X(
l+

1)

X(l)

"price_auto_correlation.txt"

図 11: X(l)-X(l + 1)プロット
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価格変動は第 1近似として次のマクロな更新式に従うように見える。

X(l + 1) = aX(l) + η(l) (15)

ここに aは定数, η(l)は白色ノイズ 〈η(l)η(l
′
)〉 = δl,l′ である。従って, 価格変

動に関し, このマクロな更新式をミクロなレベルで再現するようにマイノリ
ティゲームに修正を加えていく。

• マイノリティゲームにおける複数コミュニティの導入とコミュニティ内での
情報共有効果
本論文で扱ったマイノリティゲームでは、各トレーダは市場履歴のみからマ
クロな情報を得て、自らの状態を更新したが、システムに複数のコミュニ
ティを導入し、そのコミュニティ内のトレーダ間の情報のやり取りを許すこ
とで、ゲームのマクロな振る舞いに違いがでる可能性がある。各トレーダの
各コミュニティへの分割指針としては、例えば、複雑ネットワークが形成さ
れるようにするなどが考えられる。

• 第一通過過程フィルタの相互情報量による特徴づけ: 情報理論的アプローチ
第一通過過程を経たデータが、元の高頻度データの持つ情報をどの程度「保
存」しているのかを定量化するため、高頻度な市場データの時間間隔列を
「入力」: X = {Δli|i = 1, · · · , N}、フィルタを介した後のデータ (顧客提示
データ)の時間間隔列を「出力」: Y = {Δti|i = 1, · · · , N} に見立てた場合
の相互情報量:

I(X : Y ) = H(Y ) − H(Y |X) (16)

を窓幅 εの関数として計算することで、第一通過過程によって間引かれたデー
タの損失した情報量を定量化する。ここに, H(Y ), H(Y |X) はそれぞれエン
トロピー、条件付きエントロピーである。もし、上記の意味での入力列と出
力列がともに i.i.d. (independent identical distributed) ならば

P (X) = P (Δl1, · · · , ΔlN ) = P (Δl1) · · ·P (ΔlN) = {P (Δl)}N (17)

P (Y ) = P (Δt1, · · · , ΔtN) = P (Δt1) · · ·P (ΔtN) = {P (Δt)}N (18)

と簡略化され、単位データあたりの出力情報のエントロピーH(Y )は

H(Y )

N
= −

∑
Δt

P (Δt) log P (Δt) = −
∫ ∞

0

P (Δt) log P (Δt)dΔt (19)

として評価できる。また、入力データにおける変動間隔のフィルタによる「収
縮」と「拡大」が各間隔で独立であるとすると

P (Y |X) = P (Δt1|Δl1) · · ·P (ΔtN |ΔlN) = {P (Δt|Δl)}N (20)
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であるから、単位データあたりの条件付きエントロピーH(Y |X)は

H(Y |X)

N
= −

∑
Δl

∑
Δt

P (Δt|Δl) log P (Δt|Δl)

= −
∫ ∞

0

dΔt

∫ ∞

0

dΔlP (Δt|Δl) log P (Δt|Δl) (21)

で与えられる。従って、あとは実データからP (Δt), P (Δl), P (Δt|Δl)を同定
することで、所望の相互情報量を計算することができる。

• マイノリティゲームから導かれる資産分布の解析
マイノリティゲームにおいて、自らの意思決定の結果、マイノリティグルー
プに属したトレーダには+1点、マジョリティグループに属したトレーダに
は 0点を与える場合、十分なラウンドを終えた時点でトレーダ iの資産 ciは
トレーダごとに異なるはずであり、この分布 P (c)がどのような性質を持つ
のかは興味深い。このような「富の分布」は昔から研究者の興味をかきたて
ているが、その分布には普遍的にパレート則: P (c) ∼ c−γ が成り立つこと
が知られている。このマイノリティゲームに参加しているトレーダのコミュ
ニティにおける資産分布がパレート則に従うか否かを調べることは「富がい
かに配分されるか」という社会科学的観点からも興味深い。

今後は上記の課題を段階的に解決し、市場のマクロな性質をミクロの法則から導
き出すための基礎理論を構築していきたい。

7 Appendix

7.1 標準正規分布の歪度と尖度の証明

確率密度 f(x)をもつ連続分布 F に対して、t = 0の近傍で

M(t) =

∫ ∞

−∞
etxf(x)dx

が存在するとき、この関数を分布F のモーメント母関数という。この関数は t = 0

の近傍で何回でも微分でき、F の k次の原点まわりのモーメントが

μ′
k = M (k)(0)

で与えられる。また、異なる分布が同じモーメント母関数をもつことはない。正
規分布 (μ, σ2)のモーメント母関数はM(t) = exp(σ2 t2

2
+ μt)であるからM(t)の t
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についての微分をM ′(t)と定義すると 4次までのモーメントは

M ′(t) = (σ2t + μ) exp(σ2 t2

2
+ μt)

M ′′(t) = (σ2t + μ)2 exp(σ2 t2

2
+ μt) + σ2 exp(σ2 t2

2
+ μt)

M ′′′(t) = (σ2t + μ)3 exp(σ2 t2

2
+ μt) + 3σ2(σ2t + μ) exp(σ2 t2

2
+ μt)

M ′′′′(t) = (σ2t + μ)4 exp(σ2 t2

2
+ μt) + 6σ2(σ2t + μ)2 exp(σ2 t2

2
+ μt) + 3σ4 exp(σ2 t2

2
+ μt)

となる。これから t = 0,μ = 0とおくと

s =
M ′′′(0)

M ′′(0)
3
2

= 0

k =
M ′′′′(0)

M ′′(0)2
=

3σ4

σ4
= 3

よって標準正規分布では s=0,k=3となることが分かる。

7.2 最小二乗法

n個のデータ (x1,y1),(x2,y2),· · · ,(xn,yn)が得られたとする。最もフィットする直
線を y = ax + bとおくと、各データとの距離は di = yi − (axi + b)となる。最小二
乗法では S =

∑N
i=1 d2

i を最小とするような a,bを求める。Sは aと bに関する二次
関数と考えられるので

∂S

∂a
= 0

∂S

∂b
= 0

として、a,bについて解くと

b =

∑N
i=1 yi − a

∑N
i=1 xi

N

=

∑N
i=1 x2

i

∑N
i yi −

∑N
i=1 xiyi

∑N
i=1 xi

n
∑N

i=1 x2
i − (

∑N
i=1 xi)2

a =
n

∑N
i=1 xiyi −

∑N
i=1 xi

∑N
i=1 yi

n
∑N

i=1 x2
i − (

∑N
i=1 xi)2
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7.3 平均待ち時間の導出

レートが変動してから次に変動するまでの時間、つまり第一通過時間を τ とす
る。これは実データ解析からワイブル分布であることがわかっている。次に、直
前のレート変動時刻から顧客がレートをチェックするまでの時間を t,最後にレー
トをチェックしてから実際にレートが変動するまでの待ち時間を sとする。まず、
待ち時間 sは

s = τ − t

と表される。これの平均値が平均待ち時間になる
そこで、tの分布を PO(t)とし、待ち時間 sの分布をΩ(s)をこれと Pm,a(τ)を用い
て表すと

Ω(s) ∝
∫ ∞

0

dτ

∫ ∞

0

dtQ(s|τ, t)PO(t)Pm,a(τ)

となる。Q(s|τ, t)は第一通過時間が τ である間隔に直前のレート変動から tだけ経
過した時点で顧客がログインし、レートをチェックした条件下でその顧客が次の
レート変動まで sだけ待つ確率であり、ここでは

Q(s|τ, t) = δ(s − r + τ)

で与えられる。従って、待ち時間 sの分布は規格化定数を含めて

Ω(s) =

∫ ∞
0

dτPm,a(τ)
∫ τ

0
dtδ(s − r + t)PO(t)∫ ∞

0
ds

∫ ∞
0

dτPm,a(τ)
∫ τ

0
dtδ(s − r + t)PO(t)

と書くことが出来る。顧客のログイン時間は一様：PO(t) = 1と考えるのが自然で
あろうから、これを考慮して待ち時間 sの平均を計算すると

< s > =

∫ ∞

0

dssΩ(s) =

∫ ∞
0

dss
∫ ∞

s
dτPm,a(τ)∫ ∞

0
ds

∫ ∞
s

dτPm,a(τ)

=

∫ ∞
0

d
dt

s2

2
ds

∫ ∞
s

dτPm,a(τ)∫ ∞
0

d
ds

sds
∫ ∞

s
dτPm,a(τ)

=
(1

2
)
∫ ∞
0

s2Pm,a(s)ds∫ ∞
0

sPm,a(s)ds
=

E(τ 2)

2E(τ)

が得られる。ここで第一通過時間の分布でのモーメントを

E(rn) =

∫ ∞

0

dssnPm,a(s)

と定義している。
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7.4 カルバック-ライブラ距離による第一通過過程の効果の測定：実

データ

第一通過過程の変動間隔への効果を調べるため、第一通過過程を介さないデー
タからの分布と、第一通過過程を介した後の分布とのカルバック-ライブラ距離を
計算してみる。カルバック-ライブラは２つの確率関数の差の尺度である。第一通
過過程を介さない時間間隔と介して提示されるレート変動の時間間隔をそれぞれ
確率関数 f(Δt),g(Δt)とすると式は以下のようになる。

K(f‖g) =
∑
Δt

f(Δt) log
f(Δt)

g(Δt)
Δt

結果は以下の図 12である
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図 12: フィルターを介したときの時間の分布 (ε = 1, 2, 3でカルバックライブラ距離は元の分布と
比べて 0.40, 3.95, 10.38となった
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