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１ はじめに

Farkas の補題は線形不等式系に対する基本

定理であり，以前の原稿［１２］では代表的な関数

解析の重要な結果である分離定理からの導出で

はない，代数的証明と最小２乗問題を使う幾何

的証明の紹介を中心に類似の定理や拡張につい

て述べた。

線形不等式系の定理は，両方共斉次形の

Motzkin の定理（系はGordan の定理），Tucker

の定理（系は Stiemke の定理），片方は非斉次

形のFarkas の定理等があり，どれか１つの証

明が為されれば他も容易に証明できるもので

あった。

本稿では，Farkas の補題の系を考え，それ

を用いて一般的な非線形計画問題の最適性の必

要条件であるKarush-Kuhn-Tucker の定理を

導出する。また，Farkas の定理の様々な方向

への拡張についても概観する。

２ Karush-Kuhn-Tucker の定理の証明

連続変数（実数変数）に対する一般の数理計画

問題は

（�）minimize �（�）
subject to ��（�）��0, �	1,...,
,

��（�）	0, �	1,...,
,

但し �：����, ��：����, �	1,...,
, ��：��

��, �	1,...,
,

と定式化できる。

前稿に書いたが，線形不等式に対するFarkas

の補題を再掲する。本稿では二者択一の形でな

く同値の形で書く。

定理１ �������の補題�	
� 行列 �∈����と列
ベクトル �∈��に対して，��≠0ならば，

��� �����0，かつ ����0
���∃���0，�����	0

は同値である。 ■

不等式だけでなく，等式・不等式に対してFar-

kas の補題を適用する。

系１ 行列 �∈����，�∈����と列ベクトル
�∈��に対して，��≠0ならば，

��� �����0かつ ����0, ��	0
���∃���0，∃�∈��，���������	0

は同値である。 ■

［証明］ 定理 1で �：	� �
�

���，�：	��ξζ�，
ξ��0，ζ��0，ξ，ζ∈��と置けば，�：	ξ�ζ と
して結果が成立する。 ■

更に問題（P）に対して，次のMangasarian-

Fromovitz の制約想定（MF）[10]を置く。

（MF） �∈��に対して�� �（�），�	1,...,
は１次
独立。∃�∈���. .���（�）���0，�∈!（�），���
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（�）���0，��1,..., �，但し �（�）：�{� |	�（�）�0, �
�1 ,...,
}。

通常仮定される１次独立の制約想定が成立すれ

ば（MF）は成立することが知られている。

次のKarush-Kuhn-Tucker の定理が証明さ

れる。

定理２ �∈��が問題���の局所最適解（実行可
能解でもある）で，制約条件が�に於いて制約
想定����を満たすとする。この時，或る λ�
�

0，��1,...,
，μ�...,μ�∈�が存在して，

��（�）�
�

∑
���

λ��	�（�）�
�

∑
	��

μ	��	（�）�0，（１）

λ�	�（�）�0，λ�
�0，��1,...,

が成立する。

［証明］（MF）を満たす �∈��は許容方向なの
で，�が局所最適解ならば，

��（�）��
�0

が従う。よって，（MF）と合わせるとFarkas

の補題（系１）が適用でき，

��（�）� ∑
�
�（�）

λ��	�（�）�
�

∑
	��

μ	��	（�）�0，

λ�	�（�）�0，λ�
�0，�∈�（�）

となる。�∈� \�（�）に対しては λ��0と置く
と，

��（�）�
�

∑
���

λ��	�（�）�
�

∑
	��

μ	���（�）�0，

λ�	�（�）�0，λ�
�0，��1,...,


が成立する。 ■

問 題���に対するKarush-Kuhn-Tucker 条 件
（１）は，Lagrange の未定乗数法を自然な形で

含む包括的な形である。

３ Farkas の補題の一般化

この節ではFarkas の補題の一般化に関する

結果を紹介する。

３．１ 無限次元への拡張

Farkas の補題（定理１）を無限次元に拡張す

ると次の様になる。閉性の仮定に注意する。

定理３ ベクトル空間の線形写像 �と閉凸錘
�*に対して，錘 �（�）�{�|��∈�}が適当な位
相で閉��������ならば，

���〈�,�〉
�0，���∈�*

��� �∈�（�）

は同値である。但し，�*は � の双対錘 �*�{�|
〈�,�〉
�0，∀�∈�}である。 ■

有限次元で考えて �を多面体錘でない凸錘
と考えても，定理の �（�）の弱位相での閉性の
仮定が成立しなければ成立しない。

例１ 行列��� 0

0

0

1

1

0 �，��� 1

0 �，��{�∈�


| 2����
���
,��
�0}を考える。

���� ��
�� � に対して，���� 0

��
��!。ここで

��＝０を選べば ����0，���∈�*とできる。

�����から ���0，�
�1なので �∈�は
成立しない。

即ち定理３の内容は �（�）の閉性の条件を満た
さないので成立しない。

ところで，��� "
1/2"

1 ! では#��������，

��∈�が成立していることに注意する。

こういう場合にも次の漸近的定理は成立す

る。

定理４（漸近的定理） ベクトル空間の線形写

像 �と閉凸錘 �*に対して，
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���〈�,�〉��0，���∈�*

���	����
���，
�∈�

は同値である。 ■

尚，漸近的でなく有限の性質がそのまま成立す

る時に，Farkas-Minkowski 系であるという。

一般の不等式系がFarkas-Minkowski 系である

為の必要十分条件の導出が多く試みられている。

３．２ 凸最適化への拡張

Farkas の補題は非線形関数を含む系に拡張

されているが，Fenchel-Moreau の共役関数を

用いた，Bo�and Wanka［３］の結果を示す。�
⊂��を非空の凸部分集合，�：����∪{＋∞}を
真凸関数，��：����，��1,...,�を凸関数と
する。次の制約想定（CQ）（Slater の制約想定）

を置く。

（CQ） ∃
�∈ri（�）∩ri（dom（�））s.t. ��（
�）

��0,��：線形，��（
�）�０, ��：非線形，
但し，riは相対内部を表す。

定理５ ��� 関数 �：����∪{＋∞}を真凸関数，
��：����，��1,...,�を凸関数とする。制約
想定（��）を満たすならば，

��� �（
）��0, ��（
）��0, ��1,...,�
��� 0∈epi（��）�coneco（∪	

�
�epi（��� ））�
epi（σ�）

但し，��（��も同様）は ��� !�"-#$%�&'共役
関数であり，��：����，��（(）:�sup
���{(�


��（
）}は同値である。 ■

３．３ 非凸最適化への拡張

関数を凸より緩和する方向にも拡張が為され

ているが，Jeyakumar and Gwinner［６］の結果

を示す。

関 数 �：���∪{＋∞}，�：�×)��が，∃α∈
（0,1）と∀
�，
�∈�に対して∃
�∈�が存在
して，

�（
�）��（1�α）�（
�）�α�（
�），

�（
�,�）��（1�α）�（
�,�）�α�（
�,�），∀�∈)
を満たす時，対（� ,�）は類凸（convex-like）であ
るという。集合 �が α∈（0,1）と∀
�，
�∈�
に対して，

（1�α）
��α
�∈�

を満たす時，�は近凸（nearly convex）である。

Ω�：�{（',%）∈��×�|∃
∈�,�（
）��%,∀�∈),
�（
,�）��'（�）}

は対（� ,�）が類凸ならば近凸である。

定理６ �	� 関 数 �：���∪{＋∞}，�2�∞，
�：�×)��とする。対（� ,�）が �上で類凸と
する。0∈��の或る近傍 3 と定数 γ�0に対し

―

て集合Ω�∩3×（�∞,γ]を��×�の非空の閉部
分集合と仮定する。その時，

��� �（
）��0, ∀�∈),�（
,�）��0
���∀θ�0，∃λ∈Γ，
∈�に対して，

�（
）�∑
���

λ��（
,�）�θ，

但し，Γは ) 上の全ての非負関数の凸錘の双
対錘は同値である。 ■

この方向では類凸関数を含むminimax 問題や

制約付最適化問題に対する Lagrange 関数を用

いた試みが為されている。

３．４ 離散変数への拡張

�,�が整数のみからなる場合に，

�
��，
��0 （２）

と同値な条件は，
∈���に対しては�はFarkas
の補題（定理１）の（b）の場合になっているので

得ることができるが，
∈��（�：�{0}∪�）に対
しては陽な表現が得られていない。ここでは

Lasserre［8］の結果を示す。
�∈�	��に対して，Ω：�{
∈���|�
��}は

コンパクトと仮定する。また，α∈��，β��
を全ての ;�1,...,�に対して，

�^��:�����α���0，<�1,...,�, （３）
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�^�:����β��0

となる様に選ぶ。更に，ρ�（α）:�max�����{∑�
�	


α���|����} に対して β��ρ
�（α）と選ぶ。
�:�


�

 …
��� 等と記す。

定理７ ��� 行列 �∈��
�と列ベクトル �∈��

に対して，Ω：�{�∈���|����}はコンパクト
と仮定する。α∈��と �∈�を���と β��ρ

�（α）
を満たす様に選ぶ。その時，

���∃�∈��，����
����実数値多項式 
�（
�）��1は，どれも非

負係数を持つ実数値多項式{��}��	�∈�[

,...,
�,
�]が存在して，


�（
�）��1���（
,�）（
��1）�
�

∑
�	

��（
,�）（
��

（
�）���1） （４）

と表現される，

は同値である。

更に，�	�の ��の次数は，

��1,...,�
（��1）β�

�

∑
�	

���min{��1，min {（��1）α�

�
�

∑
�	

���}}

以下である。 ■

離散変数への拡張に関しては，計算量の理論の

観点から，問題に或る離散構造を導入して解析

することも必要と思われる。

４ おわりに

本稿では一般的な非線形計画問題に対する

Karush-Kuhn-Tucker 条件が Farkas の補題の

系を直接用いることにより，Motzkin の定理や

Fritz John 条件を用いずに直接導出されること

を示した。

また，Farkas の補題の様々な方向への拡張

を概観した。離散変数への拡張は理論的にも奥

深い方向であり，更なる発展が望まれていると

ころである。
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