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整数論札幌夏の学校

開校期間：平成 年 月 日～ 月 日18 8 28 9 8
8 3 8-309開校場所：北海道大学理学部 号館 階

北海道大学大学院理学研究院による大学院教育イニシアティブ「全国大学院共通滞在型プ
ログラム」の一環として，肥田晴三教授（ ）による講義を中心として，関連するテUCLA
ーマの基礎的知識の一部を の形で解説する企画を「整数論札幌夏の学校」survey lectures
として，平成 年 月 日から 月 日の 週間に渡り，北海道大学理学部 号館にて18 8 28 9 8 2 8
開催しました．講師と講義タイトルは次の通りです：

伊藤哲史 (京都大学) コホモロジー論とモティーフ
桂田英典 (室蘭工業大学) モジュラー形式と 関数L-
北川浩二 (北海道大学) 古典的岩澤理論
田口雄一郎 (九州大学) 類体論

UCLA L-invariant and Galois deformation肥田晴三 ( )
村瀬篤 (京都産業大学) 楕円曲線
山上敦士 (京都産業大学) 変形理論Galois

また，第２週目には若手研究者による研究発表会も行いました：

新井啓介 4元数体による乗法をもつアーベル曲面に伴うガロア表現の像について
板倉兼介 Hasse-Weil L関数の関数等式から見る特殊値（玉河数予想）
岡崎武生 Siegel modular form of degree 2 and Abelian variety
加塩朋和 On the p-adic CM-period symbol
河村尚明 A certain Dirichlet series of Rankin-Selberg type associated with

the Ikeda lifting
木村巌 (In)divisibility of special values of zeta functions associated

to quadratic fields
平岡敬浩 平方和2次形式に関する極大格子の種の類数
村田学 実2次体上のShimura mass formula
望月哲史 Motif理論の変形I



この冊子は「整数論札幌夏の学校」終了後に講演者並びに研究発表者に改めて書いて戴い
た論文を集めた報告集です．その為，一部上記タイトルと掲載論文のタイトルが違うもの
があります．また，北川浩二氏は平成19年1月10日に急逝されましたので，彼の論文は須
田智彦氏に講義のノートを元に書いて貰ったものです．また，板倉兼介氏の論文は本人の
要望により掲載しておりません．
肥田先生には御多忙にも拘わらず連続講義を御快諾戴き誠に有難うございました．また，
桂田，田口，村瀬の三先生並びに河村尚明君にはプログラム作成の段階からお世話になり
ました．大きな理論を簡潔に纏め講義して戴いた講師の方々並びに多くの方の御協力に篤
く御礼申し上げます．
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※第1週のsurvey lectures に関するディスカッションを行います。
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第Ⅰ部

講義録





　
類体論1

田口 雄一郎

序. この講演では古典的類体論について、その概略を解説する。類体
論とは

特別な体のアーベル拡大についてはよくわかる
といふ話である。「特別な体」とは、大域体 (有限次代数体、有限体上
の一変数代数関数体) 及び局所体 (R, C, Qp の有限次拡大、Fp((t)) の
有限次拡大) の事2である。「よくわかる」とは、主に
・ Abel 拡大 L/K の Galois 群の構造が K の言葉で書ける

(わかり易い群で近似できる)、
・ Abel 拡大 L/K に於いて、K の素イデアルがどう分解するかが
よくわかる、

といふ事を指す。

1. 古典的定式化. この節では K は代数体とする。OK により K の整
数環を、ClK により K のイデアル類群を表す。

19世紀末、D. Hilbert は次の事を予想した。「K の各素イデアル p
について

p は L/K で完全分解 ⇐⇒ (p の類)=1 in ClK

となる Galois 拡大 L/K が存在する。」
この様な LをK の類体と呼んだ (現在はHilbert 類体または絶対類体

と呼ばれてゐる)。後に判明した事には、L/K は K の最大不分岐アー
ベル拡大であり、Gal(L/K) � ClK である。

1920年、高木貞治はこれを一般化した形で証明した ([8])。OK のイ
デアル m に対し
AK,m = {m と互ひに素な K の分数イデアル },
PK,m = {(x)| x ∈ K×, x ≡ 1 (mod m), x は “総正”},
ClK(m) = AK,m/PK,m,

とおく。ClK(m) を m を法とする射類群 (ray class group) と呼ぶ。類
体論の主定理は、古典的なスタイルで述べると、次の二つである：

1「整数論札幌夏の学校」に於ける講義 (2006年 8月 28日) のノート。
2これらは 1次元の体で、それを高次元の体 (或いは scheme) に一般化したものが

「高次元類体論」である。
1
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2

存在定理. 任意の m に対し或る有限次アーベル拡大Km/K があつて
Gal(Km/K) � ClK(m)

となる。
同型定理. 任意の有限次アーベル拡大 L/K は或るm に対する Km に
含まれ、NL/K(AL,m) ⊃ PK,m かつ

Gal(L/K) � AK,m/NL/K(AL,m)

となる。
有限次アーベル拡大 L/K に対し、L ⊂ Km となる最小の m を L/K

の導手 (conductor, Führer) と呼ぶ。K の素イデアル p について、次
の同値が知られてゐる：

p は L/K で分岐する ⇐⇒ p は L/K の導手を割る。
導手は、素イデアルが分岐するか否かだけでなく、どれだけ深く分岐
するかをも測るものである。
類体論の応用として

Kronecker の青春の夢. 虚二次体の任意の有限次アーベル拡大は CM
楕円曲線の j不変量の値と等分点の座標を添加して得られる。
が解決した (これは Kronecker-Weber の定理の虚二次体への拡張であ
る)。
ところで高木の論文では、上の定理に於ける同型写像は具体的に与

へられたわけではなかつた。その後「1927年に Artin が驚嘆すべき発
見を成した」([9], 14.2; 原論文は [1]):

Artin の相互法則. 相互写像
rK,m : AK,m → Gal(L/K)

p 
→ Frobp =

(
L/K

p

)
があり、これが上の同型を導く。

ここに Frobp や
(

L/K
p

)
は p の Frobenius 置換3を表す。

これにより L/K に於ける素イデアルの分解法則がわかる。即ち、
L/K で不分岐な K の素イデアル p が pOK = P1 · · ·Pg と分解したと
き、その個数 g が、p が mod NL/K(AL,m) のどの類に入るかでわかる。
実際、[L : K] = fg とするとNL/K(Pi) = pf であり、f = (Frobp の位
数 in Gal(L/K)) = (p の類の位数 in AK,m/NL/K(AL,m)) となる。

3文脈や都合や気分に応じて二つの (またはそれ以上) の記号を使ひ分ける。例へ
ば肥田先生の講義では [p, K] といふ記号が使はれた。
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2. 局所類体論. 有理関数を冪級数体に於いて Taylor 展開出来る様に、
有理数を “Taylor 展開”(p進展開) 出来る様な体として p進体 Qp があ
る。これは「完備離散付値体」の一つであるので、先づこの概念を復
習する。
体 K 上の (非アルキメデス的)付値 v とは、群準同型 v : K× → Rで

あつてv(x+y) ≤ min{v(x), v(y)}なるものの事である。通常 v(0) := ∞
により vを写像 v : K → R∪{∞}に拡張しておく。一般に、一つの体に
入り得る付値は沢山あり得る。値群 v(K×) が R の離散部分群 (従つて
Zと同型)であるとき、v は離散付値であると言ひ、さらに v(K×) = Z
のとき v は正規付値であると言ふ。付値体 (K, v) とは、体 K とその
上の付値 v の組の事である。
付値体 (K, v) に対し

Ov = OK,v := {x ∈ K| v(x) ≥ 0}
pv = pK,v := {x ∈ K| v(x) > 0}
kv = kK,v := Ov/pv 　
Nv := #kv,

とおく (v は正規付値としておく)。Ov, pv, kv をそれぞれ (K, v) の
付値環、付値イデアル、剰余体と呼ぶ。次の自然な短完全列がある：

1 → O×
v → K×

v
v→ Z → 1,

1 → (1 + pv)
× → O×

v → k×
v → 1.

x 
→ x (mod pv)

(K, v) が付値体のとき、実数 a > 1 を固定して |x|v = a−v(x) とおく
と、これは K 上の絶対値 (乗法的付値) を定め、|x− y|v により K は
距離空間になる。この距離に関する K の完備化を Kv と書き、K の
v での完備化と呼ぶ。標準的な埋込み K ↪→ Kv があるが、これが同
型であるとき、即ちK が v の定める距離に関して初めから完備である
とき、(K, v) を完備付値体と言ふ。K が大域体ならば Kv は局所コン
パクト体になる。
以下暫く、局所体と言つたら完備離散付値体であつて剰余体が有限

であるものの事4とする。局所体は或る素数 p に対する p 進体Qp の有
限次拡大又は或る有限体 Fq 上の冪級数体 Fq((t)) の有限次拡大と同型
である。

4理念的には局所コンパクト体 (即ち Hausdorff, 局所コンパクトかつ非離散的な位
相体) を局所体と呼ぶのがよい。この意味の局所体のうち、非アルキメデス的な局所
体は剰余体が有限な完備離散付値体であり、アルキメデス的な局所体は R または C
と同型である。
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K を局所体、O をその付値環、p をその付値イデアル、k = O/p を
その剰余体とし、

U (m) = (1 + pm)×

= {x ∈ K×| v(x − 1) ≥ m}
とおく (U (0) := U := O×). 局所類体論の主定理を先づは古典的な大域
類体論のもの (§1) と並行した形で述べる：
存在定理. 任意の m ≥ 0 に対し或るアーベル拡大 Km/K が存在して
Gal(Km/K) は K×/U (m) の profinite 完備化と同型になる。
注意. Km/K は無限次拡大である。実際 K0 は K の最大不分岐拡大
Kur であり、Gal(K0/K) � Ẑ である。
同型定理. 任意の有限次アーベル拡大 L/K は或る m ≥ 0に対するKm

に含まれ、NL/K(L×) ⊃ U (m) かつ
Gal(L/K) � K×/NL/K(L×)

となる。
これらを纏めて次の様に述べられる：

相互律. 標準的準同型 (相互写像) rK : K× → Gab
K があり、

・ 各 L/K に対し rK は上の同型を導く。
・ rK は単射、Im(rK) は Gab

K の中で稠密。
・ 素元 ∈ K× の像 in Gk は Frobenius と一致する。
・ “引戻し” により{

K× の指数有限
開部分群

}
1:1←
{

Gab
K の

開部分群

}
.

従つて次の同型がある：
Hom(K×, Q/Z) � Hom(Gab

K , Q/Z).

ここに GK は体 K の絶対ガロア群、Gab
K は K の最大アーベル拡大

Kab のガロア群 Gal(Kab/K) である。
局所類体論の最初の証明は大域類体論を使つてなされた。しかし局

所理論の方が大域理論より易しい筈だから、最初に局所類体論を独立
に証明し、それを使つて大域類体論を証明できないか、と考へるのは
自然である。実際それは可能で、幾つかの証明がある。

3. 証明について. 局所類体論の証明方針 (相互写像の構成法) を二つ
紹介する。一つは Lubin-Tate 群を使ふもの、もう一つは巡回代数を使
ふものである。前者は円分拡大の理論に類似してゐて、具体的であり、
explicit reciprocity law などの、より詳しい研究に向いてゐる。後者は
大域類体論との両立性を示し易いといふ利点がある。理論的に美しく、
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cohomological な定式化と馴染みがよいので高次元化5などの一般化に
適してゐる。
以下この節ではK を局所体、O をその付値環、U := O× とする。

(1) Lubin-Tate 群を使ふ方法 (cf. e.g. [5], [10])。相互写像 rK を、次
の図式が可換になる様に作りたい：

1 −−−→ Gal(Kab/Kur) −−−→ Gal(Kab/K) −−−→ Gal(Kur/K) −−−→ 1	⏐⏐ 	⏐⏐rK

	⏐⏐
1 −−−→ U −−−→ K× v−−−→ Z −−−→ 1.

rK(π) は Frobenius ∈ Gal(Kur/K) の逆像、と定める (正確には後ほど
述べる)。あとは rK |U を決めればよいが、ここで Lubin-Tate 理論を
使ふ。

K の素元 π を一つ選んで固定する。q を剰余体 k の位数とするとき、

f(X) = πX + · · · + Xq + · · · ∈ O[[X]]

(Xq 以外の項の係数は π で割れる)

の形の冪級数に対して、O の作用を持つ形式群6

F (X, Y ) = X + Y + · · · ∈ O[[X, Y ]]

が定まる。形式群 F の「O-加群構造」の意味する所は、各 a ∈ O に対
し「a倍」を表す冪級数 [a](X) ∈ O[[X]]があつて「F (X, Y )と両立する」
といふ公理を満たす、といふ事である。集合 m := {x ∈ K| v(x) > 0}
は

加法： (x, y) 
→ F (x, y), a倍： x 
→ [a](x) (x, y ∈ m, a ∈ O)

により O-加群となる。

事実. F [πn] := Ker([πn]の作用 on m) は O-加群として O/(πn) と同
型で、これにGK が作用する：

GK → Aut(F [πn]) � (O/(πn))×.

実はこれは全射。lim←−n
を取つて、π のみに依存する全射準同型

χπ : GK → U

5Lubin-Tate 群の高次元版は未だ無い。
6ここに言ふ形式群とは「1次元可換形式群」、即ち二変数の冪級数であつて合成

に関して可換群と同様の公理を満たすもののことである。一般には高次元 (多変数)
のものや非可換のものもある。
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を得る。Ker(χπ) に対応する拡大を Kπ/K とすると、実は KπKur =
Kab であり、

Ẑ � Gal(Kur/K) � Gal(Kab/Kπ),

U � Gal(Kπ/K) � Gal(Kab/Kur).

そこでK×をK× = 〈π〉×U と分解しておき、相互写像 rK : K× → Gab
K

を次の様に定義する：rK(π) 及び各 u ∈ U に対する rK(u) は

Ẑ � Gal(Kab/Kπ), U � Gal(Kab/Kur),

1 ↔ rK(π) u−1 ↔ rK(u)

なる元。
(2) 巡回代数を使ふ方法 (cf. e.g. [11], [6])。相互写像 rK : K× → Gab

K

を与へる事は非退化 pairing

Ĝab
K × K× → Q/Z

を与へる事と同じである。そこで、
事実. Br(K) := (K 上の中心単純環の同値類) は K が局所体ならば
Q/Z と標準的に同型である

といふ事に注意して、χ ∈ Ĝab
K と b ∈ K× に対し巡回代数 A(χ, b) を

定義し、上の pairing を
(χ, b) 
→ (A(χ, b) の類) in Br(K)

と定義する。
巡回代数 A(χ, b) は次の様に定義する。先づ次の一対一対応がある：{
指標 χ : Gab

K → Q/Z で
像の位数 = n なるもの

}
1:1←→

⎧⎨⎩組 (L/K, σ); ここに
L/K は n次巡回拡大、
σ は Gal(L/K) の生成元

⎫⎬⎭ .

左辺の χ に対応するのは、Ker(χ) に対応する L/K と χ(σ) = 1/n な
る σ ∈ Gal(L/K) との組である。そこで、文字 β を用意して、

A(χ, b) := L + Lβ + · · · + Lβn−1,

交換関係は βn = b, βx = σ(x)β (x ∈ L),

と定義する。
局所から大域へ. K を大域体とするとき、次の完全列がある：

0 → Br(K) → ⊕vBr(Kv)
Σ→ Q/Z → 0.

ここに Σ は K の全ての素点 v に渡る invv の和である。この完全列を
利用して局所類体論を貼合せる事により大域類体論を導く事が出来る。
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注意. Cohomological interpretation:

Ĝab
K = H1(K, Q/Z)

δ→ H2(K, Z),

K× = H0(K, Gm),

Br(K) = H2(K, Gm).

上の pairing Ĝab
K × K× → Br(K) は χ ∈ H1(K, Q/Z) と b ∈

H0(K, Gm) に対し δ(χ) ∪ b ∈ H2(K, Gm) を対応させるものである
(δ は連結準同型、∪ はカップ積)。

4. Chevalley の定式化：局所類体論を寄せ集めて大域類体論を作る。
K を大域体とする。局所類体論によると、K の各素点 v に於いて

K×
v がGab

Kv
を近似した。そこで

IK :=
∏∐
v

K×
v

:= {(xv)v ∈
∏

v

K×
v | 殆ど全ての v に対し xv ∈ Uv},

とおいて、可換図式
K×

v −−−→
rKv

Gal(Lw/Kv)

v 成分への埋込み
⏐⏐� ⏐⏐�制限
IK

???−−−→ Gal(L/K)

を念頭に置きつつ、IK をして Gab
K を近似せしめる事を考へる (IK は

K の idèle 群と呼ばれる)。先づ、古典的な定式化に倣つて存在定理、
同型定理を述べるために、OK のイデアル m =

∏
pmv

v に対し

Um :=
∏
v-∞

U (mv)
v ×

∏
v|∞

Uv ⊂ IK

とおく。ここに v が有限素点のときは U
(mv)
v = (1 + pmv

v )× は局所体
Kv に対する §2 の U (m) であり、v が無限素点のときは Uv = (K×

v の
連結成分 � 1) とおいた。
存在定理. 任意の mに対し或る有限次アーベル拡大 Km/K が存在して

Gal(Km/K) � IK/UmK×

となる。
同型定理. 任意の有限次アーベル拡大 L/K は或る m に対するKm に
含まれ、NL/K(IL) ⊃ Um かつ

Gal(L/K) � IK/NL/K(IL)K×
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となる。
ここで

CK := IK/K× (K× は対角的に IK に埋め込む)

とおく (CK は K の idèle 類群と呼ばれる) と、上の二つの同型の右
辺はそれぞれ CK/(Umの像), CK/NL/K(CL) に等しく、上の二つの定
理は次の様に纏められる：
相互律. 標準的な準同型 (相互写像) rK : CK → Gab

K があり、
・ 各 L/K に対し rK は上の同型を誘導する。
・ K が代数体ならば rK は全射で

Ker(rK) は 1 を含む CK の連結成分 (=
∏

v|∞ Uv)、
K が函数体ならば Im(rK) は Gab

K の中で稠密で rK は単射。
・ 次の図式は可換：

K×
v

rKv−−−→ Gab
Kv⏐⏐� ⏐⏐�

CK −−−→
rK

Gab
K .

・ “引戻し” により{
CK の指数有限
開部分群

}
1:1←
{

Gab
K の

開部分群

}
.

従つて次の同型がある：
Hom(CK , Q/Z) � Hom(Gab

K , Q/Z).

古典的定式化との関係は次の完全列から見て取れる：
1 → Um/(K× ∩ Um) → CK → ClK(m) → 1.

K を動かした時の変化：K ′/K を有限次分離拡大とする。この時 次の
可換図式がある：

CK′
rK′−−−→ Gab

K′

NK′/K

⏐⏐� ⏐⏐�制限
CK −−−→

rK

Gab
K ,

CK′
rK′−−−→ Gab

K′

iK′/K

	⏐⏐ 	⏐⏐移送
CK −−−→

rK

Gab
K .

ここに iK′/K は包含写像 K ↪→ K ′ が誘導する自然な写像であり、移送
といふのは、一般に群 Gとその指数有限部分群 H に対し定義される準
同型写像 tG/H : Gab → Hab が定義されるが、これをG = GK , H = GK′

に対して適用したものである。
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5. L函数. K を大域体、L/K を有限次アーベル拡大とする。このと
き、同型ClK(m) � Gal(L/K)はその指標群の間の同型を誘導する。こ
の事は「L函数の一致」としても見られる。
指標 χ : ClK(m) → C× に対し Hecke の L

L(s,K, χ) : =
∑

a

χ(a)

Nas

=
∏

p

1

1 − χ(p)/Nps

が定義される (但し (a, m) �= 1 のときは χ(a) = 0 と定義する)。ここ
に
∑

a は OK のイデアル a �= 0 に渡る和、
∏

p は OK の素イデアル
p �= 0 に渡る積であり、Na は a の絶対ノルムである。一方 Galois 群
の指標 ρ : Gab

K → C× に対し Artin の L

L(s, K, ρ) :=
∏

p

1

1 − ρ(Frobp)/Nps

が定義される。ここに
∏

p は L/K で不分岐な OK の素イデアル p �= 0

に渡る積である。
注意. Hecke の L はより一般に CK の量指標に対し定義される。また、
Artin の L はより一般に有限次 Galois 拡大 L/K とGal(L/K) の任意
の表現 ρ : Gal(L/K) → GLC(V ) に対し定義される (V は有限次元 C
ベクトル空間)。
相互律 ClK(m) � Gal(L/K); p 
→ Frobp は、指標群の間の同型
ĈlK(m) � ̂Gal(L/K); χ 
→ ρ であつて L(s, K, χ) = L(s,K, ρ) なる
ものの存在を意味する。Artin はもともとこの様な「L の一致」といふ
事を考へてをり、後に相互律に思ひ至つたらしい (因みに Hecke が彼
の L 函数を定義したのは 1918年の論文 [4], Artin が相互律を発表し
たのは 1927年の論文 [1] である)。このやうな L 函数の一致：

Hecke 的 L = Galois 的 L

は最近でも最も hot な topics の一つである。

6. Gab
K の 	進表現. 類体論によれば Gab

K の位数有限な表現は CK や
ClK(m) の位数有限な表現と一対一に対応する。代数幾何では GK や
Gab

K の (従つて CK の) 	進表現 (特に位数が無限のもの) が自然に現
れるが、逆に任意の 	進表現が「由緒正しい」(i.e. 代数幾何から来る)
わけでは必ずしもない。
例. 円分指標 χ : GQ → Z×

� は分解 Z×
� = μ�−1 × (1 + 	Z�)

× に従つて
χ = ωχ1 (ω : GQ → μ�−1 ⊂ Z×

� , χ1 : GQ → (1 + 	Z�)
×) と分解出来る。
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k ∈ Z� に対し
χk

1 : GQ → (1 + 	Z�)
×

が考へられるが、これは k �∈ Z のとき「由緒正しく」ない。
なほ、 ωχk

1 は χ = χ (mod 	) の ({	} の外不分岐な) 普遍変形 (の
変数を k に特殊化したもの) である。

K を代数体、Fλ を 	 進体、ρ : Gab
K → F×

λ を連続表現とする。ρ は
類体論により CK の連続表現とも思へる。ρ が「由緒正しい」といふ
事を特徴付ける幾つかの条件があり、それらの同値性が知られてゐる：
定理. ρ についての次の各条件は同値である：
(1) CM アーベル多様体 (と位数有限の表現) から来る。
(2) 局所代数的。
(3) 代数的 Hecke 指標から来る。
(4) Serre 群の代数的表現 SK → Gm から来る。
(5) Hodge-Tate at all v|	.
(6) de Rham at all v|	.
(7) Potentially semi-stable at all v|	.
(8) Potentially crystalline at all v|	.
言葉の意味の説明は省略するが、(1) は「代数幾何から来る」といふ

事、(3) は “modular” といふ感じの条件である。(4) の SK は、(1) の
様な表現全体のなす圏の “淡中基本群” と呼ばれるものである。(5) ～
(8) の条件は p進 Hodge理論 (ここでは p = 	) を用ゐて定義されるも
ので、一般 (アーベルと限らないとき) には

Hodge-Tate ⇐ de Rham ⇔ potentially semi-stable

⇐ potentially crystalline

である。この定理について、さらに詳しくは [7], [2], [3] や岩波の『数
学辞典』第 4版の「類体論」の項を参照されたい。
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2006.8.28

札幌整数論夏の学校
類体論 レポート問題

1. 冪剰余記号 (cf. [4], pp. 348–350, Exercise 1)
K は大域体で 1 の原始 m 乗根を含むものとする。a, a′ ∈ K× とし、
以下に現れる K の分数イデアル b, b′ や素イデアル p はmaa′ と互ひ
に素と仮定する。L = K(a1/m) とおき、記号

(
a
b

) ∈ L× を次により定
義する：

rL/K(b)(a1/m) =
(a

b

)
a1/m.

ここに rL/K は L/K の相互写像である。
(1)
(

a
b

)
は 1 の m乗根であり、しかも a の m乗根 a1/m の選び方に依

らない事を示せ。
(2) 体 L = K(a1/m, (a′)1/m) に於いて記号

(
aa′
b

)
,
(

a
b

)
,
(

a′
b

)
を上と同様

に定義するとき、次の等式が成り立つ事を示せ：(
aa′

b

)
=
(a

b

)(a′

b

)
.

(3) 次の等式が成り立つ事を示せ：( a

bb′

)
=
(a

b

)( a

b′

)
.

が成り立つ事を示せ。(従つて b =
∏

pnp ならば(a

b

)
=
∏(

a

p

)np

が成り立つ。)

(4)
(

a
p

)
は (

a

p

)
≡ a(Np−1)/m (mod p)

を満たす唯一の 1 の m乗根である事を示せ。(ここに Np は p の絶
対ノルム; Np = #(OK/p). 整数Np − 1 は m で割り切れる事に注意
せよ。)

(5) K の素イデアル p と a ∈ K× について、次の三条件は同値である
事を示せ：

(i)
(

a
p

)
= 1.

(ii) 合同式 xm ≡ a (mod p) は解 ∈ Op を持つ。
(iii) 方程式 xm = a は解 ∈ Kp を持つ。

1
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2

(6) 1 の m乗根 ζ に対し (
ζ

b

)
= ζ(Nb−1)/m

である事を示せ。
(7) a, a′, b が整イデアルのとき、

a ≡ a′ (mod b) ならば
(a

b

)
=

(
a′

b

)
である事を示せ。
(8) b′b−1 = (c) は単項イデアル (c ∈ K×) であり、ma と素な全ての素
イデアル p に対し c ∈ (K×

p )m であると仮定する。このとき
(

a
b

)
=
(

a
b′
)

である事を示せ。
(9) K = Q のとき、Artin の相互律を用ゐて (古典的) 平方剰余の相互
法則を導け。

2. 講義で扱はなかつた類体論に関連する事実を述べよ。

3. 類体論がどんな所に応用されてゐるか調べよ。
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2006.8.28

札幌整数論夏の学校

類体論関係文献案内
有名な古典として
[1] 高木貞治『代数的整数論』(第 2版)，岩波書店，1971

があります。なかなか味はひ深いので一度は読んでみたい本です。特
に代数的整数論への入門としては (具体的なので) よいと思ひます。た
だ、分岐理論のところはどうしても古さを感じさせるのと、後半の類
体論のところもあまりスッキリとは読めないので、別の本、例へば
[2] 加藤和也，黒川信重，斎藤毅『数論１』, 岩波書店
を参考にした方がよいかと思ひます。動機付け的な話題から始めて類
体論に至るまで丁寧に解説してあります。特に類体論の定式化及び証
明は非常にスッキリ書いてあります。
この本と同様、中心単純環の理論を使つて類体論を展開するものの

代表としては、
[3] A. Weil, Basic Number Theory, Springer-Verlag, Berlin, 1995 (reprint
of the second (1973) edition)

があります。Basic と銘打ちながら決して easy ではないので初心者に
はお薦め出来ませんが、Langlands 予想などに向けて表現論的なアプ
ローチを試みようとする人にはまさに basic, 必読の書です。
その他、類体論を含む諸々の事柄が書かれてゐる本として

[4] J.W.S. Cassels and A. Fröhlich (eds.), Algebraic Number Theory,
Academic Press, 1967

があります。これは 1965年に Sussex 大学で行はれた「夏 (秋？)の学
校」の講究録で、章ごとに著者が異なるので必ずしも読み易くはない
ですが、参考になる点は多々あるかと思ひます。
分岐理論については

[5] J.-P. Serre, Corps Locaux (2ème éd.), Hermann, Paris, 1968

が圧巻です。局所類体論 (剰余体が quasi-finite の場合) についても後
半の方で書かれてゐます (cohomologyによる定式化)。が、実は前半で
既に局所類体論の主定理にかなり近い定理 (Hasse-Arf の定理) が証明
されてゐます。
局所類体論を Lubin-Tate 理論を使つて証明してゐる本としては

[6] K. Iwasawa, Local Class Field Theory, Oxford University Press, New
York, 1986

1
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2

があります。Prefaceに曰く、“This approach, though not the shortest,
seems particularly well suited to prove some deeper theorems on local
fields.” 最後の章で Wiles の explicit reciprocity law も証明されてゐ
ます。
大域類体論は書いてないが代数的整数論と代数函数論についての本

で私が個人的にわりと好きなのは
[7] E. Artin, Algebraic Numbers and Algebraic Functions, AMS Chelsea
Publishing, Providence, 2006 (reprint of the 1967 original)

です。付値論についても詳しく書いてあります。もとは E. Artin の
1950/51 年の Princeton 大学での講義録です。
虚数乗法論については

[8] G. Shimura, Abelian Varieties with Complex Multiplication and
Modular Forms, Princeton Univ. Press, 1998

が決定版です。これは原典 G. Shimura and Y. Taniyama, Complex Mul-
tiplication of Abelian Varieties and its Applications to Number Theory,
Publ. Math. Soc. Japan, 1961, の全面改訂版です。
「局所代数的表現」についての実質唯一の本は

[9] J.-P. Serre, Abelian 	-Adic Representations and Elliptic Curves,
Addison-Wesley, 1989 (Originally published in 1968 by W. A. Ben-
jamin)

です。局所代数的表現についての記述 (第 II, III章) だけでも貴重な文
献ですが、その他にもいろいろ面白い事が書いてあります。

他にも紹介すべき文献はたくさんあるかと思ひますが、取敢へず今
回の講義に直接関係ありさうなものの中から個人的な趣味で選んでみ
ました。
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L関数とモジュラー形式
Hidenori Katsurada

May 31, 2007

はじめに
Riemannの zeta関数

ζ(s) =
∞∑

n=1

1

ns

はRe(s) > 1で広義一様絶対収束し，sの正則関数となる．さらに，ζ(s)は以下
に述べる性質をもっている．

(Z-1).
ξ(s) = π−s/2Γ(s/2)ζ(s)

とおくと，ξ(s) + s−1 + (1 − s)−1は全 s平面に正則に解析接続され関数等式

ξ(1 − s) = ξ(s)

を持つ．
(Z-2). Re(s) > 1で Euler積

ζ(s) =
∏

p

(1 − p−s)−1

(Z-3). mが正の整数のとき，

ζ(2m) =
(−1)m−1(2π)2mB2m

2(2m)!

となる．ここでBnはBernoulli数と呼ばれる有理数で以下のように定義される．

tet

et − 1
=

∞∑
n=1

Bn

n!
tn.

このことは，関数等式を使うと

ζ(1 − 2m) = −B2m

2m

1
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と言い換えられる．
一般に

D(s) =
∞∑

m=1

am

ms

の形をもつ級数をDirichlet級数という．Dirichlet級数の中でも前に述べた性質
(Z-1)を持つものは整数論にとって特に重要でここでは良いDirichlet級数と呼ぼ
う．さらに，(Z-2)のような Euler積を持つものは”zeta関数”あるいは”L関
数”と呼ばれる．1　本論では主として，モジュラー形式に付随したDirichlet級
数について上の (Z-1)～(Z-3)と同様のことが成り立つことを [Miyake, 1989]およ
び [Shimura, 1976]に基づき述べる．本論の構成は以下のとおりである．

0. Heckeの L-関数
1. モジュラー群
2. モジュラー形式
3. モジュラー形式に付随するDirichlet級数
4. Hecke環
5. Hecke作用素とモジュラー形式の L関数の Euler積表示
6. モジュラー形式の L関数の特殊値の代数性
本論は２００６年８月２９日～９月４日にかけて北海道大学理学研究科数学

専攻で行われた「整数論札幌夏の学校」での講演原稿に加筆したものである．こ
のサマースクールの運営にあたり尽力された前田芳孝氏はじめ関係者の皆様に感
謝します．

0 HeckeのL関数
この節では，モジュラー形式に付随する Dirichlet級数や L関数を論ずる前に，
Riemannの zeta関数の直接の一般化である，Hecke指標に付随する L関数すな
わちHeckeの L関数について論じよう．

F を有限次代数体， F をその整数環，UF を F の単数群とする．F の複素
数体Cへの埋め込み v : F −→ Cの同値類を F の archimedes素点という．特に
v(F ) ⊂ Rであるとき，vを実素点といい，そうでないとき複素素点という．aで
F の archimedes素点全体のなす集合を表す．また，rおよび cでそれぞれ F の
実素点および複素素点全体のなす集合を表す．AF でF の零でない分数イデアル
全体のなす集合を表す．AF はイデアルの積について群をなす．また，F の単項
イデアル全体のなすAF の部分群を PF で表す． を F の零でない整イデアルと
する．このとき，

AF, = { ∈ AF ; ( , ) = 1},
PF, = {(a) ∈ PF ; a ≡ 1 mod ×}

1講演ではこれを”良い Dirichlet級数”と呼んだが，整数論的に意味のある Dirichlet級数が必
ずしも Euler積を持たないということもあるので，ここではこう呼ぶことにする．ちなみに，こ
こでは (Z-3)を満たす zeta関数のことを”良い zeta関数”と呼びたい．

2
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とおく．ここで F の元 aが a ≡ 1 mod ×であるとは，aがある F の元 α, βで
(α, ) = (β, ) = 1, α ≡ β mod を満たすものにより a = α/βと表されること
を意味する．AF, と PF, はいずれも，AF の部分群となる．ψが を法とする
F のHecke指標であるとは，ψがAF, からC1 = {x ∈ C ; |x| = 1}への準同型
で次を満たすものとする：
”ある整数mvと実数 κv (v ∈ a)が存在して
(*) ψ((a)) =

∏
v∈a(av/|av|)mv |av|κv (a) ∈ PF, ,

(**)
∑

v∈a κv/ev = 0.
ここで v ∈ aと a ∈ F に対して，v(a)を avと表す．また，evは v ∈ rであるか

v ∈ cであるかに従って 1または 2とする．特に，すべての v ∈ aについて κv = 0
かつ，すべての v ∈ cについてmv = 0のとき，ψは類指標 (class character)で
あるという．ψを を法とするF のHecke指標とするとき，F の整イデアル ψ

で次を満たすものがただひとつ存在する：
(1) (*)がすべての (a) ∈ PF, ψ

∩ AF, について成り立つ．
(2) ′を整イデアルとし，すべての (a) ∈ PF,

′ ∩AF, について (*)が成り立
つならば ′ ⊂ ψ.
この ψを ψの導手 (conductor)という． を法とする Hecke指標 ψが原始

的 (primitive)とは ψ = であるときをいう．
さて，F の分数イデアル でAF, に属さないものに対してψ( ) = 0とおき，

ψをAF からCへの写像に拡張しておく．このとき，ψのHecke L関数 L(s, ψ)
を

L(s, ψ) =
∑
∈AF

ψ( )

N( )

で定義する．ここで，N( )は の絶対ノルムを表す．特にF = Qでψが単位指
標のとき，L(s, ψ)はRiemannの zeta関数 ζ(s)となる．L(s, ψ)はRe(s) > 1で
広義一様絶対収束し，sの正則関数となる．さらに，L(s, ψ)はRiemannの zeta
関数 ζ(s)と似た性質をもっている．それを述べるために，いくつかの関数，記
号を用意する．まず，Γψ(s)を次のように定義する．

Γψ(s) =
∏
v∈r

π−svΓ(sv)
∏
v∈c

(2π)1−svΓ(sv),

sv =

{
(s + mv + iκv)/2 v ∈ r
(s + |mv| + iκv)/2 v ∈ c

.

次に，ψのGauss和 τψを

τψ =

{
ψ( ) ψ = F∑

a∈( )−1/ −1 ψ∞(a)−1ψ(a )e(tra) ψ �= F
,

ψ∞((a)) =
∏
v∈a

(av/|av|)mv |av|κv ,

3
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と定義する．ここで tr(a) =
∑

v∈a avを表し，複素数xに対して e(x) = exp(2πix)
とおく．

Wψ = (−i)
P

v∈a |mv |N( ψ)−1/2τ(ψ)

とおく．このとき，（Z-1)～（Z-3)に対応する次の性質が成り立つ．
(H-1).

ξ(s, ψ) = |DF N( )|s/2Γψ(s)L(s, ψ)

とおく．ここで，DF はF の判別式である．このとき，ξ(s, ψ)は全 s平面に有理
型に解析接続され関数等式

ξ(1 − s, ψ̄) = Wψ̄ξ(s, ψ)

を持つ．
(H-2). Re(s) > 1で Euler積

L(s, ψ) =
∏

(1 − ψ( )N( )−s)−1

を持つ．
(H-3). F はd次の総実代数体とし，ψは原始指標で，ψ∞(b) =

∏
v∈a(bv/|bv|)k

を満たすとする.このとき，

P (k, ψ) = τ(ψ)−1(2π)−kdL(k, ψ)

とおくと，P (k, ψ)はQ上 ψの値で生成された体Q(ψ)に属する．このことは，
関数等式を使うと

L(1 − k, ψ) ∈ Q(ψ̄)

と言い換えられる．P (k, ψ)の具体的な表示に関する新谷卓郎の研究については
[Yoshida, 2003]を参照のこと．
例 F = Qのとき，すべてのHecke指標は類指標である．これをもう少し詳

しく述べよう．N を正の整数とするとき，ZからCへの写像 χで以下を満たす
ものをN を法とするDirichlet指標という．

(i) m,n ∈ Zに対して χ(mn) = χ(m)χ(n).
(ii) m ≡ n mod N のとき，χ(m) ≡ χ(n).
(iii) (n,N) = 1のときかつそのときに限り χ(n) �= 0.
さて，F = Qのとき，すべてのイデアルは単項イデアルである．従って，

AQ = {(a/b) | a, b ∈ Z, a �= 0, b > 0, (a, b) = 1},

であり，整数N に対して，

AQ,(N) = {(a/b) ∈ AQ ; (a,N) = (b,N) = 1},

PQ,(N) = {(a/b) ∈ AQ,(N) ; a ≡ b mod N}

4
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となる．さて，χをNを法とするDirichlet指標とする．このとき，(a/b) ∈ AQ,(N)

に対して，χ̂((a/b)) = χ(|a|)χ̄(b)とおくと，χ̂はN を法とする Hecke指標であ
る．逆に，QのHecke指標はDirichlet指標からこのようにして得られる．さて，
Dirichlet指標 χに対してDirichletの L関数D(s, χ)を

D(s, χ) =
∞∑

m=1

χ(m)

ms

で定義する．定義により，Dirilchetの L関数であり，逆にQのHeckeの L関数
はDirichletの L関数である．
２次体のHecke指標と L関数については３節で詳しく述べる．
さて，上の事の詳細な証明については [Yoshida, 2003]に譲ることとして，こ

こでは (H1)が成り立つからくりをRiemannの zeta関数を例にあげて説明しよう．

ξ(s) = π−s/2Γ(s/2)ζ(s)

とおく．theta関数 θ(t)を

θ(t) =
∞∑

n=−∞
e−πn2t

で定義すると，Poissonの和公式

θ(t) =
1√
t

∞∑
−∞

e−πn2/t =
1√
t
θ(1/t)

が成り立つ．
Γ(s) =

∫ ∞

0

e−tts−1dt

であることに注意すると，Re > 1で

ξ(s) =
1

2

∫ ∞

0

(θ(t) − 1)ts/2−1dt

となることがわかる．さて，この積分表示を

ξ(s) =
1

2

∫ 1

0

(θ(t) − 1)ts/2−1dt +
1

2

∫ ∞

1

(θ(t) − 1)ts/2−1dt

と２つに分け，最初を変数変換 t −→ t−1と Poissonの和公式を使うと

1

2

∫ 1

0

(θ(t) − 1)ts/2−1dt = −s−1 +
1

2

∫ 1

0

θ(t)ts/2−1dt

= −s−1 +
1

2

∫ ∞

1

θ(1/t)t−s/2−1dt = −s−1 +
1

2

∫ ∞

1

θ(t)t1/2−s/2−1dt

5
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= −s−1 − (1 − s)−1 +
1

2

∫ ∞

1

(θ(t) − 1)t1/2−s/2−1dt

となるから，まとめてRe(s) > 1で

ξ(s) = −s−1 − (1 − s)−1 +
1

2

∫ ∞

1

(θ(t) − 1)(ts/2 + t(1−s)/2t−1dt

となる．これにより (1)は容易にわかる．このように，”良いDirichlet級数”は”
良い変換式”を持つ関数による積分表示を持つことが期待される．この”良い変
換式”を持つ関数のひとつが以下の節で述べるで述べるモジュラー形式と呼ばれ
るものである．

1 モジュラー群
モジュラー形式を述べる前に，モジュラー群の定義をしておこう．

GL2(R)+ = {α ∈ M2(R) ; det α > 0},

SL2(R) = {α ∈ M2(R) ; det α = 1},
SL2(Z) = SL2(R) ∩ M2(Z)

とおく．H = {x + iy ∈ C ; y > 0}を複素上半平面という．α =

(
a b
c d

)
∈

GL2(R)+と z ∈ Hに対して

αz = (az + b)(cz + d)−1

とおくと，αz ∈ Hとなり，GL2(R)+のHへの作用が定義される．

注意. α =

(
a b
c d

)
∈ GL2(R)+に対して j(α, z) = cz+dとおくと，j(α, z) �=

0であり，β ∈ GL2(R)+に対して

j(αβ, z) = j(α, βz)j(β, z)

となる．
H上の体積要素 dv(z)を

dv(z) =
dxdy

y2

で定義する．
Im(αz) =

det αImz

|j(α, z)|2
に注意すると，dv(z)はH上のGL2(R)+-不変な測度を定義することがわかる．
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Γ がSL2(R)の離散部分群，すなわちSL2(R)における 12のある近傍W をと
ればW ∩ Γ = 12となるとき，Γ を Fuchs群という．Fuchs群はHに不連続に作
用する．また，SL2(Z)の指数有限部分群をモジュラー群という．モジュラー群
はFuchs群である．例えば SL2(Z)はモジュラー群である．Γ がFuchs群のとき，
Hの連結な閉集合F が Γ に関する基本領域 (fundamental domain)であるとは，

(1) H = ∪γ∈Γ γF ,
(2) γ ∈ Γ かつ γ �= ±12ならば γF◦ ∩ F◦ = φ
を満たすものをいう．ここで F◦はF◦の内点の集合を表す．さらに，

vΓ =

∫
F

dv(z)

とおく．dv(z)のGL2(R)+不変性より，右辺はFのとり方によらない．Fuchs群
Γ が vΓ < ∞となるとき，第１種 Fuchs群という．
例 Γ = SL2(Z)のとき，

F = {z = x + iy ∈ H ; −1/2 ≤ x ≤ 1/2, |z| ≥ 1}

は SL2(Z)の基本領域である．F の
(

0 1
−1 0

)
による像

F ′ = {z ∈ H ; |z| ≤ 1, |z + 1| ≥ 1, |z − 1| ≥ 1}

も基本領域である．このとき
vSL2(Z) =

π

3

となる．一般にモジュラー群 Γ に対して

vΓ =
π

3
[SL2(Z) : Γ ]

となるから，モジュラー群は第１種Fuchs群である．モジュラー群でない第１種
Fuchs群は例えば定符号４元数環の単数群から得られる．

Γ を第１種の Fuchs群とする．γ ∈ Γ が放物元 (parabolic element)とは γの
トレイスの絶対値 |tr(γ)| = 2であるときをいう．z ∈ C∪{∞}がΓ の尖点 (cusp)

であるとは，ある Γ の放物元 γ =

(
a b
c d

)
の固定点，すなわち γz = zである

ときをいう．簡単な計算により Γ の尖点 (cusp)zは c = 0のとき z = ∞, そうで
ないとき z = a−d

2c
の形をしていることがわかる．

さて，PΓ を Γ の尖点全体からなる集合，U∗
l = {z ∈ H ∪ {∞} ; Im(z) > l}

とおく．H∗ = H ∪ PΓ に次のような位相を導入する．
(1) z ∈ Hのとき，H∗における近傍系として，Hにおける zの近傍系をとる．
(2) z ∈ PΓ のとき，H∗における近傍系として，{σ−1U∗

l ; l > 0}をとる．こ
こで，σは σz = ∞となる SL2(R)の元である．
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この位相により，H∗はハウスドルフ空間となる．このとき，Γ のHへの作
用をH∗への作用に自然に延長することができ，Γ\H∗にコンパクトリーマン面
の構造を導入することができる．さらに，Γ\H ⊂ Γ\H∗ とみなすことができる．
例 (1) 以下，モジュラー群の例をあげよう．

Γ (N) = {γ ∈ SL2(Z) ; γ ≡ 12 mod N}

は SL2(Z)の正規部分群でその指数は SL2(Z/NZ)の位数に等しいので，モジュ
ラー群である．これを，レベルNの主合同部分群 (principal congruence subgroup)
という．一般に，SL2(Z)の部分群ΓがSL2(Z)の合同部分群 (cogruence subgroup)
であるとは，ある正の整数N が存在して Γ (N) ⊂ Γ となるときをいう．合同部
分群はモジュラー群であるが，合同部分群ではないモジュラー群も存在する．

(2)

Γ0(N) = {
(

a b
c d

)
∈ SL2(Z) ; c ≡ 0 mod N}

は合同部分群である．
(3)

Γ1(N) = {
(

a b
c d

)
∈ Γ0(N) ; a ≡ d ≡ 1 mod N}

は合同部分群である．

2 モジュラー形式
f をH上定義されたCに値を持つ関数とする．α ∈ GL2(R)+と k ∈ Z>0に対
して

f |kγ(z) = (det α)k/2j(α, z)−kf(αz)

と定義する．このとき，

f |kαβ(z) = (f |kα)|kβ(z)

が成り立つ．Γ をモジュラー群とし，χ : Γ −→ C1を有限位数の指標とする．
f : H −→ Cが重さ k, 指標 χの Γ に関する（正則）モジュラー形式であるとは，
以下の条件を満たすものをいう：

(1) f はH上の正則関数
(2) f |kγ(z) = χ(γ)f(z)がすべての γ ∈ Γ について成り立つ
(3)　すべての α ∈ SL2(Z)と ε > 0に対して f |kα(z)は {x + iy ∈ H ; y > ε}

上で有界．
k(Γ, χ)で重さ k, 指標χのΓ に関する（正則）モジュラー形式の全体からな

る集合を表す．とくに，χが単位指標のとき， k(Γ, χ)を k(Γ )と表す． k(Γ, χ)
は有限次元C-ベクトル空間となる．Γ ′を Γ に含まれるモジュラー群で χの Γ ′

への制限を同じ χで表すと， k(Γ, χ) ⊂ k(Γ
′, χ)となる．
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モジュラー形式のフーリエ展開を考えよう．

定理 2.1. Γ をモジュラー群とし，χを Γ の指標とする．f ∈ k(Γ, χ)とす
る．このとき，すべての γ ∈ SL2(Z)に対してある実数 h = hγが存在して

f |kγ(z) =
∞∑

m=0

af,γ(m)e(mz/h)

と表される．ここで，af,γ(m)は fと γとmによって決まる複素数である．特に，
Γ を合同部分群とし，ある正の整数Nが存在して，Γ (N) ⊂ Γ かつχはΓ (N)で
1となるとする．このとき，すべての γ ∈ SL2(Z)に対して

f |kγ(z) =
∞∑

m=0

af,γ(m)e(mz/N)

と表される．

証明の概略. まず，
(

1 N
0 1

)
∈ Γ であるから，

f(x + iy + N) = f(x + iy)

となり，xの周期関数となる．よって，xの関数として次のようにフーリエ展開
される：

f(x + iy) =
∞∑

m=−∞
bf,γ(m, y)e(mx/N).

ここで，bf,γ(m, y)は f, γとmによって決まる yの関数である．ここで，f の正
則性 (1)から，

bf,γ(m, y) = af,γ(m)e(imy/N)

となることがわかる．ここで，af,γ(m)は fと γによって決まる複素数である．さ
らに，有界性 (3)より，m < 0ならば af,γ = 0となり，定理が証明された．

注意. 条件 (1),(2)だけからでは，定理に述べるようなフーリエ展開ができ
ない．

f ∈ k(Γ, χ)が尖点形式 (cusp form)であるとは，すべての γ ∈ SL2(Z)に対
して， af,γ(0) = 0を満たすときをいう． k(Γ, χ)で尖点形式からなる k(Γ, χ)
の部分空間を表す．χをN を法とするDirichlet指標とするとき，

Γ0(N) �
(

a b
c d

)
−→ χ(d) ∈ C1

は Γ0(N)の指標を定義する．これを同じ記号 χで表す．このとき，

k(Γ1(N)) = ⊕χ k(Γ0(N), χ)
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が成り立つ．ここで，χは N を法とするすべての Dirichlet指標を渡る．また，
f ∈ k(Γ0(N), χ)に対して

f(z) =
∞∑

m=0

a(m)e(mz)

と表される．f(z)のフーリエ係数 a(m)の評価式については次の事が知られて
いる．

定理 2.2. k ≥ 2とする．このとき，ある定数M > 0が存在して

|a(m)| ≤ Mmk−1

がすべてのm ≥ 1に対して成り立つ．特に，f(z)が尖点形式のとき

|a(m)| ≤ Mm(k−1)/2

がすべてのm ≥ 1に対して成り立つ．

f, g ∈ k(Γ, χ)に対して，f, gの Petersson内積 〈f, g〉Γ を

〈f, g〉Γ =

∫
ΦΓ

f(z)g(z)ykdv(z)

で定義する．ΦΓ は Γ に関する基本領域である．f または gが k(Γ, χ)に属する
とき，〈f, g〉Γ < ∞となる．さらに，f, gの正規化された Petersson内積 〈f, g〉Γ
を

〈f, g〉 = v−1
Γ 〈f, g〉Γ

で表す．次に，２つのモジュラー群 Γi (i = 1, 2) について fi ∈ k(Γi)をとった
とき，Γ1と Γ2に含まれるモジュラー群 Γ ′（例えば，Γ1 ∩ Γ2）をとり，f1, f2の
正規化された Petersson内積 〈f1, f2〉を

〈f1, f2〉 = v−1
Γ ′ 〈f1, f2〉Γ ′

で表す．ここで，f1, f2を k(Γ
′)の元とみなしている．この定義は，Γ ′のとり方

によらない．
以下，〈f, g〉の性質について列挙する．
(1) 〈g, f〉 = 〈f, g〉.
(2) α ∈ GL2(R)+が [Γ : Γ ∩ α−1Γα], [α−1Γα : Γ ∩ α−1Γα] < ∞を満たすと

き，f, g ∈ k(Γ )に対して

〈f |kα, g〉 = 〈f, g|kα′〉

となる．ここで α′ = (det α)α−1である．
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3 モジュラー形式に付随するDirichlet級数
f(z) =

∑∞
m=0 a(m)e(mz)を k(Γ0(N), χ)の元としたとき，f(z)に付随するDirich-

let級数 L(s, f)を

L(s, f) =
∞∑

m=1

a(m)

ms

で定義する．定理 2.2より，L(s, f)は sの実部が十分大きなところで広義一様絶
対収束し，sの正則関数となる．L(s, f)の解析的性質を知るために，

ΛN(s, f) = (
2π√
N

)−sΓ(s)L(s, f)

とおく．このとき，次の積分表示を得る．

命題 3.1. Re(s)が十分大きいとき，

ΛN(s, f) =

∫ ∞

0

ts(f(it/
√

N) − a(0))t−1dt

が成り立つ．

定理 3.2. H上の関数

f(z) =
∞∑

m=0

a(m)e(mz), g(z) =
∞∑

m=0

b(m)e(mz)

はH上の任意のコンパクト部分集合で一様絶対収束し，ある実数 ν > 0が存在
して，

f(z) = O(Im(z)−ν), g(z) = O(Im(z)−ν) (Im(z) −→ 0)

が成り立つとする．このとき次の (A),(B)は同値となる．

(A) wN =

(
0 −1
N 0

)
とおくとき，

g(z) = f |kwN(z).

(B) (B-1) ΛN(s, f)とΛN(s, g)は全 s-平面に有理型に解析接続されて
(B-2) 関数等式

ΛN(s, f) = ikΛN(k − s, g)

を満たし，
(B-3) ΛN(s, f) +

a(0)

s
+

ikb(0)

k − s
は全 s-平面で正則かつ，任意の帯状領域

{s | α ≤ Re(s) ≤ β}
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で有界となる.

上の結果を SL2(Z)に関するモジュラー形式に応用しよう．まず，SL2(Z)は(
1 1
0 1

)
と
(

0 −1
1 0

)
で生成されることに注意する．これより，次の系を得る．

定理 3.2の系.　定理 3.2の仮定のもとで次は同値となる．
M. f(z) ∈ k(SL2(Z)).
F. Λ1(s, f)は全 s-平面に有理型に解析接続されて 関数等式

Λ1(s, f) = ikΛ1(k − s, f)

を満たし，
Λ1(s, f) +

a(0)

s
+

ika(0)

k − s

は全 s-平面で正則かつ，任意の帯状領域

{s | α ≤ Re(s) ≤ β}

で有界となる. 特に，f(z)が尖点形式ならば，Λ1(s, f)は正則であり，この逆も
成り立つ．

さて，上のようなことが一般の Γ0(N)に関するモジュラー形式について成り
立つであろうか？　もう少し詳しくいうと，定理 3.2におけるフーリエ級数 f(z),
および g(z)に付随するDirichlet級数が条件 (B)を満たせば，f(z)および g(z)は
Γ0(N)に関するモジュラー形式となるであろうか？　これは，一般には成り立た
ない．しかしながら，ひとつの関数等式ではなく十分にたくさんの関数等式を満
たせば同様のことが成り立つ．これがWeilの逆定理である．これを紹介するた
めに，f(z) =

∑∞
m=0 a(m)e(mz) ∈ k(Γ0(N), χ)とDirichlet指標ψに対して，ψ

で捻った f のDirichlet級数 L(s, f, χ)を

L(s, f, ψ) =
∞∑

m=1

a(m)ψ(m)

ms

で定義する．前と同じように，L(s, f, ψ)は sの実部が十分大きなところで広義
一様絶対収束し，sの正則関数となる．L(s, f, ψ)の解析的性質を知るために，

ΛN(s, f, ψ) = (
2π

m
√

N
)−sΓ(s)L(s, f, ψ),

Cχ,ψ =
χ(Mψ)ψ(N)W (ψ)2

Mψ

とおく．ただし，Mψは ψの導手で，W (ψ)は ψのGauss和を表す．
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命題 3.3 f(z)を上のとおりとし，g(z) = f |kwN(z)とおく．このとき，原始
指標 ψに対して次が成り立つ．

(Bψ) ΛN(s, f, ψ)と ΛN(s, g, ψ)は全 s-平面に有理型に解析接続されて 関数
等式

ΛN(s, f, ψ) = ikCχ,ψΛN(k − s, g, ψ)

を満たし，任意の帯状領域で有界となる.

さて，命題 3.3のある意味での逆が成り立つ．これがWeilの逆定理とよばれ
るものである．

定理 3.4. (A. Weil) χをN を法とするDirichlet指標で χ(−1) = (−1)kを満
たすとする．２つの複素数列 {a(m)}∞m=1, {b(m)}∞m=1で

a(m) = O(mν), b(m) = O(mν) (ν > 0)

を満たすものに対して

f(z) =
∞∑

m=0

a(m)e(mz), g(z) =
∞∑

m=0

b(m)e(mz)

とおく．このとき，次の (1),(2)が満たされるならば，f(z) ∈ k(Γ0(N), χ), g(z) ∈
k(Γ0(N), χ) かつ g(z) = f |kwN(z)となる．

(1) ΛN(s, f), ΛN(s, g)は定理 3.2のBを満たす．
(2) すべての原始指標 ψでその導手MψがN を割らない奇素数となるものに

対してΛN(s, f, ψ), Λn(s, g, ψ)は命題 3.3のBψを満たす．
さらに，ある δ > 0が存在して，L(s, f)が s = k − δで絶対収束するならば

f ∈ k(Γ0(N), χ)となる．

さて，定理 3.4の応用例をあげよう．F を２次体とする．dを F の判別式と
し，(d

∗)をKronecker指標とする．最初に F を虚２次体とする．このとき，正の
整数 νと F の整イデアル に対して，Hecke指標 ξで

ξ((a)) = (a|a|−1)ν (a ≡ 1 mod )

を満たすものをとる．このとき，

f(z) =
∑

ξ( )NF ( )ν/2e(NF ( )z)

とおくと，f(z) ∈ ν+1(Γ0(N), χ)である．．ここで，χ(m) = ( d
m

)ξ((m)), N =
|d|NF ( )である．これを示すために

f(z) =
∞∑

m=1

a(m)e(mz)
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とフーリエ展開し，Nを割らない奇素数 pを導手とするDirichlet指標ψに対して

L(s, f, ψ) =
∞∑

m=1

a(m)ψ(m)

ms

とおくと，L(s, f, ψ)はHeckeの L-関数 L(s, ξ(ψ ◦ NF ))を用いて

L(s, f, ψ) = L(s − ν/2, ξ(ψ ◦ NF ))

と表される．ここで ψ ◦NF ( ) = ψ(NF ( ))である．このとき，HeckeのL-関数
の解析的性質（第１節参照）とWeilの逆定理により，f(z) ∈ ν+1(Γ0(N), χ)と
なる．また，このことより

L(s, f) = L(s − ν/2, ξ)

と表される．
特に，Eを導手がMの虚２次体F に虚数乗法を持つQ上の楕円曲線とする．

このとき，EのHasse zeta関数 L(s, E)はあるHecke指標 ξを用いて

L(s, E) = L(s − ν/2, ξ)

と表されることが知られている ([村瀬,2006] 参照.) これと，上のことを組み合
わせるとある f(z) ∈ ν+1(Γ0(N), χ)が存在して，

L(s, E) = L(s, f)

となる．ここで，N, χは ξに対して上に述べたように決まる正の整数と指標であ
る．このとき，

L(s − ν/2, ξ) =
∏

p

(1 − a(p)p−s + p−2s+νχ(p))−1

の形をしていることが簡単な計算でわかる．これと，EのHasse zeta関数のEuler
因子を比較することにより，ν = 1かつχ = 1となることがわかる．さらに，N =
M であることもわかる．すなわち，f ∈ 2(Γ0(N))となる．これは，Shimura-
Taniyama予想の特別な場合である．
次に，F を実２次体とする．このとき，任意の F の整イデアル に対して，

Hecke指標 ξで
ξ((a)) = a|a|−1 (a ≡ 1 mod )

または
ξ((a)) = a′|a′|−1 (a ≡ 1 mod )

を満たすものをとる．このとき，

f(z) =
∑

ξ( )e(NF ( )z)

とおくと，f(z) ∈ 1(Γ0(N), χ)である．ここで，χ(m) = ( d
m

)ξ((m)), N = |d|NF ( )
である．
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4 Hecke環
前節でモジュラー形式に付随するDirichlet級数を定義し，解析的な性質，とく
に有理型性と関数等式について論じた．しかしながら，それが必ずしもEuler積
をもつとは限らず（この論説における意味での）L-関数とはならない．この節と
次の節では，モジュラー形式に付随するDirichlet級数がEuler積をもつための条
件を論じよう．そのために，モジュラー形式のなす空間にある可換環を作用させ
その固有値とフーリエ係数の関係を調べてみる．この環がHecke環とよばれるも
のであり，その作用がHecke作用素とよばれるものである．
まず，この節においてHecke環を定義しよう．２つの半群Δ0(N), Δ∗

0(N)を

Δ0(N) = {
(

a b
c d

)
∈ M2(Z) | c ≡ 0 mod N, (a, N) = 1, ad − bc > 0},

Δ∗
0(N) = {

(
a b
c d

)
∈ M2(Z) | c ≡ 0 mod N, (d,N) = 1, ad − bc > 0}

で定義する．以下しばらく簡単のためΔ = Δ0(N), Δ∗ = Δ∗
0(N), Γ = Γ0(N)と

おく．このとき，

RN = R(Γ, Δ) = {
∑
α∈Δ

aαΓαΓ ; finite sum; aα ∈ C}

とおく．すなわち，RNはΓαΓ (α ∈ Δ)で生成されるC-自由加群である．RNに積
を次のように定義する．まず，ΓαΓ, ΓβΓ ∈ RNをΓαΓ = ∪iΓαi, ΓβΓ = ∪iΓβi

と剰余類分解したとき，

ΓαΓ · ΓβΓ =
∑

γ

cγΓγΓ

と定義する．ここで cγ = #{(i, j) | Γαiβj = Γγ}とおく．これを，線形に拡張し
て，RNに積が定義される．この積により，RNは単位元Γ

(
1 0
0 1

)
Γ をもつC

上の多元環となる．同様にして，C-多元環R∗
N = R(Γ, Δ∗)が定義される．以下

にRN のいくつかの性質を列挙する．

補題 4.1. (1) 任意の α ∈ Δに対してある正の整数 l, mで l|mかつ (l, N) = 1
となるものが存在して，

ΓαΓ = Γ

(
l 0
0 m

)
Γ

となる．
(2) 任意の α ∈ Δ∗に対してある正の整数 l, mで l|mかつ (l, N) = 1となるも

のが存在して，
ΓαΓ = Γ

(
m 0
0 l

)
Γ

15

- 30 -



となる．

l|mかつ (l, N) = 1のとき，Δの元 T (l, m)および T (n)を　

T (l, m) = Γ

(
l 0
0 m

)
Γ, T (n) =

∑
ml=n,l|m,(l,N)=1

T (l,m)

で定義する．これより，特に，T (p) = T (1, p), T (n, n) = Γ

(
n 0
0 n

)
Γ である．

同様にΔ∗の元 T ∗(m, l)および T ∗(n)が定義される．

定理 4.2. RN およびR∗
N は可換環となる．

命題 4.3. T (1, pe)は次のような剰余類分解をもつ．

T (1, pe) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∪ 0≤f≤e,0≤m<pf

(m,pf ,pe−f )=1

Γ

(
pe−f m

0 pf

)
, (p � N)

∪0≤m<peΓ

(
1 m
0 pe

)
, (p|N).

命題 4.4. (1) (lm, l′m′) = 1のとき，T (l, m)T (l′,m′) = T (ll′,mm′) となる．
特に， (m,n) = 1のとき，T (m)T (n) = T (mn)となる．

(2) T (al, am) = T (a, a)T (l, m)

命題 4.5

T (p)T (1, pe) = T (1, pe+1) +

⎧⎨⎩
(p + 1)T (p, p) p � N, e = 1,
pT (p, p)T (1, pe−1) p � N, e > 1,
0 p|N

となる．特に，

T (p)T (pe) =

{
T (pe+1) + pT (p, p)T (pe−1) p � N,
T (pe+1) p|N

となる．

さて，命題 4.3と命題 4.4より次のことがわかる．

命題 4.6. l|m, (l, N) = 1のとき，T (l,m)は次の剰余類分解をもつ．

T (l, m) = ∪ ad=lm,0≤b<d
(a,b,d)=l,(a,N)=1

Γ

(
a b
0 d

)
.
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とくに
T (n) = ∪ad=n,0≤b<d

(a,N)=1
Γ

(
a b
0 d

)
.

注意. Δ∗の元 T ∗(m, l), T ∗(n)についても命題 4.3, 4.4, 4.5, 4.6と同様のこと
が言える．

定理 4.7. RN はC上 T (p), T (p, p) (p � N), T (q) (q|N)で生成され，これら
の生成元はC上代数的独立である．同様なことがR∗

N についても成り立つ．

R̃N でC上 T (p), T (p, p) (p � N)で生成されるRN の部分環を表す．

5 Hecke作用素とEuler積
この節では，前節で定義した Hecke環の元をモジュラー形式の空間に作用させ
よう．この節でも Γ = Γ0(N)とおく．χを N を法とする Dirichlet指標とする
とき，２節に述べたように，χによって定まる Γ の指標を同じ χで表す．また，
α =

(
a b
c d

)
∈ Δ0(N)に対して χ′(α) = χ(a)と定める．同様にして，α =(

a b
c d

)
∈ Δ∗

0(N)に対して，χ∗′(α) = χ(d)と定める．

さて，RN の元 ΓαΓ を ΓαΓ = ∪νΓαν と剰余類分解し，f(z) ∈ k(Γ, χ)に
対して

f |ΓαΓ (z) = (det α)k/2−1
∑

ν

χ′(α)f |kαν(z)

と定義する．同様にして，R∗
N の元 ΓαΓ = ∪νΓανに対して f |ΓαΓ (z)を上の定

義における χ′(αν)を χ∗′(αν)に換えて定義する．これらの定義は代表元 {αν}の
とり方によらない．また，上のどちらの場合にも，f |ΓαΓ (z) ∈ k(Γ, χ)となる
ことがわかる．これらにより，RNおよびR∗

Nの k(Γ, χ)への作用が定義される．
この作用をHecke作用素とよぶ．以下，Hecke作用素の性質について述べよう．

命題 5.1. f(z) =
∑∞

n=0 c(n)e(nz) ∈ k(Γ0(N), χ)に対して，

f |T (m)(z) =
∞∑

n=0

b(n)e(nz)

とおくとき
b(n) =

∑
0<a|(m,n)

χ(a)ak−1c(mn/a2)

となる．特に，b(1) = c(m)となる．

系. 上の定理でm = pとおく．
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(1) p|nのとき，b(n) = c(pn)である．
(2) p � nのとき b(n) = c(pn) + pk−1χ(p)c(p−1n)である.

定理 5.2. (1) f(z) ∈ k(Γ0(N), χ)とすると，(lm,N) = 1のとき，

f |T ∗(m, l) = χ(lm)f |T (l, m)

となる．また，(n,N) = 1に対して

f |T ∗(n) = χ(n)f |T (n)

となる．
(2) (lm, N) = 1のとき，すべての f, g ∈ k(Γ0(N), χ)に対して

〈f |T (l, m), g〉 = 〈f, g|T ∗(m, l)〉
となる．すなわち，Petersson内積に関して T ∗(m, l)は T (l, m)の随伴作用素で
ある．また，(n,N) = 1のとき，すべての f, g ∈ k(Γ0(N), χ)に対して

〈f |T (n), g〉 = 〈f, g|T ∗(n)〉
となる．すなわち，Petersson内積に関して T ∗(n)は T (n)の随伴作用素である．

系. (n,N) = 1のとき，T (n)は k(Γ0(N), χ)の正規作用素である．すなわ
ち，すべての f ∈ k(Γ0(N), χ)に対して

f |T (n)T ∗(n) = f |T ∗(n)T (n)

となる．特に χが単位指標のとき，T ∗(n) = T (n)すなわち，T (n)は自己共役作
用素である．

定義 S をRN またはR∗
N の部分環とする．このとき，f ∈ k(Γ0(N), χ)が

S-Hecke固有形式であるとはすべての T ∈ Sの同時固有関数となるときをいう．
特に，RN -Hecke固有形式を単にHecke-固有形式という．また， k(Γ0(N), χ)の
部分空間M が S-安定とはすべての T ∈ Sの作用に対してM が閉じていること
をいう．

Hecke作用素は互いに可換であり，(n,N) = 1のとき T (n)は正規作用素であ
るから，線形代数の一般論より次のことが成り立つ．

定理 5.3. M を R̃N -安定な k(Γ0(N), χ)の部分空間とするとき，M は R̃N -
固有形式からなる基底をもつ．特に， k(Γ0(N), χ)は R̃N -固有形式からなる基
底をもつ．
さて，f(z) =

∑∞
m=0 a(m)e(mz) ∈ k(Γ0(N), χ)を R̃N -固有形式とするとき，

すべての (m,N) = 1に対して

f |T (m) = λ(m)f (λ(m) ∈ C)
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と表される．よって，命題 5.1より a(m) = λ(m)a(1) となる．よって，

L̃(s, f) =
∞∑

m=1
(m,N)=1

a(m)

ms

とおくとき

L̃(s, f) = a(1)
∞∑

m=1
(m,N)=1

λ(m)

ms

となる．L̃(s, f)を詳しく調べよう．まず，命題 4.4より (m,n) = 1ならば

λ(mn) = λ(m)λ(n)

となるからRe(s)が十分大きいとき

L̃(s, f) =
∏
p-N

Lp(s, f)

となる．ここで

Lp(s, f) =
∞∑

m=0

λ(pe)p−es

とおいた．さらに，
f |T (p, p) = χ(p)pk−2f

と命題 4.5より
λ(p)λ(pe) = λ(pe+1) + χ(p)pk−1λ(pe−1)

となるから，
∞∑

m=0

λ(pe)p−es = (1 − λ(p)p−s + p−2s+k−1χ(p))−1

となる．さらに，f(z)はRN -Hecke固有形式であるとしよう．このとき，やはり
命題 4.5, 5.1より

L(s, f) = a(1)
∏

p

Lp(s, f)

となる．さらに，λ(p)を T (p)の固有値とすると命題 4.5より p|N に対して
λ(pe+1) = λ(pe)λ(p)

となるから
∞∑

m=0

λ(pe)p−es = (1 − λ(p)p−s)−1
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となるが χ(p) = 0に注意すると，これも p � N のときと同じく (1 − λ(p)p−s +
p−2s+k−1χ(p))−1と表される．これらをまとめると次のことが成り立つ．

定理 5.4. f(z) =
∑∞

m=0 a(m)e(mz) ∈ k(Γ0(N), χ)を R̃N -固有形式とす
ると，

L̃(s, f) = a(1)
∏
p-N

(1 − λ(p)p−s + p−2s+k−1χ(p))−1

となる．さらに，f(z)がRN -固有形式とすると，

L(s, f) = a(1)
∏

p

(1 − λ(p)p−s + p−2s+k−1χ(p))−1

となる．このとき，特に a(1) �= 0である．

上に述べた議論を逆にたどることにより，次のこともわかる．

定理 5.5. f(z) =
∑∞

m=0 a(m)e(mz) ∈ k(Γ0(N), χ)とする．f に付随する
Dirichlet級数が

L(s, f) = c
∏

p

(1 − t(p)p−s + p−2s+k−1χ(p))−1

の形に表されるとする．ただし，cは零でない複素数で，t(p)は各素数に対して
決まる複素数である．このとき，f(z)はRN -固有形式であり，すべての pに対
して

f |T (p) = t(p)f

となる．

以上により，RN -固有形式がモジュラー形式の整数論にとって重要であるこ
とがわかった．しかしながら， k(Γ0(N), χ)はRN -固有形式からなる基底をも
つとは限らない．

例. RN -固有形式からなる基底をもつとは限らない例を述べるために，まず
次のことに注意する．

N, lを正の整数とする． f(z) =
∑∞

m=1 a(m)e(mz) ∈ k(Γ0(N), χ), a(1) = 1
とする．このとき l′|l なる任意の正の整数に対して fl′(z) = f(l′z) とおくと，
fl′(z) ∈ k(Γ0(lN), χ) となる．Hecke-作用素の作用をみるために，しばらく
の間，α ∈ Δ0(N) に対して Γ0(N)αΓ0(N) の k(Γ0(N), χ) への作用を T (N),
Γ0(lN)αΓ0(lN)の k(Γ0(lN), χ)への作用を T (lN)で表す．すると，(n, lN) = 1
のとき，

f |T (N)(n)(z) = λ(n)f(z)

ならば，
fl′|T (lN)(n)(z) = λ(n)fl′(z)
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となる．特に，f(z)が R̃N -Hecke固有形式ならば fl′(z)は R̃lN -Hecke固有形式で
ある．
さて，f(z) =

∑∞
m=1 a(m)e(mz) ∈ k(SL2(Z)), a(1) = 1はHecke-固有形式

であるとする．このとき，f(z), f(pz), f(p2z), f(p3z)で生成される k(Γ0(p
3))の

部分空間をM とおくと，M はRp3-安定である．T ′(p) = T (p3)(p)とおく．

fpi(z) =
∞∑

m=1

a(p−im)e(mz)

であり，

fpi|T ′(p)(z) =
∞∑

m=1

a(p−i+1m)e(mz)

だから，i ≥ 1ならば
fpi|T ′(p)(z) = fpi−1(z)

である．また，c(pm) = c(p)c(m) − pk−1c(mp−1)に注意すると，

f |T ′(p)(z) = c(p)f(z) − pk−1fp(z)

となり，まとめると T ′(p)の作用は

(f |T ′(p), fp|T ′(p), fp2 |T ′(p), fp3|T ′(p)) = (f, fp, fp2 , fp3)

⎛⎜⎜⎝
c(p) 1 0 0
−pk−1 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠
と表される．この表現行列はあきらかに対角化できない．すなわち，M は T ′(p)
の固有関数からなる基底を持たない．よって， k(Γ0(p

3))自身もそうである．

上の例のような現象が起きるのは，レベルの低いモジュラー形式も含めて
Hecke環の作用を考えたからである．それ故，それらを取り除いた部分空間を考
えれば話がうまくいくのではないかと考えられる．実際，それが可能であり，こ
れが新形式（new form)の理論と呼ばれるものである．これを，述べるためにmχ

を χの導手としたとき，

k(Γ0(N), χ)(1) =< ∪M �=N,mχ|M,M |N ∪l| N
M
{f(lz) | f(z) ∈ k(Γ0(M), χ)} >

を旧形式 (old form)の空間という．また， k(Γ0(N), χ)(0)で k(Γ0(N), χ)(1)の
Petersson内積に関する直交補空間を表し，新形式 (new form)の空間という．ま
た，f(z) =

∑∞
m=1 a(m)e(mz) ∈ k(Γ0(N), χ)が原始形式であるとは次の条件を

満たすときをいう．
(1) f(z)は k(Γ0(N), χ)(0)に属する．
(2) f(z)は R̃N -Hecke固有形式であり，a(1) = 1である．

定理　 5.6. (1) k(Γ0(N), χ)の原始形式はRN -Hecke固有形式である．
(2) k(Γ0(N), χ)(0)は原始形式からなる基底を持つ．
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6 モジュラー形式のL関数の代数性

”はじめに”で述べたように，mが正の偶数のとき，ζ(m)

πm
は有理数となる．こ

のような現象が，モジュラー形式の L-関数の場合でも起こることを，主として
[Shimura, 1976]に基づき解説する． k(Γ0(N), χ)における原始形式 f に対して，
T (m) ∈ RN の固有値を λ(m)とおき， Kf でQ上すべての λ(m)で生成される
体を表す．また，Dirichlet指標 ψに対してKψでQ上すべての ψの値で生成さ
れる体を表す．このとき Kf はQ上の有限次拡大体になることが知られている．
さて，次のことが知られている．

命題 6.1. f(z) =
∑∞

m=1 a(m)e(mz)を k(Γ0(N), χ)の元とする．このとき，
σ ∈ Aut(C)に対して fσ(z) =

∑∞
m=1 a(m)σe(mz) とおくと，fσ ∈ k(Γ0(N), χσ)

となる．ここで χσ(m) = χ(m)σである．特に，f が原始形式なら，fσもそうで
ある．
さて，Dirichlet指標 ψに対して

A(m, f, ψ) =
L(m, f, ψ)

W (ψ0)(2πi)m

とおく．ここで ψ0は ψに付随する原始指標で，W (ψ0)はGauss和を表す．

定理 6.2. f を k(Γ0(N), χ)における原始形式とする．このとき，二つの原
始指標 ψ, ψ′と正の整数m,m′ < kで ψ(−1)ψ′(−1) = (−1)m−m′−1を満たすもの
に対して

C(m,m′; f, ψ, ψ′) =
A(m, f, ψ)A(m, f, ψ′)

√−1
k−1

πW (χ)〈f, f〉
とおくと， 任意の σ ∈ Aut(C)に対して

C(m,m′; f, ψ, ψ′)σ = C(m,m′, fσ, ψσ, ψ′σ)

となる．特にC(m,m′; f, ψ, ψ′) ∈ KfKψKψ′となる．

定理 6.3. fを k(Γ0(N), χ)における原始形式とする．このとき，二つの原始
指標ψ, ψ′と正の整数m,m′ < kでψ(−1)ψ′(−1) = (−1)m−m′−1かつL(m′, f, ψ′) �=
0を満たすものに対して

B(m,m′; f, ψ, ψ′) =
A(m, f, ψ)

A(m′, f, ψ′)

とおくと，任意の σ ∈ Aut(C)に対して

B(m,m′; f, ψ, ψ′)σ = B(m,m′, fσ, ψσ, ψ′σ)

となる．特にB(m,m′; f, ψ, ψ′) ∈ KfKψKψ′となる．
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上の定理より次の重要な結果が得られる．

定理 6.3. f を k(Γ0(N), χ)における原始形式とする．このとき，ある二
つの零でない複素数 Ω(+), Ω(−) が存在して，原始指標 ψ と正の整数 m < k で
ψ(−1) = j(−1)m (j = ±1)を満たすものに対して A(m, f, ψ)

Ω(j)
∈ KfKψ となる．

このような複素数Ω(+), Ω(−)はそれぞれK×
f 倍を除いて一意に定まる．

注意 1. 上の定理においてmは有限個の範囲しか動かないがψは無限個動き
得る．
注意 2. 上のΩ(±)には次のような幾何学的意味がある．EをQ上定義された

導手がN の楕円曲線とし，一意化写像
φ : (Γ0(N)\H∗) −→ E

があるとしよう．このとき，ある原始形式 f ∈ 2(Γ0(N)) でそのFourier係数が
有理数であるものが存在して

φ∗ω = cEf(z)2πidz (cE ∈ Q×)

となる．ここで，ωはNeronの微分形式である．このとき，Eの１次ホモロジー
群H1(E,Z)の部分群H1(E,Z)(±)を

H1(E,Z)(±) = {c ∈ H1(E,Z) | cρ = ±c}
で定義する．ここで，ρは複素共役写像によってH1(E,Z)に誘導される写像であ
る．このとき，H1(E,Z)(±)はZ上の１次元自由加群である．その生成元を γ(±)

とし，
Ω

(±)
E =

∫
γ(±)

ω

とおくと，Ω(+), Ω(−)としてそれぞれΩ
(+)
E , Ω

(−)
E を取ることができる．
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楕円曲線入門∗

村瀬 篤 (京都産業大学・理学部)

I. 体上の楕円曲線

II. C上の楕円曲線

III. Tate moduleとガロア表現

IV. 補注

参考文献

文献案内

I. 体上の楕円曲線

§1. Introduction

(1) 体 k 上の楕円曲線とは、⎧⎨⎩E : k 上の絶対既約、smoothかつ種数 1の曲線

O : E(k)の点

の組のことをいう。

(2) 重要な性質

(i) Oを単位元とするアーベル群の構造が入る。
(ii) Weierstrassの標準形

E : y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x + a6 (ai ∈ k)

を持つ。

§2. Weierstrass方程式

(1) 射影空間と平面曲線

• 体K(k ⊂ K ⊂ k) に対し、Pn(K) =
(
Kn+1 − {(0, . . . , 0)}) / ∼とおく。ここに、

(x0, . . . , xn) ∼ (x′
0, . . . , x

′
n) ⇐⇒ ∃λ ∈ K× such that x′

i = λxi (i = 0, . . . , n).

各類を [x0 : · · · : xn]で表す。

∗ 整数論札幌夏の学校講義時 (2006年 8月 29日)に配布した資料に加筆・修正したもの
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• 同次多項式 F (X,Y, Z) ∈ k[X,Y, Z]に対し、

C = {[x : y : z] ∈ P2(k) | F (x, y, z) = 0}

を、F を定義方程式とする k上の射影的平面曲線という (以後、単に曲線という)。F が k

上既約であるとき、C は絶対既約であるという。

• 体K (k ⊂ K ⊂ k)に対し、

C(K) = {[x : y : z] ∈ P2(K) | F (x, y, z) = 0}

とおく。Aut(K/k)は C(K)に自然に作用する。

• C が smoothであるとは、C の各点 P に対し、(
∂F

∂X
,
∂F

∂Y
,
∂F

∂Z

)
P

�= (0, 0, 0)

が成り立つことをいう。

• smoothな曲線 C に対し、種数 g(C) ∈ Z≥0 が定まる (後述)。C の定義方程式が d次なら

ば、g(C) = (d − 1)(d − 2)/2 である。

(2) 楕円曲線とWeierstrass方程式

• 絶対既約かつ smoothな k上の曲線 E で g(E) = 1であるものと E(k)の点 Oを、k上の

楕円曲線という。

• k 上の楕円曲線は、次の Weierstrass 方程式で定義される曲線 E と isomorphic である

(“isomorphic” については補注を参照のこと)。

F (X,Y, Z) = (Y 2Z + a1XY Z + a3Y Z2)− (X3 + a2X
2Z + a4XZ2 + a6Z

3) (ai ∈ k).

ただし、判別式Δ(E) (後述)は 0でないとする。以後この節では、この形の曲線を考える。

• kの標数が 2でも 3でもないとき、適当なアフィン変換をほどこすことにより、Weierstrass

方程式として、Y 2Z − (X3 + AXZ2 + BZ3) の形のものがとれる。このとき、Δ(E) =

−16(4A3 + 27B2)である。

• E は、アフィン部分 {[x : y : 1] | f(x, y) = 0}と、“無限遠点”O = [0 : 1 : 0]からなる。

ここに、f は F のアフィン化である:

f(x, y) := F (x, y, 1) = (y2 + a1xy + a3y) − (x3 + a2x
2 + a4x + a6).

(3) 判別式 Δ(E)と smoothness
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• F の係数 ai (i = 1, . . . , 6)から、E の判別式 Δ = Δ(E)を次のように定める。

b2 = a2
1 + 4a2,

b4 = a1a3 + 2a4, c4 = b2
2 − 24b4,

b6 = a2
3 + 4a6, c6 = −b3

2 + 36b2b4 − 216b6,

b8 = a2
1a6 + 4a2a6 − a1a3a4 + a2a

2
3 − a2

4, Δ = −b2
2b8 − 8b3

4 − 27b2
6 + 9b2b4b6.

• E が smooth ⇐⇒ Δ(E) �= 0.

(4) 不変量 j(E)

• j(E) :=
c3
4

Δ(E)
.

• k 上の楕円曲線 E,E′ に対し、

j(E) = j(E′) ⇔ E,E′ は k 上 isomorphic.

(5) 加法の幾何的定義 (chord-tangent method)

• P,Q ∈ E に対し、�を P,Qを結ぶ直線とする (P = Qのときは P における接線)。E と �

は重複度をこめて 3点で交わる。それらを P,Q,R = P ∗Qとする。P +Q = (P ∗Q)∗O
により、E の加法を定める。O はこの加法について単位元であり、P = [x : y : 1]の逆元

は [x : −y−a1x−a3 : 1]である。また、k ⊂ K ⊂ kに対し、E(K)は E の部分群をなす。

§3. Riemann-Rochの定理

この節では、C を絶対既約かつ smoothな k上の曲線とする。F ∈ k[X,Y, Z]を C の定義多

項式とする。

(1) 因子群

• k 上の曲線 C に対し、C 上の点の整数係数の形式的有限和のなす集合を

Div(C) :=

{∑
P∈C

nP (P ) | nP ∈ Z, nP = 0 (∀ ′P )

}

と書く。Div(C) は自然な加法により、アーベル群をなす。Div(C) を、C の因子群とい

う。零元を 0と書く。

• 因子 D =
∑

P∈C nP (P )に対し、deg(D) :=
∑

P∈C nP とおく。

• Div0(C) := {D ∈ Div(C) | deg(D) = 0} は Div(C)の部分群をなす。

(2) 有理関数とその因子

• 体 k ⊂ K ⊂ k に対し、

K(C) :=
{

G(X,Y, Z)
H(X,Y, Z)

| G,H ∈ K[X,Y, Z]は同次多項式, deg(G) = deg(H), F � | H

}
/ ∼F

3
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を、C のK 上の関数体という。ここに、

G

H
∼F

G′

H ′ ⇐⇒ F | (GH ′ − HG′).

• ϕ =
G

H
∈ K(C)と P ∈ C に対し、

ordP (ϕ) := IP (F,G) − IP (F,H)

とおく。ここに、同次多項式 F ′ ∈ K[X,Y, Z]に対し、IP (F, F ′) ∈ Z≥0を次のように定め

る。もし、F ′(P ) �= 0ならば、IP (F, F ′) = 0とする。そうでないとき、P のアフィン近傍

(アフィン座標を u, v とする)を取り、そこでの F, F ′ のアフィン化を f(u, v), f ′(u, v)と

するとき、IP (F, F ′) = dimK K[u, v](u,v)/(f, f ′)とおく。ここに、K[u, v](u,v) はK[u, v]

の極大イデアル (u, v)による局所化である。

• ϕ ∈ K(C)に対し、
div(ϕ) :=

∑
P∈C

ordP (ϕ)(P )

とおく。このとき、div(ϕ) ∈ Div0(C)である。

(3) effectiveな因子

• 因子 D =
∑

P∈C nP (P ) に対し、nP ≥ 0 (∀P ) であるとき、D は effective (または

positive) であるといい、D ≥ 0と書く。

(4) L(D)

• 因子 D に対し、
L(D) := {ϕ ∈ k(C)× | D + div(ϕ) ≥ 0} ∪ {0}

とおく。L(D)は、k 上の有限次元ベクトル空間である。

(5) Riemann-Rochの定理、種数

• Riemann(-Roch)の定理: k 上の曲線 C に対し、0 以上の整数 g(C)が存在し、次を満た

す。任意の因子 D に対し、不等式

dimk L(D) ≥ deg(D) − g(C) + 1

が成立する。また、deg(D) > 2g(C) − 2ならば、等号が成立する。

• g(C)を C の種数 (genus) という。

• Weierstrass方程式で定義される曲線で smoothなものは種数 1である。

§4. Abelの定理

(1) 線形同値、Pic(C), Pic0(C)
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• D,D′ ∈ Div(C) に対し、D − D′ = div(ϕ) となるような ϕ ∈ k(C)× が存在するとき、

D,D′ は線形同値であるといい、D ∼ D′ と書く。Pic(C) = Div(C)/ ∼は自然な加法に
よりアーベル群をなす。Pic0(C) = Div0(C)/ ∼は Pic(C)の部分群をなす。D ∈ Div(C)

の Pic(C)における類を D と書く。

(2) Abelの定理

• Abelの定理: k 上の楕円曲線 E に対し、写像

E � P 
→ (P ) − (O) ∈ Pic0(E)

は、E から Pic0(E)への全単射を与える。

• これより、E に加法の構造が入る。すなわち、P,Q ∈ E に対し

(P ) − (O) + (Q) − (O) ∼ (P ⊕ Q) − (O)

となる P ⊕ Q ∈ E が一意的に存在する。この加法は明らかに結合法則を満たす。一方、

E がWeierstrass方程式で定義される曲線のとき、加法⊕と chord-tangent methodによ

る加法 +は一致する。

§5. 等分点

E を k 上の楕円曲線とする。 k の標数を pとする (p ≥ 0)。

(1) 正整数 mに対し、P 
→ mP = P + · · · + P︸ ︷︷ ︸
m 個

は E の (全射)準同型を定める。この準同型の核

を E[m]と書く。すなわち、E[m] := {P ∈ E | mP = O}。
(2) p = 0または p > 0, p � |mのとき、E[m]はアーベル群として、(Z/mZ)2 に同型である。

(3) p > 0のとき、E[pr]は Z/prZまたは {0}に同型である。
(4) σ ∈ Gal(k/k) に対し、σ(mP ) = mσ(P ) であるから、Gal(k/k) は E[m] に作用する。(2)

の条件が満たされるとき、E[m] のアーベル群としての基をとると、この作用はガロア表現

ρ : Gal(k/k) → GL2(Z/mZ) を定める。

(5) 次の 3条件を満たす bilinear pairing em : E[m] × E[m] → μm = {ζ ∈ k
× | ζm = 1} が存在

する (Weil pairing; 構成法については、補注を見よ)。

(i) em(P, P ) = 1 (P ∈ E[m]).

(ii) em(P,E[m]) = 1 =⇒ P = O.

(iii) σ(em(P,Q)) = em(σP, σQ) (σ ∈ Gal(k/k), P,Q ∈ E[m]).

(6) Weil pairingの存在より、

ζdet ρ(σ) = ζσ (σ ∈ Gal(k/k), ζ ∈ μm)
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が示される。

II. C上の楕円曲線

§1. 楕円関数、Abelの定理

• R上 1次独立な ω1, ω2 ∈ Cに対し、lattice Λ = Zω1 + Zω2 を考える。

• C(Λ) := {f : C上の有理型関数、f(z + ω) = f(z) (ω ∈ Λ)} (Λを周期とする楕円関数体).

• Div(C/Λ) :=
{

D =
∑

w∈C/Λ nw(w) | nw ∈ Z, nw = 0 (∀ ′w)
}

, deg D :=
∑

w nw.

• Div0(C/Λ) := {D ∈ Div(C/Λ) | deg D = 0}.
• f ∈ C(Λ)× に対し、div(f) :=

∑
w∈C/Λ ordw(f)(w) ∈ Div(C/Λ), ここに ordw(f)は f の w

における位数。このとき、div(f) ∈ Div0(C/Λ) である。

• sum : Div0(C/Λ) → C/Λ を、sum(
∑

w nw(w)) :=
∑

w nwwで定める。

• Abelの定理:

1 −−→ C× −−→ C(Λ)× div−−→ Div0(C/Λ) sum−−→ C/Λ −−→ 1 (exact).

§2. Weierstrassの P 関数
• P(z; Λ) :=

1
z2

+
∑

ω∈Λ,ω �=0

{
1

(z − ω)2
− 1

ω2

}
, P ′(z; Λ) = −2

∑
ω∈Λ

1
(z − ω)3

.

(以後、Λ は fixし、しばしば記号から省略する。)

• C(Λ) = C (P(z),P ′(z))が成り立つ。

• P(z) =
1
z2

+
∞∑

k=1

(2k + 1)G2k+2z
2k、ここに Gk :=

∑
ω∈Λ,ω �=0

ω−k.

• z ∈ C − Λに対し、
P ′(z)2 = 4P(z)3 − g2P(z) − g3,

ここに g2 = 60G4, g3 = 140G6.

• E : Y 2Z = 4X3 − g2XZ2 − g3Z
3 は C上の楕円曲線である。また、

C/Λ � z 
→ [P(z) : P ′(z) : 1] ∈ P2(C)

は、複素 Lie群としての同型写像である。

• C上の楕円曲線 E に対し、lattice Λが存在し、

C/Λ � z 
→ [P(z; Λ) : P ′(z; Λ) : 1]

は複素 Lie群としての同型写像である。Λは C× 倍を除いて一意的に定まる。
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§3. C上の楕円曲線の等分点の構造

• (E,O)をC上の楕円曲線とする。正整数mに対し、E[m] := {P ∈ E | mP = O}を E のm

等分点のなす群とする。E � C/Λとなる lattice Λ をとる。このとき、

E[m] � m−1Λ/Λ � (Z/mZ)2

である。

III. Tate moduleとガロア表現

(E,O)をQ上の楕円曲線とする。また、lを素数とする。

§1. Tate module

• l 倍写像 E[ln+1] → E[ln] に関する射影的極限 Tl(E) = lim←−E[ln] を E の Tate module とい

う。すなわち、

Tl(E) := {(xn)n≥1 | xn ∈ E[ln], lxn+1 = xn (n ≥ 1)} .

• Tl(E)の位相を、任意の n ≥ 1に対し自然な射影 Tl(E) → E[ln] が連続になるような最弱の位

相とする。ただし、E[ln]の位相は discrete topologyをとるものとする。このとき、0 ∈ Tl(E)

の基本近傍系として {lnTl(E)}をとることができる。
• Tl(E)はコンパクトアーベル群であり、Zl が連続的に作用する。

• Tl(E)は、局所コンパクトアーベル群として、Z2
l に同型である。

§2. ガロア表現

• GQ = Gal(Q/Q)は Tl(E) � Z2
l に作用する。これより、ガロア表現

ρE,l : GQ → GL2(Zl)

が得られる。

• また、GQ は Vl(E) := Tl(E) ⊗Zl
Ql � Q2

l に作用する。これよりガロア表現 ρE,l : GQ →
GL2(Ql) が得られる。

§3. ガロア表現の性質

(1) det ρE,l について:

• χl : GQ → Z×
l を ζσ = ζχl(σ) (ζ ∈ μl∞ , σ ∈ GQ) で定めると、det ρE,l = χl が成立

する。

(2) 特性多項式について:
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• 以後、E は素数 pにおいて good reduction E(p) を持つとする。E(p) は、有限体 Fp 上の

楕円曲線である。

• l �= pとする。このとき、pの GQ における惰性群は Vl(E)に自明に作用する。

• p の GQ における Frobenius 元を 1 つ取り、σp とする。このとき、特性多項式 det(1 −
ρE,l(σp)X) は Frobenius元の取り方によらず、

1 − apX + pX2

に等しい。ここに、ap := p + 1 − |E(p)(Fp)| とおく。
(3) ガロア表現の像 (Serre; 1968, 1972)

• End(E) = Zとする。

任意の lに対し、ρE,l(GQ)は Aut(Tl(E))の指数有限部分群である。

ほとんどすべての lに対し、ρE,l(GQ) = Aut(Tl(E)) である。

(4) Faltings (1983)

• HomQ(E,E′) ⊗Z Zl
∼= HomGQ

(Tl(E), Tl(E′)).

IV. 補注:

1. 有理写像、morphism, isomorphic

• 体 k 上の曲線 C,C ′ に対し、写像 φ : C → C ′ で次の形のものを C から C ′ への有理写像と

いう:
φ = [ϕ0 : ϕ1 : ϕ2],

ここに、ϕi ∈ k(C) (i = 0, 1, 2)であり、各 ϕi ∈ k(C)が P ∈ C において regularであると

き、φ(P ) = [ϕ0(P ) : ϕ1(P ) : ϕ2(P )] ∈ C ′ を満たすものとする。

• 有理写像 φ = [ϕ0, ϕ1, ϕ2] : C → C ′ が P ∈ C で regularとは、g ∈ k(C)で次の 2条件を満た

すものがあるときをいう。

(1) 各 i = 0, 1, 2に対し、gϕi は P で regularである。

(2) ((gϕi)(P ))i=0,1,2 �= (0, 0, 0).

• 有理写像 φ : C → C ′ が各点 P ∈ C で regular であるとき、φを C から C ′ へのmorphismと

いう。morphism φは、定数写像であるか、または全射である。

• C から C ′ への morphism φ と C ′ から C への morphism φ′ で、φ′ ◦ φ (resp. φ ◦ φ′) が C

(resp. C ′) の恒等写像であるものが存在するとき、C と C ′ は isomorphicであるという。

2. Weierstrassの標準形

k 上の楕円曲線 (E,O)が、Weierstrass方程式で定義される曲線と isomorphicであることを示す。

8
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• O ∈ E(k)であることから、L(n(O)) は k 上定義されることに注意する。

• Riemann-Roch の定理より、dim L(2(O)) = 2, dimL(3(O)) = 3 である。これより、x, y ∈
k(E)で、L(2(O))の k-基底が {1, x}、L(3(O))の k-基底が {1, x, y}となるものがある。

• 再び、Riemann-Roch の定理より、dim L(6(O)) = 6 であるから、1, x, y, x2, xy, x3, y2 ∈
L(6(O)) は k 上一次従属である。また、一次関係式において、x3, y2 の係数はともに 0 でな

い。従って、x, y を適当に定数倍することにより、x, y はWeierstrass方程式を満たすことが

わかる。写像 P ∈ E 
→ [x(P ) : y(P ) : 1] ∈ P2(k) が求めるものである (O は [0 : 1 : 0]に移

ることに注意)。

3. Weil paringの構成

• x, y ∈ E[m]とする。mt = xとなる t ∈ E をとる。Abelの定理より、∑
u∈E[m]

(t + u) −
∑

u∈E[m]

(u) = div(gx)

を満たす gx ∈ k(E)× が存在する。このとき、

em(x, y) =
gx(z + y)

gx(z)

は z ∈ E の取り方によらず、しかも μm に属する。
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古典的岩澤理論
　

北川浩二
2006.8.31

文責　須田智彦

1 円分 Zp 拡大

簡単のため pは奇素数とする. μpn = {1の pn乗根 ∈ Q}, μp∞ = ∪∞
n=1μpn とおくと

Gal(Q(μpn)/Q) � (Z/pnZ)×,

Gal(Q(μp∞)/Q) � lim←−n(Z/pnZ)× = Z×
p � F×

p × (1 + pZp)

となる. Δ ⊂ Gal(Q(μp∞)/Q)を上の同型で F×
p に対応する部分群とし, Q∞ を Q(μp∞)の Δ-不

変体とすれば
Gal(Q∞/Q) = 1 + pZp � Zp

となる. Q∞ を Qの円分 Zp 拡大という.

有限次代数体 F に対して, F∞ = FQ∞ とおき, F∞/F を円分 Zp 拡大という. 一般に
Gal(N/F ) � Zp となる Galois 拡大 N/F を Zp 拡大というが, 円分 Zp 拡大は Zp 拡大であ
る. 実際, Qn を Q(μpn+1)の Δ-不変体とすると, ある e ≥ 0により F ∩ Q∞ = Qe となるので,

Gal(F∞/F ) � Gal(Q∞/Qe) � peZp � Zp

が成り立つ. Zp 拡大での素点の分解について次のことが成り立つ：

命題 1.1 N/F を Zp 拡大とするとき, pの上の素点以外は全て不分岐である (レポート問題１). 分
岐する素点は少なくとも１つあり, 円分 Zp 拡大なら pの上の素点は全て分岐する.

Qの Zp 拡大は１個しかないが, 一般には次のように予想されている．
Leopoldt 予想. F̃ を F のすべての Zp 拡大の合併体とすれば Gal(F̃ /F ) � Zt+1

p である. ただ
し, 2tは F の虚素点の個数とする*1.

*1 正確に述べておく. F の最大不分岐アーベル拡大をK とすると Gal(K/F ) 	 C�(F )であるが, いくつかの素点は
分岐してもよいとするなら最大アーベル拡大は有限次とはならない. Lを pの上にある素点以外は分岐しないような
F の最大アーベル p拡大としよう. 命題 1.1より eF ⊂ Lである. 乗法群

E = {F の単数 ε | 任意の素点 p|pに対し ε ≡ 1 mod p}
を, Zp-加群 Πp|p{x ∈ F×

p | x ≡ 1 mod p} に対角的に埋め込むと, 閉包 E も Zp-加群になる. ここで r =

1
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F∞/F を円分 Zp 拡大とし, Γ = Gal(F∞/F )とおく. F∞ の部分体で F 上 pn 次のものがただ

１つ存在するからそれを Fn とおく. An を Fn のイデアル類群 C�(Fn)の p-Sylow群とし, Fn の
p-Hilbert類体を Hn とする. このとき, m > nに対し,

Am −→ Gal(Hm/Fm)
Nr ↓ � ↓ Res

An −→ Gal(Hn/Fn)
　　　

Am −→Gal(Hm/Fm)
i ↑ � ↑ trans
An −→ Gal(Hn/Fn)

という可換図式が得られる. ここで, 横方向は類体論の相互写像による同型, Resは定義域の制限,

transは移送*2である. 特に, {An, Nr}は Γ-加群の射影系であり, {An, i}は Γ-加群の帰納系であ
る. そこで,

A←
∞ = lim←−An = lim←−Gal(Hn/Fn) = Gal(H∞/F∞),

A→
∞ = lim−→An

とおく. H∞ = ∪nHn は F∞ の最大不分岐 p-アーベル拡大である. A←
∞ は pro-p Γ加群であり, 特

にコンパクトである. A→
∞ は離散的 Γ加群となる. これらを調べるのには, 「完備化された Γの群

環 Λ」を考えるとよい.

2 岩澤代数

Γを Zp に同型な乗法的位相群とし, u ∈ Γを位相的生成元, つまり 〈u〉 = Γとなるものとする.

Γn = Γ/Γpn とおけばこれは位数 pn の巡回群で u mod Γpn が生成元となる.

K/Qp を有限次拡大とし, oを K の整数環, π を oの素元とする. ωn(T ) = (1 + T )pn − 1と置
くと

o[Γn] � o[T ]/(ωn) ; u mod Γpn 
→ 1 + T mod (ωn)

であるから, 完備群環 o[[Γ]] := lim←−o[Γn]は

o[[Γ]] � lim←−o[T ]/(ωn)

= lim←−o[T ]/(π, T )n　 (∵ ωn ∈ (π, T )n)

= lim←−o[T ]/(Tn)

= o[[T ]]

rankZp (E) とおくと, Gal(L/F ) 	 Z
[F :Q]−r
p ⊕ (有限 p 群) と表せる. Dirichlet 単数定理により rankZ(E) =

s + t − 1 であった（sは実素点の個数, 2tは虚素点の個数）が, r も s + t − 1 になるだろうというのが Leopoldt

予想である. この予想は F が Qまたは虚二次体上のアーベル拡大の場合成立する (Ax-Brumerの定理).
*2 一般に次のようにして定義される：H をアーベル群 Gの指数有限の部分群とする. G/H の代表系 g1, · · · , gh を選
び, b ∈ giH に対し b = gi とする. x ∈ Gに対し

trans(x) =
hY

i=1

gix gix
−1

とする. これは代表系の選び方によらず定まり, Gから H への準同型になっている.

2
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となる. Λ = o[[T ]] を岩澤代数という. これは 2 次元局所環 (極大イデアルは m = (π, T )) であ
るが, Λ 上の有限生成加群は PID 上の有限生成加群と同様の構造定理が成り立つのでそれを説明
する.

補題 2.1 (割り算定理) f(T ) ∈ TnΛ× + πΛn, Λn = {r(T ) ∈ o[T ] | deg r < n}とする. このとき
任意の g ∈ Λに対し, ただ１つ q ∈ Λが存在して

g ∈ fq + Λn

となる.

証明. Gauss記号の類似を定めておく：a =
∑∞

i=−∞ aiT
i ∈ o((T ))に対し [a] =

∑∞
i=0 aiT

i ∈ Λと
する. u = [T−nf ] ∈ Λ× とすれば, Tnu − f ∈ πΛn である. g ∈ Λに対し,

g0 = [T−ng],　 gi = [(1 − T−nfu−1)gi−1]

と帰納的に定めていくと, gi ∈ πiΛだから無限和 g0 + g1 + · · · が Λに存在する. それと u−1 の積
を q とすれば条件を満たす：

fq − g = Tn(g0 + g1 + · · · ) − g − (Tn − fu−1)(g0 + g1 + · · · ) ∈ Λn

一意性は 0 �= q ∈ Λ, r ∈ Λn が fq + r = 0を満たすとして矛盾を導けばよい. あらかじめ π の
べきで割っておくことにより, q, r のどちらかは π で割れないとして良い. fq の n − 1次までの項
は π で割れるので, r は π で割れる. f は π で割れないので, q は π で割れ, これは矛盾である. �

σ(T ) ∈ o[T ]が特殊多項式 (distinguished polynominal)であるとは,

σ(T ) ∈ Tn + πΛn

となることをいう. ωn(T )は特殊多項式である.

定理 2.2 (Weierstrassの予備定理) 0 �= f(T ) ∈ Λ に対し, 一組の m ∈ Z≥0, 特殊多項式σ(T )

が存在して,
f ∈ πmσΛ×

となる.

証明. あらかじめ π のべきで割っておくことにより, f ∈ TnΛ× + πΛn としてよい. 割り算定理で
g = Tn とすれば

fq = Tn + r 　 (q ∈ Λ, r ∈ Λn)

とできるが, このとき Tn + r は特殊多項式, q ∈ Λ× となる. 一意性も割り算定理の一意性から導
かれる. �

3
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Λ-加群の準同型 h : N → M に対し, Ker h,M/Im hが共に有限であるとき, hは擬同型である
といい, N ∼ M と書く. これは対称律が成り立たないので同値関係ではない*3．M, N が torsion

Λ加群ならM ∼ N =⇒ N ∼ M である (レポート問題２)．

定理 2.3 (構造定理) M を有限生成 Λ加群とすると, 一組の r ∈ Z≥0, ni,mj ∈ N, 既約な特殊多
項式 fj が存在して,

M ∼ Λr ⊕ ΠiΛ/(πni) ⊕ ΠjΛ/(fmj

j )

となる. r をM の Λ-rank, μ(M) =
∑

i ni をM の μ-不変量, ch(M) = Πjf
mj

j をM の特性多項
式, λ(M) = deg(ch(M))をM の λ-不変量という.

証明の概略 (Serre).

1. M ∼ torM ⊕ M/torM .

2. ni,mj , fj が存在して tor M ∼ ΠiΛ/(πni) ⊕ ΠjΛ/(fmj

j ).

3. Λ加群 N に対し双対を N∗ = HomΛ(N, Λ)と定める.

　 N が有限生成で torsion freeなら N ∼ N∗∗ であり, N∗∗ は自由である. �

定理 2.4 (漸近公式) M を有限生成 torsion Λ加群とする (M の Λ-rankは 0). このとき, nと独
立な定数 ν があって, 充分大きな nについて

#(M/ωnM) = pλ(M)n+μ(M)pn+ν

となる.

3 岩澤加群

Λ はコンパクト,Hausdorffな位相を備えている. コンパクトな Λ 加群で作用が連続なものを岩
澤加群という. 有限生成 Λ加群は自然な位相によりコンパクトである.

F∞/F を円分 Zp 拡大とすれば, X = A←
∞ は岩澤加群であったが, 実は次が成り立つ：

命題 3.1 X は有限生成 torsion Λ加群である.

証明には次の補題を使う.

補題 3.2 M を岩澤加群とする. ある f ∈ mが存在してM/fM が有限となるならM は有限生成
torsion Λ加群である.

*3 例えば, m ∼ Λ だが Λ �∼ m である. h が擬同型であることと, 全ての高さ 1 以下の素イデアル p に対し局所化
hp : Np → Mp が同型となること, は同値である. 推移律はこのことからわかる.

4
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証明. 中山の補題*4によりM は有限生成となり構造定理が使えるが, |Λ/(f)| = ∞なので Λ自由
部分は現れない. �

pの上の F の素イデアルがただ一つでそれが F∞ で完全分岐するときは X/ωnX = An となり
命題が示される. 一般には, X の適当な部分加群を取って, ωn の番号をずらしたりして間接的に命
題が示される. �
ここで, 漸近公式を使うと

#An = pλ(X)n+μ(X)pn+ν (n ! 0)

がわかる*5 . 次の様な予想が知られている：
岩澤 μ予想. μ(X) = 0である.

これは F が Q上のアーベル拡大のときは成立する (Ferrero-Washingtonの定理).

　
F = Q(μp)とする. Δ � Gal(F/Q)は X に作用する. Teichmüller指標を ω : F×

p → Z×
p とし,

εi =
1

p − 1

∑
a∈Δ

ω−i(a)a ∈ Zp[Δ]

と定めると, εi はべき等元で
X = ⊕p−2

i=0 εiX

となる. 一方, 複素共役を ρとすれば,

X = X+ ⊕ X−, (X± = {x ∈ X | xρ = ±x})

となり
X+ = ⊕i:偶数εiX, X− = ⊕i:奇数εiX

である.

定理 3.3 (Iwasawa) X− は Λ-torsionであるが, Zp 上自由である.

X+ については, 次の予想がある：
Vandiver予想. X+ = 0である.

*4 中山の補題. 岩澤加群M に対して
mM = M ⇐⇒ M = 0

M/mM が有限⇐⇒ M が有限生成

*5 F の類数が pで割れず, F/Qで pは不分解, F∞/F で分岐素点は完全分岐, という条件が満たされれば An = 0で
ある. 例えば Qは条件を満たす.

5
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この予想は Q(ζp + ζ−1
p )の類数が pで割れない, ということと同値であり，いくつかの pについ

て成立することが確かめられている*6. さらに, Vandiver予想より弱い次の予想もある：
Greenberg予想. X+ は有限である.

4 p進 L関数

χを Dirichlet指標とし, k ∈ Zに対して χk = χω−k とする.

定理 4.1 (Kubota-Leopoldt) χ �= 1のとき, 連続関数 Lp(s, χ) : Zp → Qp(Im χ)で

Lp(1 − k, χ) = (1 − χk(p)pk−1)L(1 − k, χk), (k ∈ N)

を満たすものがある. χ(−1) = −1なら Lp(s, χ) = 0である.

定理 4.2 (Iwasawa) χ(−1) = 1で χ = ωk (k �= 0)ならば, Gp(χ, T ) ∈ Zp[[T ]]が存在して,

Gp(χ, us − 1) = Lp(s, χ)　 (u = 1 + p)

となる. このようにベキ級数に us − 1を代入して得られる関数を岩澤関数という.

Stickelberger元と呼ばれる θn ∈ Zp[Gal(Q(μpn)/Q)]が存在し, θnAn = 0となる*7. {θn}n の
極限として Zp[Gal(Q(μp∞)/Q]の元を得るが, これを使って p進 L関数の存在を明示的に証明す
ることができる.

5 主予想

定理 5.1 (Mazur-Wiles) 3 ≤ i ≤ p − 2である奇数 iに対し,

ch(εiX) ∈ Gp(ω1−i, T )Λ×

となる.

この式で, 左辺はイデアル類群から決まる代数的, 数論的なもの, 右辺は L関数の値から決まる p

進解析的なものである. Mazur-Wilesによる証明は保型形式を本質的に使うが, Euler系という概
念を使った証明も得られている.

円分 Zp 拡大以外の無限次 Galois拡大で具体的に記述できるものはあるか (レポート問題３).

*6 Buhler,Cradall,Ernvall,Metsänkylä,Shokrollahi, Irregular primes and cyclotomic invariants to 12 mil-

lion, J.Symbolic Comput. 31 (2001), 89-96
*7 Stickelbergerの定理. G = Gal(Q(μm)/Q)とおくと, Z[G] ∩ θZ[G] ⊂ ann(C�(Q(μm)))である. ただし

θ =
X

1≤a<m, (a,m)=1

a

m
· σ−1

a ∈ Q[G]　 (σa : ζm �→ ζa
m)
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GALOIS 変形理論

山上 敦士 （京産大理）

0. Introduction

本稿の目的は, 有限次代数体 F の代数的閉包 F をとり, その絶対
Galois 群 Gal(F/F ) の (主に 2 次元の) 表現の変形理論 (deformation
theory) について紹介することである.
まず最初に, F を有理数体 Q として, Galois 表現の deformation の

例を見てみることとする.
p を素数とする. Zp := lim←−n

Z/pnZ を p-進整数環とし, Fp := Zp/pZp

をその剰余体とする. このとき, Fp は標数 p の素体となる. Q 上の楕
円曲線 E に対し, E の p 冪等分点への Galois 作用から生じる Galois
表現

ρE,p : Gal(Q/Q) → GL2(Zp)

を考える. ρE,p とmod p 写像 GL2(Zp) → GL2(Fp) との合成を
ρ̄ := ρE,p (mod p) : Gal(Q/Q) → GL2(Fp)

とおく. このとき, ρE,p は mod p表現 ρ̄の Zp への deformationとなっ
ている.
一般に, Fp を剰余体にもつ局所 pro-artinian Zp-algebra A を係数と

する Galois 表現
ρ : Gal(Q/Q) → GL2(A)

について, A の極大 ideal mA による剰余写像GL2(A) → GL2(Fp) と合
成した表現

ρ (mod mA) : Gal(Q/Q) → GL2(Fp)

が
ρ (mod mA) = ρ̄

となるとき, ρ は ρ̄ の A への deformation であるという.
Galois表現を用いた整数論の研究においては,対象となるmod p表現

ρ̄ がもつ様々な数論的性質のうち, どのような性質が ρ̄ の deformation
たちに引き継がれているのかという, いわば deformationにおける数論
的性質の伝播性なるものが鍵となる.
とくに, 保型形式の岩澤理論などといった保型形式にまつわる研究

においては, 対象となる Galois 表現が「保型形式に付随する」という
Date: 2006 年 8 月 31 日, 9 月 1 日発表.
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2 山上 敦士 （京産大理）

modularity と呼ばれる性質の deformation における伝播性が重要な焦
点となる.
その際, ρ̄ の無数に存在しうる deformation たちを一つひとつ帰納的

に調べ尽くすのではなく,それらを支配する universal deformation ring
Rρ̄ と, ρ̄ の Rρ̄ への universal deformation ρ なるものを構成し, ρ の
数論的性質を追究するという演繹的な手法が常套手段である (universal
deformation の定義については Section 1 で詳しく述べる).
この手法を用いることで, Wiles [13]-Taylor-Wiles [11]により, Fermat

の最終定理が解決されたことは, Galois 表現の deformation theory が
いかに整数論の研究において強力なものであるかを示す顕著な例とい
える.
本稿では, まず Section 1 において, deformation と universal defor-

mation の定義を与える. そして, universal deformation の具体的な構
成に必要な pseudo-representation なるものの定義と性質を Section 2
で紹介し, Section 3 において, 実際に pseudo-representation を用いた
universal deformation の構成法を紹介する.
一方, Section 4 では, 先に与えられた deformation たちを用いて, そ

れらだけを支配する universal deformation ring を構成する方法を紹介
する.
最後に, Section 5 において, modularity をもつ Galois 表現の具体例

を示すという趣旨で, とくにHilbert cusp form に付随する Galois 表現
を紹介する. その中で, Hilbert cusp form に対する Hecke algebra を
modular な deformation を支配する universal deformation ring とみな
せることが期待できる根拠として, Hilbert cusp form のなす空間とそ
れに作用する Hecke algebra の間の duality について紹介する.

Acknowledgement. 「整数論札幌夏の学校」での講演の機会を与え
ていただき出張旅費の援助をしていただいた, 前田芳孝先生はじめ北
海道大学のご関係の先生の皆様方, また, 講演内容に関していくつかの
suggestion をしていただいた UCLA の肥田晴三先生, そして, この度
の出張にまつわる様々な手続きに際してお世話になった金子ひろ子さ
んはじめ北海道大学理学部数学分室事務室の皆様方に, 心より感謝申し
上げます.
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1. Definition of deformations

この Section では, [5, Section 2.3] に沿う形で deformation と uni-
versal deformation の定義をする.

p を素数とする. K を p-進数体 Qp の有限次拡大体とし, O を K の
整数環, mO を O の極大 ideal とする. F := O/mO を O の剰余体とす
ると, F は標数 p の有限体となる.

Definition 1.1. (1) 単位的可換環 A が artin 環のなす射影系の射影
的極限として表されるとき, A を pro-artinian と呼ぶ.

(2) 群 G が有限群のなす射影系の射影的極限として表されるとき,
G を profinite group という. profinite group G には, profinite 位相を
入れておく.

F を剰余体にもつ局所 pro-artinian O-algebra を object とし, O-
algebra 準同型を morphism とする圏を CLO とおく. A が CLO の
object であるとき, A ∈ CLO と書き mA をその極大 ideal とする. F が
有限体であることから, A に profinite 位相を入れることができる. 以
下, 扱う表現や準同型は断らない限りすべて, しかるべき位相に関して
連続なものとする.

Definition 1.2 ([5, Section 2.3]). n を正の整数とする. G を profinite
groupとし,

ρ̄ : G → GLn(F)

を F-係数の n 次元表現 とする.
(1) A ∈ CLO について, A-係数の n 次元表現

ρ : G → GLn(A)

が ρ̄ の A への deformation であるとは, F-係数の表現として,

ρ (mod mA) = ρ̄

であることをいう.
(2) A ∈ CLO への二つの n 次元連続 ρ, ρ′ が equivalent であるとは,

ある x ∈ GLn(A) があって, 任意の g ∈ G に対して

ρ(g) = xρ′(g)x−1
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となることであり, このとき ρ ∼ ρ′ とかく. さらに, x として

x ≡
⎛⎝1 0

. . .
0 1

⎞⎠ (mod mA)

なるものを選べるとき, strictly equivalent であるといい, ρ ≈ ρ′ とか
く. このとき, もし ρ が ρ̄ の A への deformation であれば, ρ′ も ρ̄ の
A への deformation となることに注意.

(3) R ∈ CLO と ρ̄ の R への deformation

ρ : G → GLn(R)

の組 (R, ρ) が ρ̄ の universal couple であるとは, 任意の ρ̄ の deforma-
tion

ρ : G → GLn(A)

に対して, O-algebra 準同型 ϕ : R → A で
ϕ ◦ ρ ≈ ρ

となるものがただ一つ存在することをいう. このとき, R を ρ̄ に対する
universal deformation ring, ρ を ρ̄ に対する universal deformation と
いう. この universalityにより,もし ρ̄に対する universal couple (R, ρ)
が存在するならば, 同型の差を除き一意的に存在することがわかる. そ
の意味で, ρ̄ の universal deformation ring を Rρ̄ とかくことがある.

Remark 1.1. Definition 1.2 (1) の意味での “deformation”を “lift”と
いい, (2) で定義された strict equivalence class を “deformation” と呼
ぶことがある.

Theorem 1.1 ([10, Proposition 1]). もし ρ̄ が絶対既約, すなわち, 係
数を F の代数的閉包 F まで拡大しても既約性を保つならば, ρ̄ に対す
る universal couple は存在する.

Mazur の原論文 [10] におけるこの存在定理の証明は, ρ̄ の deforma-
tion からなる CLO 上の関手が表現可能であることを証明する抽象的
な可換環論を用いたものであるが, 本稿では, とくに Section 3 におい
て, universal couple の具体的な構成法を示したい.

2. Pseudo-representations

ここでは, 次節で紹介する n = 2 の場合での universal couple の具体
的な構成法に必要な pseudo-representation について, [5, Section 2.2.1]
に沿って紹介する.
この Section に限り, G は抽象的な群であり, A は F を剰余体にも

つ局所環であるとする. G の単位元を 1G, A の極大 ideal を mA とか
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く. さらに, G は位数 2 の元 c をもつとして, char(F) は 2 でないと仮
定する.

ρ : G → GL2(A)

を, c に関して odd, すなわち det ρ(c) = −1 を満たすA-係数の 2 次元
表現とする. ρ の表現空間を V = V (ρ) := A2 とおく. また, mod mA

表現
ρ̄ := ρ (mod mA) : G → GL2(F)

の表現空間を V̄ = V (ρ̄) := F2 とおく.
2 ∈ A× だから, c に対する V の固有空間分解

V =
1 − c

2
V ⊕ 1 + c

2
V

が生じる. 同様に 2 ∈ F× だから, c に対する V̄ の固有空間分解

V̄ =
1 − c

2
V̄ ⊕ 1 + c

2
V̄

も生じる. ここで, V± := 1±c
2

V , V̄± := 1±c
2

V̄ (以下, ± は複号同順) と
おくと,

V̄± = V±/mAV±

を得る. det ρ(c) = −1 だから dimF V̄± = 1 であり, ある v̄± ∈ V̄± が存
在して, V̄± = Fv̄± となる. v± ∈ V± として v± (mod mA) = v̄± なるも
のをとると, A-module 準同型

A → V±, a 
→ av±

は A-同型となるので, A-module としての分解

V = Av− ⊕ Av+

を得る. この分解のもとで, σ ∈ G に対する ρ(σ) の A-係数の表現行
列を

ρ(σ) =

(
a(σ) b(σ)
c(σ) d(σ)

)
とかくことにする. このとき,

ρ(c) =

(−1 0
0 1

)
となることに注意. ここで,

x : G × G → A, (r, s) 
→ b(r)c(s)
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とおくと, 次の三つの条件が成立することがわかる:

(W1) a(rs) = a(r)a(s) + x(r, s), d(rs) = d(r)d(s) + x(s, r),

x(rs, tu) = a(r)a(u)x(s, t) + a(u)d(s)x(r, t)

+ a(r)d(t)x(s, u) + d(s)d(t)x(r, u);

(W2) a(1G) = d(1G) = d(c) = 1, a(c) = −1,

x(r, s) = x(s, t) = 0 (if s = 1G or s = c);

(W3) x(r, s)x(t, u) = x(r, u)x(t, s).

Definition 2.1 ([5, Section 2.2.1]). A を F を剰余体にもつ局所環と
し, G を群, c ∈ G を位数 2 の元とする. char(F) は 2 と相異なるもの
とする. このとき,

(1) 写像たち
a : G → A, d : G → A, x : G × G → A

が上の三つの条件 (W1)-(W3) を満たすとき, 組 τ = {a, d, x} を (G, c)
の A への pseudo-representation という.

(2) 写像たち
Tr(τ) : G → A, r 
→ a(r) + d(r),

det(τ) : G → A, r 
→ a(r)d(r) − x(r, r)

をそれぞれ, τ の trace, determinant とよぶ.

Remark 2.1. (1) 2 ∈ A× だから,

a(r) =
1

2
(Tr(τ)(r) − Tr(τ)(rc)), d(r) =

1

2
(Tr(τ)(r) + Tr(τ)(rc)),

x(r, s) = a(rs) − a(r)a(s)

となり, τ = {a, d, x} は Tr(τ) の値で決まることがわかる.
(2) det(τ) は A× に値をもつ G 上の群準同型である.

上で見たように, 2 次元表現 ρ から自然に pseudo-representation が
構成できる (これを τρ とかくことにする). このとき,

Tr(ρ) = Tr(τρ)

となることに注意. 逆に, pseudo-representation から trace が一致する
2 次元表現を構成することができる:

Proposition 2.1 (Wiles [12] (cf. [5, Proposition 2.16])). A を F を剰
余体にもつ局所環とし, G を群, c ∈ G を位数 2 の元とする. char(F)
は 2 と相異なるものとする. τ = {a, d, x} を A への (G, c) の pseudo-
representation として, 次の二つの条件のうち, どちらか一方は満たさ
れていると仮定する:

(i) 任意の r, s ∈ G に対して x(r, s) = 0 である;
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(ii) ある (r, s) ∈ G × G が存在して x(r, s) ∈ A× となる.

このとき, ある A-係数の 2 次元表現
ρ : G → GL2(A)

で,次の等式を満たすものが存在する:

Tr(ρ) = Tr(τ), det(ρ) = det(τ), ρ(c) =

(−1 0
0 1

)
.

もし, A と G が位相的であり a, d, x が連続写像であるときは, 上の ρ
として連続な表現を得ることができる.

Proof. (i) 任意の r, s ∈ G に対して x(r, s) = 0 であるとき: (W1) に
より

a(rs) = a(r)a(s), d(rs) = d(r)d(s)

であり, (W2) により
a(1G) = 1, d(1G) = 1

となるので, a と d は A× に値をもつ G 上の群準同型である. よって,

ρ : G → GL2(A), g 
→
(

a(g) 0
0 d(g)

)
と定義すれば, ρ は 2 次元表現であり (W2) により

ρ(c) =

(−1 0
0 1

)
となる. さらに, g ∈ G に対し x(g, g) = 0 であることから,

Tr(ρ)(g) = a(g) + d(g) = Tr(τ)(g),

det(ρ)(g) = a(g)d(g) = det(τ)(g)

を得る.
(ii) ある (r, s) ∈ G×Gが存在して x(r, s) ∈ A×となるとき: g, h ∈ G

を任意の元とする.

b(g) :=
x(g, s)

x(r, s)
, c(h) := x(r, h)

とおけば (W3) により,

b(g)c(h) =
x(g, s)x(r, h)

x(r, s)
=

x(r, s)x(g, h)

x(r, s)
= x(g, h)

となる. ここで,

ρ(g) :=

(
a(g) b(g)
c(g) d(g)

)
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とおくと (W2) により,

ρ(c) =

(−1 0
0 1

)
, ρ(1G) =

(
1 0
0 1

)
となる. さらに,

ρ(g)ρ(h) =

(
a(g)a(h) + b(g)c(h) a(g)b(h) + b(g)d(h)
c(g)a(h) + d(g)c(h) d(g)d(h) + c(g)b(h)

)
において (W1) により,

a(g)a(h) + b(g)c(h) = a(g)a(h) + x(g, h) = a(gh),

d(g)d(h) + c(g)b(h) = d(g)d(h) + x(h, g) = d(gh),

c(g)a(h) + d(g)c(h) = x(r, g)a(h) + d(g)x(r, h)

= a(1G)a(h)x(r, g) + a(1G)d(g)x(r, h)

= x(r, gh) = c(gh),

a(g)b(h) + b(g)d(h) = x(r, s)−1(a(g)b(h)x(r, s) + b(g)d(h)x(r, s))

= x(r, s)−1(a(g)d(1G)x(h, s) + d(h)d(1G)x(g, h))

= x(r, s)−1x(gh, s) = b(gh)

となるので,

ρ(gh) = ρ(g)ρ(h)

であることがわかる. よって,

ρ : G → GL2(A)

は表現であり,

Tr(ρ)(g) = a(g) + d(g) = Tr(τ)(g),

det(ρ)(g) = a(g)d(g) − b(g)c(g) = a(g)d(g) − x(g, g) = det(τ)(g)

となる. さらに, G と A が位相的であるとき, a, d, x が連続ならば ρ も
連続となることは構成法からわかる. �

Remark 2.2. 2 次元表現 ρ : G → GL2(A) が先に与えられて, ρ から
構成される pseudo-representation τρ が Proposition 2.1 の条件 (i) と
(ii) のいずれか一方を満たすとき, Proposition 2.1 により新たに 2 次元
表現 ρ′ : G → GL2(A) が構成される. これら二つの表現 ρ と ρ′ の関係
については次節で考察する.
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3. Construction of universal couple

以下, Section 1 の記号を用いることにする. G を位数 2 の元 c をも
つ profinite group, A ∈ CLO とし, char(F) は 2 と相異なるものとす
る. この Section では [5, Section 2.3.2] と [8, Section 1.1.4] に沿う形
で, F-係数の 2 次元表現

ρ̄ : G → GL2(F)

に対する universal couple を pseudo-representation の理論を用いて構
成したい.
この構成に用いられる手法は, 抽象的な存在定理である Theorem 1.1

の仮定に加えて,さらにいくつか条件が課されるものではあるが, Section
5.3 で紹介する Hecke 環を係数としたmodular な Galois 表現を構成す
る際には, 非常に有用なものである.
以下, 次の二つの条件を仮定する:

(i) ρ̄ は絶対既約, すなわち, 係数を F の代数的閉包 F まで拡大しても
既約性が保たれる;

(ii) ρ̄ は c に関して odd, すなわち, det ρ(c) = −1 である.

Lemma 3.1 ([5, (2.8) and (2.13)]). 上記の記号のもと, 次の二つの全
単射が得られる:

(1) {ρ : G → GL2(A) : 表現 | ρ (mod mA) = ρ̄}/ ≈
∼−→ {ρ : G → GL2(A) : 表現 | ρ (mod mA) ∼ ρ̄}/ ∼, [ρ]≈ 
→ [ρ]∼

(2) {ρ : G → GL2(A) : 表現 | ρ (mod mA) ∼ ρ̄}/ ∼
∼−→ {τ : A への (G, c) の pseudo-representation |

τ (mod mA) = τρ̄}, [ρ]∼ 
→ τρ.

Remark 3.1. (1) Lemma 3.1 (1) の全単射性は, G を抽象的な群, A
を単に F を剰余体にもつ局所環とした弱い仮定のもとでも成立する.

(2) Lemma 3.1 (1) により, ρ̄ が絶対既約のときには, Lemma 3.1 (1)
の右辺を deformation の定義に採用できる.

(3) Lemma 3.1 (2) の全単射性は, G を抽象的な群とした弱い仮定
のもとでも成立する.

Proof. (1) もし ρ (mod mA) = ρ̄ であれば, 当然 ρ (mod mA) ∼ ρ̄ であ
り, その一方で, もし ρ ≈ ρ′ であれば, 明らかに ρ ∼ ρ′ であるので, 写
像 [ρ]≈ 
→ [ρ]∼ はwell-defined である.
全射性: [ρ]∼ を右辺から取れば, ある x̄ ∈ GL2(F) が存在し,

x̄ · ρ (mod mA) · x̄−1 = ρ̄

となる. mod mA 写像 GL2(A) → GL2(F) は全射なので, x̄ の持ち上げ
x ∈ GL2(A) が存在し,

ρ′ := xρx−1 : G → GL2(A)
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とおけば
ρ′ (mod mA) = ρ̄

となり,

[ρ′]∼ = [ρ]∼
なので, 全射性が示された.
単射性: 二つの表現 ρ と ρ′ が,

ρ (mod mA) = ρ̄ = ρ′ (mod mA), ρ ∼ ρ′

を満たすと仮定する. ある x ∈ GL2(A) が存在して,

xρx−1 = ρ′

となるので, x̄ := x (mod mA) ∈ GL2(F) とおき, 両辺を mod mA す
ると,

x̄ρ̄x̄−1 = ρ̄

を得る. ρ̄ は絶対既約なので, Schur の補題 (cf. [5, Proposition 2.5(2)])

により, ある ā ∈ F× が存在して x̄ =

(
ā 0
0 ā

)
とかける. ā の持ち上げ

a ∈ A× を取ると,

(a−1x) (mod mA) =

(
1 0
0 1

)
であり, かつ

(a−1x)ρ(a−1x)−1 = ρ′

となるので,

ρ ≈ ρ′

であることがわかり, 単射性が示された.
(2) もし ρ ∼ ρ′ であれば Tr(ρ) = Tr(ρ′) であり, char(F) は 2 と相

異なると仮定しているから, Remark 2.1 (1) により τρ = τρ′ となる. し
たがって, 写像 [ρ]∼ 
→ τρ はwell-defined である.
この写像の全単射性を証明するために, Carayol [1] による次の定理

を証明を省略して認めることにする:

Theorem 3.2 ([1, Théorème 1] (cf. [8, Proposition 1.25])). G を群, A
を F を剰余体にもつ完備な局所環, n と n′ を正の整数とする. 二つの
表現

ρ : G → GLn(A), ρ′ : G → GLn′(A)

について, もし ρ̄ := ρ (mod mA) が絶対既約であり Tr(ρ) = Tr(ρ′) で
あるならば, n = n′ かつ

ρ ∼ ρ′

である.
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全射性: (G, c) の A への pseudo-representation τ = {a, d, x} が
τ (mod mA) = τρ̄

を満たすとする. Section 2 の前半と同様に, ρ̄ の表現空間の c に関す
る固有空間分解に沿った ρ̄ の表現行列を

ρ̄(g) =

(
ā(g) b̄(g)
c̄(g) d̄(g)

)
(g ∈ G)

とかき
x̄(g, h) := b̄(g)c̄(h) (g, h ∈ G)

とおけば, τρ̄ = {ā, d̄, x̄} となる. ρ̄ は絶対既約だから, ある r, s ∈ G
が存在して b̄(r), c̄(s) ∈ F× となり x̄(r, s) ∈ F× である. このとき,
x (mod mA) = x̄ なので,

x(r, s) ∈ A×

であることがわかる. したがって, Proposition 2.1 により, ある 2 次元
表現

ρ : G → GL2(A)

で
Tr(ρ) = Tr(τ)

を満たすものが存在する. このとき,

Tr(ρ (mod mA)) = Tr(ρ) (mod mA) = Tr(τ) (mod mA)

= Tr(τ (mod mA)) = Tr(τρ̄) = Tr(ρ̄)

となるので, Theorem 3.2 により

ρ (mod mA) ∼ ρ̄

が得られるので, 全射性は示された.
単射性: 二つの表現 ρ と ρ′ が

ρ (mod mA) ∼ ρ̄ ∼ ρ′ (mod mA), τρ = τρ′

を満たすとする. このとき,

Tr(ρ) = Tr(τρ) = Tr(τρ′) = Tr(ρ′)

となり, ρ̄ が絶対既約なので ρ (mod mA) も絶対既約となるから, The-
orem 3.2 により,

ρ ∼ ρ′

となる. よって, 単射性が示された. �
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Definition 3.1 ([8, Section 1.1.4]). 群 G, 局所環 A, 表現 ρ̄ : G →
GL2(F)は Lemma 3.1のものとする. ρ̄から構成される pseudo-representation
を τρ̄ = {ā, d̄, x̄} とおく. このとき, Rτρ̄ ∈ CLO と Rτρ̄ への (G, c) の
pseudo-representation T = {A,D,X} の組 (Rτρ̄ , T ) が τρ̄ に対する
universal couple であるとは, 任意の (G, c) の A ∈ CLO への pseudo-
representation τ で

τ (mod mA) = τρ̄

を満たすものに対し, O-algebra 準同型 ϕτ : Rτρ̄ → A で

τ = ϕτ ◦ T

を満たすものがただ一つ存在することである. このとき, T を τρ̄ に対
する universal pseudo-representation という.

Theorem 3.3 ([8, Theorem 1.26]). Gを位数 2の元 cをもつ profinite
group, A ∈ CLO とし, char(F) は 2 と相異なるものとする. F-係数の
2 次元表現

ρ̄ : G → GL2(F)

は絶対既約であり, det ρ̄(c) = −1 を満たすとする.
このとき, ρ̄ に対する universal couple (Rρ̄, ρ) が存在し, さらに ρ

から構成される pseudo-representation τρ は, ρ̄ から得られる pseudo-
representation τρ̄ の universal pseudo-representation となる.

Remark 3.2. Mazur [10] による universal deformation は, 完備な
Noether 局所環のなす圏で論じられているため, profinite group G とし
て “p-finiteness condition” を満たすものを扱っていることに注意.

Proof. (1) まず τρ̄ の universal pseudo-representation (Rτρ̄ , T ) を構成
する. τρ̄ = {ā, d̄, x̄} とおく.

(i) Gが有限群であるとき: Fの元の個数を qとし, O×内の 1の q−1
乗根全体のなす部分群をμq−1(O)とおくと, mod mO 写像O× → F× は
有限群の同型

mod mO : μq−1(O)
∼−→ F×

を誘導する. この逆写像を

ϕ : F× ∼−→ μq−1(O)

とかき, ϕ(0) := 0 とすることで, F 上の写像

ϕ : F → μq−1(O) ∪ {0}
に延長しておく. O-係数の形式的冪級数環

Λ = ΛG := O[[Ag, Dh, X(g,h) | g, h ∈ G]]
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を考える. g, h ∈ G に対して, Λ の元
A(g) := Ag + ϕ(ā(g)),

D(g) := Dg + ϕ(d̄(g)),

X(g, h) := X(g,h) + ϕ(x̄(g, h))

を定義し, Λ の ideal I を次の元たちで生成されるものとする: r, s, t, u
を G の元として,

(w1) A(rs) − (A(r)A(s) + X(r, s)), D(rs) − (D(r)D(s) + X(s, r)),

X(rs, tu) − (A(r)A(u)X(s, t) + A(u)D(s)X(r, t)

+ A(r)D(t)X(s, u) + D(s)D(t)X(r, u));

(w2) A(1G) − 1(= A1G
), D(1G) − 1(= D1G

),

D(c) − 1(= Dc), A(c) + 1(= Ac),

X(r, s), X(s, t) (if s = 1G or s = c);

(w3) X(r, s)X(t, u) − X(r, u)X(t, s).

このとき, 商環 Rτρ̄ := Λ/I は CLO の objectとなり, 関係式 (w1)-(w3)
により, 三つの写像

A : G → Rτρ̄ , g 
→ A(g) (mod I),

D : G → Rτρ̄ , h 
→ D(h) (mod I),

X : G × G → Rτρ̄ , (g, h) 
→ X(g, h) (mod I)

が (G, c) の Rτρ̄ への pseudo-representation T = {A,D, X} を定める
ことがわかる. F× において,

(A(g) (mod I)) (mod mRτρ̄
) = ā(g),

(D(h) (mod I)) (mod mRτρ̄
) = d̄(h),

(X(g, h) (mod I)) (mod mRτρ̄
) = x̄(g, h)

であるから,

T (mod mRτρ̄
) = τρ̄

となる. 任意の (G, c) の B ∈ CLO への pseudo-representation τ =
{a, d, x} で

τ (mod mB) = τρ̄

なるものに対し, B において g, h ∈ G に対し,

a(g) − ϕ(ā(g)) ∈ mB,

d(h) − ϕ(d̄(h)) ∈ mB,

x(g, h) − ϕ(x̄(g, h)) ∈ mB
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なので, O-algebra 準同型
ϕτ : Λ → B, Ag 
→ a(g) − ϕ(ā(g)),

Dh 
→ d(h) − ϕ(d̄(h)),

X(g,h) 
→ x(g, h) − ϕ(x̄(g, h))

が定まる. さらに, τ が pseudo-representation の性質 (W1)-(W3) を満
たすことから,

ϕτ (I) = 0

となることがわかるので, ϕτ は Rτρ̄ を経由する:

ϕτ : Rτρ̄ → B.

また, g, h ∈ G に対し,

ϕτ (A(g)) = a(g),

ϕτ (D(h)) = d(h),

ϕτ (X(g, h)) = x(g, h)

となるので,
ϕτ ◦ T = τ

である. 他に, O-algebra 準同型
ϕ′

τ : Rτρ̄ → B

で
ϕ′

τ ◦ T = τ

なるものがあれば, Rτρ̄ の O 上の生成系である
Ag (mod I), Dh (mod I), X(g,h) (mod I)

たちに対して,

ϕ′
τ (Ag) = a(g) − ϕ(ā(g)) = ϕτ (Ag),

ϕ′
τ (Dh) = d(h) − ϕ(d̄(h)) = ϕτ (Dh),

ϕ′
τ (X(g,h)) = x(g, h) − ϕ(x̄(g, h)) = ϕτ (X(g,h))

であるので,
ϕ′

τ = ϕτ

となる. よって, (Rτρ̄ , T ) は τρ̄ に対する universal couple である.
(ii) G が profinite group であるとき: G の指数有限な開正規部分群

からなる集合 N をうまく選ぶことで,

G = lim←−N∈NG/N

とみなせる. ρ̄ は連続なので, Ker(ρ̄) は G の指数有限な開正規部分群
であり, ρ̄は G/ Ker(ρ̄)を経由することから, N ∈ N に対し N ∩Ker(ρ̄)
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を考えることで, G の表現 ρ̄ を扱う際にはN の元はすべて Ker(ρ̄) の
部分群であると仮定してよい. このとき, det(ρ̄(c)) = −1 であるため,
各 G/N において cN は位数 2 の元であることに注意.
任意の N ∈ N に対して ρ̄ は G/N を経由するので, Tr(ρ̄) = Tr(τρ̄)

を有限群 G/N 上の trace とみなせる. char(F) は 2 と相異なるので,
Remark 2.1 (1) により, τρ̄ を G/N 上の pseudo-representation とみな
すことができる.

(i) により, G/N の pseudo-representation τρ̄ の universal couple
(RN

τρ̄
, TN = {AN , DN , XN}) が構成される. N において N ⊂ N ′ の

とき, 全射な O-algebra 準同型
πN,N ′ : ΛG/N → ΛG/N ′ , AgN 
→ AgN ′ ,

DhN 
→ DhN ′ ,

X(gN,hN) 
→ X(gN ′,hN ′)

により, 全射な O-algebra 準同型
πN,N ′ : RN

τρ̄
→ RN ′

τρ̄

が誘導され,
πN,N ′ ◦ TN = TN ′

を満たす. このとき,
Rτρ̄ := lim←−N∈NRN

τρ̄

とおけば, Rτρ̄ は CLO の object であり, pseudo-representation の性
質 (W1)-(W3) は N ∈ N に関して射影極限を取る操作と可換である
から, AN , DN , XN ごとに射影極限を取ることで, (G, c) の Rτρ̄ への
pseudo-representation

T = {A,D,X}
:= lim←−N∈NTN = {lim←−N∈NAN , lim←−N∈NDN , lim←−N∈NXN}

が得られ,
T (mod mRτρ̄

) = τρ̄

が成立する. 任意の (G, c) の B ∈ CLO への pseudo-representation
τ = {a, d, x} で

τ (mod mB) = τρ̄

なるものに対し, ρ̄ は絶対既約であるから Proposition 2.1 により, B-
係数の 2 次元表現

ρ : G → GL2(B)

で,
Tr(ρ) = Tr(τ)

を満たすものが構成される.
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(ii-1) B が artinianのとき: 剰余体 Fが有限体であるため, B は有限
環となる. したがって GL2(B)は有限群であり, ρは連続だから, Ker(ρ)
は G の指数有限な開正規部分群となる. よって, ある N ∈ N で ρ が
G/N を経由するものが存在し τ を G/N の pseudo-representation と
みなせると仮定してよい. このとき, (RN

τρ̄
, TN) の universality により,

ある O-algebra 準同型
ϕN

τ : RN
τρ̄
→ B

で,

ϕN
τ ◦ TN = τ

なるものがただ一つ存在する. 自然な O-algebra 全射準同型
πN : Rτρ̄ → RN

τρ̄

との合成写像を
ϕτ := ϕN

τ ◦ πN : Rτρ̄ → B

とおくと,

ϕτ ◦ T = τ

が成立する. さらに, 他に O-algebra 準同型
ϕ′

τ : Rτ → B

で
ϕ′

τ ◦ T = τ

なるものが存在すれば, RN
τρ̄
の O 上の生成系であるAgN , DhN .X(gN,hN)

たちは N ∈ N に関して射影極限を取ったとき, Rτρ̄ の O 上の位相的
生成系をなすので, Rτρ̄ 上で

ϕ′
τ = ϕτ

を得る. よって, (Rτρ̄ , T ) は τρ̄ の universal couple である.
(ii-2) B が pro-artinian のとき: B の開 ideal のなす集合 A をうま

く選ぶことで, 任意の a ∈ A に対し B/a は artinian であり, かつ
B = lim←−a∈AB/a

とみなせると仮定してよい. a ∈ A に対し, B-係数の表現である ρ と
mod a 写像との合成を

ρa := ρ (mod a) : G → GL2(B/a)

とおくと, ρa は連続でありGL2(B/a)は有限群であるから,ある N(a) ∈
N でN(a) ⊂ Ker(ρa) となるものが存在すると仮定してよい. このと
き, ρa は有限群 G/N(a) を経由し, Tr(ρa) = Tr(τ (mod a)) はG/N(a)
の B/a への pseudo-representation とみなせる.
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universal couple (R
N(a)
τρ̄ , TN(a) = πN(a) ◦T ) の universality により, あ

る O-algebra 準同型
ϕN(a)

τ : RN(a)
τρ̄

→ B/a

で,

ϕN(a)
τ ◦ πN(a) ◦ T = τ (mod a)

なるものがただ一つ存在する. A において a ⊂ a′ のとき, N において
N(a) ⊂ N(a′) となると仮定してよいので, a ∈ A に関して射影極限を
取ることにより, O-algebra 準同型

ϕτ := lim←−a∈AϕN(a)
τ ◦ πN(a) : Rτρ̄ → B

が定まり,

ϕτ ◦ T = τ

を満たす. O 上の位相的生成系における値が τ で定まっているので,
O-algebra 準同型

ϕ : Rτρ̄ → B

で
ϕ ◦ T = τ

なるものは ϕτ と一致する. よって, (Rτρ̄ , T ) は τρ̄ の universal couple
である.

(2) 次に (1) で構成した τρ̄ に対する universal couple (Rτρ̄ , T ) を用
いて, ρ̄ の universal couple (Rρ̄, ρ) を構成する.

Rτρ̄ を Rρ̄とかくことにして, Proposition 2.1により, universal couple
(Rρ̄, T ) から Rρ̄-係数の表現

ρ′ : G → GL2(Rρ̄)

で,

Tr(ρ′) = Tr(T )

なるものが構成される. このとき,

Tr(ρ′ (mod mRρ̄)) = Tr(T (mod mRρ̄)) = Tr(τρ̄) = Tr(ρ̄)

であり, ρ̄ は絶対既約であるので, Theorem 3.2 により,

ρ′ (mod mRρ̄) ∼ ρ̄.

したがって, Lemma 3.1 (1) により, ある表現
ρ : G → GL2(Rρ̄)

で,

ρ (mod mRρ̄) = ρ̄, ρ ∼ ρ′

なるものが存在する.
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任意の ρ̄ の B ∈ CLO への deformation

ρ : G → GL2(B)

に対し, ρ から構成される pseudo-representation τρ は
τρ (mod mB) = τρ̄

を満たすから, (Rρ̄, T ) の universality により, O-algebra 準同型
ϕτρ : Rρ̄ → B

で,

ϕτρ ◦ T = τρ

なるものがただ一つ存在する. このとき,

Tr(ϕτρ ◦ ρ) = Tr(ϕτρ ◦ T ) = Tr(τρ) = Tr(ρ)

なので, Theorem 3.2 により,

ϕτρ ◦ ρ ∼ ρ

となり,

(ϕτρ ◦ ρ) (mod mB) = ρ (mod mB) = ρ̄

であるから, Lemma 3.1 (1) により,

ϕτρ ◦ ρ ≈ ρ.

よって, (Rρ̄,ρ) は ρ̄ に対する universal couple である. �

とくに, G を代数体 F の絶対 Galois 群 Gal(F/F ) とすれば, Galois
表現の場合の universal deformation が構成されたことになる:

Corollary 3.4 (cf. [5, Proposition 2.30]). F を少なくとも一つ実素点
∞R をもつ有限次代数体とし, c ∈ Gal(F/F ) を ∞R から生じる複素共
役とする. 有限体 F の標数 p は 2 と相異なるものとする. 絶対既約な
2 次元 Galois 表現

ρ̄ : Gal(F/F ) → GL2(F)

は, {p,∞} の外で不分岐, すなわち, F の p を割らない素 ideal l に対
し, l での惰性群 Il ⊂ Gal(F/F ) 上で ρ̄ は自明であり, 複素共役 c に
関して odd, すなわち, det(ρ̄(c)) = −1 であると仮定する. このとき,
Noether 的な CLO の object Rρ̄ と, ρ̄ のRρ̄への {p,∞} の外で不分岐
な deformation

ρ : Gal(F/F ) → GL2(Rρ̄)

で, 次の性質を満たすものが存在する:
任意の ρ̄ の A ∈ CLO への {p,∞} の外で不分岐な deformation

ρ : Gal(F/F ) → GL2(A)
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に対し, O-algebra 準同型 ϕρ : Rρ̄ → A で

ϕρ ◦ ρ ≈ ρ

なるものがただ一つ存在する. すなわち, (Rρ̄,ρ) は ρ̄ の {p,∞} の外で
不分岐な deformation たちを支配する universal couple である.

Proof. F{p,∞} を F の {p,∞} の外で不分岐な最大 Galois 拡大とする
と, ρ̄ は Galois 群 Gal(F{p,∞}/F ) を経由する. よって, Theorem 3.3
により, {p,∞} の外で不分岐な universal couple (Rρ̄,ρ) が存在するこ
とはわかる. さらに, Rρ̄ が Noether 的であることを示すために, 次の
Lemma を証明を省略して認めることにする:

Lemma 3.5 ([5, Lemmas 2.28 and 2.29]). (1) A ∈ CLO に対して,
(affine scheme Spec(A)/O の閉点 mA における cotangent space とよば
れる) t∗A/O := mA/(m2

A + mO) が F 上有限次元であれば, A は Noether

的である.
(2) 一般に, profinite group G の絶対既約な F-係数の n 次元表現

ρ̄ : G → GLn(F)

に対して universal couple (Rρ̄,ρ) が存在したとき, F 上のベクトル空
間としての同型

tRρ̄/O := HomF(t∗Rρ̄/O, F) ∼= H1
ct(G, ad(ρ̄))

が得られる (左辺の空間は Spec(Rρ̄)/O の閉点 mRρ̄ における tangent
space とよばれるものである). ここで, G-加群 ad(ρ̄) は, 集合としては
F-係数の n × n 行列全体 Mn(F) であり, G の作用が

g · M = ρ̄(g)Mρ̄(g)−1 (g ∈ G, M ∈ Mn(F))

で与えられるもので, これには離散位相を入れておく. また, 連続な 1
次元 cohomology H1

ct(G, ad(ρ̄)) は, 連続な 1-cocycle 全体のなす集合

Z1
ct(G, ad(ρ̄)) := {u : G → ad(ρ̄) : continuous |

u(gh) = g · u(h) + u(g), g, h ∈ G}
と, 連続な 1-coboundary 全体のなす集合

B1
ct(G, ad(ρ̄)) := {u ∈ Z1

ct(G, ad(ρ̄)) | u(g) = M − g · M (g ∈ G)

with some M ∈ ad(ρ̄)}
を用いて,

H1
ct(G, ad(ρ̄)) := Z1

ct(G, ad(ρ̄))/B1
ct(G, ad(ρ̄))

と定義されるものである.
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Lemma 3.5 により,

dimF H1
ct(Gal(F{p,∞}/F ), ad(ρ̄)) < ∞

を示せば, Rρ̄ が Noether 的であることがわかる.

ρ̄ : Gal(F{p,∞}/F ) → GL2(F)

に対して, H := Ker(ρ̄) とおくと Inflation-restriction sequence により,
完全列

0 → H1
ct(Gal(F{p,∞}/F )/H, ad(ρ̄)H) → H1

ct(Gal(F{p,∞}/F ), ad(ρ̄))

→ H1
ct(H, ad(ρ̄))Gal(F{p,∞}/F )/H

を得る. (一般に, H-加群 M に対して, MH は M の H-不変な元全体
のなす部分加群を表すことにする.) H に対応する F{p,∞}/F の有限次
の中間体を FH/F とおくと, ad(ρ̄) に H は自明に作用するので, 次の
完全列が得られる:

0 → H1
ct(Gal(FH/F ), ad(ρ̄)) → H1

ct(Gal(F{p,∞}/F ), ad(ρ̄))

→ Homct(H
ab
p , ad(ρ̄))Gal(FH/F ).

ここで, Hab
p は H の abel 化 Hab の p-part を表す. OF を F の整数環

とし, Op := OF ⊗Z Zp とおく. また, ClF を F の ideal 類群とすれば,
類体論により, 完全列

O×
p → Gal(F{p,∞}/F )ab → ClF → 0

が得られる. よって, Hab
p は Zp 上 finite rank であるので,

dimF H1
ct(Gal(F{p,∞}/F ), ad(ρ̄)) < ∞

となることがわかる. �

4. Parametrization of given deformations

Section 3 に引き続き, Section 1 と同じ記号を用いることにする. と
くに, 扱う表現や環準同型などは, しかるべき位相に関して連続である
ことを仮定していることに注意.

F を少なくとも一つ実素点 ∞R をもつ有限次代数体とし, ∞R から
生じる複素共役を c ∈ Gal(F/F ) とかくことにする. OF を F の整数
環とする. 有限体 F の標数 p は 2 と相異なるものとする. S をすべて
の無限素点と p を割るすべての有限素点を含んだF の素点からなる有
限集合として,

ρ̄ : Gal(F/F ) → GL2(F)
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を絶対既約で S の外で不分岐であり, cに関して oddな表現とする. FS

を F の S の外で不分岐な最大 Galois 拡大とすれば, ρ̄ は Gal(FS/F )
を経由する:

ρ̄ : Gal(FS/F ) → GL2(F).

S に含まれない F の素 ideal l に対し, l の剰余次数を ql とおく
と, 剰余体 OF /l の代数的閉包上での ql 乗写像 x 
→ xql から持ち上
げられた arithmetic Frobenius element Frobl ∈ Gal(FS/F ) が定まる.
Chebotarev density theorem (cf. [4, Theorem 1.3.1])により, {Frobl}l/∈S

は Gal(FS/F ) において, profinite 位相に関し dense であることが知ら
れている.
さて, CLO の object の族 {Ai}i∈I と, それらを係数とする ρ̄ の de-

formation の族
ρi : Gal(FS/F ) → GL2(Ai) (i ∈ I)

を用意する. このとき, {ρi}i∈I から得られる情報を用いて, 少なくと
も deformation の族 {ρi}i∈I は支配できるという小さな意味での ρ̄ の
universal couple (R, ρ) を構成することができる:

Theorem 4.1. 直積環
∏

i∈I Ai の Noether的な部分環である R ∈ CLO
と, ρ̄ の R への deformation

ρ : Gal(FS/F ) → GL2(R)

で, 各 i ∈ I に対し,

pi ◦ ρ ≈ ρi

を満たすものが存在する. ここで, pi :
∏

i∈I Ai → Ai は i 番目の
projection を表す.

Proof.
∏

i∈I Ai の部分環

R′ := {(ai)i∈I ∈
∏
i∈I

Ai | ai (mod mAi
) = aj (mod mAj

) in F

for any i, j ∈ I}
は, mR′ :=

∏
i∈I mAi

を極大 ideal とし F を剰余体にもつ完備な局所
O-subalgebra である. 各 i ∈ I に対して,

ρi (mod mAi
) = ρ̄

であるから, 直積表現

ρ′ :=
∏
i∈I

ρi : Gal(FS/F ) → GL2(
∏
i∈I

Ai)

は値を GL2(R
′) にもち,

ρ′ (mod mR′) = ρ̄, pi ◦ ρ′ = ρi (i ∈ I)
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を満たす. ここで, R′ の部分環
O[(Tr(ρi(Frobl)))i∈I | l /∈ S : prime]

を R′ の中で完備化したものを R とおけば, R は mR := R ∩ mR′ を極
大 ideal とし F を剰余体にもつ完備な局所 O-subalgebra となる.

Chebotarev density theorem により {Frobl}l/∈S は Gal(FS/F ) の中
で dense であり, ρi たちは連続なので,

Tr(ρ′) : Gal(FS/F ) → R′

は R に値をもつ. Remark 2.1 (1) により Tr(ρ′) から作られる pseudo-
representation から, Proposition 2.1 により, R-係数の表現

ρ′′ : Gal(FS/F ) → GL2(R)

で,

Tr(ρ′′) = Tr(ρ′)

なるものが構成される. このとき,

Tr(ρ′′(mod mR)) = Tr(ρ̄)

であるから, Theorem 3.2 により,

ρ′′(mod mR) ∼ ρ̄.

このことから,

ρ : Gal(FS/F ) → GL2(R)

で,

ρ ∼ ρ′′, ρ (mod mR) = ρ̄

なるものが得られる. とくに,

Tr(ρ) = Tr(ρ′)

であり, ρ を GL2(R
′)に値をもつものとみなせば, Theorem 3.2により,

ρ ∼ ρ′ (over R′).

一方で,

ρ (mod mR) = ρ̄ = ρ′ (mod mR′)

だから, Lemma 3.1 (i) により,

ρ ≈ ρ′ (over R′)

となる (Remark 3.1 (1) にある通り, R′ が局所環であるので Lemma
3.1 (1) を適用できることに注意). 各 i ∈ I に対し,

pi ◦ ρ′ = ρi

だから,

pi ◦ ρ ≈ pi ◦ ρ′ = ρi (over Ai)
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を得る. さて, [2, Theorem (2.3)] において, 完備な局所 O-algebra の
なす圏における ρ̄ に対する universal couple (R, ρ) が構成されており,
さらに, もし

dimF H1
ct(Gal(FS/F ), ad(ρ̄)) < ∞

ならば, R は Noether 的であることが示されている. 今の状況では,
Corollary 3.4 の証明の中で示したように, この有限次元性は満たされ
ているので, R は Noether 的である. (R, ρ) の universality により,
O-algebra 準同型

ϕ : R → R

で,

ϕ ◦ ρ ≈ ρ

なるものがただ一つ存在する. S に含まれない F の素 ideal lに対して,

ϕ(Tr(ρ(Frobl))) = (Tr(ϕ ◦ ρ))(Frobl)

= (Tr(ρ))(Frobl)

= Tr(ρ(Frobl))

= Tr(ρ′(Frobl))

= (Tr(ρi(Frobl)))i∈I

であり, {(Tr(ρi(Frobl)))i∈I}l/∈S は R の O 上の位相的生成元であるか
ら, ϕ は全射であることがわかる. よって, R も Noether 的であり, と
くに R ∈ CLO となる. �

5. Modular Galois representations

この Section では, [8, Section 2.3] に沿って, Hilbert cusp form に
付随する Galois 表現たちを紹介し, その中で, Hilbert cusp form に
対する Hecke algebra をmodular な deformation を支配する universal
deformation ringとみなせることが期待できる根拠として, Hilbert cusp
form のなす空間とそれに作用する Hecke algebra の間の duality につ
いて紹介する.

R と C をそれぞれ実数体と複素数体とする. F を 有限次総実代数
体, O を F の整数環とする. F から Q への embedding 全体のなす集
合を I とおく. I を自由基底とする Z-自由加群を Z[I] と表すことにす
る. p を素数とし, 以下, 二つの体の embedding

ip : Q ↪→ Qp, i∞ : Q ↪→ C

を固定する. ここで, Qp は p-進数体 Qp の代数的閉包を表す. これら
二つの embedding により, 代数的数を p-進的な対象とみなしたり, 複
素数として扱ったりする.
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5.1. Definition of Hilbert cusp forms

この Subsection では, F 上の Hilbert cusp form を adelic に定式化
する. そのために, いくつか記号を準備したい.

κ = (κ1, κ2) ∈ Z[I]2 を一つ取り, i = 1, 2に対してκi =
∑

σ∈I κi,σσと

おく. 1 :=
∑

σ∈I σ ∈ Z[I] とする. g = (gσ =

(
aσ bσ

cσ dσ

)
)σ∈I ∈ GL2(R)I

と, 複素上半平面 H := {z ∈ C | Im(z) > 0} の I を添字集合とした直
積空間HI の点 z = (zσ)σ∈I に対して,

det(g)κ1−1 :=
∏
σ∈I

det(gσ)κ1,σ−1,

j(g, z)κ2−κ1+1 :=
∏
σ∈I

(cσzσ + dσ)κ2,σ−κ1,σ+1

とおき,

Jκ(g, z) := det(g)κ1−1j(g, z)κ2−κ1+1

と定義する. i := (
√−1, · · · ,

√−1) ∈ HI とおく. 一次分数変換による

g = (gσ =

(
aσ bσ

cσ dσ

)
)σ∈I ∈ GL2(R)I

+ の z = (zσ)σ∈I ∈ HI 上への作用を

g · z = (gσ · zσ)σ∈I :=

(
aσzσ + bσ

cσzσ + dσ

)
σ∈I

∈ HI

と表すことにし,

Ci := {g ∈ GL2(R)I
+ | g · i = i}

と定義する. ここで, GL2(R)+ は正の行列式をもつ R-係数の 2 × 2 行
列全体のなす群を表す.

A を Q 上の adele 環とし, FA := A ⊗Z O で F 上の adele 環を表す
ことにする. F∞ を FA の infinite part, F

(∞)
A を finite part とする. ま

た, u ∈ GL2(FA) の infinite part を u∞ ∈ GL2(F∞) = GL2(R)I , finite

part を u(∞) ∈ GL2(F
(∞)
A ) とかくことにする. Ẑ :=

∏
p:prime Zp とし,

Ô :=
∏

l:prime Ol = Ẑ ⊗Z O とおく.

N を O の ideal とする. F の絶対差積 ∂ に対し, δ ∈ Ô で δÔ = ∂Ô
なるものを一つ選び,

Γ̂0(N) := {
(

a b
c d

)
∈ GL2(Ô) | c ∈ NÔ}

とおき,

S0(N) :=

(
δ 0
0 1

)−1

Γ̂0(N)

(
δ 0
0 1

)
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と定義する. ε = (ε1, ε2, ε+) を連続な二つの character

ε1, ε2 : Ô× → C×

と, Hecke character
ε+ : F×

A /F× → C×

の組とし, これらについて, z ∈ Ô× に対し,

ε(z) = ε1(z)ε2(z)

を満たし, x∞ = (x∞,σ)σ∈I ∈ F×
∞ = (R×)I に対して,

ε+(x∞) = x−(κ1+κ2)+1
∞ :=

∏
σ∈I

x−(κ1,σ+κ2,σ)+1
∞,σ

を満たすと仮定する. ε1 と ε2 は連続であり, Ô× は profinite group な
ので, これらの character は finite order となり, i = 1, 2 に対し, F の
ideal c(εi) を εi の conductor, すなわち, F の ideal c で εi が 1 + cÔ 上
trivial になるようなもののうち maximal なものとし,

c(ε) := c(ε1)c(ε2)

と定義する. このとき, ε+ を Ô× に制限した際に生じる conductor を
c(ε+) と表せば,

c(ε) ⊂ c(ε+)

となることがわかる. さらに,

ε− := ε1 · ε−1
2 : Ô× → C×

とおき, c(ε−) をその conductor とする. もし, N ⊂ c(ε−) ならば, ε−

は 1 + NÔ 上 trivial なので,

ε : S0(N) → C×,

(
a b
c d

)
def
→ ε2(ad − bc)ε−(aN)

は S0(N) の character となることがわかる. ここで, aN ∈ ON :=∏
l|N: prime Ol は a ∈ Ô の N-part を表す. 以下,

N ⊂ c(ε−)

を仮定しておく. まず, C-係数の Hilbert cusp form を定義する:

Definition 5.1 ([8, Section 2.3.2]). 上述の設定のもとで, 関数 f :
GL2(FA) → C が C-係数の weight κ = (κ1, κ2), level N, character
ε = (ε1, ε2, ε+) の Hilbert cusp form であるとは, 次の三つの条件を満
たすことをいう:

(SA1) α ∈ GL2(F ), x ∈ GL2(FA), u ∈ S0(N)Ci, z ∈ F×
A に対して,

f(αxuz) = ε+(z)ε(u(∞))f(x)Jκ(u∞, i)−1

を満たす.
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(SA2) 任意の z ∈ HI に対し, u ∈ GL2(R)I で u · i = z となるものを
一つ取っておく. このとき, 任意の g ∈ GL2(F

(∞)
A ) に対し, 関数

fg : HI → C, z
def
→ f(gu)Jκ(u, i)

は HI 上で正則である.
(SA3) 任意の g ∈ GL2(F

(∞)
A ) に対して,∫

FA/F

f(

(
1 u
0 1

)
g)du = 0

を満たす. ここで, du は FA/F 上の additive Haar measure である.

weight κ, level N, character ε のC-係数の Hilbert cusp form 全体の
なす空間を Sκ(N, ε; C) と表すことにする.

Remark 5.1. 条件 (SA1)により, κ1+κ2 �∈ Z1であれば, Sκ(N, ε; C) =
0 となることがわかる. 以下, Hilbert cusp form を論じるときは, κ1 +
κ2 ∈ Z1 を仮定し, κ1 + κ2 = [κ]1 とおくことにする.

Remark 5.2. (1) 条件 (SA3) は次の条件と同値である:

(SA3)′ 任意の g ∈ GL2(F
(∞)
A ) に対して, 関数

f̃g : HI → C, z = (zσ)σ∈I
def
→ fg(z)|

∏
σ∈I

Im(zσ)
κ2,σ−κ1,σ+1

2 |

は z に依存しない有界性をもつ.
(2) 条件 (SA3)′の「zに依存しない有界性をもつ」の部分を「Im(z) →

∞ とした時に多項式増大度をもつ」としたものを (MA3)′ とする. こ
のとき, 関数 f : GL2(FA) → C が三つの条件 (SA1), (SA2), (MA3)′

を満たせば, f は weight κ, level N, character ε の C-係数の Hilbert
modular form であるという.

Remark 5.3. g ∈ GL2(F
(∞)
A ) に対し, 条件 (SA2) に現れる HI 上の正

則関数 fg は, classicalな意味での weight (κ2,σ −κ1,σ +1)σ∈I , character
ε−1(g−1(·)g), modular group

Γ0,g(N) := gS0(N)g−1 GL2(R)I
+ ∩ GL2(F )

を level にもつ Hilbert cusp form となっている.

Hilbert cusp form f ∈ Sκ(N, ε; C) は adelic な Fourier 展開をもつこ
とが知られている:

Proposition 5.1 ([8, Proposition 2.26]). f ∈ Sκ(N, ε; C) は, 次の
Fourier 展開をもつ: x ∈ FA, y ∈ F×

A について, とくに, y∞ = (yσ)σ∈I ∈
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F×
∞ = (R×)I とおいて,

f(

(
y x
0 1

)
) = |y|A

∑
0�ξ∈F

a∞(ξy, f)(
∏
σ∈I

(σ(ξ)yσ)−κ1,σ)

× eF (
√−1ξy∞)eF (ξx).

Fourier 係数を与えている写像
F×

A → C, y 
→ a∞(y, f)

は, (Ô× × F∞) ∩ F×
A で support されており, 任意の u ∈ Ô× に対して,

a∞(uy, f) = ε1(u)a∞(y, f)

を満たす. ここで, | · |A は adele norm, 記号 0 # ξ ∈ F は ξ が総正で
あることを表している. また, 写像 eF : FA/F → C× は

eF (x∞) := e2π
√−1

P
σ∈I xσ (x∞ = (xσ)σ∈I ∈ F∞ = RI)

により定まる additive character である.

以上の設定のもとで, adelic な Fourier 係数に関する条件を課すこと
で, C 内の Q-algebra を係数にもつ Hilbert cusp form や, p-進的な係
数をもつ Hilbert cusp form も定義しておく:

Definition 5.2 ([8, Section 2.3.3]). (1) R ⊂ C を ε = (ε1, ε2, ε+) の値
と F の Galois 閉包 FGal の整数環 OGal を含む Q-algebra とする. こ
のとき, R-係数の weight κ, level N, character ε の Hilbert cusp form
のなす空間を

Sκ(N, ε; R) := {f ∈ Sκ(N, ε; C) | a∞(y, f) ∈ R for any y ∈ F×
A }

と定義する.
(2) R を Qp-algebra とする. 固定した embedding ip : Q ↪→ Qp を

用いて, R-係数の weight κ, level N, character ε の Hilbert cusp form
のなす空間を

Sκ(N, ε; R) := Sκ(N, ε; Q) ⊗Q,ip
R

と定義する.
(3) K ⊂ Qp を ε = (ε1, ε2, ε+) の値とOGal を含む Qp の有限次拡大

体とし, O を K の整数環とする. Cp を Qp の p-進完備化とし, R ⊂ Cp

を O-algebra とする. このとき, R-係数の weight κ, level N, character
ε の Hilbert cusp form のなす空間を
Sκ(N, ε; R) := {f ∈ Sκ(N, ε; Cp) | y−κ1

p a∞(y, f) ∈ R for any y ∈ F×
A }

と定義する. ここで y−κ1
p は, 各 σ ∈ I に対し F の p を割る素 ideal pσ

を, ip(σ(F )) ⊂ Qp の Cp 内での p-進完備化が σ(F )σ(pσ) と一致するも
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のとしておいて,

y−κ1
p :=

∏
σ∈I

y
−κ1,σ
pσ

とおいたものである.

Remark 5.4. (1) Definition 5.2 (3) の記号で, 各 y ∈ F×
A に対し,

ap(y, f) := y−κ1
p a∞(y, f)

と定義し, f の p-adic Fourier coefficient とよぶ. この p-adic Fourier
coefficient なるものは, 本来は幾何的に定式化されるものである (cf. [7,
Section 4.2.10]).

(2) p-adic Fourier coefficient に関して, q-expansion principle が成
立することが知られている. すなわち, R を Definition 5.2 (1)-(3) の
いずれかのものとし, f ∈ Sκ(N, ε; R) について, もし, すべての y ∈
Ô ∩ (F

(∞)
A )× に対し ap(y, f) = 0 ならば, f = 0 である (cf. [8, Section

2.3.3]).

5.2. Hecke algebras and duality

この Subsection では, [8, Sections 2.3.2, 2.3.3, 2.3.4] に沿って, Sec-
tion 5.1 で定義した Hilbert cusp form の空間に作用する Hecke alge-
bra を定義し, Hecke operator による Fourier coefficient の振る舞いや,
Hilbert cusp form の空間と Hecke algebra の duality について紹介す
る. 以下で用いる記号は, 引き続き前節のものとする.

2 × 2 行列
(

a b
c d

)
に対し,(

a b
c d

)ι

:=

(
d −b
−c a

)
とおく (ιは 2×2行列のなす環M2 の main involutionとよばれるもの
である). まず, F の整 ideal N に対し, 二つの semi-group を用意する:

Δ0(N) := {
(

a b
c d

)
∈ M2(Ô) ∩ GL2(F

(∞)
A ) | aN ∈ O×

N, c ∈ NÔ},
Δ∗

0(N) := Δ0(N)ι

= {
(

a b
c d

)
∈ M2(Ô) ∩ GL2(F

(∞)
A ) | dN ∈ O×

N, c ∈ NÔ}.

Definition 5.2 (3) に現れる p-進整数環 O を用いて, Q 上のある有限次
拡大体に含まれる p-進付値環W := i∞(i−1

p (O)) ⊂ C を定める. F の各
素 ideal q に対する素元 �q を W ∩ F から取っておく.

Hecke operatorを定義するために, character ε = (ε1, ε2, ε+)を (F
(∞)
A )×

とΔ0(N) の上に, 次の手順で延長しておく:
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(ex0) 任意の w =
∑

σ∈I wσ ∈ Z[I] を,

O×
p :=

∏
p|p

O×
p → Q

×
p , x = (xp)p|p 
→ xw :=

∏
σ∈I

xwσ
pσ

により, O×
p の character とみなす. さらに, ⊕p|p�Z

p 上では trivial とす
ることで

∏
p|p F×

p 上に延長したものを,∏
p|p

F×
p → Q

×
p , x 
→ xwp

と表す. とくに, 各 p|p の F/Q における分岐指数を ep としたとき, あ
る up ∈ O×

p を用いて, p = up�
ep

p とかけるから, pwp は p-adic unit で
あることに注意.

(ex1) Ô× 上の character である ε1 と ε2 を, ⊕q�
Z
q 上では trivial とす

ることで,

ε1, ε2 : (F
(∞)
A )× → C×

に延長する. 一方, ε+ については, (F
(∞)
A )× 上に ε+ = ε1 · ε2 と延長し

ておく. また, a ∈ (F
(∞)
A )× に対し,

ε−(a) := ε1(a) · ε2(a)−1

とおき, F
(∞)
A -係数の対角行列全体のなす群

TGL(F
(∞)
A ) := {

(
a 0
0 d

)
| a, d ∈ F

(∞)
A }

上の character

ε : TGL(F
(∞)
A ) → C×,

(
a 0
0 d

)

→ ε2(ad)ε−(aN)

を定義しておく.

(ex2) v で∞ か p を表し, 記号 B× は v = ∞ (resp. v = p) のときC×

(resp. O×) を表すものとする. また, F の整 ideal N ∩ (v) を v = ∞
(resp. v = p) のとき N (resp. N∩ (p)) を表すものとする. Ô-係数の対
角行列全体のなす群を

TGL(Ô) := {
(

a 0
0 d

)
| a, d ∈ Ô}

とし, TGL(Ô) ∩ S0(N ∩ (v)) に制限した character ε を Δ0(N ∩ (v)) と

Δ∗
0(N ∩ (v)) の character εv

Δ に次のように延長する: δ =

(
a b
c d

)
∈

Δ0(N ∩ (v)) ∪ Δ∗
0(N ∩ (v)) に対し,

εv
Δ(δ) := det(δ)−1vε2(det(δ))ε−(aN∩(v)) ∈ B×.
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ここで, det(δ)−1v は v = p (resp. v = ∞) のとき (ex0) で定義された
p-adic unit (resp. 1) を表す.

(ex3) 以上の記号のもと, 群の積 F×
A S0(N ∩ (v)) の character

εS = εv
S : F×

A S0(N ∩ (v)) → B×,

zs
def
→ |z(∞)|−2

A z−21v
v ε+(z)εv

Δ(s) (z ∈ F×
A , s ∈ S0(N ∩ (v)))

を定義する. この character の well-defined 性は, F×
A ∩ S0(N ∩ (v)) 上

で εv
Δ と写像

F×
A /F× → B×, z 
→ |z(∞)|−2

A z−21v
v ε+(z)

が一致することにより保証されることに注意.

(ex4) とくに, ε∞Δ は Δ0(N) 上で定義され, (F
(∞)
A )× ∩Δ0(N) に制限す

ると, 写像

(F
(∞)
A )× ∩ Δ0(N) → C×, z 
→ ε+(zN)ε2(det(z(N)))

と一致するから, Δ∗
0(N) を含む群の積 (F

(∞)
A )×Δ0(N) の character

ε : (F
(∞)
A )×Δ0(N) → C×,

zδ
def
→ ε+(zN)ε2(det(z(N)))ε∞Δ (δ) (z ∈ (F

(∞)
A )×, δ ∈ Δ0(N))

は well-defined である. ここで, z ∈ (F
(∞)
A )× に対して, z(N) は z の N

を割る素 ideal たちの外の部分を表す.

さて,

U(Ô) := {
(

1 b
0 1

)
| b ∈ Ô}

とおき, 各 y ∈ Δ0(N) に対して, S0(N) による double coset の指数有
限な左剰余類分解

S0(N)yιS0(N) =
∐

u∈U(Ô), t∈TGL(F
(∞)
A

)

(ut)S0(N)

を取っておく. ここで, t ∈ TGL(F
(∞)
A ) は det(t) = det(y) なるものを

取っている. このとき, Hilbert cusp form f ∈ Sκ(N, ε; C) に対して,
GL2(FA) 上の関数

f |[S0(N)yιS0(N)](g) :=
∑
u,t

ε∞Δ ((ut)ι)f(gut)

= ε(det(y))
∑
u,t

ε(ut)−1f(gut) (g ∈ GL2(FA))
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が u と t の選び方によらずに定まり,

f |[S0(N)yιS0(N)] ∈ Sκ(N, ε; C)

となる.

Definition 5.3 ([8, Section 2.3.2]). F の各素 ideal q に対し, 記号(
1 0
0 �q

)
∈ Δ0(N) で, q-part は対角行列

(
1 0
0 �q

)
, その他の部分は

trivial である元を表すことにする. Sκ(N, ε; C) 上の Hecke operator と
して,

T (�q) := [S0(N)

(
1 0
0 �q

)
S0(N)]

とおく. また, 固定した二つの embedding i∞ : Q ↪→ C と ip : Q ↪→
Qp と可換な体の同型 Qp

∼−→ C を一つ固定し, その同型を通して
Q

×
p

∼−→ C× とみなすことで,

Tp(�q) = det(

(
1 0
0 �q

)
)−κ1T (�q)

とおく. また, q|N であるときは, N の prime-to-q-part N(q) が N(q) ⊂
c(ε−) となることを仮定して, 包含関係

Sκ(N
(q), ε; C) ⊂ Sκ(N, ε; C)

に対して,
T (�q)(Sκ(N

(q), ε; C)) �⊂ Sκ(N, ε; C)

となるので, q での Hecke operator を区別するときは, Sκ(N, ε; C) 上
の Hecke operator T (�q) (resp. Tp(�q)) を U(�q) (resp. Up(�q)) と
かく.
とくに, κ1 = 0 かもしくは q � p のときには,

T (�q) = Tp(�q), U(�q) = Up(�q)

となることに注意.

Hecke operator と Fourier 展開との関係は次で与えられる:

Proposition 5.2 ([8, (2.3.16), (2.3.21)]). q を F の素 ideal とする.
(1) R ⊂ C を ε の値と OGal を含む Q-algebra とする. R-係数の

Hilbert cusp form f ∈ Sκ(N, ε; R) に対し, もし q � N ならば,

a∞(y, f |T (�q)) = a∞(y�q, f) + NF/Q(q)ε+(�q)a∞(
y

�q

, f) (y ∈ F×
A )

となる. ここで, NF/Q は絶対ノルムを表す. 一方, q|N ならば,

a∞(y, f |T (�q)) = a∞(y�q, f) (y ∈ F×
A )

となる.
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(2) R ⊂ Cp を O-algebra とする. R-係数の Hilbert cusp form
f ∈ Sκ(N, ε; R) に対し, もし q � pN ならば,

ap(y, f |Tp(�q)) = ap(y�q, f) + NF/Q(q)ε+(�q)ap(
y

�q

, f) (y ∈ F×
A )

となり, q|pN ならば,

ap(y, f |Tp(�q)) = ap(y�q, f) (y ∈ F×
A )

となる.

Definition 5.4. 以上の記号のもと,

p|N or [κ] ≥ 0

と仮定し, R を Proposition 5.2 の (1) と (2) のいずれかのものとすれ
ば, Proposition 5.2 により, R-係数の Fourier 展開は Hecke operator
Tp(�q) たちの作用のもとで, 再び R-係数となることがわかる. このと
き, R-係数の Hilbert cusp form の空間 Sκ(N, ε; R) に作用する Hecke
algebra を,

hκ(N, ε; R) := R[Tp(�q) | q : prime] ⊂ EndR(Sκ(N, ε; R))

と定義する. 実は, y ∈ Ô ∩ (F
(∞)
A )× に対して, しかるべき Tp(�q) たち

の Z-係数の多項式としてかかれる Hecke operator Tp(y) ∈ hκ(N, ε; R)
を定義することができる. ここでは, Tp(y) の定義は省略することにす
る. 詳しくは, [8, Section 2.3.4] を参照のこと.

Hilbert cusp form の空間とそれに作用する Hecke algebra の間の
duality は, Fourier 係数を用いて次のように与えられる:

Theorem 5.3 ([8, Theorem 2.28]). 以上の記号のもと, Aを O-algebra
とする. A-係数の Hilbert cusp form の空間とそれに作用する Hecke
algebra をそれぞれ

Sκ(N, ε; A) := Sκ(N, ε;O) ⊗O A,

hκ(N, ε; A) := hκ(N, ε;O) ⊗O A

と定義する. このとき, A-module としての同型

HomA(hκ(N, ε; A), A)
∼−→ Sκ(N, ε; A), ϕ 
→ fϕ

で, 関係式

ap(y, fϕ) = ϕ(Tp(y)) (y ∈ Ô ∩ (F
(∞)
A )×)

を満たすものが存在する. Proposition 5.2 (2) により,

ap(1, fϕ|Tp(y)) = ap(y, fϕ)
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となるので, とくに ϕ が A-algebra 準同型であるときには, fϕ として
ϕ(Tp(y)) を Tp(y)-固有値にもつ hκ(N, ε; A) に関する Hecke eigenform
が対応することとなる.

Remark 5.5. mO を O の極大 ideal とする. 自然な同一視
hκ(N, ε;O) = lim←−n

hκ(N, ε;O) ⊗O (O/mn
O)

が成り立ち, 各 n に対し hκ(N, ε;O) ⊗O (O/mn
O) が有限環であること

が知られている. よって, hκ(N, ε;O) に profinite 位相を入れることが
できる.

5.3. Modular Galois representations

この Subsection では, しかるべき mod p Galois 表現 ρ̄ に対して,
Hilbert cusp form に付随する deformation を支配する ρ̄ の universal
deformation ringとして Hecke algebraをみなせることが期待されるこ
とについて少し触れながら, Hecke algebraの素 idealによる商環を係数
としたHilbert cusp form に付随する Galois 表現について, [8, Sections
2.3.4 and 2.3.8] に沿って紹介する. 引き続き, 前節の記号を用いること
にする.

Definition 5.5. A を O-algebra とし, f ∈ Sκ(N, ε; A) を hκ(N, ε; A)
に関する Hecke eigenform とする. f の Hecke 固有値はすべて A に含
まれていると仮定する. このとき,

ρ : Gal(F/F ) → GL2(A)

が f に付随する modular な Galois 表現であるとは, 次の二つの条件を
満たすことである:

(i) ρ は pN と ∞ の外で不分岐である;
(ii) pN を割らない F の任意の素 ideal l に対し, f の Tp(�l)-固有値
は Tr(ρ(Frobl)) と一致する.

ここで, O の剰余体を F として,

ρ̄ : Gal(F/F ) → GL2(F)

を,ある Hecke eigenform f̄ ∈ Sκ(N; ε; F)に付随するmod p Galois表現
とする. Theorem 5.3 により, hκ(N, ε;O) の適当な完備局所化 hρ̄ は, ρ̄
の deformationのうちweight κ, level N, character εのHecke eigenform
に付随するものたちを支配する modular な universal deformation ring
とみなせることが期待できる. その際,存在すべき ρ̄の hρ̄への universal
deformation

ρ : Gal(F/F ) → GL2(hρ̄)

は, pN を割らない F の素 ideal l に対し,

Tr(ρ(Frobl)) = Tp(�l)
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を満たすべきものである.

Remark 5.6. しかるべき条件のもとで, このような modular な uni-
versal deformation ρ が構成され, ρ̄ に対する変形条件を強めたある
universal deformation ring と hρ̄ が同一視されることが, Wiles [13]-
Taylor-Wiles [11] や Fujiwara [3] などにより知られている.

以下, 実際に modular な Galois 表現が存在することを, 証明を省略
して概観する (詳しくは, [8, Section 2.3.8] を参照のこと). hκ(N, ε;O)
の素 ideal P に対し, 整域 hκ(N, ε;O)/P の商体を k(P ) とかくこ
とにする. Theorem 5.3 において A = k(P ) とすれば, k(P )-係数の
Hecke eigenform fP で, F の任意の素 ideal q に対し, Tp(�q)-固有値が
Tp(�q)(mod P ) と一致するものが存在する. このとき, fP に付随する
modular な Galois 表現が存在する:

Theorem 5.4 ([8, Theorem 2.43]). 以上の記号のもと, k(P ) の標数は
2 でないと仮定する. また, すべての σ ∈ I に対し κ2,σ − κ1,σ ≥ 0 であ
ると仮定し, k := κ2 − κ1 + 1 ∈ Z[I] とおく.

(1) このとき, 連続で semi-simple な Galois 表現
ρP : Gal(F/F ) → GL2(k(P ))

で, 次の四つの条件を満たすものが存在する:
(i) ρP は pN と ∞ の外で不分岐である;
(ii) pN を割らない F の任意の素 ideal l に対して,

Tr(ρP (Frobl)) = Tp(�l) (mod P )

を満たす. また, Np を p-adic cyclotomic character とし, 類体論により
ε+ を Galois character とみなすことで,

det(ρP ) = ε+N [κ]
p

が得られる;
(iii) mを P を含む hκ(N, ε;O)の極大 idealとする. もし「κ2−κ1−

1 ≥ 0 かつ Tp(p) �∈ m である」かもしくは「k = 21 かつ Tp(�p) �∈ m
なる p を割る素 ideal p がある」ならば,

ρP |Dp ∼
(

εp ∗
0 δp

)
とかける. この表示において, Dp は p における分解群, εp と δp は Dp

の character をそれぞれ表しており, とくに δp は,

δp([y, Fp]) = Up(y) (mod P ) (y ∈ F×
p )

となるものである. ここで, F の素 ideal q に対して Iq を q での惰性
群としたうえで, 記号 [·, Fq] は

[�q, Fq] (mod Iq) = Frobq
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と正規化された Atrin symbol を表すものとする. また, Hecke operator
Up(y) を

Up(y) := [S0(p
∞N)

(
y 0
0 1

)
S0(p

∞N)]

と定義した. とくに, Proposition 5.1 と Proposition 5.2 により,

δp([u, Fp]) = (ε1)p(u)u−κ1 (u ∈ O×
p )

となることに注意;

(iv) N = N0c(ε
−) とおく. もし, N0 の prime-to-p-part N

(p)
0 が

square free で c(ε−) と互いに素ならば, N
(p)
0 を割る F の任意の素 ideal

q に対して,

ρP |Dq ∼
(

εq ∗
0 δq

)
とかける. ここで, εq と δq は q での分解群 Dq の character であり, と
くに δq は,

δq([y, Fq]) = Tp(y) (mod P ) (y ∈ F×
q )

を満たす. このとき, u ∈ O×
q について,

δq([u, Fq]) = (ε1)q(u)

となることに注意.
(2) もし ρm が絶対既約であれば,

ρP : Gal(F/F ) → GL2(hκ(N, ε;O)/P )

のように ρP の値をGL2(hκ(N, ε;O)/P ) に取らせることができて, ρP

は hκ(N, ε;O)/P 上の同値の差を除き一意的に存在する.
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2. Galois

Galois Artin 	 mod 	

	

2.1. . [Se5],

[Sh], [Miy], [DiS]

1 2 SL2(Z) N ≥ 1

SL2(Z) Γ0(N)

Γ0(N) :=

{(
a b
c d

)
∈ SL2(Z)

∣∣∣∣ c ≡ 0 (modN)

}
H := {z ∈ C | Im (z) > 0} ε : (Z/NZ)× → C× Dirich-

let k ε(−1) = (−1)k 7

2.1 ( ). Γ0(N) (k, ε)- 8 H

f (
a b
c d

)
∈ Γ0(N) f

(
az + b

cz + d

)
= ε(d)(cz + d)kf(z)

N, k, ε f

γ ∈ SL2(Z)

(f |kγ)(z) = (cz + d)−kf

(
az + b

cz + d

)
f |kγ H (f |kγ)(z + N) = (f |kγ)(z)

(f |kγ)(z) =
∞∑

n=−∞
ϕ(f, k, γ, n) e2πinz/N , ϕ(f, k, γ, n) ∈ C

n < 0 ⇒ ϕ(f, k, γ, n) = 0 γ ∈ SL2(Z)

f n ≤ 0 ⇒
7 ε(−1) = (−1)k

f(z) = 0
8 “modular form” “modular form”

“automorphic form”

5
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ϕ(f, k, γ, n) = 0 γ ∈ SL2(Z) f

N ′ N N �= N ′ f Γ0(N
′) a ≥ 1

aN ′ N f(az) Γ0(N)

Γ0(N)

Petersson

〈f, g〉 :=

∫
D

f(z) g(z) yk−2 dxdy

D Γ0(N) H

N

§2.7 Dirichlet(
1 1
0 1

)
∈ Γ0(N) f(z + 1) = f(z) f

q = exp(2πiz)

f =
∞∑

n=0

anq
n

q q f

f a0 = 0 a1 = 1

f

Hecke Hecke

N p

Tp : f =
∑

n

anq
n 
→ Tpf :=

∑
n

apnq
n + ε(p)pk−1

∑
n

anq
pn

N p

Up : f =
∑

n

anq
n 
→ Upf :=

∑
n

apnq
n

f =
∑∞

n=1 anq
n

N Hecke

Hecke Tp Up f

q qp ap Tpf Upf q q

1 f L Dirichlet

L(s, f) =
∞∑

n=1

an

ns

6
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f Hecke L(s, f)

Euler

L(s, f) =
∏

p N

1

1 − app−s + ε(p)pk−1−2s
·

∏
p N

1

1 − app−s

L(s, f) s Re (s)

s ↔ k − s

2.2. (1). Ramanujan Δ

Δ = q
∞∏

n=1

(1 − qn)24 =
∞∑

n=1

τ(n)qn

= q − 24q2 + 252q3 − 1472q4 + 4830q5 − 6048q6 − 16744q7 + · · ·

Δ 1 12

1

Eisenstein Δ

q τ(n) Ramanujan

τ Δ

	 [Se3]

Ramanujan τ L(s, Δ)

Euler τ(n)

• n,m ≥ 1 τ(nm) = τ(n)τ(m)

• p a ≥ 0 τ(pa+2) = τ(p)τ(pa+1) − p11τ(pa)

Mordell Ramanujan

p |τ(p)| ≤ 2p11/2

p 11 Δ 12 1

Ramanujan Weil

Deligne §3.8

7
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2.3. (2).

f = q
∞∏

n=1

(1 − qn)2(1 − q11n)2

= q − 2q2 − q3 + 2q4 + q5 + 2q6 − 2q7 − 2q9 − 2q10 + q11 + · · ·
2, 11 9 f q

f =
∞∑

n=1

anq
n

p �= 11

E : Y 2Z + Y Z2 = X3 − XZ2

mod p Fp- #E(Fp)

ap(E) = 1 + p − #E(Fp)

f Galois E 	 Tate

2.9 2.10

Hasse 3.6 f

Ramanujan Ramanujan-Petersson

p |ap| ≤ 2
√

p

2.4. Galois . Galois L

[Se4], [Se6], [Se7], [Tay3] Taylor ICM

[Tay3]

	

2.2 (Galois ). K Gal(K/K) K Galois E

C 	 Q� V E

K Galois

ρ : Gal(K/K) −→ GL(V )

Gal(K/K) Krull

E GL(V ) E 	

GL(V ) 	

9

8
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ρ 0 ρ

ρ ⊗E E ρ

E ρ Artin E 	 ρ 	

E 	 ρ mod 	 Artin mod 	

Artin mod 	

Galois L/K ϕ : Gal(L/K) ↪→ GL(V ) (L/K, ϕ)

	 Q�
∼= C

10 	 Artin

ρ K 	 Gal(K/K) ρ

V

ρ : Gal(K/K) −→ GLd(OE) ⊂ GLd(E)

V d OE E mE OE

mod mE mod 	

ρ : Gal(K/K) −→ GLd(OE/mE) = GLd(κE)

κE = OE/mE E ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

V ρss ρ

σ ∈ Gal(K/K) ρss(σ) ρ(σ)

mod mE
11 ρ

ρ

Galois K

v K K ↪→ Kv Kv v K

Gal(Kv/Kv) ⊂ Gal(K/K)

K Galois ρ Gal(Kv/Kv) ρv := ρ|Gal(Kv/Kv)

v κ(v)

1 −→ Iv −→ Gal(Kv/Kv) −→ Gal(κ(v)/κ(v)) −→ 1

10Q� C Zorn
11ρss σ ∈ Gal(K/K) det

(
T − ρss(σ)

)
0

σ Tr
(
ρss(σ)

)
ρss

9
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Iv v κ(v) qv Gal(κ(v)/κ(v))

Ẑ Z Frobenius

Frobv : x 
→ x1/qv qv

12 Kv Galois Iv

2.5. Galois L . K 	 Artin ρ L

L(s, ρ)

2.3 (Galois L ). K

ρ : Gal(K/K) −→ GL(V )

	 Artin ρ 	 V Q�

E Q�
∼= C

ρ(σ) (σ ∈ Gal(K/K)) ρ 	

ρ 	 de Rham 13 ρ L

Euler

L(s, ρ) =
∏

v

Lv(s, ρ)

Lv(s, ρ)

(1) ρ Artin ρ 	 κ(v) 	

Iv V Iv := {v ∈ V |
ρ(σ)v = v (∀σ ∈ Iv)} Frobv V Iv

αv,1, . . . , αv,dv ∈ C (dv = dim V Iv)

Lv(s, ρ) :=
dv∏
i=1

1

1 − αv,iq−s
v

qv κ(v)

Lv(s, ρ) = det
(
1 − q−s

v Frobv; V
Iv
)−1

12 Frobv Frobenius “ ”
Frobenius Frobenius

Galois
§3.5 8 9 )

13 p Hodge p = � �
Galois

10
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(2) ρ 	 κ(v) 	 14

Fontaine Dpst- Kv Weil-

Deligne Dpst(ρv) (1) Lv(s, ρ)

:

Lv(s, ρ) := Lv

(
s, Dpst(ρv)

)
[Tay3]

2.6. Galois L ( ).

“ ” L

Galois “ ” L

Fontaine-Mazur 5.1

2.4. K ρ 	 Artin ρ 	

Q�
∼= C ρ v

ρ 	 ρ 	

de Rham ρ L L(s, ρ) ρ

s = 1

L(s, ρ) 15

2.4 Artin 16

2.4

2.5 (Artin ). K n ≥ 1

ρ : Gal(K/K) −→ GLn(C)

Artin L(s, ρ) n = 1 ρ s = 1

14 �
� � (compatible system) L

Galois
� L

Wiles Fermat � 3 5
(3, 5)- [Wi]
15Γ- Galois ρ

[Se6], [Tay3]
16 Galois Artin mod � v
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n = 1 n L(s, ρ)

Brauer

n = 1

n ≥ 2 Langlands-Tunnell

n = 2 ρ n ρ

Arthur-Clozel GL(n)

[AC] K = Q, n = 2 ρ 17 2.5

Khare-Wintenberger §2.9

2.7. Galois . Galois L

“ ” L Galois L

2.6 ( Riemann ). K = Q ρ ρ

p ρ(Frobp) 1

L(s, ρ) =
∏

p

1

1 − p−s

L(s, ρ) =
∞∑

n=1

1

ns
=: ζ(s)

ζ(s) Riemann ζ(s)

s = 1 s ↔ 1− s

2.7 (Dirichlet DirichletL ). Q

Dirichlet 1 Galois N ≥ 1

N Dirichlet

χ : (Z/NZ)× −→ C×

(Z/MZ)× (M N M �= N)

χ L

L(s, χ) :=
∑

m≥1, m N

χ(m)

ms
=

∏
p N

1

1 − χ(p)p−s

ζN 1 N

Gal
(
Q(ζN)/Q

) ∼=−→ (Z/NZ)×, σ 
→ r(σ)
(
σ(ζN) = ζ

r(σ)
N

)
17 det ρ(c) = −1 c ∈ Gal(C/R)
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T�E, V�E Z�, Q� 2 Gal(K/K)

T�E, V�E E 	 Tate V�E

V = HomQ	

(
V�E, Q�

)
V Gal(K/K) K 2 	

ρE,� : Gal
(
K/K

) −→ GL(V )

V E 1 H1
(
E⊗K K, Q�

)
K

q Fq q 	

Tr
(
ρE,�(Frobq)

)
= 1 + q − #E(Fq)

#E(Fq) E Fq- 3.9

2.8. Galois .

Galois L

p p = x2 + y2 x, y

: p ≡ 1 (mod 4)

x2+y2 Q(
√−1)/Q α = x+y

√−1 ∈ Q(
√−1)

α α

αα = (x + y
√−1)(x − y

√−1) = x2 + y2

Q(
√−1) 1

ρ : Gal(Q/Q) −→ Gal(Q(
√−1)/Q) ∼= {±1} ↪→ C×

Q 1 Artin ρ Frobp ρ(Frobp)

1 Artin ρ L L(s, ρ)

:
√−1 1 4

4 Dirichlet

χ : (Z/4Z)× −→ C×, 1 
→ 1, 3 
→ −1

L(s, ρ) = L(s, χ) p ρ(Frobp) = 1 p ≡ 1 (mod 4)

14
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Galois
20

2.9. Galois . 2.7 Q

Dirichlet χ ↔ Q 1 Artin ρ

21 Dirichlet 2

Q 2 Galois 22

Q 2 Galois ρ ( ) det ρ(c) = −1 (

det ρ(c) = 1) c ∈ Gal(C/R) ⊂ Gal(Q/Q)

2.10 ([De1], [DeS], [Ca], [Sch], [Sa] ). f =
∑∞

n=1 anq
n

Hecke

f N f k ε 	

Q�
∼= C Q 2 	

ρf,� : Gal
(
Q/Q

) −→ GL(V )

V Q� E 2

L(s, f) = L(s, ρf,�)

23 ρf,� f 	

(1) p N p �= 	 (ρf,�)p

Tr
(
ρf,�(Frobp)

)
= ap, det

(
ρf,�(Frobp)

)
= ε(p)pk−1

ρf,� det ρf,� τ⊗χ⊗1−k
� χ�

	 ( 2.8) τ 2.7 ε 1 	

20 Galois

21 Hecke Q 1 �

22 1 2 Artin 2
�

23� ρf,� ρf,� Chebotarev
Chebotarev � ρ

p Tr ρ(Frobp) ([Se4]) ρf,�

ρg,� f = g

15
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Artin N p τ(Frobp) =

χ(p) 24

(2) p = 	 (ρf,�)p de Rham Qp p

Cp Gal(Qp/Qp) Cp

V ⊗E Cp
∼= Cp ⊕ Cp(1 − k) Hodge-Tate

V ⊗E Cp Gal(Qp/Qp)

Cp(1 − k) Cp Tate 25

(3) k = 1 ρf,� N p ρf,�

ρf,� 	 26

Eichler, , Deligne, Serre, Langlands,

Carayol, Scholl ρf,�

Ribet f GL2(AQ)

π Langlands N p

ρf,�

k ≥ 2 27

f 	 ρf,� (k − 1)

(k − 1)

Deligne Ramanujan Ramanujan-

Petersson Weil [De1], [De2]

§3.8

24det ρf,� = τ ⊗ χ⊗1−k
� Chebotarev f k

ε ε(−1) = (−1)k §2.1 det ρf,�(c) = (−1)k · (−1)1−k = −1 ρf,�

25ρf,� p = � f k p Hodge
Hodge-Tate : Qp F

Y Gal(F/F ) Cp

Hm
(
Y ⊗F F, Qp

)⊗Qp Cp
∼=⊕i+j=m Hj

(
Y, Ωi

)⊗F Cp(−i) Gal(F/F )
Hj

26 Q�
∼= C f q an

ρf,� Artin
1 f an

[DeS]
27k = 1 ρf,�

[DeS]

16
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2.10 → Galois Galois

→ 28 Galois

Wiles [Wi] , Taylor-Wiles [TW]

R = T Q

2 Galois

Q E 	 Tate 2 	 2

Breuil-Conrad-Diamond-Taylor

[BCDT] Q 2 mod 	

ρ 	 mod 	 Serre

Taylor Shepherd-Barron Taylor

Kisin Rred = T Khare-Wintenberger

[SBT], [KW] Serre Buzzard-Taylor p “ ”

“p ” Artin

Q 2 Artin 1

n = 2, K = Q Artin 2.5

Q 2 	 [Kis]

2.10. . Q 2

f ↔ Q 2 	 ρf,�

GL2(AQ)

Galois

K

GLn(AK) π ↔ K n 	 ρπ,�

K

CM π

GLn(AK) π n 	 ρπ,�

[Tay3], [HT], [TY], [Tanoshimi]

28Q 2 Galois Maass
↔ Galois

17
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3. Weil

Weil

Riemann

3.1. Hasse-Weil . Riemann

Riemann Dirichlet

ζ(s) :=
∞∑

n=1

1

ns

s

Re(s) > 1 s = 1

1 ζ(s) s ↔ 1 − s

ζ(s) s = −2, −4, −6, . . .

Riemann

ζ(s) Re(s) = 1
2

ζ(s) Re(s) > 1 Euler

ζ(s) =
∏

p

1

1 − p−s

Spec Z Z (p) = pZ p

ζ(s) =
∏

x∈|Spec Z|

1

1 − #(κ(x))−s

|Spec Z| Spec Z

X |X| κ(x) x

#(κ(x)) x = (p) κ(x) = Fp #(κ(x)) = p

3.1. X Spec Z X Hasse-Weil

Euler

ζ(s,X) :=
∏

x∈|X|

1

1 − #(κ(x))−s

s

18
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X = Spec Z ζ(s, Spec Z) Riemann

X = Spec OK K OK K ζ(s, Spec OK) K

Dedekind

Spec Z X ζ(s,X)

X ζ(s,X)
29 Galois

Galois L 30

X Q Néron

3.2. Weil ( ).

3.2. Fq X

ζ(s,X) = exp

( ∞∑
m=1

#X(Fqm)
(q−s)m

m

)
T = q−s

. x ∈ |X| κ(x) qmx #(κ(x))−s = (q−s)mx =

Tmx log

log ζ(s,X) =
∑

x∈|X|
log

(
1

1 − #(κ(x))−s

)
=
∑

x∈|X|
log

(
1

1 − Tmx

)

=
∑

x∈|X|

∞∑
n=1

(Tmx)n

n
=
∑

x∈|X|

∞∑
n=1

mx
T (mxn)

(mxn)

=
∞∑

n=1

( ∑
x∈|X|, mx n

mx

)
T n

n

∑
x∈|X|, mx n

mx = #X(Fqn)

29 Riemann “ ” Riemann Spec Z

30Hasse-Weil Galois L §3.10 [Se6], [Tay3],
[Tay1], [Tay2]

19
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x ∈ |X| Fq mx Fqmx -

Px,1, . . . , Px,mx

|X| 1:1←→ {
X(Fq) Gal(Fq/Fq)-

}
x ←→ {Px,1, . . . , Px,mx}

x ∈ |X| X(Fqn) n mx mx

�

3.3. Fq X T

Z(T,X) := exp

( ∞∑
m=1

#X(Fqm)
Tm

m

)
X X Hasse-Weil

ζ(s,X) = Z(q−s, X)

Weil Fermat

[We]

3.4 (Weil ). Fq X Z(T,X)

(1) ( ) Z(T,X) T T 0

(2) ( ) X Fq Z(T,X)

Z

(
1

qnT
, X

)
= ±qnχ/2 · T χ · Z(T,X)

n X χ X Euler

Δ ⊂ X × X : χ := Δ · Δ Euler

§3.6

(3) (Riemann ) Z(T,X)

Z(T,X) =
P1(T ) · P3(T ) · · ·P2n−1(T )

P0(T ) · P2(T ) · P4(T ) · · ·P2n(T )
,

Pi(T ) =
∏

j

(1 − αi,jT ), |αi,j| = qi/2

|αi,j| = qi/2 : αi,j

qi/2

20

- 111 -



(4) (Betti ) X K Y p

Y mod mv v

p K mv ⊂ OK OK

X K ↪→ C

Y (C) H i(Y (C), Q)

(Betti ) Pi(T ) :

dimQ H i
(
Y (C), Q

)
= deg Pi(T )

(1) ζ(s,X) = Z(q−s, X) s C

(2) Hasse-Weil T = q−s

s ↔ n − s q

|q−s| = q−Re(s) (3) Hasse-Weil

3.4 Hasse 1930 3.6

Hasse 1933 1934 2 31 Weil 1940

2 32

Artin, Grothendieck

3.4 Deligne [De2], [De3] Deligne 2 33

3.5. X n Pn

Pn(Fqm) = qmn + qm(n−1) + · · · + qm + 1 =
n∑

k=0

qkm

Z(T,X) = exp

( ∞∑
m=1

n∑
k=0

qkm Tm

m

)
=

n∏
k=0

exp

( ∞∑
m=1

(qkT )m

m

)
=

n∏
k=0

1

1 − qkT

Pn Euler χ = n + 1 Pn(C) Betti

dimQ H i(Pn(C), Q) =

{
1 i = 0, 2, 4, . . . , 2n

0

31 0 p Frobenius

32Jacobi
C ×C Hodge Grothendieck

33[De2], [De3] Lef-
schetz L Hasse Weil

“2 ”

21
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P2k(T ) = 1 − qkT (k = 0, . . . , n) P2k+1(T ) = 1 (k = 0, . . . , n − 1)

3.4 34

3.6 (Hasse ). E Fq Fq 2 3

E P2 3 (Weierstrass )

E : Y 2Z = X3 + aXZ2 + bZ3 (a, b ∈ Fq, 4a3 + 27b2 �= 0)

α, β ∈ C

αβ = q m ≥ 1

#E(Fqm) = 1 − (αm + βm) + qm

Lefschetz 3.9

E

Z(T,E) = exp

( ∞∑
m=1

(
1 − (αm + βm) + qm

)Tm

m

)
=

(1 − αT )(1 − βT )

(1 − T )(1 − qT )

C 1 Betti

3.4 (1), (3) P1(T ) = (1 − αT )(1 − βT )

3.4 (3) (Riemann )

|α| = |β| = q1/2 ⇐⇒ P (T ) = 0 2

⇐⇒ (α + β)2 ≤ 4q

α + β = 1 + q − #E(Fq)∣∣1 + q − #E(Fq)
∣∣ ≤ 2

√
q (Hasse )

Weil

#E(Fq) q + 1 “ ”

35

34 3.4 (4) Fq Pn 0
Pn(C) 3.4

(4)
35 p = 1, 000, 003 Fp E : Y 2Z = X3 + aXZ2 + bZ3

P2 Fp- p2 + p + 1 = 1, 000, 007, 000, 013 E 3
998, 004 1, 002, 004 Hasse

22
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3.3. Weil . Weil

Weil 3.4 Weil

Frobenius Lefschetz

[Kl2] 8 footnote

X Fq X

X ⊂ Pm Fq-

X =
{
[x0 : · · · : xm] ∈ Pm

∣∣ F1(x0, . . . , xm) = · · · = Fr(x0, . . . , xm) = 0
}

[x0 : · · · : xm] Pm F1, . . . , Fr (m + 1) Fq

q

[x0 : · · · : xm] 
→ [xq
0 : · · · : xq

m]

X F : X → X X Frobenius

Galois Fq = {a ∈ Fq | aq = a} F

Fix(F ) X Fq- X(Fq)
36 :

Fix(F ) := {x ∈ X | F (x) = x} = X(Fq).

Fix(Fm) = X(Fqm) 3.4 X Fqm-

#X(Fqm) Frobenius

#Fix(Fm)

Lefschetz M

ϕ : M → M ϕ Fix(ϕ) :=

{x ∈ M | ϕ(x) = x}
#Fix(ϕ) =

∑
i

(−1)i Tr
(
ϕ∗; H i(M)

)
37 H i(M) M

ϕ∗ : H i(M) → H i(M) ϕ

36 Gal(Fq/Fq) q X(Fq) F : X → X
Frobenius “ ”

37 Fix(ϕ)

M

23
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([SGA])

[EGA]
40 Grothendieck [EGA] Weil

Weil

3.4. .

§3.11

K 	 K K X i 	

H i
(
X ⊗K K, Q�

)
41 Q� K Galois Gal(K/K)

K 	

ρ : Gal(K/K) −→ GL
(
H i
(
X ⊗K K, Q�

))

Galois

	

i

H∗(X ⊗K K, Q�

)
:=
⊕

i

H i
(
X ⊗K K, Q�

)

3.5. .

40[EGA I] 6
41� K

� K
� K

[SGA]

25
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1 ( ): K

f : X → Y

f∗ : H i
(
Y ⊗K K, Q�

) −→ H i
(
X ⊗K K, Q�

)
f∗ Gal(K/K) f

f∗ f : X → Y, g : Y → Z (g ◦ f)∗ = f∗ ◦ g∗

2 ( ): H i
(
X ⊗K K, Q�

)
Q�

X n i < 0 i > 2n H i
(
X ⊗K K, Q�

)
= 0

42

3 ( ): K = C

H i
(
X ⊗K K, Q�

) ∼= H i
(
X(C), Q

)⊗Q Q�

H i
(
X(C), Q

)
X(C)

4 ( ): K ′ K

K K ′ = C

H i
(
X ⊗K K, Q�

) ∼= H i
(
X ⊗K K ′, Q�

)

3 4 : K X

K ↪→ C H i
(
X ⊗K K, Q�

)
Q�

X(C) Betti bi(X(C)) 43

X n Gal(K/K)

H0
(
X ⊗K K, Q�

) ∼= Q�, H2n
(
X ⊗K K, Q�

) ∼= Q�(−n)

Q�(−n) Tate 2.8

i, j

H i
(
X ⊗K K, Q�

)× Hj
(
X ⊗K K, Q�

) −→ H i+j
(
X ⊗K K, Q�

)
, (α, β) 
→ α · β

42 K = C X(C) 2n i < 0 i > 2n
i

43Betti bi(X(C)) K ↪→ C [Se1]
C X,X ′ Aut(C/Q) X(C), X ′(C)

[Se2]

26
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α ·β = (−1)ijβ ·α f : X → Y

f∗(α · β) = (f∗α) · (f∗β)

5 (Poincaré ): X n

H i
(
X ⊗K K, Q�

)× H2n−i
(
X ⊗K K, Q�

)
(n) −→ Q�

Poincaré Gal(K/K)

H2n−i
(
X ⊗K K, Q�

) ∼= (H i
(
X ⊗K K, Q�

))∗
(−n)

∗ X n Y m

f : X → Y f∗

f∗ : H2n−i
(
Y ⊗K K, Q�

) −→ H2n−i
(
X ⊗K K, Q�

)

H i
(
X ⊗K K, Q�

)
(n) −→ H2m−(2n−i)

(
Y ⊗K K, Q�

)
(m)

Tate

f∗ : H i
(
X ⊗K K, Q�

) −→ H i+2(m−n)
(
Y ⊗K K, Q�

)
(m − n)

6 (Künneth ): X,Y p : X ×Y →
X, q : X × Y → Y (α, β) 
→ (p∗α) · (q∗β)

( ⊕
i+j=k

H i
(
X ⊗K K, Q�

)⊗ Hj
(
Y ⊗K K, Q�

))
∼=−→ Hk

(
(X × Y ) ⊗K K, Q�

)

X n X i

a1Z1 + · · · + arZr (a1, . . . , ar ∈ Z, Z1, . . . Zr ⊂ X i) i

Ci(X)

7 ( ):

γX : Ci(X) −→ H2i
(
X ⊗K K, Q�

)
(i), Z 
→ γX(Z)

27
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• f : X → Y f∗ ◦ γY = γX ◦ f∗ f∗ ◦ γX = γY ◦ f∗
• Z ∈ Ci(X),W ∈ Cj(Y ) γX×Y (Z × W ) = γX(Z) ⊗ γY (W )

• X 1 C0(X) = Z, H0
(
X⊗K K, Q�

)
= Q� γX : Z →

Q� 1 1

γX(Z) Z Z i W n − i

Z · W = γX(Z) · γY (W ) Z W

Galois

8 ( p ): X Fq

Y p

Y mod mv v p

K mv ⊂ OK OK X

K v Kv 	 q

K ↪→ Kv Gal(Kv/Kv)

H i
(
Y ⊗K K, Q�

) ∼= H i
(
X ⊗Fq Fq, Q�

)

Gal(Kv/Kv) Gal(Kv/Kv) � Gal(Fq/Fq)

Iv H i
(
Y ⊗K K, Q�

)
K

	 v Y K

Y 	

v 44

9 ( Frobenius ): X Fq Frobq ∈
Gal(Fq/Fq) Frobenius q F : X →
X Frobenius Frobq F H i

(
X ⊗Fq Fq, Q�

)

Frobq “ ” Frobenius

44Y mod mv κ(v)
v Y κ(v) � Y

� v

28
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3.6. Lefschetz .

Lefschetz

3.7 (Lefschetz ). X K

n ϕ : X → X Fix(ϕ) :=
{
x ∈ X | ϕ(x) = x

}
“#Fix(ϕ)” =

2n∑
i=0

(−1)i Tr
(
ϕ∗; H i

(
X ⊗K K, Q�

))

“#Fix(ϕ)” X → X ×X, x 
→
(ϕ(x), x) Γϕ ϕ : X → X X → X ×
X, x 
→ (x, x) Δ

“#Fix(ϕ)” := Γϕ · Δ
Γϕ · Δ 2 Γϕ, Δ ⊂ X × X

Γϕ Δ Γϕ ∩Δ = Fix(ϕ)

ϕ

3.7 Γϕ Δ ϕ

id : X → X Δ

Δ · Δ =
∑

i

(−1)i dimQ	
H i
(
X ⊗K K, Q�

)
45 X g H1

2g

Δ · Δ = 2 − 2g

3.4 (2) Δ · Δ Euler

α ∈ H2n
(
(X × X) ⊗K K, Q�

)
(n) X × X

tα α α α

H i
(
X ⊗K K, Q�

) −→ H i
(
X ⊗K K, Q�

)
, x 
→ p2∗

(
(p∗1x

) · α)

p1, p2 : X × X → X

p2∗ : H i+2n
(
X ⊗K K, Q�

)
(n) −→ H i

(
X ⊗K K, Q�

)
45 �

29
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Δ γX×X(Δ) ϕ Γϕ

γX×X(Γϕ) ϕ∗ tγX×X(Γϕ)

ϕ∗

3.7

α = γX×X(Γϕ), β = γX×X(Δ)

3.8 (Lefschetz ). α, β ∈ H2n
(
(X × X) ⊗K K, Q�

)
(n)

α, β

β ◦ α : H i
(
X ⊗K K, Q�

) −→ H i
(
X ⊗K K, Q�

)
:

α · tβ =
∑

i

(−1)i Tr
(
β ◦ α; H i

(
X ⊗K K, Q�

))
α tβ α·tβ ∈ H4n

(
(X×X)⊗K K, Q�

)
(2n) ∼= Q�

Q�

. [Kl], Proposition 1.3.6 . Künneth

H2n
(
(X × X) ⊗K K, Q�

)
(n) ∼=

⊕
i

H i
(
X ⊗K K, Q�

)
(n) ⊗ H2n−i

(
X ⊗K K, Q�

)
α, β α = αj ⊗ α′

2n−j, β = βk ⊗ β′
2n−k

x ∈ H i
(
X ⊗K K, Q�

)
(
β ◦ α

)
(x) = q∗

(
x · αj

) · q∗(α′
2n−j · βk

) · β′
2n−k

X P q : X → P q∗ H∗(P ⊗K K, Q�

) ∼=
Q�

j �= k q∗
(
α′

2n−j · βk

)
= 0 β ◦ α = 0

tβ = β′
2n−k ⊗ βk α · tβ = (αj · β′

2n−k) ⊗ (α′
2n−j · βk) = 0 j �= k

2n + (j − k) > 2n 2n + (k − j) > 2n 0 = 0

3.8

j = k 3.8 i = 2n − j

β ◦ α β′
2n−j

(−1)2n−j
(
q∗
(
β′

2n−j · αj

) · q∗(α′
2n−j · βj

))
=
(
q∗
(
αj · β′

2n−j

) · q∗(α′
2n−j · βj

))
= (q × q)∗

(
α · tβ

)
3.8 �

30
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X Fq n m ≥ 1

Frobenius Fm : X → X 46

X ×X Frobenius ΓF Δ

Lefschetz 3.7

#X(Fqm) =
2n∑
i=0

(−1)i Tr
(
(F ∗)m; H i

(
X ⊗Fq Fq, Q�

))
§3.4 9 F ∗ Frobq

§3.3 “ ”

Frobenius Lefschetz

3.9. E K 2.9 Q� 2

V = HomQ	

(
(lim
←−

E[	n]) ⊗Z	
Q�, Q�

)
Gal(K/K) K 2 	 ρE,� 	

K V E 1 :

V = H1
(
E ⊗K K, Q�

)
K Fq Frobenius F H0

(
E⊗K K, Q�

) ∼= Q�

H2
(
E ⊗K K, Q�

) ∼= Q�(−1) q Lefschetz

#E(Fq) = 1 − Tr
(
F ∗; V

)
+ q

§3.5, 9

Tr
(
ρE,�(Frobq)

)
= 1 + q − #E(Fq)

3.7. Weil ( ). Weil ( 3.4)

Lefschetz §3.6, 3.7 §3.3

X Z(X,T )

X Fq

46 Fq q = 0 f(x) = xq f ′(x) = 0

31
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	 50 Weil 0

Betti 0

X mod p

X(C) Betti

Betti [Fu]

[HN] Calabi-Yau Betti

([Ba])51

§2.2, §2.9 Weil Ramanujan

Δ = q
∞∏

n=1

(1 − qn)24 =
∞∑

n=1

τ(n)qn

Ramanujan τ p

|τ(p)| ≤ 2p11/2

11 X

p

1 − τ(p)T + p11T 2

X

11 H11
(
X ⊗Fq Fq, Q�

)
Ramanujan Δ

2 52 Frobenius Frobp

αp, βp

(1 − αpT )(1 − βpT ) = 1 − τ(p)T + p11T 2

3.10 |αp| = |βp| = p11/2

|τ(p)| = |αp + βp| ≤ 2p11/2

Ramanujan [De1], [De2]

Fq-

Hasse 3.6 -Tate

[De2], [De3], [La] -Tate [Yo]

50 X � Betti
�

Illusie [Il]
51 Hodge [It1],[It2]
52§2.9 Δ � X 11
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3.9. Lefschetz . Deligne “Weil II” 53

3.11 ( Lefschetz [De3] ). K 	 K X

K X n X

: X ⊂ Pm H ⊂ Pm

H ∩ X γX(H ∩ X) ∈ H2
(
X ⊗K K, Q�

)
(1)

L : H i
(
X ⊗K K, Q�

) −→ H i+2
(
X ⊗K K, Q�

)
(1), x 
→ x · γX(H ∩ X)

L Lefschetz i ≥ 1 L i

:

Li : Hn−i
(
X ⊗K K, Q�

) −→ Hn+i
(
X ⊗K K, Q�

)
(i)

Lefschetz Lefschetz

h : H ∩ X ↪→ X

h∗ : H i
(
X ⊗K K, Q�

) −→ H i
(
(H ∩ X) ⊗K K, Q�

)
i ≤ n− 2 i = n− 1 Lefschetz

“Weil II” [SGA]

Lefschetz Lefschetz

:

h∗ ◦ h∗ : H i
(
X ⊗K K, Q�

) −→ H i+2
(
X ⊗K K, Q�

)
(1)

Lefschetz L 3.11 Li

Hn−i h∗ 54

3.10. Hasse-Weil Galois L . Hasse-Weil Ga-

lois L Galois L

2.3 Hasse-Weil 3.1

53 3.11 Weil 3.10
[De3] : 3.11

Lefschetz
� �

Deligne 3.10 Ext1

H1 Frobenius 1
“Weil II” [BBD]

54i ≤ n − 2 h∗ X, H ∩ X, U = X\(H ∩ X)
U

i < n

35
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K X K X n

	 X i 	 H i
(
X ⊗K K, Q�

)
K 	 ρi

X,�

ζX,�(s) :=
2n∏
i=0

L(s, ρi
X,�)

(−1)i

ζX,�,v(s) =
∏2n

i=0 Lv(s, ρ
i
X,�)

(−1)i

ζX,�(s) =
∏

v K

ζX,�,v(s)

Spec OK X ⊗OK
K = X 55 X Hasse-

Weil ζ(s, X) v Xv := X ⊗OK
(OK/mv)

Hasse-Weil ζ(s, Xv)

ζ(s, X) =
∏

v K

ζ(s, Xv)

v

ζX,�,v(s) = ζ(s, Xv)

56

K X

	 ρi
X,� 	 L L(s, ρi

X,�)

ζX,�(s) v X OK

X Hasse-Weil ζ(s, X)

3.11. . Weil

[Kato]

[Har]

55 X X OK X
K X OK

SpecOK X

56 X “ ” v
Néron
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Weil [Hot]

Weil Bombieri ([Bo])

[FK], [Mil]

[FK] Dieudonné

Weil [Mum]

[SGA] Weil [De2], [De3] [SGA]

— —

Grothendieck

[SGA], [De2], [De3]

37
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4. Grothendieck —

Weil Jannsen

Riemann 3.4 3

Weil 3.4

Riemann 3.4 3

Grothendieck

Weil

Grothendieck Weil

2

4.3 4.4 Weil

Serre Weil C

Weil 2

Weil

— —

Grothendieck Weil

Grothendieck [Groth],

[Ma], [Kl], [Kl2], [Seattle] 57

4.1. Weil “ ”. K

0 L L Weil K

X L H∗(X) :

X 
→ H∗(X) =
⊕

i

H i(X)

H∗(X) ( ) α ∈ H i(X), β ∈ Hj(X) α · β =

(−1)ijβ · α f : X → Y L

f∗ : H∗(X) → H∗(X) f f∗ f : X →
57Grothendieck Circle http://www.grothendieckcircle.org/

Grothendieck Grothendieck

38
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Y, g : Y → Z (g ◦ f)∗ = f∗ ◦ g∗ 1 6

1 ( ): H i(X) L X

n i < 0 i > 2n H i(X) = 0

2 (Poincaré ): X n

H2n(X)
∼=−→ L

H i(X) × H2n−i(X) −→ H2n(X) ∼= L, (α, β) 
→ α · β

X n Y m f : X → Y

f∗ : H i(Y ) −→ H i(X) Poincaré

f∗ : H i(X) −→ H i+2(m−n)(Y )

3 (Künneth ): X,Y p : X ×Y →
X, q : X × Y → Y

H∗(X) ⊗ H∗(Y )
∼=−→ H∗(X × Y ), α ⊗ β 
→ (p∗α) · (q∗β)

4 ( ): X i Ci(X)

γX : Ci(X) −→ H2i(X)

• f : X → Y f∗ ◦ γY = γX ◦ f∗ f∗ ◦ γX = γY ◦ f∗
• Z ∈ Ci(X),W ∈ Cj(Y ) γX×Y (Z × W ) = γX(Z) ⊗ γY (W )

• X 1 C0(X) = Z, H0(X) = L γX : Z → L 1

1

5 ( Lefschetz ): X n X

: X ⊂ Pm H ⊂ Pm

H ∩ X h : H ∩ X ↪→ X

h∗ : H i(X) −→ H i(H ∩ X)

i ≤ n − 2 i = n − 1

39
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6 ( Lefschetz ): 5 Lefschetz

:

L : H i(X) −→ H i+2(X), α 
→ Lα := α · γX(H ∩ X)

H ∩X X 1 γX(H ∩X) ∈ H2(X)

i ≥ 1 :

Li : Hn−i(X)
∼=−→ Hn+i(X).

P n−i(X) := Ker
(
Li+1 : Hn−i(X) → Hn+i+2(X)

)
6

i ≤ n H i(X)

H i(X) = P i(X) ⊕ LH i−2(X) =
⊕
j≥0

LjP i−2j(X)

2

Λ: H i(X) −→ H i−2(X)

0 ≤ i ≤ n x ∈ H i(X) x =
∑

j≥0 Ljxj (xj ∈
P i−2j(X)) Λx =

∑
j≥1 Lj−1xj n < i ≤ 2n

x ∈ H i(X) x =
∑

j≥i−n Ljxj (xj ∈ P i−2j(X)) Λx =∑
j≥i−n Lj−1xj

4.2. Weil . §4.1

(1) K C K = C Q

L = Q X(C)

Betti

H∗(X(C), Q
)

=
⊕

i

H i
(
X(C), Q

)
Weil

(2) K 0 L = K X

de Rham X de Rham

H∗
DR

(
X/K

)
=
⊕

i

H i
DR

(
X/K

)
Weil K = C

Betti “⊗QC”

40

- 131 -



(3) K 	 K

L = Q� Q� Q�
∼= Q�(1)

X 	

H∗(X, Q�

)
=
⊕

i

H i
(
X, Q�

)
Weil 1 5 [SGA]

6 Deligne “Weil II” [De3]) §3.9

(4) K p > 0 L Witt W (K) 58

X

H∗
crys

(
X/W (K)

)⊗W (K) L =
⊕

i

H i
crys

(
X/W (K)

)⊗W (K) L

Weil 4 Katz-Messing Deligne

“Weil II” 	

[KM] 4 Gillet-Messing Gros [GM],

[Gros]

4.3. Weil . Weil 1

§3.6 §4.1 Lefschetz

5, 6

3.4 1 3.4 2

X K X n

4.1. X i α, β ∈ Ci(X)

γ ∈ Cn−i(X) : α·γ = β ·γ α, β ∈ Ci(X)

: γX(α) = γX(β)

4.2. α, β ∈ Ci(X)

Weil 59

Grothendieck Riemann 3.4 3

58L = Frac W (K) 0 p K
59α, β

41
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4.3 (Lefschetz ). Λ: H i(X) →
H i−2(X) X × X n − 1

α ∈ Cn−1(X × X) i α

H i(X) −→ H i−2(X), x 
→ p2∗
(
(p∗1x) · α)

Λ

4.4 (Hodge ). i ≤ n/2 γX : Ci(X) → H2i(X)

Q Ai(X) 60 Q Ai(X)∩P 2i(X)

P 2i(X)(
Ai(X) ∩ P 2i(X)

)× (Ai(X) ∩ P 2i(X)
) −→ Q, (x, y) 
→ (−1)i

(
Ln−2ix · y)

x ∈ Ai(X)∩P 2i(X), x �= 0 (−1)i
(
Ln−2ix·x) > 0

4.4 Hodge

n ≤ 2 K 0 K = C

Hodge 4.3 K = C

4.3 4.4 4.2

Grothendieck Weil Serre Weil

4.3 4.4 Riemann 3.4 3

[Groth], [Kl], [Kl2]

4.5 (Weil ⇒ Weil ). K = Fq

§4.1 “ ” Weil

K 4.3 4.4

Fq X Frobenius F

H i(X ⊗Fq Fq)
61 F α

qi/2

Riemann 3.4 3

• §4.1 “ ” 1 6 Weil

• 2 4.4 4.4

1968 [Groth] 198

Grothendieck :

60 Ai(X) Ci(X) ⊗ Q
61

42
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Weil

Deligne ([De2], [De3]) Grothendieck
62

Grothendieck Weil Weil

“ ”

[SGA]

Lefschetz §4.2

Weil “ ”

Deligne “Weil II” ([De3]) Grothendieck

Weil Deligne Weil

4.4. Grothendieck — “MK” .

H∗(X) =
⊕

i

H i(X)

X X = Y ×Z Künneth

H i(X) =
⊕

j+k=i

Hj(Y ) ⊗ Hk(Z)

Lefschetz §4.1, 6

H i(X) =
⊕
j≥0

LjP i−2j(X)

“ ” Weil X

“ ”

62q � � Weil
4.5 Frobenius F Hi

(
X ⊗Fq Fq, Q�

)
43
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Grothendieck 4.3, 4.4
63MK

h :
(
K

) −→ MK

X 
→ h(X) “ ”

X 
→ H∗(X) h

Grothendieck MK K

Hom
(
h(X), h(Y )

)
= Cn

neq(X × Y, Q)

M ′ X,Y h(X), h(Y ) ∈ M ′

n X Cn
neq(X × Y, Q) X × Y n Q-

Cn(X × Y )⊗Z Q M ′

X,Y, Z X n Y

m p12 : X × Y × Z −→ X × Y p23 : X × Y × Z −→ Y × Z

p13 : X × Y ×Z −→ X ×Z α ∈ Cn
neq(X × Y, Q) β ∈ Cm

neq(Y ×Z, Q)

β ◦ α = (p13)∗
(
p∗12α · p∗23β

) ∈ Cn
neq(X × Z, Q)

Cn
neq f∗, f∗

M ′ Hom
(
h(X), h(X)

)
Tate 	 Tate

MK [Jan]

Grothendieck MK

h(X) ∈ MK h(X) =
⊕

i αi

“ ” X “ ” αi

64 X αi

Grothendieck “ ”
65

63 (neq motives, numerical equivalence motives)
64

“motif”
motif =

65[Kl2] 5 13 Kleiman

44
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4.5. Jannsen . “ ” MK

Weil MK

Grothendieck 20 1992

Jannsen

4.6 ([Jan]). MK

Jannsen Lefschetz

6 Jannsen

“ ” MK

Grothendieck

Jannsen

MK
66

2008 1 3 12 Tata

Jannsen [Jan]

Jannsen

[Jan]

“

” (so-called motives)

66Jannsen � h
4.2 — —

Jannsen Frobenius
MK

MK
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5.

5.1. . §2.9 Galois

f =
∑∞

n=1 anq
n 	 Q

2 	 ρf,� : Gal(Q/Q) −→ GL(V )

L(s, f) = L(s, ρf,�)

2.10 :

f ���������������� Galois ρf,�

f k ≥ 2 (k−1)

X (k − 1) Hecke

f :

f ���������������� X ���������������� Galois ρf,�

§4.4

X Hecke

X “h(X) ∈ MK” f

“Mf ∈ MK” f

Galois ρf,� “Mf” H∗(Mf , Q�)

“Mf”

������������������

f

����������������

Galois ρf,�

67 Scholl

X X “ ” “Mf”

f f

67

[Sch]

46
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Galois 68

“Mf”
69

5.2. Fontaine-Mazur . Galois ρ

Fontaine Mazur [FM]70

5.1 (Fontaine-Mazur ). K 	 ρ

n 	 ρ

Tate ρ 2

(1) ρ

(2) 	 v ρv de Rham

5.1 ρ

(1),(2) “ ”

Weil 3.4

(1),(2) “ ” v

w

v v Frobenius Frobv

q
w/2
v qv v

71

68

f

69 Tate [Tat] “Mf”

70Fontaine-Mazur [Tay1], [Tay3], [Kis]
71 v w

w v Gal(K/K)
v Gal(Kv/Kv)

Gal(K/K)

47
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5.1 Langlands (1),(2) ρ

GLn(AK) π

��

���	�	�	�	�	�	

��

��
�
�
�
�
�
�

		 ������������������������������ Galois

Galois
72

5.3. Galois . Wiles [Wi]

Taylor-Wiles [TW] R = T

Galois

		 �������������� Galois

R = T

mod 	

[Wi], [SBT], [Tay1], [HSBT]

Galois “

” 19 Hermite Klein

“ ” 73 Galois ρ

“ ” 74

72 1
73[SBT], 284 [Se8]
74 Tate
Calabi-Yau

([HSBT])

48
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6.

1. K ρ : Gal(K/K) → GLn(C) Gal(K/K)

Krull GLn(C)

ρ ρ Artin GLn(C)

2. E 	 Q� K ρ : Gal(K/K) → GLn(E)

	 Gal(K/K) Krull GLn(E) 	

g ∈ GLn(E) g · ρ(Gal(K/K)
) · g−1

GLn(OE) OE E

3. K ρ : Gal(K/K) → GLn(Q�) Gal(K/K)

Krull GLn(Q�) 	 Q�

E ρ GLn(E) : Baire

4. 	 ρ

ρ Tate

5. a ∈ Q 	 ρ

v Frobv

qa
v qv v a /∈ 1

2
Z

ρ Tate

6. 2, 11

f = q

∞∏
n=1

(1 − qn)2(1 − q11n)2 =
∞∑

n=1

apq
n

q ap p E :

Y 2Z + Y Z2 = X3 − XZ2 ap = 1 + p − #E(Fp)

p ≤ 10, 000

49
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7. p q p Fq 1 + q − #E(Fq) ≡ 0

(mod p) E K E mod v

v K = Q

: Ramanujan

τ τ(p) p p

8. G E n ρ, ρ′ : G → GLn(E) Tr(ρ(σ)) =

Tr(ρ′(σ)) (∀σ ∈ G) ρss, (ρ′)ss

9.

(1) Fp An An\{0} 0 Pn Pn × Pm

(2) Fp Y 2Z = X3 + XZ2 ( p )

(3) Fp Y 2Z3 = X5 − XZ4 ( p )

10. Fq X,Y Weil

X × Y

11. X Fq n χ X Euler

(χ Δ ⊂ X ×X ) X Z(T,X)

:

Z

(
1

qnT
, X

)
= ±qnχ/2 · T χ · Z(T, X)

+1 X −1 X

12. X Fq X g X

Weil Riemann Fq- #X(Fq)

∣∣ 1 + q − #X(Fq)
∣∣ ≤ 2g

√
q Hasse-Weil

n ≥ 1 Hasse-Weil∣∣ 1 + qn − #X(Fqn)
∣∣ ≤ 2g

√
qn

X Weil Riemann

50

- 141 -





18 (Weil). C Fq X = (C×C)⊗Fq Fq

Δ ⊂ X Γ ⊂ X Frobenius F : C → C C

g

(1) Δ · Δ = 2 − 2g Γ · Γ = q(2 − 2g)

(2) Δ · Γ C Fq- #C(Fq)

(3) X Hodge

Hasse-Weil ∣∣ 1 + q − #C(Fq)
∣∣ ≤ 2g

√
q

19 (Jannsen). X K n K

	 X ×X n

Cn
neq(X ×X) E = Q, Q� Cn(X ×X)⊗Z E

Cn
neq(X × X, E) 	

Cn
hom(X ×X, E)

Cn
hom = Cn

neq

Cn
neq(X × X, E), Cn

hom(X × X, E) E

(1) Cn
neq(X×X) Cn

neq(X×X, Q)

Q Cn
neq(X×X, Q)⊗QQ� =

Cn
neq(X × X, Q�)

(2) Cn
hom(X × X, Q�) Q�

(3) K 0 Cn
hom(X ×X, Q) Q 	

: K Cn
hom(X × X, Q) Q

	

(4) α ∈ Cn
hom(X × X, Q�) α

H i
(
X, Q�

)
(5) I ⊂ Cn

hom(X×X, Q�) I Cn
hom(X×

X, Q�) → Cn
neq(X×X, Q�) 0 : Lefschetz

(6) Cn
neq(X×X, Q�) Ql Cn

neq(X×X, Q)

Q : Jacobson J ⊂ Cn
hom(X×

X, Q�) 0

52
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20. PSL2(F5) = SL2(F5)/{±1} A5

i : PSL2(F5) ↪→ PSL2(Q) i′ : SL2(F5) →
SL2(Q) i′

SL2(F5)





i′ �� SL2(Q)




PSL2(F5)

i �� PSL2(Q)

21 Galois

(1) ρ : Gal(Q/Q) → GL2(F5) Q mod 5 det ρ mod 5

Q E E[5] Gal(Q/Q)

ρ :

X(5) Galois P1
Q 1

Aut(P1
Q
) ∼= PSL2(Q)

(2) (1) Q mod 3 ρ : Gal(Q/Q) → GL2(F3)

(3) (Dieulefait) p ≥ 7 Q mod p ρ : Gal(Q/Q) → GL2(Fp)

det ρ mod p Q E

E[p] ρ

53
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22 (L (1)). Brauer

G ρ G C

H1, . . . , Hr ⊂ G Hi

Hi 1 χi : Hi → C× mi ∈ Z

σ ∈ G :

Tr(ρ(σ)) =
r∑

i=1

mi Tr
((

IndG
Hi

χi

)
(σ)
)

Artin ρ : Gal(Q/Q) → GLn(C) L L(s, ρ)

: L

L/K ρ : Gal(L/L) →
GL(V ) Galois Artin 	 L(s, ρ) =

L
(
s, Ind

Gal(L/K)

Gal(L/L)
ρ
)

23 (L (2)). 	 Q�
∼= C

t ∈ R K 	 ρ ( )

( ) 1 Artin χ L(s, ρ⊗ χ)

Re(s) ≥ t

Q 	 ρ

Galois F/Q F ⊃ F ′ ⊃ Q F/F ′

ρ ρ|Gal(Q/F ′) ( )

L(s, ρ) Re(s) ≥ t

: Brauer
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Introduction 1

The author’s study of L-invariant of automorphic p-adic L-functions described in [HMI] is sketched
in [H07a], and the series of lectures at Hokkaido university was based on [H07a] and is given under
the title: “L-invariant of p-adic L-functions”. In this half expository and half research note, we
illustrate progress made after the lectures in Sapporo and publication of [H07a]; so, the material of
[H07a] is also covered here but briefly. Formulation of our results aside, some results described here
are at least not in print before, for example, Corollary 0.6 and Proposition 3.1.

Let Q ⊂ C be the field of all algebraic numbers. For each prime �, we pick a field embedding i�
of Q into an algebraic closure Q� of the �-adic field. This gives rise to a choice of the decomposition
subgroup D� = Gal(Q�/Q�) and its inertia subgroup I� in Gal(Q/Q). We fix a prime p > 2
and a p-adic absolute value | · |p on Q. Then Cp is the completion of Q under | · |p. We write
W =

{
x ∈ K

∣∣|x|p < 1
}
for the p-adic integer ring of a sufficiently large extension K/Qp inside Cp.

We write Qp for the field of all numbers in Cp algebraic over Qp. Start with a strictly compatible
system {ρl} of semi-simple Galois representations ρl : Gal(Q/Q) → GLn(Tl) for primes l of the
coefficient field T ⊂ Q. Thus Vl = T n

l is a Galois module via ρl. We assume that ρ does not contain
the trivial representation as a subquotient. We write S for the finite set of common ramification
primes of ρl; so, ρl is unramified outside S ∪ {∞, �}, where � is the residual characteristic of l.

The author is partially supported by the NSF grant: DMS 0244401, DMS 0456252 and DMS 0753991.
1This introduction is a follow-up of the lectures delivered at the conference on L-functions at Kyushu university

on February in 2006, the lectures at Harvard University, Spring 2006, in the eigenvariety semester and at Hokkaido
university, summer 2006, as a series lectures at Sapporo summer school organized by Yoshitaka Maeda. The author

would like to thank Yoshitaka Maeda for the invitation to speak at the summer school.
1
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We write p =
{
ξ ∈ OT

∣∣|ξ|p < 1
}
for the integer ring OT of T , and take a sufficiently large discrete

valuation ring W containing OT,p as our coefficient ring; so, we regard ρp to have values in GLn(W ).
Often we just write ρ for ρp which acts on V = Kn for the quotient field K of W .

We always assume that ρ is ordinary in the following sense: ρ restricted to Dp = Gal(Qp/Qp) is
upper triangular with diagonal characters N aj on an open subgroup of the inertia group Ip for the
p-adic cyclotomic character N ordered from top to bottom as a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ 0 ≥ · · · ≥ an. Thus

ρ|Ip =

⎛⎝Na1 ψ1 ∗ ··· ∗
0 Na2 ψ2 ··· ∗
...

...
...

...
0 0 ··· Nan ψn

⎞⎠
for finite order characters ψj (j = 1, 2, . . . , n), and we have a decreasing filtration F i+1ρ ⊂ F iρ
stable under Dp such that the Tate twists of the graded piece gri(ρ)(−i) := (F iρ/F i+1ρ)(−i) is
unramified after finite base-change.

Let E�(X) = det(1 − ρq(Frob�)|VI�
X) ∈ T [X] (assuming q � �), where VI� = H0(I�, Vq). We

assume that E�(X) is independent of the choice of q � � (strict compatibility). Decompose

Ep(X) =
n′∏

j=1

(1− αjX) for n′ = dimVIp .

By potential unramifiedness of gri(ρ)(−i), we have ordp(αj) ∈ Z (if we assume to have the étale-
crystalline comparison isomorphism producing Ep(X) as the characteristic polynomial of the crys-
talline Frobenius map on the crystalline part of V ; another strict compatibility). Let us define

βj =

{
αj if ordp(αj) ≥ 1,
pα−1

j if ordp(αj) ≤ 0

and put e = |{j|βj = p}|.

E(ρ) =
n∏

j=1

(1− βjp
−1) and E+(ρ) =

n∏
j=1,βj 
=p

(1− βjp
−1).

Then the complex L-function is defined by L(s, ρ) =
∏

� E�(�−s)−1. We assume that the value at
1 is critical for L(s, ρ). We suppose to have an algebraicity result that for a well defined period
Ω(ρ(1)) ∈ C× such that L(s,ρ⊗ε)

Ω(ρ(1))) ∈ Q for all finite order characters ε : Z×
p → μp∞(Q). Then we

should have

Conjecture 0.1. Suppose that s = 1 is critical for ρ and that Dp acts on gr0(ρ) trivially. Then
there exist a power series Φan(X) ∈ W [[X]] and a p-adic L-function Lan

p (s, ρ) = Φan
ρ (γ1−s − 1)

interpolating L(1, ρ ⊗ ε) for p-power order character ε such that Φan
ρ (ε(γ) − 1) ∼ E(ρ ⊗ ε)L(1,ρ⊗ε)

Ω(ρ(1))

with the modifying p-factor E(ρ) as above (putting E(ρ ⊗ ε) = 1 if ε �= 1). The L-function Lan
p (s, ρ)

has zero of order e + ords=1 L(s, ρ) for a nonzero constant Lan(ρ) ∈ C×
p (called the analytic L-

invariant), we have

lim
s→1

Lan
p (s, ρ)
(s − 1)e

= Lan(ρ)E+(ρ)
L(1, ρ)
Ω(ρ(1))

,

where “lims→1” is the p-adic limit.

When e > 0, we call that Lan
p (s, ρ) has an exceptional zero at s = 1. The problem of L-invariant

is to compute explicitly the L-invariant Lan(ρ).

Here are some examples of successful computation of the invariant and cases awaiting further
study. Start with a Dirichlet character χ : (Z/NZ) → Q

×
with χ(−1) = −1. Then Ω(ρ(1)) =

2πi. If we suppose χ =
(−D

·
)
for a square free positive integer D, the modifying Euler factor
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vanishes at s = 1 if the Legendre symbol
(

−D
p

)
= 1 ⇔ (p) = pp (p �= p) in Q[

√−D] with p

induced by ip. By a work of Kubota–Leopoldt and Iwasawa, we have a p-adic analytic L-function
Lan

p (s, χ) = Φan(γ1−s − 1) for a power series Φan(X) ∈ Λ = W [[X]] and γ = 1 + p such that for
E(χNm) = (1− χ(p)pm−1)

Lan
p (m, χ) = Φan(γ1−m − 1) = E(χNm)L(1 − m, χ) ∼ E(χNm)

L(m, χ)
(2πi)m

for all positive integer m as long as |nm−n|p < 1 for all n prime to p. If we have an exceptional zero at
1, it appears that we lose the exact connection of the p-adic L-value and the corresponding complex
L-value. However, the conjecture says we can recover the complex L-value via an appropriate
derivative of the p-adic L-function as long as we can compute Lan(ρ). We may regard χ as a Galois
character Gal(Q[μN ]/Q) = (Z/NZ)× χ−→ {±1}, and we remark that χ(Frobp) = 1 to have the
exceptional zero. For our later use, for the class number h of Q[

√−D], we write � for a generator
of ph; so, ph = (�) for � ∈ Q[

√−D].
Here is another example. Start with an elliptic curve E/Q, which yields a compatible system

ρE := {T�E} given by the �-adic Tate module T�E. Suppose that E has split multiplicative reduction
at p. In this case, Ep(X) = (1−X), E(ρE ) = 0 and E+(ρ) = 1. Then by the solution of the Shimura-
Taniyama conjecture by Wiles et al, this L-function has p-adic analogue constructed by Mazur such
that we have Φan

E (X) ∈ Λ with Φan
E (ε(γ)−1) = E(ρE⊗ε)G(ε−1)L(1,E,ε)

ΩE
for all p-power order character

ε : Z×
p → W×; in other words, Lan

p (s, E) = Φan
E (γ1−s − 1). Here ΩE is the period of the Néron

differential of E. Thus if Frobp has eigenvalue 1 on T�E, the exceptional zero appears at s = 1 as
in the case of Dirichlet character. The Frobp has eigenvalue 1 if and only if E has multiplicative
reduction mod p.

The L-invariant in the cases where ρ = χ =
(−D

·
)
as above and ρ = ρE for E with split

multiplicative reduction is computed in the 1970s to 90s, and the results are

Theorem 0.2. Let the notation and the assumption be as above.

(1) Lan(χ) = logp(q)

ordp(q) = − logp(q)

h for q ∈ Cp given by q = �/� (ph = (�)) and the class number
h of Q[

√−D];
(2) For E split multiplicative at p, writing E(Cp) = C×

p /qZ for the Tate period q ∈ Q×
p , we have

Lan(ρE) =
logp(q)

ordp(q)
.

Here logp is the Iwasawa logarithm and |x|p = p− ordp(x).

The first assertion is due to Gross–Koblitz [GsK] and Ferrero–Greenberg [FG], and the second was
conjectured by Mazur–Tate–Teitelbaum [MTT] and proven by Greenberg–Stevens [GS] and different
proofs given by some others later. In the first formula of the theorem, the sign “−” of − logp(q)

h is
correct as explained in [G] (10) (and if we evaluate the value at s = 0, the minus sign should be
removed as was done in [FG]).

To present more examples of occurences of exceptional zero, let G be a classical group split over
Zp with simple derived group. Write s(R) for the Lie algebra of G(R) for a Zp-algebra R. Starting
with an ordinary p-adic Galois representation ρ : Gal(Q/Q) → G(W ), there is a systematic way to
create many Galois representations whose eigenvalues of Frobp contain 1. Indeed, let ρ act on the
Lie algebra s(W ) by adjoint action. As an example, take a symmetric or skew symmetric integral
nondegenerate (n + 1)× (n + 1) matrix J , and let G be an algebraic group given by

G(R) =
{
x ∈ GLn+1(R)

∣∣txJx = ν(x)J for ν(x) ∈ R×}
.

Then we have s(R) =
{
x ∈ Mn+1(R)

∣∣Jx = −txJ
}
. Then the adjoint action is given by

Ad(ρ)(σ)(x) = ρ(σ)xρ(σ)−1
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for x ∈ s(W ). The action of Ad(ρ)(Frobp) on s(W ) has eigenvalue 1 with multiplicity �n+1
2 �. If

ρ(Frob∞) for a complex conjugation Frob∞ is conjugate to the n-th symmetric power Sym
(

1 0
0 −1

)⊗n

(that is, ρ is totally odd), Ad(ρ) critical at s = 1. Let ρ1 : Gal(Q/Q) → GL2(W ) be a Galois rep-
resentation associated to an elliptic Hecke eigenform f with Tr(ρ0(Frob�)) = λ� if f |T (�) = λ�f .
Then ρn = Sym(ρ1)⊗n has values in G(W ) for G defined for J = Sym

(
0 −1
1 0

)⊗n and ρn(Frob∞) ∼
Sym

(
1 0
0 −1

)⊗n. Thus Ad(ρn) is critical at s = 1, and Ad(ρn)(Frobp) has eigenvalue 1 with multi-
plicity �n+1

2 �. As is well known,
Ad(ρn) ∼=

⊕
0<j≤n;j:odd

adj(ρ1),

where adj(ρ1) = Sym(ρ1)⊗2j ⊗det(ρ1)−j. The Galois representation adj(ρ1) is critical at s = 1, and
adj(ρ1)(Frobp) has eigenvalue 1 with multiplicity 1.

To give one more example, let ρF : Gal(Q/F ) → GL2(W ) be a Galois representation associated
to a p-ordinary Hilbert Hecke eigenform (belonging to a discrete series at ∞) over a totally real
field F . We make Ad(ρF ) and consider the induced representation IndQ

F Ad(ρF ) whose eigenvalues
for Frobp contains 1 with multiplicity g for the number g of prime factors of p in F . The system
IndQ

F Ad(ρF ) is critical at s = 1. More generally, for ρF,n = Sym(ρF )⊗n, Ad(ρF,n) is critical at
s = 1, and IndQ

F Ad(ρF,n)(Frobp) has eigenvalue 1 with multiplicity g�n+1
2 �. Similarly as above,

adj(ρF ) for odd j is critical at s = 1, and IndQ
F adj(ρF )(Frobp) has eigenvalue 1 with multiplicity

g. We mainly study this example in this note.

Arithmetic L-invariant. Returning to a general ordinary representation ρ = ρp, we describe an
arithmetic way of constructing p-adic L-function due to Iwasawa and others. We define the Selmer
group via Galois cohomology

Sel(ρ) ⊂ H1(Gal(Q/Q∞), ρ ⊗ Qp/Zp)

for the Zp-extension Q∞/Q inside Q(μp∞) by the subgroup of cohomology classes unramified outside
p whose image in H1(Ip, (ρ/F+ρ)⊗Zp Qp/Zp) vanishes. Here F+ρ is the middle filtration F1ρ and
Ip is each inertia group at p. The Galois group Γ = Gal(Q∞/Q) acts on H1(Gal(Q/Q∞), ρ⊗Qp/Zp)
and hence on Sel(ρ), making it as a discrete module over the group algebra W [[Γ]] = lim←−n

W [Γ/Γpn

].
Identifying Γ with 1 + pZp by the cyclotomic character, we may regard γ ∈ Γ. Then W [[Γ]] ∼= Λ by
γ �→ 1 + X. By the classification theory of compact Λ-modules of finite type, the Pontryagin dual
Sel∗(ρ) has a Λ-linear map into

∏
f∈Ω Λ/fΛ (for a finite set Ω ⊂ Λ) with finite kernel and finite

cokernel. The power series Φρ =
∏

f∈Ω f(X) is uniquely determined up to unit multiple. We then
define Larith

p (s, ρ) = Φρ(γ1−s − 1). Greenberg gave a recipe of defining L(ρ) for this Larith
p (s, ρ)

and verified in 1994 (see [G]) the conjecture for this Larith
p (s, ρ) except for the nonvanishing of L(ρ)

(under some restrictive conditions). For the adjoint square Ad(ρF ) with ρF associated to a Hilbert
modular form, the conjecture (except for the nonvanishing of L(ρ)) was again proven in my paper
[H07b] under another set of conditions (see also [H00]). If there exists an analytic p-adic L-function
Lan

p (s, ρ) = Φan
ρ (γ1−s − 1) interpolating complex L-values, the main conjecture of Iwasawa’s theory

confirms Φρ = Φan
ρ up to unit multiple; so, L(ρ) = Lan(ρ) (up to units) under the main conjecture,

and thus, we may take Conjecture 0.1 to be a conjecture also for the arithmetic L-invariant.

The L-invariant of Hilbert modular forms. Let F be a totally real field with integer ring O,
and we fix an algebraic closure F . Suppose now that ρF : Gal(F/F ) → GL2(W ) is associated to a
cuspidal Hilbert modular Hecke eigenform of weight k ≥ 2 over a totally real field F (for simplicity,
in these notes, we assume that all Hilbert modular forms have parallel integer weight; see, [H07b]
for more general cases). We assume p-ordinarity of ρF and

(AI) ρF,n is absolutely irreducible as a representation into GLn+1(K).
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This condition holds either if n = 1 or if Im(ρF ) contains an open subgroup of SL2(Zp) (see [D]).
Thus (AI) for n > 1 excludes the case of complex multiplication. Here ρF is said to have complex
multiplication if ρF ⊗χ ∼= ρF for a nontrivial character χ of Gal(F/F ) → Q

×
p . We hereafter assume

If n > 1, ρF does not have complex multiplication.

By a result of Ribet, if F = Q and ρF is without CM, Im(ρF ) contains an open subgroup of SL2(Zp).
If F �= Q, Ribet’s result should extend to this case, but what is known at this moment is that Im(ρF )
contains a conjugate of SL2(Zp) for almost all l for the compatible system {ρF,l}l (see [D]).

As before, for each prime ideal l of F with residual characteristic �, we fix a field embedding
il : F ↪→ Q� so that the l-adic place of F is induced by the �-adic absolute value |il(x)|�. We
have the corresponding decomposition subgroup Dl ⊂ Gal(F/F ) and its inertia group Il. Following
Greenberg’s recipe, we try to compute L(IndQ

F Ad(ρF,n)) for all positive integers n. By ordinarity,

we have ρF |Gal(Qp/Fp)
∼=

(
βp ∗
0 αp

)
with two distinct diagonal characters αp and βp factoring through

Ip → Gal(Fp[μp∞ ]/Fp) for the inertia group Ip for all p|p. By p-ordinarity and k ≥ 2 combined with
the result in [B], the following assertion (DS) holds

(DS) αi
p �= βj

p for all pairs of integers (i, j) �= (0, 0).
As before, let

Gn(R) =
{
x ∈ GLn+1(R)

∣∣txJnx = ν(x)Jn for ν(x) ∈ R×}
for Jn = Sym

(
0 −1
1 0

)⊗n. Then ρF,n has values in Gn(W ). Let S be the set of ramifying primes of
the compatible system of ρF,n. Then ρF,n ramifies at places of S, at all prime factors of p and at all
archimedean places of F . Write Sp for the set of all prime factors of p. We consider the universal
nearly ordinary deformation ρ : Gal(Q/Q) → Gn(R) over K with values in the pro-Artinian local
K-algebra R. This means that for any Artinian local K-algebra A with maximal ideal mA and each
Galois representation ρA : Gal(Q/F ) → GL2(A) such that
(K1) unramified outside S, ∞ and p;

(K2) for p ∈ Sp, ρA|Dp
∼=

⎛⎝ α0,A,p ∗ ··· ∗
0 α1,A,p ··· ∗
...

...
...

...
0 0 ··· αn,A,p

⎞⎠ with αj,A,p ≡ βn−j
p αj

p mod mA and αj,A,p|Ip

(j = 0, 1, . . ., n) factoring through the restriction map Dp � Gal(F ur
p [μp∞ ]/F ur

p ) for the
maximal unramified extension F ur

p /Fp;
(K3) ν ◦ ρA = ν ◦ ρF,n = det(ρF )n in A;
(K4) ρA ≡ ρF,n mod mA,

there exists a unique K-algebra homomorphism ϕ : R → A such that ϕ ◦ ρ ≈ ρA. Here ρ ≈ ρ′ if
and only if ρ′ = xρx−1 for x ∈ Gn(A) whose image in Gn(A/mA) is trivial. The representation ρ is
said to be strictly equivalent to ρ′ if ρ ≈ ρ′. If it is necessary to indicate the relevance to n, we write
(Rn, ρn) for (R, ρ).

Write now

ρn|Dp
∼=

⎛⎜⎝
δ0,p ∗ ··· ∗
0 δ1,p ··· ∗
...

...
.. .

...
0 0 ··· δn,p

⎞⎟⎠
with δj,p ≡ βn−j

p αj
p mod mn (for mn = mRn). Let W be the integer ring of K and Γp be the

maximal torsion-free quotient of Gal(F ur
p [μp∞ ]/F ur

p ). Then the character δj,p(β
n−j
p αj

p)−1 restricted
to Ip factors through Γp, giving rise to an algebra structure of Rn over W [[Γp]]. Take the product
Γ =

∏
p|p Γ

n+1
p of n+ 1 copies of Γp over all prime factors p of p in F . We write general elements of

Γ as x = (xj,p)j,p with xj,p in the j-th component Γp in Γ (j = 0, 1, . . . , n). Consider the character
δ̂ : Γ → R×

n given by δ̂(x) =
∏n

j=0

∏
p|p δ̂j,p(xj,p). Choosing a generator γp of the topologically

cyclic group Γp, we identify W [[Γ]] with a power series ring W [[Xj,p]]j,p by associating the generator
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γp of the j-th component: Γp of Γ with 1 + Xj,p. The character δ̂ : Γ → R×
n extends uniquely

to an algebra homomorphism δ̂ : W [[Xj,p]]j,p → Rn by the universality of the (continuous) group
ring W [[Γ]]. Thus Rn is naturally an algebra over K[[Xj,p]]j,p. Choose a subset I ⊂ {0, 1, . . . , n}
which is a complete representative set under the involution τ : j �→ n − j for 0 ≤ j ≤ n removing
all fixed points of the involution; so, I ∼= ({0, 1, . . . , n} − {0, 1, . . . , n}〈τ〉) /〈τ 〉. If n is odd, we may
choose I to be the subset of odd integers, and if n is even, I = {0, 1, . . ., n−2

2 } is a choice. By (K4),
δjδn−j = 1; thus, the variables Xj and Xn−j are dependent, and if n = 2m is even, Xm = 0; so,
there are at most |I| = �n+1

2 � independent variables for each p.

Conjecture 0.3. The universal ring Rn is isomorphic to the power series ring K[[Xi,p]]p|p,i∈I of e

variables for e = g�n+1
2 � (g = |Sp|).

When n = 0, taking ρF,0 to be the trivial representation, the conjecture is trivially true. By the
results of Wiles, Taylor-Wiles, Fujiwara, Kisin and Skinner-Wiles, the conjecture for n = 1 holds at
least if either F = Q (see [Ki], [Ki1] and [Ki2]) or the residual representation ρF = (ρ mod mW ) is
absolutely irreducible over Gal(F/F [μp]) (see [Fu], [Fu1] and [Ch]).

We have two possibilities for each p ∈ Sp: βp/αp = N or not. We call the first case the
multiplicative case. If the multiplicative cases occur, the weight k is forced to be 2 (unless we
consider multiple weights). If p is multiplicative for ρF , it is known by Carayol that

ρF |Dp
∼= (N ξ

0 1

) ⊗ η

for a finite order character η of Dp. Here ξ : Dp → K(1) is a inhomogeneous 1-cocycle given by
ξ(σ) = lim←−n

( pn√q
p
)σ−1 for an non-unit qp ∈ F×

p ∩Op. We call the number qp ∈ F×
p the Tate period of

ρF at p. We order multiplicative prime factors (for ρF ) of p as p1, . . . , pb and other non-multiplicative
prime factors of p as pb+1, . . . , pg; so, ρF |Dpj

is potentially Barsotti-Tate if j > b (in the sense that,
after finite extension, it is the Galois representation of the Tate module of a Barsotti-Tate group).

Here is a theorem:

Theorem 0.4. Let Qi = NFpi
/Qp

(qpi) for i ≤ b and m be a odd positive integer. If Conjecture 0.3
holds true for two positive integers n = n1 and n2 with m − 2 ≤ n1 ≤ m − 1 and m ≤ n2 ≤ m + 1,
then we have

L(IndQ
F adm(ρF )) =

(
b∏

i=1

logp(Qi)
ordp(Qi)

)
L(m)

for the constant L(m) ∈ K× defined in Definition 2.1. We have L(m) = 1 if b = g, and the value
L(1) when b < g is given by

L(1) = det
(

∂δpi ,1([p, Fpi])
∂Tj

)
i>b,j>b

∣∣∣
T1=T2=···=Tg=0

∏
i>b

logp(γpi )
[Fpi : Qp]αpi([p, Fpi])

for the local Artin symbol [p, Fpi], where Tj = X1,pj and we regard γpi as an element of Z×
p by the

cyclotomic character N to have logp(γpi ) ∈ Qp.

This theorem is proven in [H07b] in a far more general setting. In this note, though the definitions
and the results will be stated in full generality, we will give the proof (often) under the following
three simplifying assumptions:
(H1) k ≥ 2 is a parallel weight;
(H2) p totally splits in F/Q;
(H3) ρF is unramified outside p and ∞.

Here are some examples showing usefulness of this theorem: Take a totally imaginary quadratic
extension M/F in which all prime factors p|p in F splits as PP. Write OM for the integer ring of
M . Take a set Σp = {P|p} so that Σp � Σp is the set of all prime factors of p in M . Write h for
the class number of M and choose �(P) ∈ M so that Ph = (�(P)) for P ∈ Σp. For any Galois
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character ψ : Gal(Q/M ) → W× of M with ψ(σ) �= ψc(σ) for ψc(σ) = ψ(cσc−1) and a complex
conjugation c ∈ Gal(Q/F ), we have Ad(IndF

M ψ) = χ ⊕ IndF
M ψ1−c for χ =

(
M/F

·
)
, and we can

easily show L(χ) = L(Ad(IndF
M ψ)). The arithmetic p-adic L-function Larith

p (s, χ) for χ =
(

M/F
·

)
constructed à la Iwasawa has an exceptional zero of order ≥ e for e = |Σp|. Since we can compute
explicitely the universal deformation ρ of ρ = IndF

M ψ, we get from the theorem

Corollary 0.5. We have L(IndQ
F χ) = (−1)e

det(logp(NP′ (�(P)(1−c))))
P,P′∈Σp∏

P∈Σp
h·f(P) , where NP is the local

norm NMP/Qp
and f(P) is the residual degree dimFp(OM/P).

A proof of this is given in [HMI] Corollary 5.39, though there are two small errors in the formula
of [HMI] Corollary 5.39 and we need to add (−1)e in front and divide by the value there by f(P).
The above value is the corrected one. We will revisit briefly the proof of this corollary in Section 3
and correct the errors.

If E/F is an elliptic curve with split multiplicative reduction at a prime factor p|p, we write
E/Fp

(F p) ∼= F
×
p /qZ

p with the Tate period qp ∈ F×
p . Then we have directly from the theorem the

following

Corollary 0.6. Let E/F be an elliptic curve over F without complex multiplication. Assume that the
field F (E[p]) of rationality of the p-torsion points of E is nonsoluble over F and that p is unramified
in F/Q. Then Conjecture 0.3 holds true, and the L-invariant formula for L(IndQ

F ad1(ρE )) in
Theorem 0.4 is valid. In particular, if E is multiplicative at all p-adic places of F , then the L-
invariant L(IndQ

F ad1(ρE )) is given by
∏

p

logp(Np(qp))

ordp(Np(qp)) , where Np is the local norm NFp/Qp
.

It is a celebrated theorem of Serre that Gal(F (E[p])/F ) is full (that is, Gal(F (E[p])/F ) ∼=
GL2(Fp)) for almost all primes p; so, the L-invariant formula in the corollary is valid for almost all
ordinary p. Though this corollary treats the adjoint square Ad(ρE ) = ad1(ρE), the expression of
the L-invariant is exactly the same as the analytic one Lan(E) for Lan

p (s, E) proven by Greenberg-
Stevens when F = Q (Mok [M] has generalized the method of Greenberg–Stevens for Lan

p (s, E) for
E over some totally real fields F ). An analytic version (for F = Q) of this corollary is given in [Ci].
This corollary will be proven in Section 3 reducing it to the potentially modularity theorem of E
(proven by Taylor) and Fujiwara’s R = T theorem [Fu1], and a similar result is stated in [H08a] and
[H08b].

1. Galois deformation and L-invariant
Assuming the three simplifying assumptions (H1–3), we recall briefly a version (given in [HMI]

Definition 3.85) of Greenberg’s formula of the L–invariant for V := adm(ρF ) for odd m (if m is even,
adm(ρF ) is not critical at s = 1). This definition is equivalent to the one in [G] if we apply it to IndQ

F V
as proved in [HMI]. Under the vanishing SelF (adm(ρF )) = 0 (which follows from Conjecture 0.3
for n = m), Greenberg found a unique subspace H ⊂ H1(Q, IndQ

F adm(ρF )) of dimension g. By
Shapiro’s lemma, we have H1(Q, IndQ

F adm(ρF )) ∼= H1(F, adm(ρF )), and one can give a definition of
the image HF of H in H1(F, adm(ρF )) without reference to the induction IndQ

F adm(ρF ) as we recall
the precise definition later in 1.2. The space HF is represented by cocycles c : Gal(F/F ) → adm(ρF )
such that

(1) c is unramified outside p;
(2) c|Dp at each p|p has values in F−

p adm(ρF ).

Here F−
p adm(ρF ) = F0

p adm(ρF ), F+
p adm(ρF ) = F1

p adm(ρF ), and Fjadm(ρF ) is the decreasing

filtration on adm(ρF ) such that an open subgroup of Ip acts by N j on Fj
padm(ρF )

Fj+1
p adm(ρF )

.
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Let Q∞/Q be the cyclotomic Zp-extension, and write F∞/F for the composite of F and Q∞. By
the condition (2), (c|Dp′ mod F+

p′adm(ρF )) with a prime p′|p may be regarded as a homomorphism
a : Dp′ → K because F−

p′adm(ρF )/F+
p′adm(ρF ) is isomorphic to the trivial Dp′ -module K. Since

Fp = Qp, a becomes unramified everywhere over the cyclotomic Zp-extension F∞/F . In other words,
the cohomology class [c] is in SelF∞(adm(ρF )) but not in SelF (adm(ρF )), and we have

HF
∼= Selcyc

F (adm(ρF )) := Res−1(SelF∞(adm(ρF )))

for the restriction map Res : H1(F, adm(ρF )) → H1(F∞, adm(ρF )) (see the definition of various
Selmer groups given in the following section).

Take a basis {cp}p|p of HF over K. Write ap : Dp′ → K for cp mod F+
p′adm(ρF ) regarded as a

homomorphism (identifying F−
p adm(ρF )/F+

p adm(ρF ) with the trivial Dp-module K). We now have
two g × g matrices (g = |Sp|) with coefficients in K:

Am =
(
api ([p, Fpj ])

)
i,j

and Bm =
(
logp(γpi )

−1api([γpj , Fpj ])
)
i,j

.

As we will see in (1.7) (because we have B =
∏

0<m≤n,M :odd Bm by Lemma 1.1 for B in (1.7)),
Conjecture 0.3 for ρF,n with n = m or n = m + 1 implies that Bm is invertible. Then Greenberg’s
L-invariant is defined by

(1.1) L(IndQ
F adm(ρF )) = det(AmB−1

m ).

The determinant det(AmB−1
m ) is independent of the choice of the basis {cp}p.

1.1. Greenberg’s Selmer Groups. We recall the definition of Selmer groups. Let S be a finite
set of primes of F . Write F (S)/F for the maximal extension unramified outside S, p and ∞. Put
G = Gal(F (S)/F ) and GM = Gal(F (S)/M ). Let V be a potentially ordinary representation of G

on a K-vector space V . Thus V has decreasing filtration F i
pV stable under Gal(Fp/Fp) such that

an open subgroup of Ip (for each prime factor p|p) acts on F i
pV/F i+1

p V by the i-th power N i of the
p-adic cyclotomic character N . We fix a W -lattice T in V stable under G.

Write D = Dp ⊂ G for the decomposition group of each prime factor p|p. Put F+
p V = F1

p V and
F−

p V = F0
pV . Writing F•

p T = T ∩F•
p V and F•

p V/T = F•
p V/F•

pT , we have a 3-step filtration stable
under Dp for A = V , T or V/T :

(ord) A ⊃ F−
p A ⊃ F+

p A ⊃ {0}.
Its dual V ∗(1) = HomK(V, K(1)) again satisfies (ord).

Let M/F be a subfield of F (S), and put GM = Gal(F (S)/M ). We write p for a prime of M over
p and q for general primes outside p of M . We write Ip and Iq for the inertia subgroup in GM at p
and q, respectively. We put

Lp(A) = Ker(Res : H1(Mp, A) → H1(Ip,
A

F+
p (A)

)),

and
Lq(A) = Ker(Res : H1(Mq, A) → H1(Iq, A)).

Then we define the Selmer submodule in H1(M, A) (for A = V, V/T ) by

(1.2) SelM (A) = Ker

(
H1(GM , A) →

∏
q

H1(Mq, A)
Lq(A)

)×
∏
p

H1(Mp, A)
Lp(A)

)
.

The classical Selmer group of V is given by SelM (V/T ), equipped with the discrete topology. We
define the “minus”, the “locally cyclotomic” and the “strict” Selmer groups Sel−M (A), Selcyc

M (A) and
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Selst
M (A), respectively, replacing Lp(A) by

L−
p (A) =Ker(Res : H1(Mp, V ) → H1(Ip, V/F−

p (A))) ⊃ Lp(A)

Lcyc
p (A) =Ker(Res : L−

p (A) → H1(Ip,∞, V/F+
p (A))) ⊂ L−

p (A)

Lst
p (A) =Ker(Res : L−

p (A) → H1(Mp, V/F+
p (A))) ⊂ Lp(A),

where Ip,∞ is the inertia group of Gal(Mp/Mp[μp∞ ]). Then we have

Selcyc
F (A) = Res−1

F∞/F (SelF∞(A)).

Under the simplifying assumption (H2), Selcyc
F (A) = Sel−F (A). It is easy to verify that the above

Selmer groups do not depend on the choice of S as long as S contains all the ramification primes of
V . We assume that ρF,n is unramified outside p and ∞; so, S = {p}.
Lemma 1.1. We have

Selcyc
F (Ad(ρn,0)) ∼=

⊕
0<m≤n,m:odd

Selcyc
F (adm(ρF )) ∼= HomK(mn/m2

n, K),

where mn is the maximal ideal of Rn. If n is odd and Conjecture 0.3 holds either for n or for n+ 1,
we have SelF (adm(ρF )) = 0 for all odd m with 0 < m ≤ n and dimK Selcyc

F (adm(ρF )) = g for all
odd 0 < m ≤ n.

Proof. We repeat the proof in [H07b] assuming the conditions (H1–3). Let V = Ad(ρF,n). Then we
have the filtration:

V ⊃ F−
p V ⊃ F+

p V ⊃ {0},
where taking a basis so that the semi-simplification of ρF,n|Dp is diagonal with the diagonal char-
acters βn

p , βn−1
p αp, . . . , α

n
p in this order from top to bottom, F−

p V is made up of upper triangular
matrices and F+

p V is made up of upper nilpotent matrices, and on F−
p V/F+

p V , Dp acts trivially
(getting eigenvalue 1 for Frobp). We consider the space DerK (Rn, K) of continuous K-derivations.
Let K[ε] = K[t]/(t2) for the dual number ε = (t mod t2). Then writing each K-algebra homo-
morphism φ : Rn → K[ε] as φ(r) = φ0(r) + ∂φ(r)ε and sending φ to ∂φ ∈ DerK (Rn, K), we have
HomK-alg(Rn, K[ε]) ∼= DerK (Rn, K) = HomK(mn/m2

n, K). By the universality of (Rn, ρn), we have

HomK-alg(Rn, K[ε]) ∼= {ρ : Gal(F/F ) → Gn(K[ε])|ρ satisfies (K1–4)}
≈

by HomK-alg(Rn, K[ε]) � φ �→ ρφ = φ ◦ ρn = ρF,n + ε∂φρn. Pick ρ = ρφ as above. Write
ρ(σ) = ρF,n(σ) + ρ1(σ)ε with ρ1(σ) = ∂ρ

∂t = ∂φρn(σ). Then cρ = (∂φρn)ρ
−1
F,n can be easily checked

to be an inhomogeneous 1-cocycle having values in Mn+1(K) ⊃ V . Here σ ∈ Gal(F/F ) acts on
x ∈ Mn+1(K) by x �→ ρF,n(σ)xρF,n(σ)−1.

Since ν ◦ ρ = ν ◦ ρF,n by (K3), we have det(ρ) = det(ρF,n), which implies Tr(cρ) = 0; so, cρ has
values in sln+1(K). For X ∈ GLn+1(Rn) with tXJnX = Jn, write X = (X mod mn) ∈ GLn+1(K).
Since tρnJnρn = det(ρ0)nJn = tρF,nJnρF,n, we have tρ−1

F,n
tρnJnρnρ−1

n.0 = Jn. Let X = ρnρ−1
F,n.

Differentiating the identity: tXJnX = Jn by ∂ ∈ DerK (Rn, K), we have

(t∂XJn)X + tX(Jn∂X) = 0 ⇔ t(∂X · X−1
)Jn + Jn(∂X ·X−1

) = 0,

which is equivalent to cρ(σ) ∈ sn(K) = V . By the reducibility conditions in (K2), [cρ] vanishes in
H1(Mp,V )

L−
p (V )

. Since Fp = Qp, (cρ mod F+
p V ) is unramified at p over F∞. Thus the cohomology class

[cρ] of cρ is in Selcyc
F (V ). We see easily that ρ ≈ ρ′ ⇔ [cρ] = [cρ′ ].

We argue in a reverse way starting with a cocycle c giving an element of Selcyc
F (V ) to construct

a deformation ρc = ρF,n + ε(cρF,n) with values in Gn(K[ε]); thus,

{ρ : Gal(F/F )→ Gn(K[ε])|ρ satisfies the condtions (K1–4)}
≈

∼= Selcyc
F (V ).
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Recall that the isomorphism DerK (Rn, K) ∼= Selcyc
F (V ) is given by

DerK (Rn, K) � ∂ �→ [c∂] ∈ Selcyc
F (V )

for the cocycle c∂ = cρ = (∂ρn)ρ
−1
F,n, where ρ = ρF,n + ε(∂ρn).

Since the algebra structure of Rn over W [[Xj,p]]p|p is given by δj,p(β
n−j
p αj

p)−1 and δn−j,pδj,p =
det(ρF )n, the K-derivation ∂ = ∂φ : Rn → K corresponding to a K[ε]-deformation ρ is a W [[Xj,p]]-
derivation for j ∈ I if and only if ∂ρn|Ip is upper nilpotent, which is equivalent to [c∂] ∈ SelF (V ).
Since V ∼= ⊕

0<m≤n,m:odd adm(ρF ) as global Galois modules, we have

SelF (V ) ∼=
⊕

0<m≤n,m:odd

SelF (adm(ρF )).

Assume n to be odd. Let n′ be either n or n + 1. Suppose Conjecture 0.3 for n′. Thus we have
SelF (Ad(ρF,n′)) ∼= DerW [[Xi,p ]]i∈I,p|p(Rn′, K) = 0 by Conjecture 0.3 for n′. By SelF (Ad(ρF,n′)) ∼=⊕

0<m≤n′,m:odd SelF (adm(ρF )), we conclude SelF (adm(ρF )) = 0 for all odd positive m ≤ n. Then
as seen in [G] (see below (1.4) and Lemma 1.4), the vanishing SelF (adm(ρF )) = 0 implies

dimK Selcyc
F (adm(ρF )) = dimK HF = g.

�

Question 1.2. It is curious that we have a canonical isomorphism mn/m2
n

∼= mn+1/m2
n+1 by

Lemma 1.1 for any given odd n. A natural question is if this isomorphism extends to a canoni-
cal isomorphism Rn

∼= Rn+1.

Write V for either the representation space of adm(ρF ) or that of Ad(ρF,n). For each prime
q ∈ S ∪ {p|p}, we put

(1.3) Lq(V ) =

⎧⎨⎩Ker(H1(Fj , V ) → H1(Fj,
V

F+
pj

(V )
)) ⊂ Lpj (V ) if q = pj with j ≤ b,

Lq(V ) otherwise

Once Lq(V ) is defined, put Lq(V ∗(1)) = Lq(V )⊥ under the local Tate duality between H1(Fq, V ) and
H1(Fq, V

∗(1)), where V ∗(1) = HomK(V, Qp(1)) as Galois modules. Then define the balanced Selmer
group SelF (V ) (resp. SelF (V ∗(1))) by the same formula as in (1.2) replacing Lp(V ) (resp. Lp(V ∗(1)))
by Lp(V ) (resp. Lp(V ∗(1))). By definition, SelF (V ) ⊂ SelF (V ). Often we have Lp(V ) = Lp(V ) and
hence SelF (V ) = SelF (V ). The fact Lpj (V ) = Lpj (V ) for V = adm(ρF ) and Ad(ρF,n) follows from
the following F -version of the argument in [G] page 160:

Lemma 1.3. Let V = Ad(ρF,n) or adm(ρF ). Then we have Lp(V ) = Lp(V ).

For K-vector space V with Galois action as above, we have SelF (V ) = SelF (V ).

Proof. Since we have Lp(V ) = Lp(V ) by definition if p = pj with j > b; so, we may assume that
j ≤ b. Write H•(M ) for H•(Fp, M ) for Dp-modules M . We need to show the image Lp(V ) of
H1(F+

p V ) in H1(V ) is equal to Lp(V ) := Ker(r : H1(V ) → H1(Ip, V )) for V = V/F+V . We can
factor the map r as r = Res ◦ γ for γ : H1(V ) → H1(V ) and Res : H1(V ) → H1(Ip, V ). Since
Ker(γ) = Lp(V ), we need to show that Im(γ) ∩Ker(Res) = 0.

Writing Y = F−
p V/F2

p V and Y = F−
p V/F+

p V , we have exact sequences of Dp-modules: Y ↪→
V/F2

pV � V/F−
p V and Y ↪→ V � V/F−

p V . Since H0(V/F−
p V ) = 0, by the long exact sequences

of the above two short exact sequences, we find that the natural maps H1(Y ) → H1(V/F2
p V ) and

H1(Y ) → H1(V ) are injective. Identify H1(Y ) with its image in H1(V ). We have

Im(γ) ∩ H1(Y ) = Im(γ : H1(Y ) → H1(Y )) ⊂ H1(V ).
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In the proof of the same lemma given in my paper [H07b] as Lemma 1.4, there is a typographical
error in the statement of the above identity and the left-hand-side: “Im(γ) ∩ H1(Y )” is wrongly
written as “Im(γ)” in the proof (at page 15) of [H07b] Lemma 1.4.

By the inflation-restriction sequence (and by (H2)),

Ker(Res) = H1(Dp/Ip, V
Ip) = V

Ip
/(Frobp − 1)V

Ip ⊆ F−
p V/F+

p V.

Similarly

Ker(ResY : H1(Y ) → H1(Ip, Y )) = H1(Dp/Ip, Y
Ip)

= Y
Ip

/(Frobp − 1)Y
Ip ⊆ F−

p Y/F+
p Y = F−

p V/F+
p V.

Thus inside H1(V ), Ker(Res) = Ker(ResY ) ⊂ H1(Y ). We may replace V by Y in our argument,
and we shall show that

Im(γ : H1(Y ) → H1(Y )) ∩Ker(Res : H1(Y ) → H1(Ip, Y )) = 0.

Write t(p) for dimF−
p V/F+

p V (thus, t(p) = 1 or �n+1
2 � according as V = adm(ρF ) or Ad(ρF,n)).

We have the long exact sequence attached to the short one F+
p Y ↪→ Y � Y :

0 → Y = H0(Y ) → H1(F+
p Y ) → H1(Y ) γ−→ H1(Y ) → H2(F+

p Y ) → H2(Y ) = 0.

By the non-splitting of the short sequence, H0(Y ) injects into H1(F+
p Y ). By the local Tate duality,

dimK H2(Y ) = dimK H0(HomK(Y, K(1))) = 0 and dimK H2(F+
p Y ) = t(p).

This shows that dimK H1(Y ) = 2t(p)d and dimK Im(γ) = t(p)d for d = [Fp, Qp] (d = 1 by (H2)),
because by Kummer’s theory, assuming d = 1 for simplicity,

H1(K(1)) = K ⊗Zp lim←−
n

F×
p /(F×

p )p
n ∼= K2

and H1(K) ∼= Hom((Fp)×, K) ∼= K2. By the inflation-restriction sequence, we have

Lp(Y ) := Ker(H1(Y ) → H1(Ip, Y )) ∼= H1(Dp/Ip, Y
Ip ) ∼= Y .

Thus dimLp(Y ) + dimIm(γ) = dimH1(Ip, Y ). Thus we need to show Lp(Y ) + Im(γ) = H1(Ip, Y ).
By the local Tate duality, noting Y ∗(1) ∼= Y , this statement is equivalent to

Ker(δ : H1(F+
p Y ) → H1(Y )) ∩ Lp(Y )⊥ = 0.

Here Lp(Y )⊥ = H1
fl(F+

p Y ) = Y ⊗Zp lim←−n
O×

p /(O×
p )p

n ⊂ H1(Y (1)), because Y
∗
(1) = Y (1) =

K(1)t(p). Since Ker(δ) gives rise to the subspace spanned by extension class of K(1)t(p) = F+
p Y ↪→

Y � Y ∼= Kt(p), as already noted, it is given by the cocycles in ξq ⊗ Y for the Tate period q of
ρF |Dp at p = pj. Let us recall ξq: ξq(σ) = lim←−n

( pn√q)σ−1 which has values in Zp(1) ⊂ K(1) and is a
inhomogeneous 1-cocycle (see [H08a] Section 4). In particular, (Y ⊗ ξq) ∩ H1

fl(F+
p Y ) is given by

(q ⊗ Y ) ∩ (Y ⊗Zp lim←−
n

O×
p /(O×

p )
pn

)

inside Y ⊗Zp lim←−n
F×

p /(F×
p )p

n

, which is trivial (because q is a nonunit). �

Lemma 1.4. Let V be Ad(ρF,n) or adm(ρF ). If V is critical at s = 1,

(V) SelF (V ) = 0 ⇒ H1(G, V ) ∼=
∏
q∈S

H1(Fq, V )
Lq(V )

×
∏
p|p

H1(Fp, V )
Lp(V )

.
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Proof. Since SelF (V ) ⊂ SelF (V ), the assumption implies SelF (V ) = 0. Then the Poitou-Tate exact
sequence tells us the exactness of the following sequence:

SelF (V ) → H1(G, V ) →
∏

l∈S�{p|p}

H1(Fl, V )
Ll(V )

→ SelF (V ∗(1))∗.

It is an old theorem of Greenberg (which assumes criticality at s = 1) that

dimSelF (V ) = dimSelF (V ∗(1))∗

(see [G] Proposition 2 or [HMI] Proposition 3.82); so, we have the assertion (V). In [HMI], Propo-
sition 3.82 is formulated in terms of SelQ(Ind

Q
F V ) and SelQ(Ind

Q
F V ∗(1)) defined in [HMI] (3.4.11),

but this does not matter because we can easily verify SelQ(IndQ
F ?) ∼= SelF (?) by Shapiro’s lemma

(similarly to [HMI] Corollary 3.81). �

1.2. Greenberg’s L–invariant. Let V = Ad(ρn,F ) and adm(ρF ), and assume (H2–3). Here is
Greenberg’s definition of L(V ): The long exact sequence of F−

p V/F+
p V ↪→ V/F+

p V � V/F−
p V gives

a homomorphism, noting Fp = Qp,

H1(Fp,F−
p V/F+

p V ) = Hom(Gab
Qp

,F−
p V/F+

p V )
ιp−→ H1(Fp, V )/Lp(V ).

Note that
Hom(Gab

Qp
,F−

p V/F+
p V ) ∼= (F−

p V/F+
p V )2 ∼= K2

canonically by φ �→ (φ([γp ,Fp])
logp(γp) , φ([p, Fp])). Here [x, Fp] = [x, Qp] is the local Artin symbol (suitably

normalized). Since

Lp(F−
p V/F+

p V ) = Ker(H1(Fp,F−
p V/F+

p V ) Res−−→ H1(Ip,F−
p V/F+

p V )),

the image of ιp is isomorphic to F−
p V/F+

p V ∼= K. By (V), we have a unique subspace HF of
H1(G, V ) projecting down onto ∏

p

Im(ιp) ↪→
∏
p

H1(Fp, V )
Lp(V )

.

Thus

(1.4) HF =
∏
p|p

HF,p with HF,p
∼= Im(ιp).

Then by the restriction, HF gives rise to a subspace L of∏
p

Hom(Gab
Fp

,F−
p V/F+

p V ) ∼=
∏
p

(F−
p V/F+

p V )2

isomorphic to
∏

p(F−
p V/F+

p V ). If a cocycle c representing an element in HF is unramified, it gives
rise to an element in SelF (V ). By the vanishing of SelF (V ) (Lemma 1.1), this implies c = 0; so, the

projection of L to the first factor
∏

p

F−
p V

F+
p V

(via φ �→ (φ([γp, Fp])/ logp(γp))p) is surjective. Thus this
subspace L is a graph of a K–linear map

(1.5) L :
∏
p

F−
p V/F+

p V →
∏
p

F−
p V/F+

p V.

We then define L(V ) := det(L) ∈ K.
Fix n, and consider (R, ρ) = (Rn, ρn). Suppose Conjecture 0.3: Rn

∼= K[[Xi,p]]i∈I,p|p. Let

(1.6) J := det
(

∂δi,p([p, Fp])
∂Xi′,p′

)
p,p′,i,i′∈I

,
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and put JA = ϕ(J ) for any algebra homomorphism ϕ : R → A. The following result is a general-
ization of [HMI] Theorem 3.73:

Theorem 1.5. Assume Conjecture 0.3 for a positive integer n and (H2–3). If P is the maximal
ideal of Rn, we have

L(IndQ
F Ad(ρF,n)) = JR/P

⎛⎝ ∏
p|p,j∈I

(βn−j
p αj

p)([p, Fp])

⎞⎠−1 (∏
p

logp(γp)

)�(n+1)/2�

.

In particular, L(IndQ
F Ad(ρF,n))(

∏
p logp(γp))−�(n+1)/2� = JR/P up to units in W .

Proof. Let ∂i,p = ∂
∂Xi,p

∣∣
X=0

∈ DerK (R0, K) and V = Ad(ρF,n). The space HF in (1.4) is spanned
by {(∂i,pρ)ρ−1

F,n}i∈I by Lemma 1.1. Writing ρ|Dp upper triangular, F+
p V is made up of upper

nilpotent matrices in s(K) and F−
p V is made up of upper triangular matrices. Thus (∂i,pρ)ρ−1

F,n

mod F+
p V can be identified with diag[ci,j,p,p′]i,j∈I for ci,j,p,p′ = (∂i,pδj,p′)(βn−j

p αj
p)−1. Indeed by

(1.5) (and also (1.1)), we have L(IndQ
F V ) = det(A) det(B)−1 for

det(A) = det
(
(ci,j,p,p′([p, Fp]))p,p′,i,j∈I

)
= JR/P

⎛⎝ ∏
p|p,j∈I

(βn−j
p αj

p)([p, Fp])

⎞⎠−1

and B =
∏

p det
((

ci,j,p,p′(γp) logp(γp)−1)
)
p,p′,i,j∈I

)
. Since

δj,p(β
n−j
p αj

p)−1(γp) = 1+ Xj,p,

ci,j,p,p′(γp) = δi,jδp,p′ for Kronecker symbols δi,j and δp,p′ . Thus we conclude

(1.7) det(B) =

(∏
p

logp(γp)

)−�(n+1)/2�

as desired. �

If one restricts c ∈ HF to G∞ := Gal(F (S)/F∞), its ramification is exhausted by Γ = Gal(F∞/F )
(because of the definition of Selcyc

F (ρ2n,n) and HF ) giving rise to a class [c] ∈ SelF∞(V ). The
kernel of the restriction map: H1(G, V ) → H1(G∞, V ) is given by H1(Γ, H0(G∞, V )) = 0 because
H0(G∞, V ) = 0. Thus the image of HF in SelF∞(V/T ) gives rise to the order g exceptional
zero of Larith(s, adn(ρF )) at s = 1. We have reproved the first half of the following result in
[G] Proposition 1.

Proposition 1.6. Let m be an odd positive integer. Suppose Conjecture 0.3 for m or m + 1. Then
for the number g of prime factors of p in F , we have

ords=1 Larith
p (s, adm(ρF )) ≥ g.

Further, we have L(IndQ
F adm(ρF )) = 0 ⇐⇒ ords=1 Larith

p (s, adm(ρF )) > g.

The last assertion follows from [G] Proposition 3.

2. Factorization of L-invariant
We continue to assume (H2–3) in the proofs given in this section. We recall the factorization

(given in [H07b]) of L(IndQ
F adm(ρF )) for odd m into the product of local invariants over potentially

multiplicative places and the global invariant from the contribution of the potentially crystalline
part. This potentially crystalline part gives L(m) for L(IndQ

F adm(ρF )) in Theorem 0.4.
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2.1. Factorization. We keep notation introduced in the previous section; so, V is either adm(ρF )
or Ad(ρn,0).

Proposition 2.1. Let V be either adm(ρF ) with odd m ≥ 1 or Ad(ρF,n). Suppose b > 0, and fix an
index k with 1 ≤ k ≤ b. Let a ∈ ∏g

i=1 Hom(Dpi ,F−
pi

V/F+
pi

V ) be induced by c ∈ HF,pk (so, c ∈ HF

restricts down trivially to H1(Fpi
,V )

Lpi
(V )

for all i �= k). Then we have a(γpi ) = 0 for all i �= k and

a([p, Fpk′ ]) = 0 for all k′ �= k with k′ ≤ b.

Proof. If i > b, Lpi (V ) is made of classes of cocycles becoming unramified modulo those with values

in F+
pi

V ; so, even if c|Dpi
vanishes in H1(Fpi

,V )

Lpi
(V ) (that is, c|Dpi

∈ Lpi (V )), we cannot pull out much
information on the value a([p, Fpi]) because of the ambiguity modulo unramified cocycles with values
in F−

pi
V/F+

pi
V . Anyway, a(γpi ) = 0 because γpi ∈ Ipi .

For i ≤ b with i �= k, by Lemma 1.3, Lpi(V ) is made of cocycles of Dpi with values in F+
pi

V , and
the condition that c|Dpi

∈ Lpi (V ) implies the vanishing of a(σ) = c(σ) mod F+
pi

V for all σ ∈ Dpi .
This shows the assertion. �

By the above proposition, we get immediately the following fact.

Corollary 2.2. Let the notation be as in Proposition 2.1. Then the linear endomorphism L in (1.5)
acting on

∏
p F−

p V/F+
p V preserves the following exact sequence:

0 →
∏
i>b

F−
pi

V/F+
pi

V →
∏
p

F−
p V/F+

p V →
∏
k≤b

F−
pk

V/F+
pk

V → 0,

and L acting on the quotient
∏

k≤b F−
pk

V/F+
pk

V sends F−
pk

V/F+
pk

V into itself for each k ≤ b.

Definition 2.1. Let V = adm(ρF ). Define L(m) by

det
(
L|∏

i>b F−
pi

V/F+
pi

V

)
∈ K.

Similarly, define Lk(adm(ρF )) for k ≤ b by the determinant of the linear operator induced by L on
F−

pk
V/F+

pk
V =

∏
p F−

p V/F+
p V/

∏
i
=k F−

pi
V/F+

pi
V .

Corollary 2.3. Let the notation be as above. Then we have

L(IndQ
F adm(ρF )) = L(m)

b∏
k=1

Lk(adm(ρF ))

for odd n ≥ 1.

2.2. Multiplicative L-invariant. We now relate Lk(adm(ρF )) to the p-adic logarithm of the tate
period of ρF if k ≤ b. Let ρn,m = Sym(ρF )⊗n ⊗ det(ρF )−m; so, adm(ρF ) = ρ2m,m. We start with

Lemma 2.4. Suppose that ρF |Dp
∼= (N ξq

0 1

)
for ξq(σ) = lim←−n

( pn√q)σ−1 with a nonunit q ∈ F×
p .

Then if 0 ≤ m ≤ n, we have F−
p ρn,m/F2

p ρn,m
∼= ρF as Dp-modules.

Proof. Write M (m) = M ⊗ Nm for a Dp-module M . Identify ρ0|Dp with
(N ξq

0 1

)
choosing a basis

(x, y) of ρ0. Then the matrix expression of ρF,n on Dp with respect the basis (xn, xn−1y, . . . , yn) is
given by ⎛⎜⎜⎝

Nn nNn−1ξq ∗ ··· ∗
0 Nn−1 (n−1)Nn−2ξq ··· ∗
...

...
. .. . ..

...
0 ··· 0 N ξq

0 ··· 0 0 1

⎞⎟⎟⎠ .
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Thus we get an extension K(m + 1) ↪→ Fm
p ρF,n/Fm+2

p ρF,n � K(m) of Dp-modules on which Dp

acts by
(

Nm+1 (m+1)Nmξq

0 Nm

)
. We have the following commutative diagram of exact rows:

K(1) ↪→−−−−→ Fm
p ρF,n

Fm+2
p ρF,n

⊗ det(ρ0)−m �−−−−→ K

‖
⏐⏐� �

⏐⏐� ⏐⏐�‖

K(1) −−−−→
↪→

F−
p ρn,m

F2
pρn,m

−−−−→� K,

because
(

m+1 0
0 1

)−1 (N (m+1)ξq

0 1

) (
m+1 0

0 1

) ∼= (N ξq

0 1

)
. This proves the desired assertion. �

Here is the first main result:

Theorem 2.5. Suppose Conjecture 0.3 for n. Then we have Lk(Ad(ρF,n)) =
(

logp(Qk)

ordp(Qk)

)�(n+1)/2�

for k ≤ b, where Qk = NFpk
/Qp

(qk) for the Tate period qk of ρF at pk.

Proof. Fix k ≤ b, and write p = pk. Since Ad(Sym⊗n(ρ0 ⊗ η)) ∼= Ad(ρF,n), by twisting ρF by a

character, we may assume that ρF |Dpk

∼=
(

N ξqk
0 1

)
. In this proof, we assume (H1–2).

Write Xi = Xi,pj if i ∈ I. For � ∈ I, define M� be the ideal generated by Xi for i �= � (i, � ∈ I)
and X2

� . We fix a � with 0 ≤ � ≤ n, and write M for M� and K̃ = Rn/M ∼= K[ε] with ε2 = 0 by
X� �→ ε. Let ρ = (ρn mod M), and write δj for δj,p mod M. We consider the exact sequence of
K̃[Dp]-modules:

0 → Fj+1
p ρ

Fj+2
p ρ

→ Fj
pρ

Fj+2
p ρ

→ Fj
pρ

Fj+1
p ρ

→ 0.

Writing K̃(ψ) for the rank one free K̃-module on which Dp acts by a character ψ : Dp → K̃×, this
exact sequence gives the following exact sequence

0 → K̃(δj+1) → Fj
pρ

Fj+2
p ρ

→ K̃(δj) → 0.

Twisting by δ
−1

j+1N , we get another exact sequence of K̃[Dp]-modules:

0 → K̃(N ) → M → K̃(δjδ
−1

j+1N ) → 0.

By Lemma 2.4, this sequence gives the top row of the following commutative diagram of Dp-modules
with exact rows:

K̃(N ) ↪→−−−−→ M
�−−−−→ K̃(δjδ

−1

j+1N )

mod X�

⏐⏐� mod X�

⏐⏐� ⏐⏐� mod X�

K(N ) −−−−→
↪→ ρ0|Dpk

−−−−→� K.

By our assumption (H2): Fp = Qp, Dp = Dp = Gal(Qp/Qp), and by (2.3.4) of [GS1], this implies

∂δjδ
−1
j+1N

∂X�
([qk, Qp]) = 0.

In (2.3.4) of [GS1], the coefficient field of the Galois representation is assumed to be Qp, but the
argument proving the theorem works well for general coefficient fields K as easily checked. Since
N ([qk, Qp]) is a constant in Q×

p , we get

∂δjδ
−1
j+1

∂X�
([qk, Qp]) = 0
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which yields by the Leibnitz formula(
δ−1
j

∂δj

∂X�
− δ−1

j+1

∂δj+1

∂X�

)
([qk, Qp]) = 0,

where δj = (δj mod mn) = Nn−j. Since this holds for j = 0, 1, . . ., n, we get(
δ−1
0

∂δ0

∂X�
− δ−1

n

∂δn

∂X�

)
([qk, Qp]) = 0.

Since δ0δn = N on Gal(Qp/Qp) (Fp = Qp by (H2)), we have

δ−1
0

∂δ0

∂X�
= −δ−1

n

∂δn

∂X�
,

and hence
δ−1
n

∂δn

∂X�
([qk, Qp]) = 0.

This in turn yields

δ−1
j

∂δj

∂X�
([qk, Qp]) = 0

for all j = 0, 1, . . . , n.
Write qk = pau for a = ordp(qk) and u ∈ Z×

p . Then logp(u) = logp(qk), and we have

δi([qk, Qp]) ≡ δi([p, Qp])aδi([u, Qp]) ≡ δi([p, Qp])a(1 + Xi)− logp(u)/ logp(γpi
) mod M.

Differentiating this identity with respect to X�, we get from δi([p, Qp]) = Nn−i([p, Qp]) = 1

a
∂δ�

∂X�

∣∣∣
X=0

([p, Qp])−
logp(u)
logp(γk)

= 0 and a
∂δi

∂X�

∣∣∣
X=0

([p, Qp]) = 0 if i �= � (i, � ∈ I).

Since a �= 0, we have

∂δi

∂X�

∣∣∣
X=0

([p, Qp]) = 0 if i �= � (i, � ∈ I), and
∂δ�

∂X�

∣∣∣
X=0

([p, Qp]) logp(γpk ) =
logp(qk)
ordp(qk)

.

Since ∂ρn

∂X�

∣∣∣
X=0

ρ−1
F,n for odd � with 0 < � ≤ n gives a basis of the p-part of HF isomorphic to Im(ιp),

we find that Lk(Ad(ρF,n)) =
(

logp(qk)

ordp(qk)

)�(n+1)/2�
. Since we have

Selcyc
F (Ad(ρF,n)) ∼=

⊕
0<m≤n, m:odd

Selcyc
F (adm(ρF )),

we find

(2.1) Lk(Ad(ρF,n)) =
∏

0<m≤n, m:odd

Lk(adm(ρF )) =
(
logp(qk)
ordp(qk)

)�(n+1)/2�

as desired. �

2.3. Proof of Theorem 0.4. We now prove Theorem 0.4 (assuming (H1–2)). We note Ad(ρF,n2) ∼=
Ad(ρF,n1) ⊕ adm(ρF ). Thus by definition, we have Lk(Ad(ρF,n2)) = Lk(Ad(ρF,n1))Lk(adm(ρF )).
Then by Theorem 2.5, if logp(qk) �= 0 we have

Lk(adm(ρF )) =
Lk(Ad(ρF,n2))
Lk(Ad(ρF,n2))

=

(
logp(qk)

ordp(qk)

)�(n2+1)/2�

(
logp(qk)

ordp(qk)

)�(n1+1)/2� =
logp(qk)
ordp(qk)

as desired. If logp(qk) = 0, the linear operator L|gr0(Ad(ρF,n2 )) induced by L in Definition 2.1 on the
quotient gr0(V ) := F−

pk
V/F+

pk
V =

∏
p F−

p V/F+
p V/

∏
i
=k F−

pi
V/F+

pi
V for V = Ad(ρF,n2) has only
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eigenvalue 0. Since adm(ρF ) is a factor of Ad(ρF,n2), the corresponding operator L|gr0(adm(ρF )) on
the 0-th graded piece gr0(adm(ρF )) := F−

pk
adm(ρF )/F+

pk
adm(ρF ) is induced by L|gr0(Ad(ρF,n2 )); so,

it has unique eigenvalue 0, and hence Lk(adm(ρF )) = 0 = logp(qk)

ordp(qk) . Then the desired formula in the
theorem follows from the definition of L(m) in Definition 2.1. �

3. Proof of Conjecture 0.3 under potential modularity

We first prove Conjecture 0.3 for ρF if it is valid for the restriction ρL of ρF to Gal(F/L) for
a totally real finite Galois extension L/F . Then by a result of Taylor, we show that this potential
version of the conjecture holds under mild assumptions, which proves Corollary 0.6. In this section,
we do not assume (H1–3).

3.1. Potential version implies Conjecture 0.3. Let Sp,L be the set of prime factors of p in L
for a number field L.

Proposition 3.1. Let (RL, ρL) be the universal couple for ρL,n for a totally real extension L/F .
If there exists a finite totally real Galois extension L/F such that RL

∼= K[[Xi,P]]i∈I,P∈Sp,L for the
variable Xi,P specified in Conjecture 0.3, then Conjecture 0.3 holds for ρF,n and F .

Proof. By assumption, we have RL
∼= K[[Xi,P]]i∈I,P∈Sp,L . For σ ∈ Gal(L/F ), we take a lift

σ̃ ∈ Gal(F/L) inducing σ on L, for any deformation ρ of ρL with values in A, regarding ρF as
having values in G(A) through the K-algebra structure K ↪→ A, we can define

ρσ(g) = ρF,n(σ̃)−1ρ(σ̃gσ̃−1)ρF,n(σ̃).

The isomorphism class of ρσ is determined independently of the choice of the lift σ̃ and depends
only on σ. Since ρL extends to ρF : Gal(F/F ) → G(W ), ρσ

L,n = ρL,n, for ρL = ρ|Gal(F /L),
ρσ

L is another deformation of ρL,n over Gal(F/L) satisfying (K1–4). Thus we have a unique ring
automorphism [σ] ∈ Aut(RL) such that ρσ

L ≈ [σ]◦ρL. In this way, Δ := Gal(L/F ) acts on RL. Since
δσ

i,P(g) = δi,P(σ̃gσ̃−1) coincides with δi,Pσ , we have [σ](Xi,P) = Xi,Pσ . Note that H2(Δ, K) = 0
(because Δ is finite and K is uniquely divisible). Then by the K-deformation version of Theorem 5.42
in [MFG], we have RF

∼= RL/
∑

σ∈Δ RL([σ]− 1)RL, where
∑

σ∈Δ RL([σ]− 1)RL is the ideal of RL

generated by [σ](r)− r for all r ∈ RL. Then it is clear that RF
∼= K[[Xi,p]]i∈I,p∈Sp as desired. �

3.2. Proof of Corollary 0.6. We first state a general proposition and then prove the corollary
reducing it to a special case of the proposition.

Let ρF = ρF mod mW having values in GL2(F) for the residue field F of W . We consider the
following conditions:
(NS) Im(ρF ) is a non-soluble subgroup in GL2(F);
(DS) the semi-simplification of ρF restricted to Dp is non-scalar.

We now give a sketch of a proof of Conjecture 0.3 for n = 1 under these two conditions:

Proposition 3.2. Suppose (NS). Then we have R1
∼= K[[X1,p]]p|p as in Conjecture 0.3 for n = 1.

This proposition implies Corollary 0.6 because for elliptic curve with ordinary reduction (including
multiplicative one) at p, the two characters (αp, βp) is given by (1,N ) over the inertia group Ip which
are distinct modulo mW if p is unramified in F/Q and p is odd. The condition (NS) follows from
nonsolubility of the field of rationality of p-torsion points of the elliptic curve.

Proof. By the result of [Ta] and [Ta1], the Galois representation ρF is potentially modular in the sense
that there exists a totally real Galois extension L/F in which p totally split and ρL is associated to a
Hilbert cusp form of weight 2 and Im(ρL) is still nonsoluble (in particular, it is absolutely irreducible
over L[μp]). Actually, in the above paper of Taylor, details of the proof are given for F = Q, but we
can adjust his argument to prove the result for general F (see [V] Theorem 2.2). Since any p ∈ Sp

splits totally in L/F , (DS) is also valid over L if it holds over F . Assuming (DS) over F , by a result
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of Fujiwara (see [Fu1] and [HMI] Proposition 3.78) which requires absolute irreducibility of ρL[μp ]

and (DS) over DP for all P ∈ Sp,L, we have Conjecture 0.3 for ρL. The assumption (DS) of [Fu1] is
recently removed by [Ch] by considering framed deformation of upper triangular type. Thus we do
not need to assume (DS) over F now. Then by the above proposition, the desired result follows. �

Remark 3.1. Since the potential modularity for ρn is proven in [Ta2] under some assumptions, we
expect that the above argument (or a modified version) would prove Conjecture 0.3 for general n in
near future.

4. L-invariants of CM fields

This section is almost identical to Section 3 of [H07a]; however, we correct some minor errors
there coming from the factor [Fp : Qp] in Theorem 0.4 here missing from Theorem 0.4 in [H07a].
Since this factor does not matter under (H2), we do not assume (H1–3) in this section.

Let p be an odd prime. Let M/F be a totally imaginary quadratic extension of the base totally real
field F . We study the adjoint square Selmer group when the Galois representation is an induction
of a Galois character of GM := Gal(M (p)/M ). Put GF := Gal(M (p)/F ). For simplicity, we assume
that p > 2 totally splits in M/Q. We relate the Selmer group with a more classical Iwasawa module
of a quadratic extension of F , and from the torsion property of the Selmer group already proven,
we deduce some torsion property of such classical Iwasawa modules. In this section, our starting
deformation (the origin of Spec(R1)) is ρF = IndF

M λ for a p-adic Galois character λ of Gal(Q/M ).

4.1. CM Iwasawa modules. Let OM be the integer ring of M . We consider Z = lim←−n
ClM (pn)

for the ray class group ClM(pn) of M modulo pn. Let Δ be the maximal torsion subgroup of
Z, and put ΓM = Z/Δ, which has a natural action of Gal(M/F ). We split Z = Δ × ΓM . We
define Γ+ = H0(Gal(M/F ),ΓM ) and Γ− = ΓM/Γ+. Since p > 2, the action of Gal(M/F ) splits
the extension Γ+ ↪→ ΓM � Γ−, and we have a canonical decomposition ΓM = Γ+ × Γ−. Write
π− : Z → Γ−, π+ : ΓM → Γ+ and πΔ : Z → Δ for the three projections. Take a character
ϕ : Δ → Q

×
, and regard it as a character of Z through the projection: Z � Δ.

Let M∞ be the composite of all Zp-extensions of M . Then by class field theory, M∞ is the
subfield of the ray class filed of M modulo p∞ fixed by Δ. Let Q∞/Q be the cyclotomic Zp-
extension. Let M cyc∞ be the composite MQ∞/M . Define M−∞ (resp. M+∞) for the fixed subfield of
Γ− (resp. Γ+). Since M cyc∞ is abelian over F , we have M cyc∞ ⊂ M+∞ and a projection πcyc : Γ+ →
Gal(M cyc

∞ /M ) ⊂ 1 + pZp. The Leopoldt conjecture for F asserts that πcyc is an isomorphism; in
other words, M+

∞ = M cyc
∞ . The extension M−

∞/M is called the anticyclotomic tower over M . Thus
if the Leopoldt conjecture holds for F , M∞ is the composite of the cyclotomic Zp-extension M cyc∞
and the anticyclotomic Z

[F :Q]
p –extension M−

∞.

To introduce Iwasawa modules for the multiple Zp-extensions M ?
∞/M , we fix a CM type Σ, which

is a set of embeddings of M into Q such that IM = Σ �Σc for the generator c of Gal(M/F ). Over
C, an abelian variety with complex multiplication by M has C-points isomorphic to CΣ/Σ(a) for a
lattice a in M (see [ACM] 5.2), where Σ(a) = {(σ(a))σ∈Σ ∈ CΣ|a ∈ a}. By composing ip, we write
Σp for the set of p-adic places induced by ip ◦ σ for σ ∈ Σ. We assume
(spt) Σp ∩Σpc = ∅.

This is to guarantee the abelian variety of CM type Σ to have ordinary good reduction modulo p
(whose Galois representation is hence ordinary at all p|p).

Writing M (p∞) for the ray class field over M modulo p∞, we identify Z with Gal(M (p∞)/M )
via the Artin reciprocity law. Fix a character ϕ of Δ. We then define MΔ by the fixed field of Γ in
M (p∞); so, Gal(MΔ/M ) = Δ.

Since ϕ is a character of Δ, ϕ factors through Gal(M ?
∞MΔ/M ) for ? indicating one of +,−, cyc or

“nothing”. When nothing is attached, it refers to the object for the full multiple Zp-extension M∞.
Let L?

∞/M ?
∞MΔ be the maximal p–abelian extension unramified outside Σp. Each γ ∈ Gal(L∞/M )
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acts on the normal subgroup X? = Gal(L?∞/M ?∞MΔ) continuously by conjugation, and by the
commutativity of X?, this action factors through Gal(MΔM ?∞/M ). Then we look into the compact
p-profinite Γ?–module: X?[ϕ] = X? ⊗Zp [Δ],ϕ W , where Γ? = Gal(M ?

∞/M ). We study when X?[ϕ] is
a torsion Iwasawa module over Λ? = W [[Γ?]]. The module X?[ϕ] is generally expected to be torsion
of finite type over Λ? for the naturally defined multiple Zp-extensions M ?

∞.

The torsion property of Xcyc[ϕ] over Λcyc is classically known (e.g., [HT2] Theorem 1.2.2). This
implies

Theorem 4.1. The modules X[ϕ], X+[ϕ] and Xcyc[ϕ] are torsion modules over the corresponding
Iwasawa algebra Λ,Λ+ and Λcyc, respectively.

We refer this result to [HT2] Theorem 1.2.2 (which was originally due to R. Greenberg). We study
the anticyclotomic Iwasawa module X−[ϕ] over Λ− from our new view point of Galois deformation
theory. As is well known, X−[ϕ] is a Λ−-module of finite type, and under mild assumptions (including
anticyclotomy of ϕ), we will prove the torsion property of X−[ϕ] in Theorem 4.3.

The Σ-Leopoldt conjecture for abelian extensions of M is almost equivalent to the torsion property
of X−[ϕ] over Λ− for all possible ϕ (see [HT2] Theorem 1.2.2). Here, for an abelian extension L/M

with integer ring OL, the Σ-Leopoldt conjecture asserts the closure O×
L of O×

L in LΣ =
∏

p∈Σp
Lp

satisfies
dimQ(O×

L ⊗Z Q) = dimQp(O
×
L ⊗Zp Qp).

If X−[ϕ] is a torsion Λ−-module, we can think of the characteristic element F−(ϕ) ∈ Λ− of the mod-
ule X−[ϕ]. The anticyclotomic main conjecture (cf. [HT] Conjecture 2.2) predicts the identity (up
to units) of F−(ϕ) and the projection of (the ϕ-branch of) the Katz p-adic L-function (constructed
in [K] and [HT1]) under π−.

4.2. Anticyclotomic Iwasawa modules. A character ψ of Δ is said anticyclotomic if ψ(cσc−1) =
ψ−1(σ) for a complex conjugation c ∈ Gal(Q/F ). Fix an algebraic closure F of F . Regarding
ϕ as a Galois character, we define ϕ−(σ) = ϕ(cσc−1σ−1) for σ ∈ Gal(F/M ). Then ψ := ϕ− is
anticyclotomic. Conversely, for any anticyclotomic character ψ, we can find ϕ with ψ = ϕ− (e.g.,
[HMI] Lemma 5.31).

We define a Galois character ϕ̃ : GF → W [[Γ−]] by ϕ̃(σ) = ϕ(σ)(σ|M−∞)1/2, where (σ|M−∞)1/2

is the unique square root of (σ|M−∞) in Γ− and (σ|M−∞) ∈ Γ− is regarded as a group element in
Γ− ⊂ W [[Γ−]]. Note that ϕ̃−(σ) = ϕ̃(cσc−1σ−1) = ψ(σ)σ|M−∞ . Then we consider IndF

M (ϕ̃) :
Gal(F/F ) → GL2(W [[Γ−]]). We write αM/F for the quadratic character of Gal(F/F ) identifying
Gal(M/F ) with {±1}.
Lemma 4.2. We have

(1) det(IndF
M χ) = αM/F χ|F×

A

and Tr(IndF
M χ(Frobl)) =

∑
b⊂OM ,NM/F (b)=l χ(b) for a prime l

of F unramified for IndF
M χ, identifying a character χ of Gal(F/M ) with a character of

M×
A(∞) /M

× by the Artin symbol,
(2) Ad(IndF

M (ϕ̃)) ∼= αM/F ⊕ IndF
M (ϕ̃−) as GF -modules.

Since IndF
M (ϕ̃)|GM = ϕ̃ ⊕ ϕ̃c with ϕ̃c(σ) = ϕ̃(cσc−1), we define F+

p IndF
M ϕ̃ = ϕ̃ for p ∈ Σp.

In Section 1, we have already defined F±
p Ad(IndF

M ϕ̃) and the Selmer group SelF (Ad(IndF
M ϕ̃) ⊗Zp

(W [[Γ−]])∗). Since the image of F+
p (Ad(IndF

M ϕ̃)) in αM/F is trivial in the above decomposition
in Lemma 4.2 and the image of F+

p (Ad(IndF
M ϕ̃)) is given by F+

p (IndF
M (ϕ̃−)), we get (cf. [HMI]

Exercise 1.12 and Corollary 3.81)

SelF (Ad(IndF
M (ϕ̃) ⊗W [[Γ− ]] (W [[Γ−]])∗)

=SelF
(
αM/F ⊗Zp (W [[Γ−]])∗

) ⊕ SelF (IndF
M (ϕ̃−)⊗W [[Γ− ]] (W [[Γ−]])∗)

=Hom(Cl−M ⊗Z W [[Γ−]], Qp/Zp)⊕ SelM ((ϕ̃−)⊗W [[Γ− ]] W [[Γ−]]∗),
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where Cl−M is the quotient of CLM by the image of ClF (the order of Cl−M is equal to the order of
the αM/F -eigenspace of ClM up to a power of 2). By the definition of the Selmer group, we note
that

(4.1) SelM (ϕ̃− ⊗W [[Γ− ]] (W [[Γ−]])∗) ∼= Hom(X−[ϕ−], Qp/Zp),

which shows

Theorem 4.3. Let the notation be as above. Then we have

Sel∗F (Ad(IndF
M(ϕ̃))) ∼= (

Cl−M ⊗Z W [[Γ−]]
)⊕ X−[ϕ−]

as W [[Γ−]]-modules. Moreover X−[ϕ−] is a torsion W [[Γ−]]-module without exceptional zero if
ψ := ϕ− satisfies the following conditions:

(at1) The character ψ has order prime to p.
(at2) The local character ψP is non-trivial for all P ∈ Σp.
(at3) The restriction ψ∗ of ψ to Gal(F/M∗) for the composite M∗ of M and the unique quadratic

extension inside F [μp] is non-trivial.

This theorem is general enough to cover X−[ψ] for any anticyclotomic character ψ since such a
ψ can be written as ϕ− for a suitable choice of ϕ (e.g., [HMI] Lemma 5.31).

The first assertion follows from the argument given as above. The torsion property follows from
the theorem of Taylor–Wiles and Fujiwara and has been proven in [HMI] Theorem 5.33. The
condition (at2) is probably removable by the recent result in [Ch] but in this note, we do not work
it out.

4.3. The L-invariant of CM fields. Choose a character ϕ : GM → W× associated to an arith-
metic Hecke character of M so that ρF = IndF

M ϕ satisfies (DS). Since ϕ is a character of GM , it
is unramified outside p. Consider the universal couple (RF , �) deforming ρF = IndF

M ϕ mod mW

among W -deformations ρA into GL2(A) for proartinian W -algebras A with residue field W/mW

satisfying the following conditions

(W1) ρA factors through GF ;
(W2) ρA|Gal(Qp/Fp)

∼= ( ∗ ∗
0 αA,p

)
with αA,p ≡ αp mod mA and αA,pα

−1
p |Ip factoring through the

local cyclotomic Galois group Gal(Fp[μp∞ ]/Fp);
(W3) det(ρA) = det ρ;
(W4) ρA ≡ ρ mod mA,

We know RF
∼= T by Fujiwara (see [HMI] Theorem 3.59). Since dimSpf(W [[Γ−]]) = dimSpf(T),

Spf(W [[Γ−]]) gives an irreducible component of Spf(RF ). Write I = W [[Γ−]] simply. Let πI : T =
RF � I be the projection (which factors through πcyc). We would like to compute the L-invariant
of the component I. Thus we need to compute a(pp) = πI(U (pp)). The following fact follows from
the fact IndF

M φ|GM = φ ⊕ φc.

Lemma 4.4. Let the notation be as above. Then we have a(pp) = ϕ̃([p, MP]) for the prime factor
P ∈ Σc

p of p.

Define the character κ : Gal(F/M ) → (Λ−)× by κ(σ) = (σ|M−∞)1/2. Then ϕ̃ = λκ, and we write
κI = πI ◦ κ : Gal(F/M ) → I×. Then, κI restricted to the inertia group IP at P factors through
the projection: IP → Gal(Qp[μp∞ ]/Qp) ∼= Z×

p . Since the W [[ΓF ]]-algebra structure of I is induced
by the nearly ordinary character of IndF

M κI (restricted to the inertia group IP), for uP ∈ O×
M,P

(P ∈ Σc
p), we have

(4.2) κI([uP, MP]) = (1 + Xp)dp logp(Np(uP))/ logp(γp),
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where dp = [Fp : Qp], p = P ∩ O, Np : MP = Fp → Qp is the norm map and γp is the generator of
Γp := (1 + pZp) ∩Np(O×

p ). The factor dp in the right-hand-side is missing from [H07a] (3.2), which
comes from the fact that

[γp, Fp]|Qab
p

= [NFp/Qp
(γp), Qp] = [γp, Qp]dp

because γp is the image in Qp under N of the generator of the Galois group of the cyclotomic
Zp-extension of Fp. Choose an element �(P) ∈ M so that Ph = (�(P)) for each P ∈ Σc

p, where
h = |ClM | (the class number of M ). Then ph

P = uP�(P)e(p)
P with uP ∈ O×

M,P for the absolute
ramification index e(p) of p (which is the absolute ramification index of P also). Regarding κI

as a character of M×
A(∞)/M

× by class field theory, we have κI(�(P)) = 1 = κI(�(P)l) with the
l-component �(P)l ∈ M×

l for any prime l outside p, because κI(O×
l ) = 1 and �(P) ∈ M×. Then

we have
κI(ph

P) = κI(ph
P�(P)−e(p)) = κI(uP)

∏
P′|p,P′ 
=P

κI(�(P)−e(p)
P′ ),

where �(P)P′ is the P′-component of �(P) ∈ M× ⊂ M×
A . By (4.2), we get

κI(ph
P) = (1 + Xp)

dp logp(Np(�(P)e(p)cup))
logp(γp)

∏
P′∈Σc

p−{P}
(1 + Xp′ )

e(p)dp logp(N
p′ (�(P)c−1

P′ ))

logp(γp′ ) ,

where p′ = P′ ∩ O. Here logp is the Iwasawa p-adic logarithm defined over Q
×
p characterized by

logp(p) = 0. In particular, we have

logp(Np(uP)) = log(Np(ph
P�(P)−e(p)

P )) = −e(p) logp(Np(�(P)P)).

Thus we have

Lemma 4.5. Let the notation be as above. Then we have, for primes P′ ∈ Σp and p′ = P′ ∩ O,

∂κ(pP)
∂Xp′

=
logp(Np′ (�(P)(c−1)

P′ ))
h · f(p) logp(γp′ )

κ(pp)(1 + Xp′ )−1.

We have a(pp) = cpκ(pp) for a nonzero constant cp ∈ W×, because the nearly ordinary character
of IndF

M ϕ̃ is κ times a character of DP with values in W×. We do not need to pay much attention
to the constant cp, because the formula of the L-invariant only involve

(
∏
p|p

a(pp)−1δp([γp, Fp])) det

((
∂a(pp)
∂Xp′

)
p,p′

)
in which the constant cp cancels out. Specializing the above formula to the locally cyclotomic point
P , we get

Theorem 4.6. Let the notation and the assumption be as above and as in Theorem 4.3, including
(at1–4). Then we have, for any specialization ϕ̃P of ϕ̃ modulo a locally cyclotomic point P ∈
Spf(I)(W ),

L(Ad(IndF
M ϕ̃P )) = (−1)e det

((
logp(Np′ (�(P)(1−c)

P′ ))
)

P,P′∈Σc
p

) ∏
p|p

1
h · f(p) ,

where e = |Σp|, p = O ∩ P and p′ = O ∩ P′.

Note here ordp(�(P)(1−c)
P′ ) = −h/e(p), taking the valuation ordp associated to P ∈ Σ. By

Lemma 4.2 (2) and Theorem 4.3, we see

L(Ad(IndF
M ϕ̃P )) = L(αM/F ),
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and this is the reason for the independence of L(Ad(IndF
M ϕ̃P )) on the choice of the locally cyclotomic

points P . If F = Q, we have �(P)�(P)c = ph and hence logp(�(P)) = − logp(�(P)c). Thus
logp(�(P)1−c) = 2 logp(�(P)), and therefore the above formula coincides with the classical analytic
L-invariant formula for αM/F of Ferrero–Greenberg.

For a given ordinary CM type (M,Σp), we can choose ψ satisfying the assumptions of Theo-
rems 4.3 and 4.6. Then through the above process, we can compute L(αM/F ) as follows:

Corollary 4.7. Suppose that M/F is an ordinary CM-quadratic extension of M satisfying (spt).
Choose a p-ordinary CM-type Σ of M . Then the L-invariant L(αM/F ) of Greenberg for the quadratic

Galois character αM/F =
(

M/F
·

)
is given by

(−1)e det
((

logp(Np′ (�(P)(1−c)
P′ ))

)
P,P′∈Σc

p

)∏
p|p

1
h · f(p) ,

where h is the class number of M , e = |Σp|, p = P ∩ O and �(P) is a generator of P ∈ Σc
p. If the

prime p does not split in F/Q, the L-invariant of αM/F does not vanish.

A regulator similar to the above determinant was introduced long ago in [FeG] (3.8) in the context
of (classical) cyclotomic Iwasawa’s theory.

Suppose that p does not split in F/Q. Then for � = �(P), NP(�) =
∏

σ∈Σ �σ = �Σ. Then we
have |�Σ|p = 1 and |�cΣ|p < 1 and hence NP(�1−c) cannot be of the form ζpα for α ∈ Q and a root
of unity ζ. Thus logp(NP(�1−c)) �= 0 as claimed in the corollary. Of course, by Baker’s argument
(exploited by Brumer in the p-adic case), if M/Q is abelian, we can also confirm the nonvanishing
of the determinant in the corollary.
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平方和 2 次形式に関する極大格子の種の類数について

平岡 敬浩 ∗

2006 年 7 月 30 日

1 概要
n を正の有理整数とし, V = Q1

n を n 次元行ベクトル空間とする。非退化対称双 1 次形
式 ϕ :V × V → Q をとり, ϕ[x] = ϕ(x, x) とおく。以後、ϕ は正定値とする。V の標準基底
{ei}n

i=1 を固定し、ϕ と対称行列 ϕ0 = [ϕ(ei, ej)]1≤i,j≤n を同一視する。ϕ の直交群 Gϕ を

Gϕ = {α ∈ GLn(Q) |αϕtα = ϕ}

とおく。v ∈ {p :素数 } ∪ {∞} と V 内の格子 L に対し、

Gϕ
v = {αv ∈ GLn(Qv) |αvϕαv = ϕ}

Gϕ
A = {(αv) ∈

∏
v∈v

Gϕ
v | 殆どすべての p に対して Lpαp = Lp を満足する }

とおく。次に、格子 L の類 k(L) と種 Λ(L) を以下で定義する。

k(L) = LGϕ = {La | a ∈ Gϕ}, Λ(L) = LGϕ
A = {La | a ∈ Gϕ

A} (1.1)

ここで　 La　 (a ∈ Gϕ
A) とは、Lpap = (La)p を満足する V 内の格子とする。このとき、

次の proposition が成り立つ。

Proposition 1.1. Λ(L) に対して

Λ(L) =
k(n)⊔
i=1

k(L(i))

を満足する有限個の格子 L(i), i = 1, . . . , k(n) が存在する。

Λ(L) の中の類の個数 k(n) を L の種の類数とよぶ。類数の有限性は Minkowski の対称
行列の簡約理論による。
ここから, L の ϕ に関する極大性を仮定する。即ち、L は ϕ が L 上で値を Z にとるもの

∗Department of Mathematical Sciences, Ritsumeikan University, Kusatsu, Shiga 525-8577, Japan. E-
mail adress : rp043954@se.ritsumei.ac.jp
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の中で極大であるとする。ここで、次の事実が知られている (cf. [Shimura97, Lemma 5.9]、
[Shimura97, Lemma 8.10])。

ϕに関する極大格子全体から成る集合は 1 個の種をなす。

このことから、L の種の類数は L のとり方によらないことがわかる。
次に種 Λ(L) の不変量 m(L) を定義し、Shimura’s mass formura について述べる。

m(L) =
k(n)∑
i=1

�Γ(L(i))−1, Γ(L) = {γ ∈ Gϕ |Lγ = L}

とおく。m(L) を Lの種の mass とよぶ。mass の歴史的背景については [Shimura 06] を参
照していただきたい。

C = {α ∈ Gϕ
A | Lα = L}, C+ = (Gϕ

+)A ∩ C,

Γa = aCa−1 ∩ G (a ∈ Gϕ
A), Γa

+ = Gϕ
+ ∩ Γa,

m(Gϕ, C) =
∑

GϕaC∈B
[Γa : 1]−1, m(Gϕ

+, C+) =
∑

Gϕ
+aC+∈B+

[Γa
+ : 1]−1.

とおく。ここで、B (resp. B+) はGϕ\Gϕ
A/C (resp. Gϕ

+\(Gϕ
+)A/C+ ) の完全代表系とする。

全単射

Gϕ\Gϕ
A/C � GϕaC �→ k(La−1) ∈ Λ(L)/Gϕ(= {k(L(i)) | 1 ≤ i ≤ k}),

をとることにより、m(Gϕ, C) = m(L). が示され、さらに、[Shimura 99a, Lemma 5.6(1)]
によってm(Gϕ, C) = 2−1m(Gϕ

+, C+). が得られる。
ここから、ϕ は平方和とする。この場合に　 Shimura’s mass formula を適用すると次のよ
うになる。

Proposition 1.2.

m(Gϕ
+, C+) =

m∏
k=1

(4k)−1|B2k| ·
⎧⎨⎩2 if n ± 1 ∈ 8Z,

3−1(2m − 1) if n ± 3 ∈ 8Z,
(1.2)

m(Gϕ
+, C+) = (2m)−1|Bm|

m−1∏
k=1

·
⎧⎨⎩2 if n ∈ 8Z,

3−1(2m − 1)(2m−1 − 1) if n − 4 ∈ 8Z,
(1.3)

m(Gϕ
+, C+) = 2n−1(m − 1)!(2π)−mL(m,ψ)

m−1∏
k=1

(4k)−1|B2k| if n ± 2 ∈ 8Z. (1.4)

ここで、 m = [n/2] とし、 ψ は 4 を法とする原始的 Dirichlet 指標、B2k は 2k 番目の
Bernoulli 数とする.
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これから、類数に関する具体例をいくつか述べる。そこで後に必要となる古典的結果を述
べておく。

Proposition 1.3.
k(n) = 1, 1 ≤ n ≤ 9

k(n) = 2, n = 10, 12, 15, 16.

1 ≤ n ≤ 9 の場合は、[Shimura 02, Lemma 1.6]　にまとめられている。n = 10, 12, 15 の
場合は Conway-Sloane(1988年), n = 16 の場合は Witt(1941年) による。
そこで、k(11), k(13), k(14) を決めるために、以下の Z1

n を含む格子 Ln, Mn を与える。

Ln =
n∑

i=1

Zεi, Mn =
n∑

i=1

Zδi

εi =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ei if i ≡ 1, 2, 3, 5 (mod 8),

fi = 2−1(ei + ei−1 + ei−2 + ei−3) if i ≡ 4, 6, 8 (mod 8),

gi = 2−1(ei + ei−2 + ei−4 + ei−6) if i ≡ 7 (mod 8),

δi =

⎧⎨⎩ei if i is odd or i = 2,

fi = 2−1(ei + ei−1 + ei−2 + ei−3) otherwise.

Ln はすべての n で平方和 ϕ に関して極大で、Mn は　 n �≡ 0 (mod 8) のとき極大になる。
また、n ≤ 6 のとき、両者は一致する。さらに、以下の格子を与える。

N13 = M10 + Ze11 + Ze12 + Zh13,

N14 = M12 + Ze13 + Zh14,

h13 = 2−1(e1 + e3 + e5 + e7 + e9 + e11 + e12 + e13),

h14 = 2−1(e1 + e3 + e5 + e7 + e9 + e11 + e13 + e14),

とする。このとき, 類数および類代表は以下で与えられる。

Proposition 1.4.

k(11) = 3, {L(i)} = {L(1) = L11, L(2) = M11, L(3) = L7 ⊕ L4.}
k(13) = 4, {L(i)} = {L13, M13, L7 ⊕ L6, N13}.
k(14) = 4, {L(i)} = {L14, M14, L7 ⊕ L7, N14.}

この proposition は Shimura’s mass formula により種 Λ(L) の mass を求め、一方で、
mass の定義に従って、各代表の自己同型群の位数を計算し、一致を観ることで得られる。
その際、Γ(N13), Γ(N14) の位数が問題となる。そこで、Γ(N13) ⊂ H13, Γ(N14) ⊂ H14 を
満たす群H13, H14 をうまくとることで、指数 [H13 : Γ(N13)], [H14 : Γ(N14)] を mass との
関係から決定できる。他の代表の自己同型群の位数については先に述べた古典的結果および
[Martinet 03, Lemma 1.4.6] を用いる。
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2 Shimura mass formula

∗

2 maximal lattice Shimura mass formula
genus mass mass

1 Shimura mass formula

V 2 F n vector Fn ϕ n 1n (n > 1)

x, y ∈ V ϕ(x, y) = xϕ · ty = x · ty ϕ[x] = ϕ(x, x) = x · tx .

G = Gϕ
+ = {α ∈ SLn(F ) | αϕ · tα = ϕ}

V g-lattice L L G genus class {Li}h
i=1

. g F g-lattice F V g-submodule

. (genus class [S04, §9.3] .) ,

m(L) =

h∑
i=1

[Γi : 1]−1

Γi = {γ ∈ Gϕ
+ | Liγ = Li} . {Li}h

i=1

L genus m(L) L (G ) genus mass .

L̃ = {x ∈ V | 2ϕ(x, y) ∈ g for every y ∈ L}

L̃ V g-lattice L ϕ[L] ⊂ g L ⊂ L̃

Lv F v L e L̃v �= Lv v

L ϕ g-maximal lattice ϕ[L] ⊂ g g-lattice

maximal L genus ϕ g-maximal lattice

(cf. [S04, §9.7]) Shimura mass formula [S99a, Theorem 5.8]

m(L)

∗ 2006
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[L̃ : L] = 1 ϕ g-maximal lattice

Γ = {γ ∈ G | Lγ = L} 25 · 32 · 52

m(L) = 2−5 · 3−2 · 5−2 mass L genus

F q L

N(L, q) = #{x ∈ L | x · tx = q}

§1 {Li}h
i=1 g-lattice L G genus class 1

R(L, q) =

h∑
i=1

[Γi : 1]−1N(Li, q)

{Li}h
i=1 L ϕ g-maximal lattice

Princeton [S99b, Theorem 1.5]

R(L, q)m(L)−1 ϕ = 14 F = Q(
√

5)

h = 1 [S99b, Theorem 1.5(II)]

N(L, q) =
R(L, q)

m(L)

= 120 ·
∏
p|q

( ep∑
i=0

N(p)i

)

qg =
∏

p
pep

[M] M. Murata, Shimura’s mass formula for an orthogonal group over real quadratic fields,

Acta Arith. 121 (2006), 125–148.

[S99a] G. Shimura, An exact mass formula for orthogonal groups, Duke Math. J. 99 (1999),

1-66.

[S99b] G. Shimura, The number of representations of an integer by a quadratic form, Duke

Math. J. 100 (1999), 59-92.

[S04] G. Shimura, Arithmetic and analytic theories of quadratic forms and Clifford groups,
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４元数体による乗法をもつアーベル曲面に伴うガ
ロア表現の像について

東京大学大学院数理科学研究科 新井 啓介

1 序文
kを標数 0の体とする。Gkで kの絶対ガロア群を表す。Eを k上の楕

円曲線とし、pを素数とする。Eの p進 Tate加群 TpEへのGkの作用が
定める表現を

ρE/k,p : Gk −→ Aut(TpE) ∼= GL2(Zp)

で表す。代数体（すなわちQの有限次拡大）上の虚数乗法をもたない楕
円曲線に伴うガロア表現の像について、次の定理が成り立つ。

定理 1.1 ([S]) Kを代数体、Eを虚数乗法をもたないK上の楕円曲線、p

を素数とする。このとき、ρE/K,p : GK −→ GL2(Zp) の像は開である。即
ち、K,E, pに依存した整数n = n(K, E, p) ≥ 1が存在して、ρE/K,p(GK) ⊇
1 + pnM2(Zp) となる。

私は、定理 1.1において、べき nが楕円曲線 Eに依存しないようにと
れることを示した。即ち、次の定理を証明した。

定理 1.2 ([A]) K を代数体、pを素数とする。このとき、K, pに依存し
た整数 n = n(K, p) ≥ 1が存在して、虚数乗法をもたないK上の任意の
楕円曲線Eに対して、ρE/K,p(GK) ⊇ 1 + pnM2(Zp) が成り立つ。

注 1.3 定理 1.2において、n(K, p)のK, pによる具体的な評価は、有限
個の j不変量を除けば分かっている。

私は、上記のような現象が、楕円曲線の高次元化である 2次元以上の
アーベル多様体でも見られるか、ということを考えた。そして、楕円曲
線と見かけ上同じガロア表現をもつQMアーベル曲面に対して、定理 1.2

と同様の定理を示した。
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2 主定理
BをQ上の不定符号４元数体、d = disc(B)を Bの判別式とする。B

のmaximal order Rをひとつとって固定する。dを割らない素数 pに対し
て、Rp = R ⊗Z Zpとおいて、同型Rp

∼= M2(Zp)を固定する。kを標数 0

の体とする。

定義 2.1 k上の（Rによる）QMアーベル曲面とは、k上のアーベル曲面
Aと、環の単射準同型（1を idに送る）i : R ↪→ Endk(A) の組 (A, i)のこ
とをいう。

(A, i)を k上のQMアーベル曲面とする。同型

i : R ∼= Endk(A) ∼= End(A) (2.1)

を仮定する。dを割らない素数 pをとる。すると、Aの p進Tate加群 TpA

はRp加群として自由でランク 1である。そして、ガロア表現

ρ(A,i)/k,p : Gk −→ AutRp(TpA) ∼= R×
p
∼= GL2(Zp)

が得られる。
QMアーベル曲面に伴うガロア表現の像についても、定理 1.1と同様

に、次のことが知られている。

定理 2.2 ([O]) Kを代数体、(A, i)をK上のQMアーベル曲面で、同型
(2.1) を仮定する。dを割らない素数 pをとる。すると、ρ(A,i)/K,p(GK) ⊆
GL2(Zp)は開である。即ち、R, p,K, (A, i)に依存した整数n = n(R, p,K, (A, i)) ≥
1が存在して、ρ(A,i)/K,p(GK) ⊇ 1 + pnM2(Zp) を満たす。

私は、定理 2.2において、べき nがQMアーベル曲面 (A, i) に依存しな
いようにとれることを示した。次が主定理である。

定理 2.3 Kを代数体とし、dを割らない素数 pをとる。すると、R, p, K

に依存した整数 n = n(R, p, K) ≥ 1が存在して、同型 (2.1)が成り立つ
ようなK上の任意のQMアーベル曲面 (A, i)に対して、ρ(A,i)/K,p(GK) ⊇
1 + pnM2(Zp) となる。

2

- 182 -



証明は、以下のようにしてなされる。XR を R による QMアーベル
曲面のモジュライとする。これは Q 上の proper smooth curve である
（Shimura curveと呼ばれている）。XRの種数 gRが 2以上のとき（d �∈
{6, 10, 14, 15, 21, 22, 33, 34, 46}のとき）は、Faltingsにより証明されたMordell

予想を用いて示される。gR ≤ 1のときは、QMアーベル曲面にあるレベ
ル構造を入れてモジュライを考え、その種数が 2以上を示すことにより、
証明することができる。

参考文献
[A] K. Arai, On uniform lower bound of the Galois images associated

to elliptic curves, preprint.

[O] M. Ohta, On l-adic representations of Galois groups obtained

from certain two-dimensional abelian varieties, J. Fac. Sci. Univ.

Tokyo Sect. IA Math. 21 (1974), 299–308.

[S] J.-P. Serre, Abelian l-adic representations and elliptic curves,

Lecture at McGill University, New York-Amsterdam, W. A. Ben-

jamin Inc. (1968).
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(In)divisibility of special values of zeta functions

associated to quadratic fields

木村 巌（富山大学理学部数学科）

Zを有理整数環、Qを有理数体とする．その代数閉包Qを複素数体の
中に固定し、以下代数体といえばQの部分体とする．Okを kの整数環と
する．但し、2次体 k = Q(

√
D)については、簡単のため OD = Ok とす

る．自然数 nについて、ζnをQ内の 1の原始 n乗根の一つとする．有限
次代数体 kのDedekindゼータ関数を ζk(s)と書く．集合 Sの濃度を#S

と表す．
nを自然数、kを有限次代数体として、wn(k)を、

wn(k) := max{m ∈ Z≥0| exp(Gal(k(ζm)/k)) | n},
ここで exp(G)は有限群Gの exponent, と定義する．
実または虚の 2次体 k = Q(

√
D)（対応する Kronecker指標 χD(·) =

(D/·)）と自然数 nに対して、ξn(D)を次のように定義する：

ξn(D) :=

⎧⎨⎩wn(Q(
√

D))L(1 − n, χD), D < 0,

wn(Q(
√

D))ζQ(
√

D)(1 − n), D > 0,

ここで、L(s, χ)は Dirichlet L関数．ξn(D) �= 0であるのは、“D < 0か
つ nが奇数”または “D > 0 かつ nが偶数”のときのみである．

Coates-Sinnot［4］により、正の基本判別式D > 0に対して ξn(D) ∈ Z
である．また、負の基本判別式D < 0, D �= −1,−8 に対しても、奇数 n

に対して、Kolster ［6］の高次類数公式が知られている：

|ξn(D)| = 4h−
n (D). (1)

右辺は、全ての素数pに対しての#H2(OD[1/p],Zp(n))/#H1(OD[1/p],Zp(n))
の積である．
基本判別式Dについて、B2,DをKronecker記号 (D/·)に関する一般化

Bernoulli数とすると、D > 5ならば

ξ2(Q(
√

D)) = wQ(
√

D)ζQ(
√

D)(−1) = B2,D.

数値計算の結果を見ると、次の疑問が湧く：
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疑問. 勝手な奇素数 pについて、p | ξ2(Q(
√

D))となる基本判別式D > 0
は無数に存在するか？

同じ記号で、p � ξ2(Q(
√

D)となる D > 0が無数に存在することは、
Byeon［3］により示されている．

ξ2(Q(
√

D)) の値と、OD の代数的 K 群 K2(OD) の位数との関係が、
Mazur-Wiles［8］により示されている：ξ2(F ) ∼p #K2(OF ). 但し、勝
手な a, b ∈ Qと素数 pについて、a ∼p bは a/bが p進単数であることと
する．

p = 3, 5については、上の疑問に、肯定的に答えることができる：

定理.
#{0 < D < X | 3 | #K2(OD)} � X

7
8
−ε.

証明には、Browkin［1］他による、「3 | #K2(OD)が、3 | h(Q(
√−3D))

またはD ≡ 6 (mod 9) と同値」という事実と、Soundararajan［9］によ
る、類数が 3で割り切れる虚 2次体の個数の評価を用いる．

定理. {Q(
√

D) | 5 | #K2(OD)} は無限集合．

証明には、Lu［7］による、一般化 Bernoulli数と 2次体の類数との間
の合同と、Yamamoto［10］の結果を用いる．
非可除性については、Bruinier［2］の次の結果がある：奇素数 p が、

(p − 1) � 2nかつ vp(ζ(1 − 2n)) = 0なら（vp(·)は p進加法付値）、基本判
別式D > 0で、vp(L(1− n, χD)) = 0となるものが無数に存在する．虚 2
次体の場合も、同様の主張が成立する．

ξn(D)は、OD のコホモロジー群 H2
ét(OD[1/p],Zp(n))の位数と同じ p

進付値を持つことが知られている（Lichtenbaum予想のétale版、Mazur-
Wiles [loc. cit.]）．また、代数的K群K2n−2(OD)の p部分の位数と等し
いことも予想されている（Quillen-Lichtenbaum予想）．
類数の（非）可除性に関するCohen-Lenstra予想［5］の類似を、この

場合に考えることは興味ある問題である．

参考文献
［1］Jerzy Browkin, On the divisibility by 3 of # K2OF for real quadratic fields
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Siegel modular form of degree 2 and Abelian variety.

岡崎　武生　
大阪大学大学院理学研究科

1 吉田予想と吉田リフト．
[志村－谷山予想] 全てのQ上定義された楕円曲線Eに対して，次の条件を満たす重さ 2の楕円

保型形式 f が存在する．

• L(s, E) = L(s, f).

• Eの conductorと f の levelは一致する． �

この予想の根拠となった Eichler-Shimura 理論がありました．
[Eichler-Shimura 理論] f =

∑
n∈Z>0

an exp(2πinz)を重さ 2のHecke eigen cuspform とする．こ
のとき，

• Qf := Q〈an | n ∈ N〉は有限次代数体である.

• [Qf : Q]次元Abel多様体AfでL(s,H1(Af , Ql)) =
∏

σ∈Gal(Qf /Q) L(s, fσ)となるものが存在する．

特にQf = QのときはAf は楕円曲線である． �　
さて，志村－谷山予想の 2次元版として，京都大学の吉田敬之先生により

吉田予想 root number =1をもつQ上定義された，全てのsimpleなAbel曲面Aに対して，L(s,H1(A, Ql)) =

L(s, F, spin), up to finitely many bad primesとなる次数，重さ 2の Siegel保型形式F が存在する．�

と予想されました．この予想の根拠となったのが，吉田リフトと呼ばれる Siegel保型形式の構成法で
した．その吉田リフトには次の２タイプがあります．

(I) 楕円保型形式の pairから構成:　

S
(1)
2 (Γ0(p))2 � f1, f2 �−→ Y 2

f1,f2
∈ M2

2 (Γ0(p)), L(s, Yf1,f2 , spin) = L(s, f1)L(s, f2).

(II) ２次体K = Q(
√

N)のHilbert保型形式から構成:

S2(ΓK) � f �−→ Y 2
f ∈ M2

2 (Γ0(N), χN), L(s, Yf , spin) = L(s, f).

ΓK = (
∗

√
N−1∗√

N∗ ∗ ), ∗ ∈ oK .

吉田先生は，この type (I)の吉田リフトと，Eichler-Shimura理論で得られるAbel曲面とを用いて，
吉田予想の成立している Siegel保型形式とAbel曲面の pairの exampleを与えました．しかし，この
吉田リフトには，

1
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Yoshida’s non-vanishing problem この吉田リフトはいつでも有効な構成法なのか？消えている
事はないのか？

という問題がありました．この問題に対して，
Böcherer and Schulze-Pillot’s result (1992) type (I)の吉田リフトは消えない． �　
という事が証明されました．この定理により，我々は楕円保型形式 (trivial central character)から得
られるAbel曲面に対しては吉田予想が成立している事がわかります．
一方，東京大学の織田孝幸先生の予想 (1982)や Brylinski-Labesse(1984)の結果などより，次の事

を予想するのは自然と思われます．

Conjecture 1 K を実２次体，ρを Gal(K/Q)の生成元とする．重さ 2の Hilbert eigen cuspform

f(z1, z2) =
∑

n∈oK
an exp(2πi(N(n)z1 + N(n)ρz2))に対して，K 上定義された以下の条件をみたす

Abel多様体Af が存在する．

• L(s,H1(Af , Ql)) =
∏

σ∈Gal(Qf /Q) L(s, fσ).

• EndQ(Af ) ⊃ Qf . �

Remark 1 EndQ(Af ) ⊃ Kではない事に注意．織田予想は一般次数の totally real filed 上のHilbert

保型形式に対してされている．

このConjecture 1を仮定すれば，特にHilbert保型形式 f から，次のタイプのAbel曲面/Qが得られ
ます．

i). 楕円曲線Ef/KのWeil restriction ResK/QEf .

ii). S
(1)
2 (Γ0(N), χN)から得られるAbel曲面．(これは予想を仮定する必要はない．E-S.)

iii). [Qf : Q] = 2で，‘本当は’Q上定義されているAbel曲面Af .

(genus 2の hyper-elliptic curve C : y2 = x5 + a, (a ∈ Q×)の Jacobianなどは高い conductorを持つ
ので full-modular保型形式に対応しないが，3の例と考えられる．)

そこで次に吉田予想に更に根拠を与える為の自然な問題として，吉田リフト type (II)は消えない
か？を考えました．

2 主結果．
上の問題について次の答えが与えられます．p|N に対して local Fircke involution を

ip : S2(ΓK) � f(z1, z2) �−→ f(
z1

p
,
z2

p
) ∈ S2(ΓK)

で定義する．ip(f) = ±f である．

Main Theorem 1 f が ip, p|N に関する eigen valueが全て 1ならば，

• 吉田リフト type (II)の像 Yf は消えない．

• Yf の Fourier係数はQf に含まれる．

2
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• f がDoi-Naganuma lift of nebentypusで得られるなら，Yf は cuspformでは無い．

S
(1)
2 (ΓK)∨ Y→ S

(2)
2 (Γ0(N), χN),

S
(1)
2 (Γ0(N), χN)

DN→ S2(ΓK)N Y→ N
(2)
2 (Γ0(N), χN)

Φ→ S
(1)
2 (Γ0(N), χN).

S2(ΓK)におけるD-N liftの像を S2(ΓK)N であらわし，直交補空間を S2(ΓK)∨としている．下段最右
のmapは Siegel作用素．N

(2)
2 は Siegel non-cuspformの空間. g ∈ S

(1)
2 (Γ0(N), χN)から出発して最後

まで行き着く事が常に出来，Φ ◦ Y ◦ DN(g) = g + ḡになっている． �

更に，

Main Theorem 2 上定理では，f ∈ S2(ΓK)N の吉田リフトの像 Yf は non-cuspformであったが，f

がGrössencharacterでかけるなら，Yf と同じ spinor L-関数をもつ cuspform FC が存在する． �

こういった現象の explicitな表示として，[4]に『y2 = x5−xに対応したSiegel cuspformが存在し Igusa-

thetaの４積の形をしている．』という結果があります．なお，y2 = x5−xはE : y2 = x(x−1)(x−1−√
2)

のWeil restrictionなのでC-simpleではない．

さて，吉田予想と (拡張された)織田予想を仮定すると Siegel保型形式の standard L-関数に関す
るKudla-Rallis-Soudry結果 (1993)より，Abel曲面のHasse-Weil関数の２次元 partの本質的な部分
L′(s,H2(A, Ql)) := ζ(s − 1)−2L(s,H2(A, Ql))に関して次の事が言えます．

A/Qが simpleかつ root number = 1ならば，ord s=2L(s,H2(A, Ql)) ≥ −1で

1. EndQ(A) = Q ⇒ ord s=2L(s,H2(A, Ql)) > 0.

2. ord s=2L(s,H2(A, Ql)) = 0 ⇒ L(s,H1(A, Ql)) と同じ L-関数を持つ楕円保型形式の pair か
Hilbert保型形式 (虚２次体上も含む)が存在する.

3. ord s=2L(s,H2(A, Ql)) = −1 ⇐⇒ Aは S
(1)
2 (Γ0(N), χN)から得られるAbel曲面.

従って，興味深い問題として，『EndQ(A) �= Qならば，Shimura curveのJacobianか２次体上のHilbert

保型形式のmotiveと isogeneousか？』という問題が考えられます．
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Certain Dirichlet series of Rankin-Selberg type
associated with the Ikeda lifting ∗†

Hisa-aki Kawamura (Hokkaido University)

For any n ∈ Z>0, let Hn be the Siegel upper-half space of degree n, that is,

Hn := {Z = X +
√−1 Y ∈ Mn(C) | tZ = Z, Y > 0 (positive definite) }.

For any k ∈ Z>0, let Sk(Spn(Z)) be the C-vector space consisting of all Siegel cusp forms of
weight k with respect to the Siegel modular group

Spn(Z) =

{
γ ∈ GL2n(Z)

∣∣∣∣ tγ

(
0n 1n

−1n 0n

)
γ =

(
0n 1n

−1n 0n

)}
of degree n. If n > 1, then for any F ∈ Sk(Spn(Z)), we can consider the so-called Fourier-
Jacobi expansion

F

((
τ ′ z
tz τ

))
=

∞∑
N=0

φN(τ, z) exp(2π
√−1Nτ ′),

where τ ∈ Hn−1, z ∈ Cn−1 and τ ′ ∈ H1. Here we note that for each N ∈ Z>0, the N -th
coefficient φN(τ, z) is an element of the C-vector space J cusp

k, N (Spn−1(Z)J) consisting of all
holomorphic Jacobi cusp forms of weight k and index N with respect to the Jacobi modular
group Spn−1(Z)J = Spn−1(Z)�(Z2n−2×Z) of degree n−1. Then we define a certain Dirichlet
series of Rankin-Selberg type associated with F by

D1(s; F ) := ζ(2s − 2k + 2n)
∞∑

N=1

〈φN , φN〉N−s (s ∈ C)

where ζ(s) is the Riemann ζ-function and we denote by 〈∗, ∗〉 the Petersson inner product
defined on the space J cusp

k, N (Spn−1(Z)J). It can be viewed as a generalization of the Rankin-
Selberg convolution series for elliptic cusp forms. Furthermore, T. Yamazaki ([Yam]) proved
by using the Rankin-Selberg method with a certain non-holomorphic Eisenstein series of
Klingen-Siegel type that D1(s; F ) has the following analytic properties:

Fact 1 (cf. Theorems 3.4, 3.5 in [Yam]). (i) The Dirichlet series D1(s; F ) has a meromorphic
continuation to the entire complex plane C. More precisely, the function

D1(s; F ) := πk−n(2π)−2sΓ(s)Γ(s − k + n) D1(s; F ) (1)

is holomorphic on C except for simple poles at s = k and s = k − n of same residue 〈F, F 〉,
where we denote by 〈∗, ∗〉 the Petersson inner product defined on the space Sk(Spn(Z)).
(ii) It satisfies a functional equation

D1(s; F ) = D1(2k − n − s; F ).

∗This manuscript is based on the talk at the Summer School on Number Theory at Sapporo in 2006.
†This is a joint work with Professor Hidenori Katsurada at Muroran Institute of Technology.

- 192 -



On the other hand, let n, k ∈ Z>0 be both even satisfying that k > n + 1. Then we can
consider the so-called Ikeda lifting of elliptic cusp forms:

Fact 2 (cf. Theorems 3.2, 3.3 in [Ike1]). If f ∈ S2k−n(SL2(Z)) is a normalized Hecke eigen-
form, then there exists a Hecke eigenform In(f) ∈ Sk(Spn(Z)) whose standard L-function is
equal to

ζ(s)
n∏

i=1

L(s + k − i, f),

where L(s, f) is the Hecke L-function associated with f . In particular, if n = 2, then I2(f)
coincides with the Saito-Kurokawa lifting of f .

Remark . Moreover, let S+
k−(n−1)/2(Γ

(1)
0 (4)) be the Kohnen’s plus subspace of elliptic cusp

forms of half-integral weight k − (n − 1)/2 with respect to the congruence subgroup

Γ
(1)
0 (4) :=

{ (
a b
c d

)
∈ SL2(Z)

∣∣∣∣ c ≡ 0 (mod 4)

}
of SL2(Z), then the above In(f) can be explicitly constructed by a Hecke eigenform f̃ ∈
S+

k−(n−1)/2(Γ
(1)
0 (4)) corresponding to f under the Shimura correspondence (cf. [Koh]).

Then we obtain the following explicit formula for the Dirichlet series D1(s; In(f)):

Theorem 1 (cf. [K-K1]). If f ∈ S2k−n(Γ1) is a normalized Hecke eigenform, then

D1(s; In(f)) = 〈φ1, φ1〉 ζ(s − k + 1)ζ(s − k + n)L(s, f), (2)

where φ1 ∈ J cusp
k, 1 (Spn−1(Z)J) is the first Fourier-Jacobi coefficient of In(f).

Remark. We denote the usual gamma factors of ζ(s) and L(s, f) by ΓR(s) := π−s/2Γ(s/2)
and ΓC(s) := 2(2π)−sΓ(s), respectively. Then we easily see that the gamma factor in (1) is
equal to a constant multiple of

n/2−1∏
i=0

(s − k + 2i + 1) ΓR(s − k + 1)ΓR(s − k + n)ΓC(s),

and therefore the equation (2) agrees with the properties (i) and (ii) in Fact 1.

Furthermore, by comparing residues at s = k on the both sides of (2), we also obtain

Corollary 1. Under the same assumption as above, we have

22k πk+n

(k − 1)! (n − 1)!
· 〈In(f), In(f)〉

〈φ1, φ1〉 = L(k, f) ζ(n). (3)

Remark . The equations (2) and (3) are generalizations of the well-known results for the
Saito-Kurokawa lifting I2(f), which are obtained by W. Kohnen and N.-P. Skoruppa ([K-S])
(See also [Oda]).
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Here we shall recall that the space J cusp
k, 1 (Spn−1(Z)J) is isomorphic to a certain subspace

of the C-vector space Sk−1/2(Γ
(n−1)
0 (4)) consisting of all Siegel cusp forms of half-integral

weight k − 1/2 with respect to the congruence subgroup

Γ
(n−1)
0 (4) :=

{ (
A B
C D

)
∈ Spn−1(Z)

∣∣∣∣ C ≡ 0n−1 (mod 4)

}
of Spn−1(Z). Namely, as is known by W. Kohnen, M. Eichler and D. Zagier ([E-Z]) in case
n = 1 and by T. Ibukiyama for general n, we have

Fact 3 (cf. Theorems 1, 2 in [Ibu]). For any 1 < n ∈ Z>0 and k ∈ Z>0, let S+
k−1/2(Γ

(n−1)
0 (4))

be the generalized Kohnen’s plus subspace of Sk−1/2(Γ
(n−1)
0 (4)). If k is even, then there exists

a C-linear isomorphism

Ψn−1 : J cusp
k, 1 (Spn−1(Z)J)

	−→ S+
k−1/2(Γ

(n−1)
0 (4)),

which is compatible with the actions of Hecke operators.

Then by using an analogous method to the proof of Theorem 5.4 in [E-Z], we also obtain
the compatibility of Ψn−1 with Petersson inner products as follows:

Theorem 2 (cf. [K-K2]). Let n > 1 and k be a positive integer. If k is even, then for any
φ ∈ J cusp

k, 1 (Spn−1(Z)J), we have

〈φ, φ〉 = 2(2k−2)(n−1)〈Ψn−1(φ), Ψn−1(φ)〉, (4)

where in the left-hand side of the above equation, we denote by 〈∗, ∗〉 the Petersson inner

product defined on the space S+
k−1/2(Γ

(n−1)
0 (4)) which is normalized by [Spn−1(Z) : Γ

(n−1)
0 (4)]−1.

Therefore by combining the equations (3) and (4), we have

Corollary 2. Under the same situation as above, we have

24k−2nk+2n−2 πk+n

(k − 1)! (n − 1)!
· 〈In(f), In(f)〉
〈Ψn−1(φ1), Ψn−1(φ1)〉 = L(k, f) ζ(n). (5)

Now we shall recall the so-called Ikeda’s conjecture on the Petersson inner product of
the Ikeda lifting. Before stating it, we prepare the following notations of L-functions: for a
normalized Hecke eigenform f ∈ S2k−n(SL2(Z)), we put

ξ̃(s) := ΓC(s)ζ(s),

Λ(s, f) := ΓC(s)L(s, f),

Λ̃(s, f, Ad) := = ΓC(s)ΓC(s + 2k − n − 1)L(s, f, Ad),

where ΓC(s) := 2(2π)−sΓ(s) and we denote by L(s, f, Ad) the adjoint L-function associated
with f , which is defined by

L(s, f, Ad) :=
∏

p : prime

{(1 − p−s)(1 − α2
p p−s)(1 − α−2

p p−s)}−1,

where αp ∈ C is the p-th Satake parameter of f . Then T. Ikeda ([Ike2]) gave the following
conjecture:
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Ikeda Conjecture (cf. Conjecture 5.1 in [Ike2]). Let n, k ∈ Z>0 be even satisfying that
k > n + 1. Under the same situation as in Fact 2, then we have

Λ(k, f)

n/2∏
i=1

Λ̃(2i − 1, f, Ad) ξ̃(2i) = 2α(n, k) 〈f, f〉〈In(f), In(f)〉
〈f̃ , f̃〉

, (6)

where α(n, k) = (n − 1)(k − n/2 + 1).

Therefore by the equation (5), we can reduce the Ikeda conjecture to the following

Conjecture. Under the same assumption as above, then we have

〈Ψn−1(φ1), Ψn−1(φ1)〉
〈f̃ , f̃〉

= 2β(n, k)

n/2−1∏
j=1

ξ̃(2j)Λ̃(2j + 1, f, Ad), (7)

where β(n, k) = −(n − 2)(3k − (n − 1)/2).

We note that the situation of the above conjecture is more suitable to show. In fact,
we can obtain by showing a certain explicit formula for the Rankin-Selberg convolution
series associated with Ψn−1(φ1) that the above conjecture is true, therefore so is the Ikeda
conjecture (cf. [K-K2]).
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Motif理論変形考
望月哲史1

このノートでは motif理論変形についての考え方とそれを補う文献案内 (と謂っても文献表は筆
者の見識と知識量に依存していて完全ではない)を述べたい。紙面の都合上述べられない詳細は、
[Epi0]等を参照して戴きたい。

1 motif理論とは、代数多様体上の (co)homology論的手法の生成系を見つける作業の総称の事で
ある。
1.1 従って、扱っている問題陣に応じて、複数のmotif理論が生じ得る。
1.1.1例を挙げるならば、Weil cohomology理論を理解する為の古典的motif理論 [Kle68]、Bloch-
Kato-Milnor予想、Beilinson-Lichtenbaum予想を理解する為のA1-homotopy理論 [Voe98], [SV00],
[Wei06]、そして又、B. Kahnと R. Sujathaの双有理motif理論等が挙げられる。広義の意味で
は、Gersten分解の存在を導き出すBloch-Ogus(-Gabber)理論等 [BO74], [CHK97]もmotif理論
の変種であるとここでは考えたい。
1.2 数学全般分野の視点に於いては、慣習的に古典的 motif理論を指して “the” motif理論と考
える傾向が或る。又、近年、専門家の間では、A1-homotopy理論を以ってmotif理論と考える傾
向が或る。
2 motif理論変形とは、複数のmotif理論間の関係の研究の総称である。
2.1 この様な研究は、幾多のmotif理論に跨った数学的現象の理解に有意義である。
2.2 筆者が特に問題にするのは、A1-homotopy 理論と Ga に付随する motif を理解出来る P1-
homotopy理論との関係である。
2.2.1 将来的には、例えば、代数的 K-理論の A1-homotopy不変性の障害を加法的 K-理論等で
量り Hodge分解を利用して統制する Vorst予想 [CHW06]等の (広義の意味での)motif理論的解
釈を与える事を念頭において研究している。
2.2.1.1 Vorst予想は典型的な、A1-homotopy理論と P1-homotopy理論に跨った問題である。
3 motif理論の問題にはどの様に表記されるか？が本質的な問題として関わってきている。
3.1 生成系と関係式を然るべく定めて、(高階)圏を構成して、考察している (co)homology理論
はそこを経由する様にする。そして、その (co)homology論的手法は凡てその選ばれた生成系と
関係式の帰結として導き出す事によってmotif理論は記述される。
3.2 例えば、古典的motif理論は abel圏を使って表現されるであろうと “予想”されていたが、筆
者には “理想”以上の数学的根拠を見出せない。
3.3 安定 homotopy理論の文脈では、motivic homotopy理論は、compact生成三角化圏を用いて
表示されるであろうと予想（期待）された。
3.3.1 これは、Neeman-Brown表現定理 [Nee96]に起因している期待である。この定理は、com-
pact生成三角化圏上の cohomological函手が表現可能である事の必要十分条件は、直和との可換
性である事を示している。
3.3.1.1 従って、一つの（直和と可換な）cohomology理論を定める事は、然るべき compact生
成三角化圏の対象を定める事と同値である。
3.3.2実際に、A1-motivic homotopy理論は、compact生成三角化圏を用いて表現された。[Voe98],

1This research is supported by the 21 century COE program at Graduate School of Mathematical Sciences,
the University of Tokyo.
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[Jar00]
3.3.2.1 正則な多様体に対する代数的 K-理論や motivic cohomology 理論が、安定 A1-motivic
homotopy圏の中で表現された。[Voe98]
3.3.2.2 安定 A1-motivic homotopy圏は、普遍的な Bloch-Ogus cohomology理論が経由する圏
であると考えられている。[Lev06]
3.3.3 一方で、三角化圏の理論は多くの情報を失っている事が知られている。
3.3.3.1 例えば、それを補う理論として、homotopy(余)極限の振る舞いを考察出来る導来子の理
論 [Gro90], [Hel88]や homotopy理論の公理的特徴付け [DHKS04] が考えられた。
3.3.3.1.1 又、代数的 K-理論は導来圏からも [Sch02] 導来子からも [Toë03] 復元出来ないが、
Dwyer-Kan単体的局所化 [DK80]から完全に復元されることが知られている。[TV04]
3.3.3.1.1.1 Dwyer-Kan 単体的局所化とは圏とその部分圏の組に対して、S-圏（単体的集合で
enrichされた圏）を対応させる操作であり、その連結成分が古典的なGabriel-Zisman型の局所化
[GZ67]に対応している。
3.3.3.1.1.1.1 S-圏は高階の射が凡て可逆な∞-圏のmodelだと考えられている。[TV05]
3.4 以上の経緯を踏まえて、motivic homotopy理論は、連結成分を取る前の model圏 [Qui67],
[Hov98] 或いは、DG-圏 [Kel99]、安定 S-圏 [Hel97], [HS98], [Toë03], [TV04]、等を用いて表現さ
れる方が豊かな構造を持っているであろうと信じられている。
3.4.1 結局motif理論の記述問題で重大な基礎付けは、各々の圏の classの formalismで、生成系
と関係式で記述する一般論 (例えば、高階 topos理論 [TV05]や homotopical圏論 [DHKS04])で
ある。
3.4.1.1 例えば、model圏の文脈では、[MV99], [Hir03], [Spi01]、DG-圏の文脈では、[Han95],
[Dri04], [BV06]等の理論が重要な役割を果たしている。安定 S-圏の文脈では、[TV05]がその方
向を示唆しているが、motif理論への応用はまだ書かれていない。
3.5 筆者の想定するmotif理論変形は安定 S-圏を用いて記述される。
3.5.1 その所以は、代数的 cycle依りも被約でない代数的 cycleの如き或る種の連接層の同型類群
(或いは、或る種の擬連接複体の擬同型類群)である二変数代数的K 理論をHom集合に作用した
圏を基盤に考えるからである。[Wal96], [Sus03]
3.5.1.1 代数的K-理論は単体的集合（或いは圏）の homotopy群として捉えられるので、非可換
な設定での DG-圏の理論 (=安定 S-圏の理論）が必要になる。
3.5.1.1.1 Homotopy群との次数を合わせる為に、代数的K-理論のmodelとしては un-delooped
版 [GG87], [GSVW92]が必要になる。
4安定motivic homotopy論の文脈で、motifとは、“brave new” MZ加群である。[KM95], [Spi01],
[RØ06]
4.1 “brave new”代数的構造とは、高階 homotopy構造を持つ圏に於ける代数的構造対象 (群対
象、環対象、· · · )を意味する。
4.1.1 例えば、motifとは、位相的安定 homotopy圏に於いて、Eilenberg-Maclane環 spectrum
上の加群の圏が加法群の導来圏のmodelである事 [EKMM97]の代数幾何的類似である。
4.1.1.1 Röndigs-Østværの定理は標数 0の体上のmotivic cohomology spectrumMZ上の加群の
homotopy圏は A1-homotopy motivic圏と同値である事を示す。
4.2 実質的に前層 F がMZ-作用を持つという事は、Voevodskyの意味で、F が transfer付きで
ある事を暗に意味している。
4.2.1 古くから知られているように、可換群多様体は、函手として transfer付きに拡張される事
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が知られている。[Org04]
4.2.1.1 半Abel多様体の様な 1-motif [Del74]が A1-homotopy理論と相性がいいのは、更にこれ
らの群多様体が、A1-homotopy不変だからである。[Org04]
4.2.2 Gaを同様に理解するには、A1-homotopy理論とは異なるmotif理論が必要であり、丁度、
Laumonの一般化された 1-motifを考える事 [Lau96]に対応している。
5 motif理論の本質的な問題は扱っている問題陣の観察から然るべく生成系を選ぶ事である。
5.1 筆者の立場から、生成系を選ぶ動機となる数学的現象は、Weil相互律とGersten予想である。
5.1.1筆者がWeil相互律に着目する所以は、加藤-染川の予言『半 abel多様体の 1-motifの tensor
積の体での切断には、Weil相互律が関係式として現れる。』[Som90]に起因している。
5.1.1.1 実際にこの予想は、一次元半 abel多様体に対して正しい。[SV00], [Moc06]
5.1.2 Weil相互律は、A1-homotopy理論に於いては Gysin写像の functorialtiyの帰結として導
かれる。[Moc06]
5.1.2.1 A1-homotopy理論では Gysin写像は、法錐変形の議論を用いて構成され、従って、A1-
homotopy不変性の公理が構成にふんだんに用いられている。[Dég04], [Dég06]
5.1.3 一方で、一般化された de Rham-Witt複体 [HS04]のWeil相互律も知られている。[Rül07]
5.1.3.1 de Rham-Witt複体はA1-homotopy不変でないので、この現象をA1-motivic homotopy
理論的な観点から解釈するのは一見困難に思われる。
5.1.3.1.1 筆者は、丁度、代数的 K 理論と homotopy代数的 K 理論の関係の様に motifと A1-
homotopy不変motifの二つが存在していると解釈してこの問題を理解しようとする。
5.1.3.1.1.1 例えば、motivic functorと A1-homotpy不変motivic functor の間の自然な射の ho-
motopy fiberは純性定理の障害を表し、各種実現で、偏純性定理が成立している事の根拠を与え
ていると考える。
5.2 安定 P1-motivic homotopy圏は普遍的なBloch-Ogus-Gabber cohomology理論が経由する圏
になるように定義したい。
5.2.1 A1-homotopy理論を支えている二大定理は次の主張であり、それはGersten分解の存在の
帰結である。[BV06]
• A1-homotopy不変 transfer付き Nisnevich層の cohomologyは又、A1-homotopy不変 transfer
付き Nisnevich層である。
• A1-homotopy不変 transfer付きNisnevich層の cohomologyは Zariski cohomologyで計算出来
る。
5.2.1.1 Bloch-Ogus-Gabber公理を分析して、完全無限体なる基礎体を持つmotif理論のmotivic
functorがGersten予想を導くのに備えているべき必要な公理は、étale切除性と P1-homotopy不
変性であるという事が判る。[Epi0]
5.2.1.1.1 étale切除性は Nisnevich位相と相性がいい。[MV99]
5.2.1.1.2 射影的 bundle公式を持つ (co)homology理論は、P1-homotopy不変である。
5.2.1.1.2.1 例えば、代数的 K-理論 [Qui73], [TT90], [Tho93]、加法的代数的 K-理論 (=cyclic
homology理論) [Kel99]、motivic cohomology理論 [Voe96], [SV00], [Voe00]、加法的高次Chow
群 [KL07]はその様な理論である。
5.2.1.2 基礎体の仮定は、Noetherの正規化定理の変種 “幾何的表示定理”を証明するのに必要で
ある。[GS88], [Gab94], [CHK97]
5.2.1.2.1 基礎体がない場合の motif理論を構成するには、基礎体無しの Noetherの正規化定理
に相当する議論をする必要がある。[GerCon], [Epi0]
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