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ニ分決定グラフによる制約充足問題の解法

奥乃 博1 湊 真

BDD(二分決定グラフ)はプール関数のコンパクトな表現方法である.我々は， BDDを使用して
組合せ問題の複数の解を何時に表現したり， ATMSといった多重文脈型真偽維持システムの機能
拡張をする方法を検討してきた.与えられた問題記述あるいは制約条件から BDDを構築する過程
は制約充足問題の解法とみなすことができる.本稿では， 2種類のおDD，算術論理式が使用できる
通常の BDDと組合せ集合が使用できる ZBDD(Zero-Suppressed BDD)を取り上げ，それらを用
いた制約充足問題の解法を検討する.制約充足問題のデータと制約条件のコーディング方法を提案
し， N-Queens問題や魔方陣の問題などの具体的な問題を取り上げ， 2種類の BDDによる解法を評
価する.さらに， BDDによる解法を，制約充足問題での一貫性アルゴリズムや ATMSと比較し，
評価を行う.BDDでは，一旦適用された制約条件が以降ずっと成立するという単調一貫性維持が成
立する.一方I，ZBDDでは，組合せ集合演算の性質から，制約条件が適用する対象によって制限さ
れる.しかし，この結果ZBDDでは段階的解法が容易となる.

Solving Constraint Satisfaction Problems by Binary Decision Diagram 

HIROSHI G. OKUNO t and SHIN-ICHI孔1INATOtt 

BDD (Binary Decision Diagram) is a compact representation of boolean functions. We 
have applied BDD to represent all solutions of combinatorial problems or to extend capabil-
ities of multiple-context truth maintenance systems such as A T担S.The process of building 
BDDs from a set of problem specifications or constraints is considered as solving Constraint 
Satisfaction Problems (CSPs). 1n this paper， we focus on two types of BDD; a normal BDD 
representing arithmetic logical formula， and ZBDD (Zero-Suppressed BDD) representing sets. 
We present encoding methods of data and constraints and new operations for ZBDD.羽Te
evaluate these methods by solving N -Queens and Magic Square problems. Then， we discuss 
the relationship of these methods to constraint propagation methods and A TMS. In BDD， the 
monotonic consistency maintenance that constraints applied so far hold for ever. 1n ZBDD， 
when a constraint is applied to a set， its elements unrelated to the set are removed from it. 
However， this property allows incremental computation in ZBDD. 

1.はじめに

組合せ問題は，問題空間における制約条件を満足す

る点の探索であり，制約充足問題としてとらえること

ができる.制約充足問題では解を 1つだけ求めるか，

あるいは，その延長としてすべての解を数え上げるこ

とが中心であった.具体的な解法としては，後ろ戻り

型探索や制約伝播によって問題の簡約化，さらには，

後ろ戻り型探索と制約伝播とを組み合わせた方法など

数多く提案されている幻

一般に制約充足間題を内包する問題では，制約充足

t NTT基礎研究所
NTT Basic Research Laboratories， Nippon Telegraph 
and Telephone Corporation 
1I NTT LSI研究所
NTT LSI Laboratories， Nippon Telegraph and Tele目
phone Corporation 

問題が解ければ終了というわけではない.制約充足問

題で得られた結果を使用してさらに処理を行うために

は，すべての解が同時に表現できることが必要で、ある.

すべての解を表現できれば，たとえば，異なった解の

間での比較，解全体に対する論証などを容易に行うこ

とができる 5)，19)

これまで，二分決定グラフ (BDD)を使用して複数

の解を同時に表現したり 19)，ATMS5)，17)といった多重

文脈型真偽維持システムの機能拡張をする方法1l)，18)

が検討されてきた.与えられた問題記述あるいは制約

条件から BDDを構築する過程は制約充足問題の解法

とみなすことができる.本稿では， 2種類の BDD-通

常の BDDとZBDDーを取り上げ，それらによる制約

充足問題の解法を提案し，さらに，従来の制約充足問

題の解法である制約伝播およびATMSとの関連につ

いて議論する.

1789 
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以下，第2章で， BDDによる算術論理式表現と

ZBDDによる組合せ集合表現について説明し，第3

で，制約充足問題の算術論理式と組合せ集合へのコー

デイングを提案し，第4章で， BDDによる解法の問題

点、を指摘し，制約充足問題の解法や ATMSとの関係

を議論し，第5章で， BDDとZBDDによるプログラミ

ングを具体例で比較し，恥第6章で，まとめをする.

2.二分決定グラフ (BDD)

2.1 BD D (Binary Decision Diagram) 

BDDは， Akersが提案し1)， Bryantが効率のよい

BDD処理アルゴリズムを考案したコンパクトな論理

関数(論理式)の表現法である2)，1へBDDの主な特徴
は次の3点である:

(1)変数11贋序を由定すると論理関数の標準形(カノニ

カノレ育長) となる，

( 2 )多くの実用的な関数を比較的コンパクトなノー

ド数で表現できる，

( 3 )論理演算に対する演算がノード数に比例する時

間で行える.

これらの特徴によって， BDDは論理設計や検証，テ

スト生成，記号シミュレーションなどの多岐にわたる

応用分野で使用されている.

BDDが表現するのはブール関数であるが，その外部

表現としては算術論理式を使用することができる叫.

たとえば，変数Xl，Xz， X3のどれか 1つだけが成立する

ことを表現する択一型論理式 (Xl̂XẐ ぬ)V(Xl̂ゐ
八ぉ)V(Xl̂XẐぬ)は，算術論理式を用いるとぬ十Xz

十x3==1と書くことができる.ここで，“円は算

術論理式の値が等しいという述語である.

今，変数集合から取り出した要素の組合せを集合の

要素とする組合せ集合を BDDで表現することを考え

abcd vabcd <a，b，c，d> くa，b，c，d>

BDD (論理式と集合を表現) ZBDD (集合を表現)

菌1 BDDとZBDDによる組合せ集合 {α，bxc)の表現

Fig. 1 Represe凶ationof a co凶)inatorialset {a， b X c} by 

BDD and ZBDD. 

ょう.その準備として変数集合を“く"と“)"の対で

くくって表現し，変数集合の組合せを要素とする組合

せ集合を“{"と“}"の対でくくって表現することにす

る.本稿では，組合せ集合を単に集合と呼ぶこともあ

る.

図1の左側の BDDの1番左上のノードは (α八6八

c ̂d)V(â b̂ ĉ めという論理式を表現する.こ
の論理式は，変数集合くα，b，c， d)からの組合せ集合

{α，b ×c}を表現していると解釈することもできる.変

数集合がくα，b，c)であるとすると，同じ組合せ集合の

表現は異なったものになる(函 1左側のノードC).こ

のように，従来の BDDでは，組合せ集合の表現が一意

に定まらなかった.

2.2 ZBDD (Zero-Suppressed BDD) 

榛は組合せを構成する変数集合が未定であっても組

合せ集合が効率よく表現できる BDDとして ZBDD

(Zero-Suppressed BDD)を提案した1ぺZBDDでは，
ノードの表現方法およびノードの簡約方法が通常の

BDDとは異なっているが，グラフはカノニカル形であ

る.圏 lの右側には，変数集合がくa，b，c，d)とくa，b， 

c)の場合の組合せ集合{a，b x c}を示した.このよう
に， ZBDDでは，組合せ集合がユニークに表現できる.

ノード回は空集合({}，以下ゆ)を表し，ノード由は集

合{討を表す.後者の唯一の要素 εは空の組合せを表

し，すべての変数の値が暗黙値として Oを取ることを

意味している.ZBDDを集合表現に使用すると， BDD 

から主項 (primeimplicant)が効率よく求められるこ

とが知られている 4) 一般に疎な組合せの集合を扱う

場合には ZBDDの方がBDDよりも効率よく表現で

きる 14)

2.3 組合せ集合演算

組合せ集合演算の基本演算には以下のようなものが

ある.組合せ集合の要素はその表現におげる変数の順

序には無関係で、ある.たとえば， αxbxc，bxcxα，

axbxbxc， axbxcXcXbxα はすべて同じ要素

である.組合せ集合に対する演算は，単なる集合の演

算とは少し異なるので，理解を助けるために併ととも

に説明をする.今，F={αxb， axbxc， bXcxd)， 

C二二{αxbxc， bxc}としよう.

(1)組合せ集合要素どうしの積“×ヘ高“÷ヘ余り

“%円:var(α)を組合せ要素αに含まれる変数の

集合(ただし， var(ε) = rt)とすると次のように

定義される.

rO ifα=OVβ=0 

α×β IIx where X巴(var・(α)Uvar(s)) 

Otherwise. 
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εif var(α)=var(β) 

o if var(α)Cvar(β) 
α÷β三{
I1.x: where.x: E (var(α) var(β)) 

Otherwise. 

α%β五三α一((α÷β)x，s). 

例:(αXbXc)x(αxdxj)=αxbxcxdxj， 

(αXbXC)7(αXb)=c， 

(αXbXC)7(αxdxj)=O， 

(αxbXc)%(αx b)=O， 

(αx b x c)%(αx d x j) = a X b x c 

( 2 )変数と組合せ集合の積“x":Fの各組合せに x

を付加する.組合せの中で，重複した変数は削除

される.また，重複する組合せも集合から削除さ

れる.定義を次に示す.FX.x:={αx .x:1αEF} 

例 :FXd={αxbxd，αx b x c x d， b x c x d} 

( 3 )組合せ集合の和“+ヘ差“一"次のように定義

される.P十Q={α|αEPVαEQ}，

P-Q三 {α|αEP八α$Q}

例 :F+C={αxb，αx b x c， b x c， b x c x d} 

F C={αxb， bxcx d} 

( 4 )組合せ集合の直積“0":それぞれの組合せ集合

から取り出した組合せどうしの積を集合の要素

とする新たな組合せ集合を求める.すなわち，直

積は

P0Q三 {α×β|αEP，s巴 Q}で定義される.

例 :F0C={αx b x c， a X b x c x d， b x c x d} 

( 5 )組合せ集合間の商“j"と余り“¥"次のように

定義される.P/Q三円αEQ(P7α)，

P¥Q=P-(P0(P/Q)). 
例 :F/C=仇F/F={ε}，(F②C)/C={d}， 

F¥C={αxb，αx b x c， b x c x d}， 

(F②C)¥C={αx bx c} 
( 6 )組合せ集合の和集合 U:組合せ集合の和と同

じ.

(7)組合せ集合の共通集合 η:次のように定義され

る.

pnQ三 {α|αEPハαEQ}.
例:Fn C={αx bx c} 

( 8 )組合せ集合の等価性，包含関係:

定義は α2si旺ヨァs.t.yXβ=α@ 
例は αxbxcxd2αxb.

2.4 告IJ限濃算，除外演算，許容演算

本稿では，制約充足問題のために 3種類の集合演算

を新たにZBDDに導入する.

(1)告IJ限漢算 (Restriction) (FムC): 

制限演算は， Cのどれかの(組合せ)要素のスー

パセットとなっているような Fの要素を求める

演算であり，次のように定義される。

FムC={α巴FIヨβ巴Cαヨβ}.
例:F6.C={αx b x c， b x c x d} 

(ただし，F={αx b， a x b x-c， b x c x d}， 

C={αxbxc， bxc}) 

集合Fから，制約条件 Cを満足する集合を求め

る@ここでの制約条件は，許容された組合せを求

めるために使用される.

( 2 )除外演算(Exclusion)(FV C) : 

除外演算は， Cのどれかの(組合せ)要素のスー
パセットとなっているような要素を Fから除外

する演算である.これは，制限演算を用いて，

FVC=F-FムC

と定義する.ただし， Cが単一の要素しか持たな
い時には，除外演算FVC(Cニ {α}の時)はF%α

と同じになる.

例 :FVC={αx b} 

集合Fから，制約条件 Cを満足しないような集

合を求める.ここでの制約条件は，禁止された組

合せを排除するために使用される.

( 3 )許容演算 (Permission)(FφC) : 

許容演算は， Cのどれかの(組合せ)要素のサブ
セットとなっているような Fの要素を求める槙

算であり，次のように定義される.

FφC={αεFIヨβECαEβ}. 
例 :FφC三 {αXb，aXbXc}

制限演算と許容演算は，それぞれCoudertらが提案

した SupSetとSubSetと同じ演算である3) 本稿で

は，制限演算と除外演算だけを使用し，許容演算は使

用してはいない

制眼演算は，FムC三 Fn(F0C)と定義することも

できるが，この定義に忠実に実行すると，直積でむだ

なノードを作成してしまい効率が悪い.制限演算の実

現アルゴリズムは，繰り返し型と再帰型の 2種類が考

えられる@繰り返し型アルゴリズムは，

FムCzJ4((F÷α)xα) (1 ) 

で計算をする.

次に再帰型アルゴリズムを説明する.今ラ集合Pを

P=(.x:kX(P7ぬ ))U(P%ぬ)

と表現する.ただし，(P%.x:I')はPの要素のうちぬを

含まないものを集めた集合であり，(P7ぬ)は残りの

各要素からぬを除いたものの集合である.この時，制

眼演算FムCは次の再帰型アルゴリズムで計算でき
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る.

F ifεECorF=C 

FムC=i

ゆ else if FニゆorC=ゆorF={ε} 

({X，，} X (((F~ぬ)ム(C~ゐ))

U((F~ぬ)ム(C%れ))))

U((F%ぬ)ム(C%X，，))

Otherwise. 

( 2 ) 

繰り返し型では要素を 1個ず、つ取り出して計算する

ため要素数(式の文字数)に比例する計算時間がかか

る.一方ラ再帰型でトは変数I1顕序に従って部分計算に分

解して実行するので，類似した部分計算をすることが

多くなり，もしその結果が演算キャッシュにあれば，

それを使用することによってその部分計算を省略する

ことができる.ただし，いずれのアルゴリズムも，与

えられた組合せ集合を自明な要素まで分解して，個々

に処理をしている点は共通している.したがって再帰

型アルゴリズムでキャッシュを使わない場合は，分解

のI1顕序が繰り返し型と異なるだけなので，両者の計算

量はほぼ同じになろう.

制限演算，除外演算に対して以下のような定理が成

立する.

定理1

Fム(UC;)=U(FムC) ( 3 ) 

(UX;)ムC=U(X，ムC) ( 4 ) 

Fム(0C)=内(FムC) ( 5 ) 

=((FムC)・・.)ムCn ( 6 ) 

定理2

F¥7(UC)=ハ(F¥7C) (7) 

ニ=((F¥7 Cl)・・')¥7Cn ( 8 ) 

(UXi)ヤC=U(Xi¥7C) ( 9 ) 

(Q3)Xi)¥7 C) =( Q3)(Xi¥7 C))¥7 C (10) 

F¥7(0C)=U(F¥7C;) (11) 

制限演算や許容演算と和集合，集合の直積などの演

算との間で交換期が成立する.これらの定理の証明は

函を使用すると簡単なので省略する.定理2(10)から，

「問題を分割し，除外演算を行い，その結果を統合するJ
というアプローチでは正しい答が見つけられないこと

が分かる.このような不完全性は，節形式のプール制

約充足(BooleanConstraint Propagation， BCP)の

不完全性と陪じ性質のものである.論理式を節形式に

変形し，節の集合に対して BCPを適用すると，処理効

論理式を節形式に変換する際に情報が落ちたからであ

り，その落ちた情報を回復するために主項が必要とな

るべ

3.制約充足問題のコーデイング

制約充足問題 (ConstraintSatisfaction Problem， 

CSP) とは，変数の集合{Xl，…，Xn}と各変数の値域

Di'および，変数間の制約条件め集合が与えられた時

に，制約条件を満足する変数の具体的な値の組を求め

る問題である.制約条件には，変数間の許される組合

せ，あるいは，逆に禁止される組合せ，線形計画法の

ようなコスト関数など，さまざまなものがある.今，

3個の変数，Xl， Xz， X3を考えよう.各変数に対する値

域は Dl={α，b}， Dz={c， d， e}， D3={f， g}である.制

約条件は， 2変数Xi，めの許容組合せ Cijとして与え

られ，各々を C1z={bXc，bxd， bXe}， C3口 {bxf，

b X g}， Cz3={d xf， e X g}としよう(図2では“X"を

省略). 

3.1 算術論理式へのコーデイング

変数の値域は，X1=aVb， X2=cV dVe， X3=fV 

gとコーディングする(大文字で始まる変数はBDD

中間変数である).変数が値を 1つしか持たないという

択一型制約条件は， C1=(α十b= 1)， C2=(c十d+e

==1)， C3 (f+g==l)とコーディングする.制約条

件は，C12=(b̂ c)V(b八d)V(b八e)，C13=(b̂ f)V 

(b J¥g)， C23=(d ̂f)V(e ̂g)とコーディングする.

所与の問題は，

X1 ̂  X2 ̂  X3 ̂  C1 ̂  C2 ̂  C3 ̂  C12 

^ C13̂  C23 (12) 

とコーデイングできる.Fに対する BDDの根から白

へのパスをリストアップすることによって，(b ̂  d ̂  
f)V(b̂ ê g)という解が得られる.もちろん，値域の

コーディングや制約条件をそれらの共通変数という相

関度の高い順に適用するようにした

F=X1八C1八X2八C2̂ C12八X3̂ C3

Ĉ13八C23 (13) 

C23 
{d f， e g} 

率はよいが正しい答が求まらない場合がある.それは， 図2 制約充足問題の例

Fig. 2 A simple cunstraint satisfactiun problem. 
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というコーディングでも結果は同じである@

3.2 集合へのコーデ、イン夕、

変数の値域は，X1={α， b}， X2={c， d， e}， X3={j， 

g}とコーディングする.変数が値を 1つしか持たない
という択一型制約は不要である.制約条件は，C12 

{b X c， b X d， b X e}， C13={b xj， b X g}， C23={d xj， 

eXg}とコーディングする.所与の問題は，

F=(X1(8)X2(8)X3)ム(C12③C13②C23) (14) 

とコーディングできる.もちろん，定理1(6)により

F=(((X1(8)X2(8)X3)ムC12)ムC13)ムC23(15) 

とコーデイングをしてもよい.Fに対‘する ZBDDの中長

から口」へのパスをリストアップすることによって，{b 

xd>くj，bXeXg}という解が得られる.

変数間の禁止組合せという制約条件からも解くこと

ができる.禁止組合せは NG12=(X1(8)X2)-C12， 

NG13口 (X1(8)X3)-C13， NG23=(X2(8)X3)-C23 

で計算できるので，所与の問題は，F=(X1(8)X2(8) 

X3)V(NG12(8)NG13(8)NG23)とコーディングでき，

同じ解が得られる.この場合も，定理2(11)および定

理2(8)により F=(((X1(8)X2③X3)VNG12)V NG13) 

VNG23と展開しでも，同じ結果が得られる.制約条

件のコーディングとして許容組合せを使用するのか，

禁止組合せを使うのかは，それらの集合を記述した時

の要素数の少ない方を使用するのがよい.というのは，

要素数が少なければ，その集合を表現するZBDD

のノード数が減り，かつ，多くの演算の実行時間は

ノード数にほぼ比例するからである.

4. BDD構築上の問題点

制約充足問題は，BDDの解法では論理積としてコー

ディングされ， ZBDDの解法では直積と制眼と除外演

算によってコーディングされる.これらのコーディン

グは，組合せ生成器 (generator) と制約判定器

(constraint-tester) という 2種類の部分から構成され

ているとみなすこともできる。図 2の具体的なコーデ

ィングは以下のように分類できる.

BDD ZBDD 

組合せ生成器 G=Xl̂ X2̂ X3 G=Xl@X2@X3 
Ĝ  Cl̂  C2八C3̂

Gム(C12@C23@C13)
C12八C23̂ C31

制約判定器

コーディングされた制約充足問題から BDDを構築

する方法はラ論理積を取る順序によって何種類もある.

また，同様に ZBDDでも定理lによってどのように展

開するかに応じて，さまざまなZBDDを構築する方法

がある.ここで，図2に示した制約充足問題に対する

表l 制約順序・変順序の BDDノード、数への影響

Table 1 N umber of nodes in BDD affected by constraint and 

variable order. 

制約順序

変数JI鼠序
式(I山る」主出品

最適変数JI煩序|制約JI領序から決まる変数時

最大中間ノード数

最終ノード数

表2 制約JI痕序の ZBDDノード数への影響

31 

30 

Table 2 Number of nod巴sin ZBDD affected by con 

straint order. 

制約順序 式(14)による 式(15)による

最大中間ノード数 33~63 22 

最終ノード数 5 5 

BDDを構築する時の制約順序と変数願序の及ぽす影

響を調べてみる.ただし，中間ノード数の違いを明ら

かにするために，各変数の値域には無関係な値を 5個

ず、つ加えておいた.式(12)の左側からJI買に論理積を

取っていく制約願序と式 (13) の左側からJI贋に論理積

を取っていく制約願序との比較を表1に示した.変数

JI贋序は，最終ノード数が最小になる変数JI蹟序(最適変

数順序)および，制約JI頃序を取っていく頗から決まる

変数順序を使用した.なお，式 (13)で示した制約願

序は CCV019)というヒューリスティクスによって決

めたものである.

ZBDDによる集合を用いたコーディングでは，解

{bxdXj， bXeXj}を表現するZBDDのノード数は5

か6のいずれかであり，ノード数が5となる変数順序

は複数ある.その各々に対する最大中間ノード数は一

定ではないので，表2では範囲を示した.中間ノード

数の最大数は，BDD同様に制限演算の適用のJI撰序によ

って異なることが分かる.

以上示したように， BDDやZBDDを構築する時に

は，中間に作成されるノードをどのように抑えるかと

いうことがポイントとなる.これは， BDDを回路の設

計や検証に用いる場合にも遭遇する問題であり，また，

制約充足問題や組合せ問題解法での組合せ爆発をどう

避けるかと同じ問題でもある.

4.1 BDDと制約充足問題解法との関連

一般に， BDD， ZBDDに限らず，さまざまな方法に

よる制約充足問題の解法は，組合せ生成器と制約判定

器から構成されるととらえることができる.組合せ生

成器と制約判定器をどのような願序で適用するかにつ

いては，後ろ戻り型探索 (backtracking)やさまざま

な前向きチェック (forwardchecking) ，などさまざま

な方法が提案されている.また，一般的な手法だけで

なく，問題領域に応じた方法も提案されておりヲまた，
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これらの定性的な解析も行われている.

定性的な解析に用いられる特徴として一貫性 (con-

sistency)が知られている.一貫性は大域的な一貫性と

局所的な一貫性に分類できる.

4.2 大域的な一貫性

効率化手法を評価するために制約ネットワークを使

用する.制約充足問題の変数はノードに対応させ， 2変

数の制約条件があればそれらのノードを接続するアー

ク(枝)を作成することによって，制約充足問題は制

約ネットワークに変換できる.ノードに与える値が制

約条件をどの程度満足するかという性質は一貫性

(consistency)と呼ばれる.次のような一貫性が知られ

ている9)

@ノード一貫性 (1.一貫性):ノードに与えられる

値はそのノードに関する l変数の制約条件を満足

する.

@アーク一貫性 (AC，2.一貫性):任意のアークに

対して，それらのノード値が2変数の制約条件を

満足する.

@パス一貫性 (3.一貫性): 2つの接続したアークの

両端の 2つのノードのいかなる値のペアに対して

も，必ず中間のノードで2変数の制約条件を満足

する値がある.以上の一貫性はたかだか2変数の

制約条件しかないものと仮定している.これを一

般化すると，次の一貫性になる.

⑧k • 一貫性 :k-l 個のノード聞で k-1 変数の制

約条件が満足されれば，k変数の制約条件を満足

する新たなノードの値が存在する.

@強k.一貫性 :k項までのすべてのれ一貫性が成

立する.

BDDによる問題のコーディングは論理積だけで行

われる.今，ある時点、まで、で論理積を取った制約条件

について，各制約条件をコーディングする論理式に現

れる変数の個数の最大値をんとしよう.各時点、で，強

わ一貫性が成立している.言い換えると， BDDでは

適用された制約条件は以障ず、っと達成されていること

になる.このような一貫性維持を単調一貫性維持

(monotonic consistency maintenance) と呼ぶ@制約

順序は，論理積を取るI1関番を指定し，制約I1顕序が異な

ると，各時点でいつも成立している強わ一貫性の kが

異なるだけであった.しかも，んの値は制約条件を適用

するごとに単調に増えていし CCVOというヒューリ

スティクスは制約条件間の共通変数という相関度を使

用して制約順序を定めていた.これは，kの億ができる

だけ増えないようにして論理積を取るようにするヒュ

ーリスティクスであるといえる.

ただラどのような制約願序をとっても中間ノード数

が爆発する場合には，その対策の 1っとして部分問題

に分割して解く分割統治法を使うことが考えられ

る19) たとえば，論理積と論理和との交換期によって，

(X1V…V Xn)̂  Yを(X1̂ Y)V…V(Xn̂  Y)と展開

する@次に得られた論理積形の部分論理式を部分問題

としヲこれらの部分問題を解き，部分解の論理和を取

れば，解が得られる.うまく分害肋まできればラその効

果は大きい.

ZBDDでは，制限演算や除外演算を 1回だけ適用す

る場合にはそれで一気に強 η@一貫性が達成される.

(ただし， η は問題に出現する変数の個数である.)しか

し，定理lや2を用いて展開をし，複数の制限演算や

除外演算を適用する時には単調一貫性維持が成り立た

なくなるので，注意が必要である(例，定理2(10)). 

この理由は，制限演算 (FムC)や除外演算 (FマC)
では，Fの要素とは無関係な要素が Cに含まれて

いた場合にはそれらの要素は無視されるからであ

る.var(F)をFに含まれる変数の集合とする女と，

Cムvar(F)はCからvar(F)のいずれも含まないよ

うな要素を除いた集合となる.すると，

定理3

FムC三 Fs(Cムvar(F))

FマC==F¥l(Cムvar(F))
(16) 

(17) 

が成立し， Cとしていくら一般的な制約条件を与えて

も，制限演算では，無関係な要素は無視されることに

なる.これが， BDDの論理式によるコーデ、イングと異

なる点、となっている.さらに， CがFと関連するもの

だけでよい，という事実から，集合によるコーディン

グでは，段階的にプログラムができることになる.

4.3 局所的な一貫性

一般に一貫性のレベルが高くなっても，解を求める

効率が改善されるわけではない.問題に応じて，効率

が最もよくなる一貫性のレベルというトレードオフが

存在する.多くの問題では，アーク一貫性が追求され

ることが多い.アーク 4貫性よりも弱い特徴として，

さまざまな局所的なアーク一貫性が提案されてい

る16)

惨 AC1/5:変数に新しい値を与える時L それ以前

の状態と矛盾するかをチェックずる.例は，後ろ

戻り法.

⑧ ACl/4 :変数に新しい値を与える時に， AC 1/5 

に加えて，それが次に{直を与える変数と矛盾しな

いかをチェックする.仔uは，前向きチェック.

カただし， var({ε)) q， 
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⑧ ACl/3 :変数に新しい値を与える時にラ AC1/4 

に加えてラそれがアークで隣接する変数のうちま

だ備の定まっていないいずれの変数とも矛盾しな

いかをチェックする.例はラ部分的先読み@

⑧ ACl/2 :変数に新しい{直を与える時にヲ AC1/3 

に加えてヲそれが間接的にでも関係のあるまだ値

の定まっていない変数と矛盾しないかをチェック

する@例は，完全先読み (FullLookahead， FL) . 

• AC (アーク一貫性):変数に新しい値を与える時

にラ AC1/2に加えて，それがまだ備の定まってい

ないすべての変数と矛盾しないかをチェックす

る

前述したようにラBDDを構築する時には組合せ爆発
の防止が重要な課題である.最終ノード数は変数順序

に依存するので，それを最小にする変数順序を求める

ヒューリスティクスが数多く提案されてきた(最適順

序を求めるのは NP完全).奥乃は組合せ爆発が，制約

順序(制約条件を組み合わせる順序)に依存し，また，

制約JI関序から最適な変数JI毘序が決まることを指摘し，

さらに，制約順序と変数JI顕序とを求めるヒューリステ

ィクス CCVO(Correlation-based Constraint and 

Variable Ordering)法を提案している 19) CCVO法で

は，制約条件関に共通する変数の個数をもとに定義し

た制約条件関の相関関数を使用する.これは，関連す

る変数すべてに対して制約条件を適用するので，局所

アーク一貫性AC1/2に相当する.

ZBDDでは，組合せ的爆発を避けるために定理1や
2に示した展開規則を用いて部分問題に分割してから

制限演算や許容演算を適用することが多い.この時に，

制約条件は不要な要素を抜いた Cムvar(F)に強制的

に変換されるので，先読みの一切ない AC1/5に相当

する一貫性アルゴリズムとなる.

4.4 ATMSとの比較

A TMS (Assumption-based Truth Maintenance 

System)は，命題ホーン節を制約条件(正当化と呼ば

れる)として，複数の解を保持する真偽維持システム

である.ATMSでは，ホーン節しか扱えないので，一

般の論理式を扱うために論理和や論理否定をホーン節

でコーディングし，完全性を保証するためにさまざま

なメタルールを導入している 5).べdeKleerは制約充足
問題をホーン節の集合にコーディングし，ATMSを使

用する解法を提案している7)

3章の例を取り上げ， ATMSでのコーディングを説

明しよう.まず，制約充足問題の変数と値の対に対し

てATMSでの命題シンボル Xl:aを定義する。変数の

値域は，論理和を用いXl:aV Xl:bという正当化でコーデ

ィングし，各変数が Iつしか値が持てないという制約

条件は ATMSでは 2つの値の禁止組合せとして Xl:a

V .:r l:iJという正当化でコーディングする.制約条件は，

ATMSの正当化工l:aV幻山としてコーデイングする.

これらの条件を満足する充足解は，ラベルの更新と(一

般節を扱うための)メタルールによって求める.

さらにヲさまざまな大域的な一貫性がATMSでの

メタルールに宇目当することを主張している.しかし，

この対比が成立するのはヲ制約充足開題がATMSvこ

翻訳できる場合だけであり，すべての制約充足問題が

ATMSに翻訳できるわけではない@

BDDは一般の節がそのまま表現でき，かっ，複数の
解が同時に保持できるのでATMSの概念的な拡張と

なっている.ATMSを一般節が扱えるように拡張した

CMS (Clause Management System)が提案されてい

るが，よい処理技法がなかったため，従来あまり注目

を;谷びてこなかった.しかし， BDDを{吏用すれば
CMSの実用的で、効率的な処理系が構築できると期待

される 18)

5. 2 f重委員のBDDによるブρログラミングの上ヒ車交

本章では， BDD (算術論理式)と ZBDD(集合)と
いう 2種類のBDDによってさまざまな組合せ問題を
解くことを通じて，両者のプログラミングを表現法，

実行時間の観点から比較する.

5.1 N -Queens問題

盤面 (i，j)をXi.Jで表現し，そこに女王が置かれて

いる時1，それ以外はOを取ることにする.BDDプロ
グラミングでは，組合せ生成器部は 3.2節と同じよう

にコーディングする.各行，列に女王を lつだけ置け

るという制約条件は Xi.l十…十Zは:口1のように表

現する.また，対角線上にはたかだ、か Iつの女王しか

置けないという制約条件は，X3.1十XZ.2十Xl.3<2のよう

に表現する.N-Queens問題はヲ組合せ生成器部とこれ

ら2種類の制約判定器部との論理積としてコーディン

グできる.制約条件の論理積を取る顕序は CCV019)と

いうヒューリスティクスで決定した.

ZBDDプログラミングでは，組合せ生成器部はすべ
ての変数から n個取った組合せの集合ではなく，各列

ごとの候補集合 Xi={Xl.i，'・ XnJの直積としてコー

ディングする@このコーディングには，同じ列に女王

が1つしか置けないという制約条件がすでに含まれて

いる。制約判定器部はラ女王の取り合う位置の対の集

合を禁止組合せ集合 Cとして除外演算を使用してコ

ーディングする@すなわち，G=(0iX;)ヤCでN-

Queens問題はコーディングできる.この式を忠実に
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実行するとラ組合せ爆発が容易に生じるので，組合せ

生成器と制約判定器の実行1I蹟序を定理1，2を用いて変

更する.

この制約条件を展開し，列の1I買に女王を置き，その

制約条件を適用していく .Gi-1を第1列から第 i-1

列まで制約条件を満足するように配置した女王の集合

とする.l列自の各盤面に対して，

G1=X1 

Gi=(Gi-1③X，.)'vC 

Giの式は定理 1，2， 3を使用してさらに変形できる.

Gi=(Gi-l②Xi)マ(Cム(var(G日②x，.)))
var(Xi)=Xiより

Gi=(Gi-l③Xi)マ(Cム(var(Gト 1)U Xi)) 
=(U(( Gi-l X Xi，j)V( Cム(var(Gi-1) U X，.)))) 

マ(Cム(var(Gi-l)U Xi)) 
Cの要素は 2変数の組合せ集合だけだから

Gi= U(( Gi-1 X Xi，j)V(( c-;-. xd n var( Gi-l)) 

= U(Xi，j X (Gi-lヤ((C -;-. Xi，j) n var( Gi-1)))) 

すなわち，

同じ列の位寵

Fj=Xi，jX(Gi-lV{X1，j， .・" Xi-l，j， 

右上がり対角線上の位置

Xi-1，j-1， X日 ，j-2，… Z日 ，i+!， Xi-2，j+2，…}) 

右下がり対角線上の位置

を計算し，最後にその列で可能な配置の集合を Gi=

F1U…UFnで計算すれは，Gnで解が求まる.

2つの解法の結果を表3に示す.表中のノード数は

表3 N-Queens実行時間

Table 3 Execution times of N-queens problems. 
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(すべての時間の単位は秒入

BDDのプログラムは文献19)と同じものを使用した.3定行環

境は， SUN SS10 (hyperSPARC 66MHz Dual.CPU)であり，

主記憶は 128MAyteである. t.=t記憶不足のため分割統治法で

解いたために遅くなっている.主記憶が十分にある場合は 1300

秒程度と予想される川.

解に対する BDD，ZBDDの最終ノード数である.

ZBDDでは，集合の直積(@)を使用しないので，む

だなノードはほとんど作成されない.しかし，大きな

Nでは，集合演算でのオーバヘッドのためにZBDDの

BDDとの相対的な実行速度は段々低下し， 1に近付

N-Queens問題の効率のよい解法が知られている.

たとえば， Dijkstraは行列を使用して女王がお互いに

取り合う位置にあるのかを調べる方法を考案してい

る.この方法を使用し，本稿と同じ計算機環境でLucid

Common Lispを用いて 1つの解をリストで表し，す

べての解を求めた.この解法の実行時間は， 12-Queens 

問題で101秒，13-Queens問題で650秒であった.これ

と比べると， BDD， ZBDDでの解法の時間は， 12-

Queens問題で約3倍， 13-Queens問題で約2倍要す

る.このオーバヘッドが妥当なものかの判断は，全解

の表現を使用する応用プログラムに依存するであろ

フ.

5.2 魔方陣の問題

n次の魔方陣とは， nXη の盤面に 1からがの数を

並べた時に，縦，横，斜めの数の和がすべて等しいも

のである.4次の魔方陣では，探索空間は 16! (約2.1

X 1013) 対称解を排除してもその 1/8にしか縮小され

ない

算術論理式(BDD)を使用すると，簡潔にコーディ

ングできる.4次の魔方陣の盤面(i，j)に置く数を Pi，j

とすると，Pi，j = Xi，j，1 X 1 v一.V Xi，j，16 X 16とコーディン
グできる.変数 Xi山 h は数hが盤面(i， j)に置かれる

特に 1となる.盤面に数を 1つだけ置くという制約条

件はあ，j，1+…十Xi山]6=ニ1でコーディングし， 1から

16までの数をどこかの盤面に置くという制約条件も

同様に与える.各行，列，対角線上の数の和が等しい

という制約条件は，P1，!十九l十九，1十九1==34とコー

ディングする.制約条件の論理積を取る順序は CCVO

法で決定する.

組合せ集合(ZBDD)を用いると，各盤面に置かれる

数民，J はPi，j= {Xi，j，!， …， Xi，j，16}で表現される.BDDと

同様に盤面に置かれる数についての制約条件は禁止組

合せとして表現する.これらの直積を NGとする.各

表4 施方向Iプログラムの実行時間
Table 4 Execution time of magic square problems. 

fy平の BDDI9) ZBDD 
魔方陣

{回数ノード数時間(秒) ノード数 時間

J つ l 81 6.58 9 0.45 

4 880 109999 1299 7646 dつせAにJ 
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行，列，対角線上の数の荘iが等しいという条件のコー

ディングは，算術論理式ほど簡単ではない.まず，和

が等しくなる変数の組合せをすべて求める.それを C

とする.求める解は(((pυ②…③九，4)VNG)ムC)で得

られる.直積，ム，マを取る計算順序は， ccvo法に
よって求める.

2つの解法の実行時間と解に対する最終ノード数を

表4に示す.表にはないが， BDDでは計算途上での最

大ノード数が最終ノード数の 20倍の約2.3M個と極

めて大きく，組合せ爆発への対策が重要で、ある.4次の

魔方陣の BDDによる解法では，論理積と論理和との

交換則による分割統治法により問題分割を行って求め

た19)

BDDの方が解に対するノード数が多いのは， ZBDD

では集合しか表現されていないのに対して，BDDでは

制約条件も非明示的に解の BDDの中に表現されてい

るからである.この結果，以下のような機能がたかだ

かBDD中のノード数に比例する計算量で実現するこ

とができる.

(1)他の方法で求めた解のチェック，

( 2 )問題の別のコーディングのチェック，

( 3 )さらに制約条件を付加した問題を解く(例:すべ

てのトーラスで考えた疑似対角線上の数の和が

等しい魔方陣)， 

( 4 )定理の証明(例:4次の魔方陣の内側の正方形の

数の和が34)，Gを解の BDDとすると， Gコ(P2，2
十九，3十九，2十九3==34)が恒真(巴)かを調べ

る

( 5 )解の内包表現と外延表現の比較.

5.3 その他の問題

算術論理式の記述能力は高く，覆面算，虫食い算，

最小木問題などの組合せ問題は容易にコーデ、イングで

きる.たとえば，SEND+MORE=MONEYという覆

面算は，変数を S=sIX1V…V s9x9と表現し， (Sx 

1000+ E x 100十Nx10+ D)十(Mx 1000十Ox100 

+Rx10十E)==(M x 10000十ox 1000十Nx100 
十Ex10十 Y)とコーディングする.これから BDDを

構築すれば，すべての解が見つかる.同じ問題を通常

の論理式，あるいは，集合でコーディングするのは算

術論理式の場合ほど単純ではない.

また，算術論理式は三面図から立体の復元問題など

にも威力を発揮する.正木らは，三面図を算術論理式

で表現し，それをもとに立体を復元し，さらに，立体

の認識用の表現を生成するのにも応用している 10)

5.4制限演算，除外演算の効用

前述したように制限演算の実装法には， (1)式で定

51ロ-0Recursi附 mpler附 tation
3卿 1.00L@......比erat剖 Implementation

100.00 

@ 

10.ω 
@ 

a動
1.00 

0.10 

@ 

@ 

@ 

盛診

0.01 
3 7 8 9 10 11 12 13 

Number of Queens 

図3 N.Queensにおりる制限演算の効果
Fig.3 E妊ectsof restrict operations for N.Queens 

表5 制限演算による魔方陣プログラムの実行時間(ZBDD)

Table 5 Exection time of magic square problems with 
restrict operations (ZBDD) 

組込み(再帰型) 繰り返し型
魔方陣

最大ノード数時間(秒) 最大ノ ド数時間

3 (全解) 209 0.76 1104 4.18 

3 (非対称解) 155 0.45 622 0.88 

4 83852 345 489098 702 

なお，表2のBDDでの最大ノード数は約 2.3M個である.

される繰り返し型と(2 )式で定義される再帰型の2

つがある.本節では，再者の実装法を評価するために，

制眼演算と除外演算を組み込み関数で実行した場合

と，繰り返し型で実行した場合の比較を行う.まず，

N.Queens問題における組み込み制隈演算の効果を評

価する.図3に示したデータは，すべての制眼演算を

組み込み関数で実行した時と繰り返し型で実行した時

の速度比である.再帰型の方が繰り返し型よりも N

が増えるに従ってより速くなり， 13-Queensでの速度

比は 4.5倍である.魔方陣の場合には，許容演算を実

現する制限演算を組み込み関数で実行した場合の結果

を表5に示す.再帰型の方が繰り返し型よりも 2.1倍

早い.表4に示したデータも再帰型による実行結果で

ある.これらのベンチマークに関する限孔ハッシュ

表がうまく機能しており，その結果再帰型の方が繰り

返し型よりも効率のよいことが分かった.

6.おわりに

本稿では，制約充足問題の解法という立場から BDD

とZBDDをとらえ，それらによる解法を提案した.

ZBDDでは，組合せ集合演算として制捜演算と除外演
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算という新たな演算を導入し，それらが制約充足問題

を解く時に重要な役割を果たすことを示した.BDDで

は，一貫性が計算とともに段々増えていく単調一貫性

維持という性質が成り立つことを示した.ZBDDで

はヲ制限演算や除外演算を分解することにより，制約

条件もより小さくすることができることを示した.こ

の性質から BDDでは苦手な段階的解法がZBDDで

は容易であることが分かった。さらに，具体的な例と

して， N司Queens問題，魔方陣を取り上げ， 2種類の

BDDで解き，その日寺に時間，空間使用量について評備

を行った@また，制限演算と排除演算の再帰的な処理

と繰り返し的な処理との比較を行い，再帰的な処理の

方が効率がよいことを示した.

また， BDDやZBDDと多重文脈型真偽維持システ

ムATMSとの比較も行った.ATMSでは扱える論理

式が命題ホーン節に限定されたためにコーディング技

法とメタルールが必要で、あったが，BDDではそのよう

なものが一切不要でトある.BDDがATMSを拡張した

CMSに使用できることが分かつたので，今後，さらに

検討を進める.本稿では， BEM-II (BDD十算術論理

式)13)とUCC(ZBDD) 15l，および¥CommonLispを

用いた.システムレベルでの今後の課題としてはより

柔軟なインタフェースの設計と実装が挙げられる.
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木寛人氏，下図治氏，本稿および記号の用法について

コメントをいただいた NTT基礎研究所磯崎秀樹主任
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