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ERATOセミナ 2010- No. 26

連続データにも使える MDL 基準の一般化

鈴木譲
大阪大学大学院理学研究科数学専攻

2010/11/12

概要

機械学習の知識や科学の法則を発見するための基準として、MDL 原理がよく適用

される。実データが与えられたときに、規則を記述し、その規則で説明しきれない

データの箇所 (例外もしくは雑音とよばれる)を記述際に、両方の記述長の合計を最

小にする規則を、簡潔でデータに対して適合した規則とみなす原理である。MDL に

関しては、理論的な側面は、1990年代に (解決できるものは) ほぼ解決されたとい

われている。しかしながら、ファイルやテキストのようにひずみのない (完全に復元

可能な)圧縮では、データ列の個々の記号が有限集合に含まれていることが前提とな

る。すなわち、MDL 原理は、実データが連続である場合には、適用されない。非常

に大きな問題点でありながら、着手されず、放置されてきた問題であるといってよ

い。本研究では、Radon-Nykodim微分を用いて、記述長ではなく記述長の差を計算

して、規則間の優劣を決定する方法を提案する。従来の実データが有限である場合

をすべて含む一般化になっている。応用として、Bayesianネットワークの構造学習

で、一部の確率変数が連続データを含む場合も全く問題なく対応できる (自然な一般

化である)ことを示す。
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ユニバーサルデータ圧縮

データ圧縮

A: 有限集合
n ∈ N := {1, 2, · · · }
xn := x1 · · · xn ∈ An

　
データ圧縮 c : An → {0, 1}∗

xn 7→ c(xn)

長さ lc : An → N
xn 7→ lc(x

n) = |c(xn)| ビット数

.

c が一意復号可能

.

.

.

. ..

.

.

c が 1対 1
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ユニバーサルデータ圧縮

Kraftの不等式

.

Kraftの不等式

.

.

.

. ..

.

.

l : An → N ∑
xn∈An

2−l(xn) ≤ 1

　
事実:

c : An → {0, 1}∗が一意復号可能 =⇒ lc が Kraftの不等式

l : An → NがKraftの不等式=⇒ l = lc なる一意復号可能な c が存在

　
Qn(xn) := 2−l(xn)(⇐⇒ l(xn) = − log Qn(xn))とおけば、∑

xn∈An

Qn(xn) ≤ 1

鈴木 譲 (大阪大学) 連続データにも使える MDL 基準の一般化 2010 年 11 月 12 日 (金) 4 / 34

ユニバーサルデータ圧縮

情報源

Z := {· · · ,−1, 0, 1, · · · }
{Xi}∞−∞: · · ·X1 · · ·Xn · · · : Aの値をとる確率変数 Xi の列

.

{Xi}∞−∞が定常

.

.

.

. ..

.

.

各 i ∈ Z, k ∈ Nで

P(Xi−k · · ·Xi−1) = P(Xi−k+1 · · ·Xi )

X nが i.i.d

P(X n) =
n∏

i=1

P(Xi )

X nが k 次Markov (X−(k−1) · · ·X0に依存)

P(X n) =
n∏

i=1

P(Xi |Xi−k · · ·Xi−1)
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ユニバーサルデータ圧縮

情報源のエントロピー

.

{Xi}∞−∞のエントロピー H

.

.

.

. ..

.
.

{Xi}∞−∞が定常 =⇒ −1

n

∑
xn∈An

Pn(xn) log Pn(xn) → ∃H

i.i.dの場合
H = −

∑
x∈A

P(x) log P(x)

k 次Markovの場合、S := Ak として

H = −
∑
s∈S

P(s)
∑
x∈A

P(x |s) log P(x |s)

P(s): 状態 s ∈ S の定常確率 (一意であることを仮定、エルゴード)
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ユニバーサルデータ圧縮

ユニバーサルデータ圧縮

.

データ圧縮: P が既知

.

.

.

. ..

.

.

一意復号可能な任意の c について、H ≤ E [−lc(X
n)]

lc(x
n) := ⌈− log Pn(xn)⌉ (切り上げ)=⇒ H ≤ E [lc(X

n)] < H + 1

.

ユニバーサルデータ圧縮: P が未知

.

.

.

. ..

. .

どのような P についても、以下が成立するようなQnを見出す
1

n
E [− log Qn(X n)] → H

確率 1で−1

n
log Qn(xn) → H

後者 =⇒ 前者
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ユニバーサルデータ圧縮

Pnが i.i.dの場合 (確率パラメータ: 未知)

m := |A|
cn[x ]: xn ∈ Anにおける x ∈ Aの頻度

Qn(xn) :=
n∏

i=1

ci−1[xi ] +
1

2

i − 1 +
m

2

=
Γ(n +

m

2
)Γ(

1

2
)m

Γ(
m

2
)
∏
x∈A

Γ(cn[x ] +
1

2
)

　
ガンマ関数

Γ(x) :=

∫ ∞

0
tz−1e−tdt = (x − 1)Γ(x − 1) , Γ(

1

2
) =

√
π

Γ(n) = (n − 1)!
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ユニバーサルデータ圧縮

Pnが i.i.dの場合 (確率パラメータ: 未知) 続

Stirlingの公式: lim
x→∞

Γ(x + 1)√
2πx(x/e)x

= 1より、

L(xn) := − log Qn(xn) = n
∑
x∈A

−cn[x ]

n
log

cn[x ] + 1
2

n + m
2

+
m − 1

2
log n + O(1)

∑
x∈A

−cn[x ]

n
log

cn[x ] + 1
2

n + m
2

→ H =
∑
x∈A

−P(x) log P(x)より、

L(xn)

n
→ H
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ユニバーサルデータ圧縮

Pnが k次Markovの場合 (k: 既知, 確率パラメータ: 未知)

S := Ak (状態集合)
cn[x , s]: xn ∈ Anにおける (xi−k · · · xi−1, xi ) = (s, x) ∈ S × Aの頻度

Qn(xn|k) :=
n∏

i=1

ci−1[xi , si ] +
1

2

{
∑
x∈A

ci−1[x , si ]}+
m

2

=
∏
s∈S

Γ(n +
m

2
)Γ(

1

2
)m

Γ(
m

2
)
∏
x∈A

Γ(cn[x , s] +
1

2
)

同様に、
L(xn)

n
= −1

n
log Qn(xn|k) → H が示せる。
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ユニバーサルデータ圧縮

Markovの次数 kの推定

.

問題

.

.

.

. ..

.

.

実際に生起した xn ∈ Anから、それを生起したMarkovの次数の k を推定

π(k), k = 0, 1, · · · : Markovの次数 k の事前確率

.

記述長最小 = 事後確率最大

.

.

.

. ..

.

.

− log π(k)− log Qn(xn|k) → 最小 ⇐⇒ π(k)Qn(xn|k) → 最大
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ユニバーサルデータ圧縮

Markovの次数 kが未知の場合のユニバーサルデータ圧縮

.

ユニバーサルデータ圧縮

.

.

.

. ..

.
.

L(xn) := − log
∞∑

k=0

π(k)Qn(xn|k)

真の k∗が何であっても、

L(xn)

n
≤ − log{π(k∗)Qn(xn|k∗)}

n
≤ − log π(k∗)

n
+
− log Q(k∗)

n
→ H

.

定常エルゴード (エルゴードなMarkov)

.

.

.

. ..

.

.

Bayes符号 (今回)
L(xn)

n
→ H

Lempel-Ziv符号 (テキスト圧縮など)　
L(xn)

n
→ H
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情報源の推定

同値類による条件付確率の表現

X , Y : 確率変数
X (Ω), Y (Ω): X , Y のとりうる値 (|Y (Ω)| < ∞)

.

問題

.

.

.

. ..

.

.

独立に生起した {(xi , yi )}n
i=1 ∈ {X (Ω)× Y (Ω)}nから、P(Y |X )を推定

.

X (Ω)の同値関係

.

.

.

. ..

.

.

x ∼ x ′ ⇐⇒ P(y |x) = P(y |x ′), y ∈ Y (Ω)

[x ]: x ∈ X (Ω)の同値類
S := {[x ]|x ∈ X (Ω)} (同値関係)
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情報源の推定

同値関係による条件付確率の表現: 決定木

内点m個、端点 l 個
　
x ∈ X (Ω) → (f1(x), · · · , fm(x)) → x ∈ ∃s ∈ S , |S | = l
Y (Ω) = {0, 1} {

P(Y = 1|X ∈ si ) = pi

P(Y = 0|X ∈ si ) = 1− pi

½¼
¾»

½¼
¾»½¼

¾»½¼
¾»

½¼
¾»

­
­

J
J

´́ QQ
f2(x)

f1(x)

s1 s2

s3

状態 状態

状態
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情報源の推定

同値関係の同定

.

方針

.

.

.

. ..

.

.

実際に生起した {(xi , yi )}n
i=1 ∈ X (Ω)× Y (Ω)から

|S | < ∞を仮定して、s ∈ S ごとに、y ∈ Y (Ω)の頻度を計算

cn[y , s]: {(xi , yi )}n
i=1における y ∈ Y (Ω), s ∈ S の頻度

Qn(yn|xn, S) :=
∏
s∈S

Γ(n +
m

2
)Γ(

1

2
)m

Γ(
m

2
)

∏
y∈Y (Ω)

Γ(cn[y , s] +
1

2
)

π(S)Qn(yn|xn, S) →最大

− log π(S)− log Qn(yn|xn, S) → 最小

となる S を選択
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情報源の推定

Bayesianネットワーク

X (1) < X (2) < · · · < X (N−1) < X (N) (順序関係)

P(X (1), · · · , X (N)) =
N∏

j=1

P(X (j)|X (1), · · · , X (j−1))

=
N∏

j=1

P(X (j)|X (k), k ∈ π(j))

π(j) ⊆ {1, · · · , j − 1} (X (j)の親集合), j = 1, · · · , N

¹¸
º·
X (2) ¹¸

º·
X (3)

¢
¢¢®

A
AAU

¹¸
º·
X (1)

π = ({}, {1}, {1})
¹¸
º·

-

¢
¢¢®

A
AAU

X (2) ¹¸
º·
X (3)

¹¸
º·
X (1)

π = ({}, {1}, {1, 2})
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情報源の推定

親集合の同定

j = 1, · · · , N

実際に生起した {(x (1)
i , · · · , x

(j)
i )}n

i=1から、π(j)を見出す。
Y = X (j)

(x (k))k∈π(j) = s ∈ S :=
∏

k∈π(j)

X (k)(Ω)

とおいて、cn[y , s], y ∈ Y (Ω), s ∈ S を計算して、

Qn(x (j)|{x (k)}k∈π(j) , S) :=
∏
s∈S

Γ(n +
m

2
)Γ(

1

2
)m

Γ(
m

2
)

∏
y∈Y (Ω)

Γ(cn[y , s] +
1

2
)

に代入して、

π(S)Qn(x (j)|{x (k)}k∈π(j) ,S) → 最大

− log π(S)− log Qn(x (j)|{x (k)}k∈π(j) , S) → 最小

なる S を選択
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ここまでのまとめ

ここまでのまとめ

.

. . 1 データ圧縮: ∑
xn∈An

Q(xn) ≤ 1

ユニバーサル性: どのような Pn についても (定常エルゴード)

−1

n
log Qn(xn) → H

を満足するQnを見出す (ユニバーサルデータ圧縮)

.

.

.

2 π(S)Qn(xn|k) → 最大

π(S)Qn(x (j)|{x (k)}k∈π(j) , S) → 最大

から、k, S を推定する (情報源の推定)
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連続の場合のユニバーサルデータ圧縮

連続の場合のデータ圧縮

.

情報理論

.

.

.

. ..

.

.

歪の無いデータ圧縮: 離散データ

歪のあるデータ圧縮: 連続データ
情報源が既知で、データ圧縮できても、一意復号できない
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連続の場合のユニバーサルデータ圧縮

ユニバーサルデータ圧縮の定式化と一般化

X n: 定常エルゴード

.

Shannon-MacMillan-Breimanの定理

.

.

.

. ..

.

.

−1

n
log Pn(X n) → H

.

ユニバーサル性の別の定式化

.

.

.

. ..

. .

Qnが、どのような Pnについても

1

n
log

Pn(xn)

Qn(xn)
→ 0

連続の場合、どのように一般化されるのか
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連続の場合のユニバーサルデータ圧縮

確率密度関数が存在する場合

例: f n :: X nの確率密度関数, Xi (Ω) = [0, 1)
　
レベル 0: A0 = {[0, 1/2), [1/2, 1)}: 2個
レベル 1: A1 = {[0, 1/4), [1/4, 1/2), [1/2, 3/4), [3/4, 1)}: 4個
. . . . . .
レベル k : Ak = {[0, 1/2k), [1/2k , 2/2k), · · · , [(2k − 1)/2k , 1)}: 2k+1個
. . . . . .

sk : [0, 1)n → An
k (射影)

Ak : 有限集合なので、それぞれでQn
k (sk(xn))が求まる

λ : An
k → R≥0: a ∈ Ak の区間の幅の i = 1, · · · , nの積 (Lebesgue測度)

∞∑
k=1

ωk = 1 , ωk > 0

gn(xn) :=
∞∑

k=0

ωi
Qk(sk(xn))

λ(sk(xn))
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連続の場合のユニバーサルデータ圧縮

確率密度関数が存在する場合 続

.

微分エントロピー

.

.

.

. ..

.

.

h(f ) :=

∫
−f (xn) log f (xn)dxn

fk : レベル i でヒストグラム近似された分布の密度関数

.

Ryabko, 2009

.

.

.

. ..

.

.

{Ak}が h(f n
k ) → h(f n) (k →∞)を満足するとき、

1

n
log

f n(xn)

gn(xn)
→ 0

　
B. Ryabko. IEEE Trans. on Information Theory, VOL. 55, NO. 9, 2009.
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連続の場合のユニバーサルデータ圧縮

確率密度関数が存在しないとき、どうするのか

∫∞
0 h(x)dx = 1

FX (x) =


0 x < −1,
1
2 , −1 ≤ x < 0∫ x
0

1
2h(t)dt, 0 ≤ x

=⇒ FX (x) =
∫ x
−∞ fX (t)dt なる fX が存在しない

　
B: Rにおける Borel集合

.

X が (Ω,F , µ)における確率変数

.

.

.

. ..

.

.

F 上可測な写像 X : Ω → R

D ∈ B =⇒ {ω ∈ Ω|X (ω) ∈ D} ∈ F

鈴木 譲 (大阪大学) 連続データにも使える MDL 基準の一般化 2010 年 11 月 12 日 (金) 23 / 34

連続の場合のユニバーサルデータ圧縮

Radon-Nykodimの定理

(Ω,F , µ): 確率空間

.

µは νに関して絶対連続 (µ << ν)

.

.

.

. ..

.

.
ν(A) = 0 =⇒ µ(A) = 0

.

Radon-Nykodim微分
dµ

dν

.

.

.

. ..

.

.
µ << ν ⇐⇒ µ(A) =

∫
A g(ω)dν(ω)なる F 上可測な g : Ω → Rが存在

λ: Rにおける Lebesgue測度

.

確率変数 X に確率密度関数 fX が存在する必要十分条件

.

.

.

. ..

.

.
FX (x) := µ(X (ω) ≤ x)とおくとき、

µ << λ
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連続の場合のユニバーサルデータ圧縮

Kullback-Leibler情報量

.

Kullback-Leibler情報量

.

.

.

. ..

.

.

µ << νのとき

K (µ||ν) :=

∫
µ log

dµ

dν

確率 P, Q =⇒ dµ

dν
(xn) =

P(xn)

Q(xn)

K (µ||ν) =
∑

xn∈An

P(xn) log
Pn(xn)

Qn(xn)

確率密度関数 f , g =⇒ dµ

dν
(xn) =

f (xn)

g(xn)

K (µ||ν) =

∫
f n(xn) log

f n(xn)

gn(xn)
dxn
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連続の場合のユニバーサルデータ圧縮

最も一般的なユニバーサルデータ圧縮

.

定式化

.

.

.

. ..

.

.

下記の 2条件を満足する νnを見出す

νn(X n(Ω)) ≤ 1

任意の定常エルゴードな µnについて

1

n
log

dµn

dνn
(xn) → 0
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連続の場合のユニバーサルデータ圧縮

測度 νnの構成

{Ak}∞k=0: 有限集合 Ak の系列 (Ak+1が Ak を分割したもの)
sk : R → Ak : Ak への射影
　
Qn

k (an) , an ∈ An
k (有限の場合のユニバーサルデータ圧縮)

ηn: µn << ηn (ηn = λn =⇒ Ryabko)
　
各 (D1, · · · , Dn) ∈ Bnについて

νn
k (D1, · · · , Dn) :=

∑
a1,··· ,an∈Ak

ηn(a1 ∩ D1, · · · , an ∩ Dn)

ηn(a1, · · · , an)
Qn

k (a1, · · · , an) .

　

{ωi}∞k=0:
∞∑

k=0

ωk = 1, ωk > 0

νn(D1, · · · ,Dn) :=
∞∑

k=0

ωkνn
k (D1, · · · , Dn)
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連続の場合のユニバーサルデータ圧縮

主定理

sk(X n) ∼ Pn
k

µn
i (D1, · · · , Dn) :=

∑
a1,··· ,an∈Ai

ηn(a1 ∩ D1, · · · , an ∩ Dn)

ηn(a1, · · · , an)
Pn

i (a1, · · · , an) .

.

定理

.

.

.

. ..

.

.

D(µ∞i ||η∞) = D(µ∞||η∞) (i →∞)のとき、
構成した νnは、任意の定常エルゴードな µnについて

1

n
log

dµn

dνn
(x1, · · · , xn) → 0
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連続の場合のユニバーサルデータ圧縮

従来では実現できなかった適用例

整数のデータ圧縮

Ω := N = {1, 2, · · · }, η(j) =
1

j
− 1

j + 1
, j ∈ N

A1 := {{1}, N− {1}}
A2 := {{1}, {2}, N− {1, 2}}
· · ·
Ak := {{1}, {1, · · · , k}, N− {1, · · · , k}}
· · ·

Qn
k (sk(xn)): 有限集合 Ak の分布を推定し、

1

n
log

Pn
k (sk(xn))

Qn
k (sk(xn))

→ 0 , n →∞

j ∈ N− {1, · · · , k}は、η(j) =
1

j
− 1

j + 1
に比例して分布
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連続の場合の情報源の推定

一般的な条件付確率

(Ω,F , µ)

.

A ∈ F のもとでの B ∈ F の条件付確率

.

.

.

. ..

.

.

Aによらない、F 上可測な fB が存在 (Radon-Nykodim)

µ(A, B) =

∫
A

f (B|ω)µ(dω)

A := (X ∈ D), B := (Y ∈ D ′), D, D ′ ∈ Bとおくと、

µ(X ∈ D, Y ∈ D ′) =

∫
D

f (Y ∈ D ′|x)µ(dx)

.

X のもとでの Y の条件付確率

.

.

.

. ..

.

.
µ(Y ∈ D ′|X = x) := f (Y ∈ D ′|x) =

dµ(X ∈ Dx , Y ∈ D ′)

dµ(X ∈ Dx)
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連続の場合の情報源の推定

具体的な推定方法: 同値関係の同定

Q(yn|xn)に相当するもの

νn(Y n ∈ Dn|X n = xn) :=
dν(X n ∈ Dn

xn , Y n ∈ Dn)

dν(X n ∈ Dn
xn)

1

n
log

dµ(X n ∈ Dn
xn , Y n ∈ Dn)

dν(X n ∈ Dn
xn , Y n ∈ Dn)

→ 0

1

n
log

dµ(X n ∈ Dn
xn)

dν(X n ∈ Dn
xn)

→ 0

1

n
log

dµn(Y n ∈ Dn|X n = xn)

dνn(Y n ∈ Dn|X n = xn)
=

1

n
log

dµ(X n ∈ Dn
xn , Y n ∈ Dn)

dµ(X n ∈ Dn
xn)

dν(X n ∈ Dn
xn ,Y n ∈ Dn)

dν(X n ∈ Dn
xn)

→ 0
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連続の場合の情報源の推定

親集合の同定: 一般的な場合

j = 1, · · · , N

実際に生起した {(x (1)
i , · · · , x

(j)
i )}n

i=1から、π(j)を見出す。

Y := X (j)

X :=
∏

k∈π(j) X (k)(Ω)

S は、π(j)に相当

.

一般的な状況

.

.

.

. ..

.

.

{X (j)}N
j=1は、離散や連続を仮定しない
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連続の場合の情報源の推定

条件付確率の推定方法

.

アルゴリズム

.

.

.

. ..

.

.

同値関係 S1,S2で、νn(Y n ∈ Dn
yn |X n = xn, Si ), i = 1, 2を計算して、

π(S1)

π(S2)

dνn(Y n ∈ Dyn |X n = xn, S1)

dνn(Y n ∈ Dyn |X n = xn, S2)

が 1より大きいか否かをみる

.

計算方法

.

.

.

. ..

.

.

.

.

.

1 (xn, yn)の近傍 (Dn
xn , Dn

yn)で ν(X n ∈ Dn
xn , Y n ∈ Dyn |S),

ν(X n ∈ Dn
xn |S) を計算

.

.

.

2

νn(Y n ∈ Dyn |X n = xn, S) := lim
Dxn→xn

ν(X n ∈ Dn
xn ,Y n ∈ Dyn |S)

ν(X n ∈ Dn
xn |S)
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講演のまとめ

講演のまとめ

.

新規な理論

.

.

.

. ..

.

.

離散や連続を仮定しないユニバーサルデータ圧縮

離散や連続を仮定しない Bayes/MDL原理

.

応用

.

.

.

. ..

.

.

Bayesianネットワークの構造学習で、
確率変数に離散と連続なものが混在

連続の値をとるMarkov過程の次元の同定
(Xi が Xi−k · · ·Xi−1のもとで Xi−k−1と条件付独立となる最小の k)

.

今後の課題

.

.

.

. ..

.

.

計算量の評価

単純な量子化による離散化と比較してのメリット

応用分野の発掘
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