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序論

1．はじめに

　弾性波の工学的利用がめざましく，洗浄や溶接といったその波動藍鼠

ギーを利用した動力的応用として，また遅延線，フィJ；，タなどの電子デバイス，

医療診断・探傷などの計測手段といった波動伝播特性を利用した通信的

応用として有効性を発揮しているq’。

　弾性波動の時間応答解析は波動の物理的イメージの把握に役立っため，

それらの装置，機器やデバイスの実動作の把握に不可欠である。更にそれ

らの設計指針にも有効である。特に近年のパルス技術の発達に伴って過渡

特性の把握が重要となり，時間応答解析の必要性が増している。一方機

器全体の高性能化に伴い，その基本素子となる超音波デバイスの性能向上

の要求が高くなり構造も複雑化してきている。従って，デバイス開発には

低コスト化を含めて複雑な形状を持つ弾性体の効率的解析が必要となる。

しかし1次元か単純な形状でない限り，現在のとζろ弾性波動の振舞を

解析的に解くのは困難である。従って複雑な形状の弾性体を伝播する弾

性波動の挙動を解析するには数値計算による手法が有効となる‘2’‘ ?弾
性波動の時間応答数値解析手法としては主に地震波動の研究を中心に差

分法が用いられ｛3’，また有限要素法・：4・や境界要素法t・・E・といった手法

による研究も行なわれている。特に最近のスーバーコンヒ。ユータに代表されるデ

ジタル計算機の発達に伴い数値解析手法の研究が盛んであり，弾性波の応

用の中で特に超音波非破壊検査の分野では，パルス波形を解析する必要性

から差分法（e》～《9＞や有限要素法くiO）・（iD等を用いた時間軸上での解析

の研究が進められている。現在行なわれている数値解析手法はそれぞれ

に有効な手法であるが，アルゴワズムが複雑であること，大次元のマトリクスを

　　　　　＿鑛灘鍛vl
・“蝦縫．　　練熟凝th　齪．繍 ！　罰　＿　　匿跡　1　　　　難，

麗蝋，’
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解く必要があること・また系に成り立つ偏微分方程式をそのまま数値的

に解く手法であるため電気音響変換部を含めた統一的な電気的，音響工

学的扱いに不便であるなど種々の欠点も有している。

　電磁気的エ初野ーと機械的エネ）bギーの変換媒体となる電気機械変換素子

　（以下変換素子と呼ぶ）は超音波の発生に不可欠である。変換素子では

電磁気系と機械系が相互に影響を及ぼしあうため，その解析はより複雑

となる。それら変換素子の時間応答解析はこれまで主に等価回路を用い

た1次元解析が行なわれてきた（12）。この場合，電気量が関係している

ことから等価回路表示は機械系を含めた統一的扱いに有効である。その

ような電磁気系と結合した弾性波動（以下結合波動と呼ぶ）の2次元以

上の解析は，定常状態に関して数値解析を用いて行なわれるようになっ

てきたq3”　〈t4）。しかし時間応答解析の研究はまだ少ないようである。

　吉田らは最近，電磁界の時間応答解析手法として空間回路網法を提案

したtt5）・　’c16＞。その方法は電磁界を微小1次元線路とそれらの接続する

節点よりなる3次元空間分布回路網で表示し，各1次元線路の時間軸上で

の定式化にBergeron法を用いることで特に媒質条件を含めた統一的な節

点方等式による解析手法を実現したものである。この手法により従来困

難であっ．た媒質の分散特性や異方性を含めた時間応答解析が可能となっ

た。本研究はその空間回路網法（以下本手法と呼ぶ）の基本概念を‘ ﾅ体
内を伝播する弾性波動に適用し，その妥当性と有効性を検討したもので

ある（17＞～q9㌔すなわち弾性波動を近似する微小同一長さ，同一特性

の1次元線路を組み合わせた2次元および3次元空間等価回路網を構成し，

各1次元線路と媒質特性を表す集中定数回路素子にBerge　ron法を適用し

て時間応答解析の定式化を行なう。本手法は以下のような特徴を持って

いる。弾性波動を等価回路表示することにより音響工学における扱いと

合致したプログラム構成時における特性の電気回路論的類推による考察が

容易になる。また電気量を表現する等価回路網と弾性波動の等価回路網

鎌
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とを結合させることにより圧電テ“A“　dスのような電気機械変換素子にも容

易に適用可能である（20）・特に本手法は等価回路による考察にその特徴

を持つため電気音響変換素子に対しては他の手法に比べてより扱いやす

い手法であると思われる・その等価回路｝まそのまま弾性波動を構成する

応力や粒子速度の生ずるメカニズムの情報をすべて含んでおり，定常解も過

灘も考察できる・すなわち等価回路を脇・たテ・ジタルシミュレーションが可能と

なる・更に電気的入出力装置を含めた統一的な時間応答解析に有効と考

えられる・一方・弾性波動のすべての変数を考慮したベクMp　M析手法で

あることからハ●ワー9やインヒ●一翼●ンス・伝播定数など弾性波動に関するあら

ゆる情報を一度に計算することができる。また時間軸上の定式化にBer－

ge「。n法を用いたことにより・各節点ごとに差分法における陽公式と同

様な逐次的定式化が可能となり高速演算力演現されるなど有効な点が多

い。

以下・2・において弾性波動の時間応答解析の現状を簡単に述べ，3．

では本論文の主題である弾性波動の空間回路網法による取扱い，4．で

その時間軸上での定式化に用いるBerger・n法について説明を行なう．最

後に5．において本論文の構成を示す。

2．弾性波動の時間応答解析

近年弾性波動の工学的利用が盛んである．まず波動伝播特性を利用し

樋信的応用として魚群探知tu　・ソナー用超音波発生素子，超音波探傷，

超音波診断鑓などといった計測への利用や超音波遅延線，フィng，共振

子といった電子テ“バイスへの利用力S挙げられる．また一方超音波洗浄，集

塵・化学作用や超音波溶接・モータといった波動工禍・・を利用した動力的

な応用も行なわれており・弾性波の応用範囲は広い…．工学的に用し、

られる波動のもう一つの代表は電磁波である。電磁波は広い分野で応用

灘　　　　灘「
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されているが・計測手段として見た場合水のようにあまり漫透できない

媒質が数多くある。そういった場所では弾性波が有効な手段となる場合

が多い。また弾性波は電磁波に比べその速度が1！105ほどなので波長が

極端に短いため・電子デバイスとして利用すれば製品を小型化できるとい

う利点がある。このようなことから今後ますます弾性波動の工学的利用

が盛んになると考えられる《2　t）。

　弾性波動の解析の中で時間応答解析は弾性波パルスを用いた計測分野

（例えば地震波動の観測や超音波探傷，診断など）における波形予測に

必要であり・また遅延線などの電子デバイスにおける波形ひずみや実動作

の把握などに有効である。さらに時間応答解析結果の可視化は波動伝播

の物理的イメージの把握の助けとなる。従って様々なデバイス中における波

動現象の知見を得ることができ，それらの設計指針を与える。また各種

機器やデバイスの高性能化の要求が強くなり構造もますます複雑化してき

ているため，試作や実験による開発には多大の経費が必要となる。従っ

て設計した製品を実動作に近い状態でシミュレーションできれば開発の低コスト化，

効率化に有効であると考えられる。特に最近の機器のテジタル化に伴うパル

ス技術の発達により時間応答解析の必要性が一段と増している。

　弾性波動の時間応答解析を行なうことはすなわちフックあ法則とニュー5ンの

運動方程式から導かれる偏微分方程式を初期値，境界値問題として解く

ことであるく2）。また例えば圧電媒質のような電気的エ祁ギーと弾性的工初

ギーとが結合している系では圧電基本式のような相互の関連を記述した

式がそれに加わる（・　22｝。それらの偏微分方程式は1次元の場合かごく限

られた形状の場合以外は解析的に解くことが難しい。2次元以上の時間

応答解析における解析的な扱いとしてLambが行なった励振源と発生する

弾性波動の関連を考察する研究がある。この研究は近年も続けられてお

り・それらは総称してLambの問題と呼ばれている（23》。しかし現在のと

ころ解析的な値は半無限弾性体というごく簡単な形状以外には見っかっ

灘灘灘灘懸翻白白白鼠難　
ev　，s　　　 構四　　一　　　Lt　at
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ておらず複雑な形状に対しては数値計算にたよらざるを得ない。

　固体内の弾性波動の時間応答解析は従来より地震波動の研究において

盛んであり・差分法や有限要素法，境界積分方程式法（境界要素法）と

いった数値解法を用いて行なわれている。工学的分野においても土木，

建築の分野における建造物の振動解析，超音波探傷における波形予測の

ための差分法，有限要素法を用いた解析や超音波顕微鏡の解析法の研究

などが行なわれている。

　差分法が弾性波動のコンヒ●ユータ解析に用いられたのは1966年のLloydと

Redwoodによる圧電平板のモード解析が最初と考えられるく24》’t25＞。その

後差分法による弾性波動の時間応答解析はAlterman＜2e》，Boor《27＞，佐藤

（28） 轤ﾉより地震波動の解析という主に地球物理学的目的に適用されて

きた。一方春海により超音波非破壊検査への適用の有効性が指摘された

（6）　。差分法は偏微分方程式の数値解法としては非常に汎用性のある手

法であり，数値計算が盛んになった初期のころから研究され誤差論も確

立している｛29’。また定式化のアルゴリズムも容易であり，安定性を維持す

るために離散時間の大きさに制約を受けるが，時間差分に対して陽公式

を用いれば離散点ごとの逐次計算が可能となる。しかし差分法において

はそのままでは複雑な境界条件に対応できないという欠点を有しており，

比較的単純な形状に適用が限定される。その欠点を解消するために提唱

されたのが松沢・佐藤・春海らによる質点系モデルを用いた解析法である

“7）’“　‘’　9）

Bこの手法は質点同士をバネかそれに類似したものでつなぐこと

で弾性体を等価表現したもので，モテ“ルが弾性体の物理的特性と若干異な

る。しかし時間応答の定式化においては差分法による定式化とほぼ同＿

となり・かなり複雑な境界問題にも適用可能となる。だがその定式化に

経験的な要素を必要とし，質点を格子状に並べるので曲線の境界は階段

状の近似となる・そこで大槻らはより滑らかに境界を近似するため，境

界部分だけに有限要素法を適用してその他の空間は質点系モデルにより計

　灘一’ 灘懸一白
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算する結合解法を提案し，地下空洞周辺の波動伝播機構の解析に適用し

たく3。）。

　有限要素法は解の領域を微小要素に分割し，要素内の値を適当な関数

によって近似してその節点の値で代表させ，要素の特性を変分原理等で

定式化し・要素間の連続や境界条件を考慮して領域全体の連立方程式を

解いて解を求める方法であるく4㌔手法そのものの研究はコンヒ・ユータが発達

する以前の1940年代から行なわれており，1960年代からコンピュータの発達

に伴い工学的に盛んに利用されるようになった。その研究の初期から構

造解析・すなわち弾性体の解析を目的としていた。その後各方面の研究

が進み現在では電気工学の分野でも圧電媒質や電磁波などの解析に数多

く応用されている（3　t）。弾性波動の時間応答解析は大次元のマトリクスを解

く必要があるためか比較的活発でないようであり，最近清水らによる圧

電円柱の過渡応答解析の研究（32’やWinklerらによる超音波顕微鏡解析

（33） ELudwingらによる非破壊検査への応用（t・）・ctt）などの研究が見ら

れるようになってきた。有限要素法によれば差分法に比べて境界を滑ら

かに近似でき境界付近の計算も比較的簡単で要素数も少なくてすむとい

われている。しかし大次元のマFリクスを解く必要があるため時間応答解析

に対しては固有値を用いたモード重ね合わt ｹ法や時間に関し七直接定式化

せずに差分を用いるなど種々の工夫がなされている。従って差分’ @によ

る時間応答解析法に比べて計算が複雑で計算量も多い。

　以上の解法は領域全体を離散化の対象とする領域型解法である。これ

と対をなす解法に境界積分方程式法もしくは境界要素法と呼ばれる境界

型の解法がある。これは考えている問題の支配微分方程式を境界上の積

分方程式に変換し，これを離散化して解析する手法であるく34・。非定常

な弾性問題についてはDoyleがラフ。ラス変換を用いる積分方程式の基礎的研

究（35’を行ない，その後Crus8とRizzoが境界要素法による離散化と解法

を提案し（；∋e’　s続いてCruseにより半無限弾性体の過渡応答解析が行な

，．　醗＿灘灘灘1潔白1灘一白白繭灘 ．躍」
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われた《37’。このように時間変数に対してラフ。ラス変換あるいはフーリエ変換

を施すことによって方程式を楕円型に変換する方法と，時間依存性を示

す基本解を用い適当な仮定のもとに時間積分を行なう方法が行なわれる。

この手法も他の手法と同様に構造物の振動解析などに応用されている。

この手法の特徴はまず境界型であることから他の手法に比べ次元を＿っ

減らして解析できる点であり，離散点の数を減らして計算できるので特

に3次元解析には有効である。また無限遠の寄与も定式化に組み込まれ

ているので開放領域問題や放射問題に適している。しかし微分方程式を

積分方程式に変換するのに数学的手続きが必要であり，数値積分を含む

ため特異点での積分の問題など誤差の評価が難しい。また媒質が非均質

な場合には不向きであり，内部の点は境界上の値を使って再度計算する

必要がある。従って他の領域型の解法と組み合わせて計算する結合解法

の研究も盛んである（38）。

　圧電媒質のような電磁気的エネルギーと弾性的エネルギーの結合した系におけ

る時間応答解析はその複雑さからこれまで1次元解析が主であり，電気

量が関係していることもあって初期の段階から等価回路表示による解析

が一般に行なわれているq2㌦等価回路表示は後にも述べるように弾性

鰍伝播の物理イメージの把握に有効であり，電気工学，音響工学の体系

と合致しているためそれらの理論を． ?用できる．しかし欺元に限定し

てもかなり複雑な回路となり，これを厳密に解くのは容易ではない。2

次元以上については先に述べた差分法や有限要素法等による解析が可能

と考えられるが・現在のところデバイスの設計を目的とした定常状態の解

析が主で時間応答解析の研究はまだ少ない・32）。

　以上見てきた解法はいずれも3次元偏微分方程式を直接解く方法のた

め・従来から電気工学の分野で広く行なわれている1次元弾性体もしく

は平面弾性波動の電気的アナロジーによる音響工学的扱いを直接できない不

便さがある・また電気音響変換機器を含む電気系を介した入出力特性を

雛懇雛鎌ii臼田灘灘1欝灘灘購
螺羅i
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定式化に組み込み総合的に計算するのに手間がかかる。特に圧電媒質な

どの変換素子は先に述べたように，その取り扱いの複雑さから2次元以

上の時間応答解析の研究はまだ少ない。しかし音響波動と同様に等価回

路表示により解析できれば，特に電子デバイスに応用されることが多いこ

とから有効であると考えられる。弾性波動の等価回路による解析の有効

性は従来より論じられているけれどもそれらの多くは特定の周波数もし

くはモードを対象にしたものが多く，時間応答の解析には向いていない。

最近・中村は弾性体を分布的等価回路によって表示しヒ。アノ線における弾

性波動の解析を行なっている。しかし時間応答解析の定式化は差分法に

よっており手続きが煩雑で，まだ1次元解析しか行なわれていない（39），

〈40＞　o

3．空間回路網法（4t）

　吉田らは電磁界の時間応答解析法として空間回路網法を提案した〈t5）

’q6’ Bその方法はJohnsらによって提案された伝送線路行列法（TLM法）

942）’〈43） ﾉおける電磁界の1次元線路による等価回路モデルを拡張し，各

1次元線路の時間応答の定式化にBerge　ron法を用いることで特に媒質条

件を含めた統一的な節点方程式による解析手法を実現したものである。

Bergeron法は1949年にBerger。nによって初め水茎の解析に提案された方

法で（4“〉・1次元線路上ではd’Alembertの解の性質により進行波，後退

波に電圧電流変数よりなるある保存量が存在し，線路上の波動速度で移

動することを利用している。このようなBergeron法の電磁界の等価回路

への適用により，各節点で等価電圧，電流が定義され他の手法では困難

であった分極の運動方程式や媒質の分散特性さらに異方性を含めた時間

応答解析が可能となった（45）。本論文ではこの空間回路網法の弾性波動

への適用を試みている。本手法における取り扱いの基本は2点に分けら
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れる。まず第1に同一微小長さ，同一特性の1次元線路を3次元の場合は

立方格子状に・2次元の墨合には正方格子状に結合して弾性波動場を分

布的等価回路網表示する。第2にその時間応答解析の定式化にBergeron

法を適用し各節点ごとの差分法における陽公式と同等の逐次計算を実現

していることである。

　次に本手法の固体内弾性波動の取扱いの概念を簡単に説明する。まず

等価回路の構成について説明する。2もしくは3次元空間に弾性体の変数

である応力および粒子速度のおのおのの成分をフックの法則および運動方

程式，また圧電体の場合には圧電基本式を区分的に満足するように等間

隔に配置する。それらの配置点を節点とし，その間を同一性質の1次元

線路でつなぎ1次元平面波が各節点で各方向に散乱するいわゆるホイヘンスの

原理の離散的表現を実現する。またこれは弾性波動の分布的等価回路表

示ともなっている。さらに弾性体の媒質条件すなわち弾性定数などは各

節点につないだ集中定数素子で実現する。すなわちこれは1次元線路に

おいてその性質を調整するためのスタブと同様の働きを持つ。とくに弾性

波動においてはその速度等の性質の違う2種類の波動が存在するためこ

の媒質条件の扱いが重要となる。また媒質が弾性的に異方性を持つ場合

には各変数同士を相互誘導もしくは相互容量で結び付けることで表現す

る。更に圧電媒質のような電磁気エネルギーと機械工匠ギーの結合した系を考

えると，一般的にはその内部における波動は電磁波および弾性波が結合

した形になると考えられる。しかし普通弾性波動の速度は電磁波のそれ

に比べ1／105ほどであるため，ここでは弾性波動のみに着目し電磁界は

時間的遅れのない空間分布するとして扱う。従って本手法では電磁気系

はその性質を満足するような離散的な回路網表現を行ない，それを先に

述べた弾性波動の分布的空間回路網に重ね合わせ，その間に結合を持た

せて結合波動を近似する。

　次に時間応答の定式化について説明する。上述のようにして得られた

＿鑛緊緊自白灘一一1灘懸灘鐵白
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等価回路の時間応答解析の定式化にBergeron法を適用する。すなわち図

3－1に示す微小1次元線路に成り立つ1次元波動方程式のd’Ale皿berの解

に基づいた次のような表現式を用いて定式化する。

　　VK（t）＋Zo’IK（t）＝VK－t（t－At）＋Zo・IK－i（t一・At）　（3．la）

　　V“：一t（t）’Zo’IK－i（t）＝VK（t－At）eZo’1K（t－At）　（3．lb）

第1式は進行波・第2式は後退波にそれぞれ対応している。次に各節点に

負荷された集中定数素子には台形積分近似式を適：用し，その離散時間を

式（3・1a）・（3・1b）の離散時間△tと同じとして各節点におけるキルヒホッフ則

と連立させて各節点ごとの時間軸上での定式化を行なう。現時間での各

節点の電圧，電流はその周囲の節点やその節点での1離散時間前の電圧，

電流の値を用いて定式化されるため差分法における陽公式と同等の逐次

計算が実現される。ただし電磁気系と機械系の結合した媒質においては

電磁気系をたんなる導体回路網として表現しているためそれと結合した

弾性系の変数は結合した電磁気系の離散点の各変数と連立させて解く必

要が出てくる。Bergeron法については次章で詳しく説明する。

　次に本手法の特徴を述べる。まず第1に本手法は本質的には電気回路

網解析に帰着するため回路網表示による利点を挙げることができる。す

¶なわち弾性波動を電気的類推により考察．することができ，波動特性の物

理的イメージを容易に得ることができる。その等価回路はそのまま波動を

構成する応力，粒子速度等の情報をすべて含んでおり，媒質の等価回路

素子を用いて定常解も過渡解も考察できるデジタ」レシミュレーションが可能となる。

さらに境界条件は所定の反射，透過特性を持つ集中定数素子や分布線路

を結合することにより扱える。また弾性波動の発生，検出は主に電気的

に行なわれるため等価回路表示はそれら電気入出力装置を含めた統一的

解析に都合が良い。特に電気系と機械系の結び付いた圧電媒質のような

電気機械変換素子に対して一層適用しやすい。更に回路を変形すること

により特定の形状に対応したより簡単な等価回路を用いて解析を行なう

織1＿
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図3－1　基本1次元線路
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ことも可能である。

　第2に時間応答解析そのものについて本手法の特徴を考察する。時間

応答解析の定式化にBergern法を適用することにより定式化アJレゴリズムが

簡単になり差分法の陽公式と同様な各節点ごとの逐次計算が実現できる。

また集中リアクタンス素子の時間軸上での定式化に用いる台形近似は陽公式と

陰公式の混合した式であり・数値計算上安定である。更に媒質条件の違

いを各節点に負荷した集中定数素子で表現できるため特に全体のフ。ログラ

ムの変更なしにハ。ラメータを変えるだけで種々の媒質に適用することが可能

となる。ところで本手法は差分法や有限要素法と同様な領域型解法であ

る。しかし他の手法では収束の関係から時間と空間の離散化に対しては

特別な注意を払う必要があるのに対して，本手法では空間離散間隔と離

散時間が1次元線路の長さとその伝搬時間という物理的関係で結ばれて

いるため特に配慮の必要がなく，常に安定であることが知られている。

安定度に対しては容量やインダクタンスといった集中定数素子に蓄積されるエネ

ルギーが負にならないように配慮するだけで良い。更に本手法の特徴とし

て応力と粒子速度の両方を一度に計算するべ外ル解析法であるため＿度

の計算ですべての変数やそれに伴うバワr量などを同時に計算することが

できるこ孝が挙げられるb同様に粒子速度および応力の両方を境界条件

としているような複雑な系に対しても適応が容易である。一方，解析そ

のものは本質的には差分法と同等であるため通常満足な値を得る目安と

して波長の分割を10以上する必要がある。またべ外ル解析法ということ

から他の手法に比べ必要な記憶領域すなわち計算容量が多くなる。

4．Bergeron濃く41　）’

本手法における時間応答解析の定式化1こ用いるBerger。n法について説

明する・Berger・n法は1次元線路の進行波，後退波上ではd・Alemberの解

欝灘雛灘灘鱗灘1辱懸灘．灘麟山山灘　一白，
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の性質より電圧，電流で構成される保存量が存在することを利用してい

る。すなわち1次元線路の節点上の電圧，電流を隣接する節点の1離散時

間前の値で表現する。そのとき離散時間△tは隣接する節点との距離と

線路内を伝播する波動の速度で関係づけられたある決まった値とする。

またその節点に集中定数素子が負荷されている場合はそれらの素子に成

り立つ特性式を時間軸上で台形積分近似計算することにより現時間の電

圧電流を1離散時間前の電圧，電流で表現し，そのときの離散時間を線

路のBergeron表示式における離散時間と同じにする。これらの式とその

節点に成り立つキルヒホッフ則とを連立させて定式化を行なえば△tごとの逐

次計算が可能となる。以下1次元線路におけるBergeron表示式の導出と，

台形近似によるリアクタンス素子の定式化について説明する。

　1次元線路において単位長さあたりのインダクタンスをL，容量をCとすると

き，線路中の電圧V，電流1は互いに次の微分方程式で関連づけられる。

　　av　al
　一一　：一一一　＝LT一一一一一　（4．1）　　ax　ot

　　al　ov
　一一竃C一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （4．2）

　　ex　ot

　1次元平面波はuを空間座標x，時間tの関数とし，cを伝搬する波動の

速度とすると，次式の波動方程式の形をとる。式（4．1），（4．2）から電圧，

電流に対してそれぞれ同型の波動方程式が導かれる。

　a2u　a2u
　17；．一；．　＝C2－xT．　；一」．　（4．3）at2　ax2
ここで波動速度。は次式で表わされる。

　　1
C＝

この式はd’Alemberの解としてよく知られているように次の形の一般
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解を持つ。

　u＝f（x口ct）＋9（x・ct）　　　　　　　　　　　（4．5）

　上式のf（x－ct）はx軸の正の方向に速さ。で進む進行波を，g（x＋ct）はx

軸の負の方向に速さ。で進む後退波を表している。従って1次元線路の電

圧・電流がこれと同型のd’Alemberの解を持つがそれらは独立ではなく

式（4・1）・（4・2）から次のように関連づけられる。いま電圧，電流に対す

るd’Alemberの解をそれぞれ次式で与えるとき，

　v（x・t）＝f（x“ct）・9（x・ct）　　　　　　　　　　（4．6）

　1（x・t）＝fi（x－ct）・9t（x・ct）　　　　　　　　　（4．7）

式（4．6），（4．7）の関係を用いて例えば式（4．1）を次のように変形する。た

だしξ＝x－ctとする。

　　∂v∂ξ　 ∂1∂ξ
　・一一・一＝L一一・＿
　　∂ξ∂x　　∂ξ∂t

　　∂V　　　　∂1

　　∂ξ＝L薦’（一。）　　　　　　　（4・8）

　∴f（x儒ct）＝Z・fi（x－ct）　　　　　　　　　　（4．9）

　ここでZは線路の波動インヒ。一ダンスで，インダクタンスしと容量Cを用いて次式で

与えられる。

Z・

　同様に

　9（x＋ct）＝一Z。9t（x＋ct）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．11）
が求まり・その結果式（4・6），（4・7）を電圧に対するd・Alemberの式でまと

めると次の関係式を得る。

V（x・t）＝f（x－ct）・9（x・ct）　　　　　　　　（4．12）

　　　　ユ
1（x・t）＝ s｛f（x’ct）＋9（x・ct）｝　　　　　（4．13）

mem，ewble℃，，
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　　　　　dt　dt
で表されるが，t・・”△t時点から現時刻tの間の積分形に直すと

　S　V，（　z・　）d　T　＝L｛1．，（t）一1．，（t－A　t）｝＋H｛1　．．（t）一1　．．（t一　A　t）｝

この結果から

が得られるが，これは進行波に対してはV＋Z・1が，後退波に対しては

V－Z・1が保存してそれぞれ進行することを表している。従って図3－1のよ

うな1次元線路について次式のようなBergeron表示式が得られる。

　VK（t）’Zo’IK（t）＝VK－t（t－At）＋Zo’IK－t（t－At）　（3．la）

　VK－t（t）一Zo。11く一i（t）＝VK（t一△t）一Zo・IK（t一△t）　　　　　　　　　　　　（3．1b）

但し，△t＝△d／cである。

　Bergeron法においては1次元線路の各端子における回路変数として，

電圧，電流の2変数を用いているため，各端子に接続された集中定数素

子特性をその電圧，電流関係式で直接線路の逐次計算式に組み込むこと

が可能となる。抵抗やコンタ“クタンスは各時刻での電圧降下をVR（t），VG（t），電

流をIR（t），IG（t）とすると次式で表される。

ここでR，Gはそれぞれ抵抗，コンタ“クタンスの値である。またインダクタンスや容量

などのリアクタンス素子は｛れらの素子の電圧，電流め特性式を台形近似する

ことで時間軸上で定式化され，線路特性のBergeron表示式と対応づけて

一体の回路方程式を構成する。相互誘導を含むインダクタンスは図4－1に示す

ように端子電圧，電流をVL，1，i，IL2と定義するとき特性微分式は

　　　　dlLI　　　　　dlし2
　V，（t）＝L　一一一一一一一　＋　H

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．18）

を得・積分計算を台形近似で表示すると次式を得る。

（4．19）

灘灘灘灘購懇』鑛灘翻，
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　　1－Ll　．．　IL2

図4－1　相互誘導を含むインダクタンス回路

　　Ic

図4－2　相互容量を含むキャパシタンス回路

tdi，　ge／
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　V，（t）＋V，（t－A　t）

　　　　　　　　△t＝L｛ILt（t）一ILt（t一△t）｝＋H｛IL2（t）一1し2（t・一△t）｝
　　　　2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．20）

上式を現時刻の項と・△t前の項とにまとめると次のインダクタンスに対する

差分表示式を得る。

V，（t）一R，1．，（t）一R．1　，．（t）　＝一V．（t　一一　A　t）一R　，：　，，（t一　A　t）一R．1　，，　（t一　A　t）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．21a）

　　　　　　dt　dt
で表される。上式の積分形はt・・’△tと現時刻tとの間で

　S　1．（　T　）d　T　＝C｛V．，（t）　・一　V．，（t一　A　t）｝＋H．｛V．．（t）一V．．（t－A　t）｝

を得，その台形近似式は次のように与えられる。

　Ic（t）＋lc（tq　A　t）

RL＝@一

同様に容量についても図4－2に示す相互容量を持つ場合について端子電

圧VCt，Vc2，電流lcとすると

　　　　　dV．，（t）　dV．．（t）
Ic（t）＝C　’一一：一；．r’一一一　＋Mc　一一：’一：．一一’一L’　（4．22）

　　　　2

上式をt一△t時刻の項とt時刻の項に分けてまとめると次式を得る

Vci（t）一R　cl　c（t）＋RMcV　t：2（t）＝Vct（t一　A　t）＋R　cl　c（t一　A　t）＋RMcVc2（td　A　t）

　　　At

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．23）

A　t＝C｛V　，，　，（t）　一一　V，，（t一　A　t）｝＋H．｛V．．（t）一V．．（t一　A　t）｝

Mc

（4．24）

　o

（4．25a）

Rc＝^■「・R・c冨丁　　　　　　　　（4・25b）

　以上のように台形近似で差分表現されたインダクタンスおよび容量の式は式

（3・1a）・（3・1b）の線路のBerger。n表示式と同様，1離散時間前の電圧電流

灘灘山、
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値で現時刻の電圧電流値が決定されていく逐次計算式である。このとき

時間差分間隔△tを各階で共通とし，各節点に成り立つキルヒホッフ則と連立

させることにより，線路特性，集中定数素子を含めた統一的な回路方程

式を時間軸上で定式化し時間応答を計算することができる。なお台形近

似式は前進差分と後退差分の混合し：た形式であり，数値的に安定である

ことが知られている。

5．本論文の構成

　本論文を第1，II編に分け，第1編では一般的な固体内を伝播する弾

性波動を，第II編では圧電体のような弾性系と電磁気系が相互に影響す

る媒質内の結合波動に対して空間回路網法の適用を試みる。第II編第1

章の1次元振動をする超音波圧電振動子の研究を除いて，各波動に対す

る等価回路は本論文において新しく提案するものである。

　第1編第1章では3次元空間の1方向に均一な2次元等方弾性体内を伝

播する波動に空間回路網法を適用する。2次元等方弾性体は2次元以上の

弾性波動の伝播媒体としては最も基礎的な構成である．ξこでは進行方

Pttに垂直で均一な座標方向に変位を持つ横波（SH波）と，同様．に進行方

向に垂直だが2次平元面内に変位を持つ横波（SV波），進行方向に’ ﾏ位成
分を持つ縦波（P波）の3種類の弾性波動が存在する。そこでここではSH波

に対するものとP・SV波の両波動を表示するものの2種類の等価回路を提

案し・その等価回路が対象とする波動を正しく近似していることを証明

し・続いてその等価回路のBergeron法を用いた時間軸上での定式化を行

なう。また弾性波動の時間応答数値解析法として現在一般的に用いられ

ている差分法と比較しながら本手法の特徴を考察する。そして平面波の

速度および平面波の自由境界上での反射特性解析に本手法を適用し解析

解と比較してその妥当性を検討する．本章｝こおける取扱いの中で，本手

　ゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

灘灘翻　灘．＿。、懇灘、懸隔灘難灘1嚢縫灘購
翻難灘鑓，
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法の基本概念のほとんどが示されるであろう。

　第1編第2章においては前章における2次元の議論を3次元に拡張する

ことを試みる。すなわち3次元等方弾性体内を伝播する弾性波動を近似

する空間回路網を提案し・Bergeron法による定式化を行なう。また等価

回路が波動を正しく近似しているか証明する中で，時間応答解析の定式

化を含めて本手法における空間的，時間的な近似度の評価を行なってい

る。そして解析結果の妥当性を確認するため真空申に置いた矩形弾性体

ブロックの1面の中央にパルス状の応力を加えた時の波動伝播の特性を計算す

る。

　弾性体は一般に方向による弾性的性質の違い，すなわち異方性を持つ。

そのような性質は複雑な波動伝搬特性を生ずるとともに工学的に有効な

テ“バイスを作成できる可能性がある。そこで前章までの議論をもとに，第

1編第3章において異方性弾性体内を伝播する弾性波動へ空間回路網法

を適用することを試みる。すなわち3次元等方弾性体内の波動を近似す

る等価回路において，応力節点に負荷された容量と粒子速度節点から3

次元直角座標の各方向に伸びる1次元線路同士を結ぶ相互誘導の値を適

当に選ぶことにより弾性轍の異方性を表現できることを示す．またそ

の中で各集中定数素子および1次元線路のインヒ。一タ“ンスと速度の値と等価回

路が近似する弾性波動の平面波の特性インヒ・一タ・ンス，速度などとの関係を

明確にする・そしてその等価回路網の時間応答解析の定式化をBerger。n

法を用いて行なう・最後にその解析結果の妥当性を確認するため圧電性

を無視した場合の水晶板を取り上げ縦波，横波平面波の波面と進行方向

の違い・および辺上の1点にハ．ルス状の応力が加わった時の波動伝播の様

子の解析に本手法を適用する。

本手法における分布等価回路網では弾性体の変数である応力と粒子速

度の各々を電圧に対応させた節点が存在する．従って自由境界を実現す

る場合でも・境界上での設定の仕方に幾種類力・の方法がある．そこで第

、
蹴
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　1編第4章では自由境界の設定について詳しく検討し，同時に他の数値

解析手法との解析結果の比較も行なっている。

　ところで工学的な応用を考えた場合固体内の波動と流体内を伝播する

音波とが互いの媒質が接する境界上で結合する現象を利用したものが多

くある。そこで第1編第5章では本手法において前章までに議論した固

体内波動の取り扱いとともに流体内波動を統一的に解析する場合の方法

について検討する。スカラー波として扱われる流体内を伝播する音波の空間

回路網法による解析法については既に報告されている。そこでここでは

音波を近似する回路網に粒子速度節点を設1ナることで，固体内波動を近

似する回路網との境界上での結合が可能なことを述べる。そして解析的

に扱える基礎的な例題に本取扱い法を適用しその妥当性を検討する。

第II編第1章では1次元振動をする圧電トランスジューサに本手法を適用する。

そして具体的な例題に応用してその特徴を詳しく検討する。

第II編第2章では結合波動が伝播する2次元媒質の中で最も単純な形

状である・面内の大きさに比べ厚さの＋分薄い圧電セラミック平板に空間回

路網法を適用する・すなわち圧電セラミ・ク平板の空間等価回路網を新提案

し・その物理的意味を詳しく論ずる．続いてBerger・n法による時間応答

解析の定式化を行ない基本的な解析iX）　eこ扱える問題に適用してその妥当

性を検討する。

魏
巌

・
騰

鮪

f／麹
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第1編　空間回路網法による固体内弾性波動の時間応答解析

第1章　空間回路網法の2次元等方弾性体への適用くt）

1－1．　まえがき

　本章では2次元等方弾性体内を伝播する弾性波動への空間回路網法の

適用について述べる。すなわち，固体として最も基本的な2次元等方弾

性体を取り上げ，まずその中を伝搬する弾性波動を表現する等価回路を

導いた。その等価回路は微小な同じ長さ，同じ特性を持つ1次元分布定

数線路を正方格子状に組み合わせ，それらの接続点すなわち節点に集中

定数素子を負荷した構成になっている．各節点には弾性体の変数に対応

した電圧・電流が割り当てられている．次1こ，Berger・n法による時間領

域における定式化を行なった．そして簡単な例題について計算を行いそ

の妥当性を確認した・その結果，等価回路表示による現象の把握しやす

さ・音響工学の体系との合致などの利点と，定式化にBerger。n法を適用

したことによる計算の高速化・加“ワス・ムの簡単化の実現など多くの特徴

を持つことがわかった。

以下・1－2・において2次元等方弾性体の等価回路表示について述

べ・1軸3・では・一2・で得られた等価回路にBerger。n法を適用した

時間領域での定式化について述べる．最後に・一4．で基本的な例題に，

本手法を適用した結果について述べる。

上灘購「　機・
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1－2．　2次元等方弾性体の等価回路表示

　y方向に一様な2次元等方弾性体に成り立つ関係式は，次の式（1．1．1），

（1．1．2）で示されるフックの法則と式（1．1．3），（1．1．4）における運動方程

式である。なおここでは行数の節約のため∂／∂x，∂／∂z，∂！∂t，

∂2／∂t2，∂2／∂x∂z等の微分記号は　∂。，∂。，∂t，，∂2t，∂axzのよう

に表す。

T，

T．

Ts

A＋2，u　L　O
　A　A．＋2，“　O

　o　e　　”

0　xU

a　．w

O　．u＋　a　．w

（1．1．1）

T．

Te

“　　o

o　　”

a　．v

0　xV

（1．1．2）

p　a2t

u

W

a．　o e．

o　a．　a．

T，

T　，〉，

T　．，

（1．1．3）

ρ∂2亡v＝

Oz o

O　Ox

T．

Te

（1．1．4）

「
融

葵セ　．
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但し，λ，μはラメの定数，ρは密度である。ここで，等価回路を導きや

すくするため，変数を次のように変える。

（1）　変位のかわりに，その時間微分（以下，粒子速度と呼ぶ）を変

数にとる。

（2）　一般に，圧縮力を負にとるが，ここでは正にとる。従って応力

の符号が普通考える場合と逆になるので注意が必要である。

　この条件をもとに式（1．1．1）から（1．1．4）は次のような分布定数線路の

電信方程式と同じ形の式に変形できる。

A　＋2　ll 一A

4，u（，X＋，u）　4，“（A＋，“）

　一A　A＋2　，“
4，u（A＋，a）　4，u（A＋，u）

o

o o

o

1
「
μ

0“

T，

T．

T．

（1．1．5）

一＝

一
1
－
I
l
l
I
l
－
l
I
－
1
－
」

・
V
　
　
　

。
V

Z
　
　
　
　
　
X

∂
　
　
　
∂

1

一一　o
p

o 1
「
μ

4
　
　
　
　
6

緬
－
　
　
　

旧
」

　
　
t

　
　
∂ （1．1．6）

k
藻

蓬樋
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X

（1．i．7）

［az，　O，1［i．“］　＝一pot“

（1．1．8）

ここで，変位記号の上のドットはその時間微分であることを示している。

このうち（1．1。6），（1．1．8）はy方向に一一様な粒子速度成分を持つ横波（SH

波）を表し，両式よりその波動方程式は次のようになる。

　“（’一：一’一；．7“　’：一一：．：一　）＝P－T－r．　（1．1．9）

また，式（1．1．5），（1．1．7）は縦波（P波）とx－z平面内に粒子速度成分を

持つ横波（SV波）を表しており，その粒子速度uについての波動方程式

は次のように表される。

　　　　　　a　・ou　ew　一　a2ti　（A＋　，u　）　　　　　　　（　7　“　’T一一　）＋　，u　V　2　th＝p
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．1．10）
　　　　　Ox　Ox　ez”　”　at2
但し　▽2＝∂2／∂x2＋∂L）／∂z2。

　これらの関係式をもとに，微小区間△dにおける基本等価回路を図1－1

－1，1。　1－2，に示す。図1－1－1はSH波に，図1－1－2はP，SV波に対応する等価

回路である。また・各節点における電圧，電流と弾性体の各変数との対

応・および回路定数と弾性体の各定数との対応を表1－1。1，1－1－2に示す。

但し濠1－1－2の各定数の対応はこのi麦で述べるようにある条件下で任

意性を持っている・具体的な計算をする場合，これらの基本等価回路を

正方格子状に組み合せて弾性体の実際の形状を近似する．また境界上に

ある節点には・その境界条件に見合った負荷をつける。

灘，白白雛灘懸隔灘　，1、、，。t，、13、
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図1。1－1SH波と等価な基本分布等価回路
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　　　　　　　　図1－1－2　P波，SV波の両方を表示する基本分布等価回路
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表1－1－1　SH波を表示する等価回路の変定数と弾性波の変定数との対応

　　　　　と電磁波（TE波）の場合との比較

　　　　　（E：電界；H：磁界；ε：誘電率；μ。：透磁率）

γ　　　ム ム 2α 乙。

SH波　　0　　　7’も z 9 S

TE波　　亙鯉　　猛 一∬■ ε μ2

乙επ菰，s・＝1／μ

表1－1。2 P波，SV波を表示する等価回路の変定数と弾性波の変定数と

の対応

応力節点 粒｝速度節点

B γ寧……7』 A γ…≡2

ム串薫功 ム≡…7㍉

z～…≡2 ム…≡7き

D 名寧≡7㌔ C
γ…≡功

レ～零≡7も

?電…≡2
ム…≡：τヨ

　・?寧≡ω
ム≡…：7も

28＝ノ齋 z。富．鷹
C8富1／2（λ＋2μ） C。＝ρ／2

乙ま＝ρ／2 乙・＝1／2（λ＋2μ）

c』｛（λ＋2μ）／4μ（λ＋μ）

　　一1／2（Z＋2＃）｝2ad

M＊＝｛一a／4“（A＋“）｝2ad

Cs“一一｛1／2p一一1／2（Z＋2p）｝4ad

、
灘
　
轍

tt
E・ @離・
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　ところでSH波の波動方程式と等価回路の関係は，電磁波の2次元問題

における等価回路表示と全く同じ表現になっているく　”t》。例えばTE波と

比較すれば，その変定数には表1　一一　1－1のような対応関係がある。従って，

表に示すように変定数を読み替えることにより電磁波における計算結果

がそのままSH波にあてはまる。そこでここでは，SH波に対しては等価回

路表示だけにとどめ，P，SV波に対する考察のみを行う。

　始めに，図1－1－2の回路表現を要約して説明する。図1－1－3にこの等価

回路における節点の配列を示す。

（1）　等価回路の基本的構成

　各節点には，弾性体の各変数が割り当てられ，それをその点の電圧と

対応づける。そこで応力および粒子速度が電圧に対応する節点をそれぞ

れ応力節点および粒子速度節点と名付ける。表1－1－2では応力節点の回

路変数に＊印をつけて粒子速度節点での変数と区別している。また前者

を白丸○で，後者を黒丸●で図示する。但し，伸縮応力（Ti，T3）は同じ

節点に置かれ，それが関与する音響ポインティングペ外ルの方向にのみ枝を持

つ。また，節点から伸びる枝に，その点の電圧に対応する変数と音響ポ

インティングベクトルを形づくる変数に対応する電流が，定められた方向に流れ

ており，その節点においてキルヒホッフの電流則が成り立つ。これらの節点は

波動方程式を満足するように，交互に配置されている。

（2）　回路定数について

　本手法においては各節点に負荷された集中定数素子が適当な条件を満

足すれば計算が常に安定であることが知られている。従って後述するよ

つにある条件下で線路および集中定数素子の値は任意性を持つが，ここ

では考察を容易にするため表1－1－2に示すようにスティフネスを2倍，密度を半

分にしており，線路の特性インヒ●一ダンスは，縦波の平面波における音響イン

ビ騨ダンスと同じ値としている。但し，線路の速度は，縦波速度の2倍とな

るので換算に注意を要する。伸縮応力（Tt，T3）に対応する電圧間の結合

鯨
．
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D2　7A3

図1－1－3　A1節点を中心とした等価回路網
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は，等価回路上の概念である相互容量で等価表示されている。この相互

容量Wと容量C’が相互に関連して，いわゆるポアソン比の働きをしている。

またT5節点には適当な容量C5＊をつけて線路のインヒ’一ダンスとその速度を見

かけ上変えることにより，横波速度と横波波動が関連するインピーダンスに

対応するようにしている。さらに節点間の回路変数同士の物理的意味を

等価回路上矛盾なく対応させるために各線路にジャイレータを接続する。特

に，超音波トランスジューサの解析ではカー電圧対応を用いることが多いので，

線路を応力を電圧とする伝送路とするため，ジャイレータを粒子速度節点側

に置いた。

（3）　媒質条件と境界条件

　固体の媒質条件である弾性定数の違いは表1。1－2より各応力節点の容

量の値を変えることで表し，密度の違いは粒子速度節点に適当な容量を

つけることで表す。境界条件は境界上の節点に適当な負荷をつないで満

足させる。例えば，境界が自由である場合は，図1－1－4に示すように応

力節点は応力に対応した電圧が零の条件に対応して短絡し，粒子速度節

点は応力に対応した電流が零であるから，自由空間に向かって伸びる枝

を開放にする。但し，節点を短絡する場合若干の注意が必要である。こ

の点については第4章で詳しく述べる。ところでこの等’ ｿ回路は正方格

子状に組み立てていくため，曲線を持つ境界は階段状に近似することに

なる。

　次に・上記（1）から（3）の基本的取り扱いを用いた図1－1－2の等

価回路が固体内を伝播する弾性波動を等価表現できることを示す。今，

uをとり上げ・uを電圧とする節点の代表であるA1点に関する格子網を図

1－1－3に示す。始めにB1，B2，C1，C2点を中心とした差分式を求める。これ

らはフックの法則における微分方程式の差分式にあたる。図1－1－5より，

B1点におけるz方向の差分式は
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図1－1－4　自由境界における境界条件の設定の例
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U（A2）

諺u3
Tl（Dl） U（Al＞

uム 　　Tll　（Al）

T3（Dl＞

　　　　u2

1，r52（Al）

Tl　2（Al）

T51　（Al＞

　w2

1＞　wl

　　　c塾

Ic彦

T5（Bl＞

皐。（A　4）

ユ
1
・
W

図1－1－5　A1節点近傍の節点と変数の取り方
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Az
ili　（A　1）一u．＝一

u，一U（A4）＝一

2（　A　＋2　，“　）

　Az

0　，T．（Bl）

サ

N（C2）一w2＝一

2（a＋2　x‘　）

　Ax

a　，T．（Bl）

2（　A　＋2　，u　）

　Ax　りwt－w（C1）＝一
　　　　　2（λ＋2μ）

Ic5＊＝C5“∂．しT5（B1）

　　　　　　1　　　　　1

0　，T．（Bl）

　　＝4　A　d（

　　o
Ut十Wt－U2一秘2＝lc5卓

a　，T．（Bl）

）　a　，T　．（Bl）

　　　　　　2pt　2（A＋2“）

となる　B1点ではキ1叱ホッフの電流則が成り立つから

（1．1．11）

（1．1．12）

（1．1．13）

（1．1．14）

（1．1．15）

（1．1．16）

△x＝△z＝△dとするので，式（1．1．11），（1．1．12），（1．1．13），（1．1．14），（1．

1．15），（1．1．16）より次式が得られる。

　．．　．．．　．．　．　1　Q（Al）一U（A4）＋di（C2）一k（Cl）＝一4Ad－a，T．（Bl）

　　　　　　　　　　　　　　　　2g

同様に，B2点では次のようになる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　i
　u（A5）一a（Al）＋is　（C4）一　ti　（C3）＝一4　A　d　一　e　，T　，（B2）

　　　　　　　　　　　　　　　　2　pt

（1．1．17）

同じ手順で図1－1－5よりD1，D2での関係式を求めると次式が成り立つ

u（Al）一u．＝一

　のu3・一u（A2）＝一

2（A＋2　x‘　）

Ax

e　，T，（Dl）

　　　　　0　，T，（Dl）
2（A＋2　，u　）

）81

O

）91（

（1．1．20）
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△

℃
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↓

　
　
＝

　
λ
つ
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従

翫
曙

4，a（A＋，u）　2（A＋2，u）

　　一A
　　　　　　　）　a　，T　，（Dl）

｝　0　，T　，（Dl）

　　　4　，u　（A＋　，u　）

式（1．1．19），（1．1．20），（1．1．21），（1．1．22）より

　　　　　　　　A　＋2　，u
U（A　1）一　in　（A2）＝一2　A　d（

　　　　　　　一2　A　d（
　　　　　　　　　　　4　，“　（A＋　，u　）

　　　　　　　　　　　　A　＋2　，u
u（A3）一u（A1）＝一2Ad（

　　　　　　　一2Ad（

w（C3）一N（Cl）＝一2Ad（

　　　　　　　一一2Ad（

w（C4）一　it　（C2）＝一2　A　d（

　　　　　　　一2　A　d（

　　　　　　　　　．

　＝一2Ad　e　，T，（Dl）

　　　　　　　羅・雛・灘1

　　　　　　颯　
識zVl　風講

　　　　　　．嚢．繊鍵鋸講、　　ww

　　　　　　　　　　　4　，u　（A＋　，u　）

　　　（1・1・23），（L1．24），（1．1．25），（1．1．26）より次式が求まる

（　A　＋2　“　）｛Q（Al）一ti　（A2）｝＋　A．　｛a（c3）一k（cl）｝

　　　　　　　　　　　懸1・灘灘1懸一難三一灘一一、ll．，’，

　　　　　　）　0　，T　，（Dl）
4　，u　（A＋　／u　）

　　一A
　　　　　　）　6）　，T．（Dl）

　　　　　　）　0　，T，（D2）
4　，u　（A＋　，u　）

　一A
　　　　　　）　0　，T　．（D2）
4p（1＋　pt　）

　A　＋2　iu

　　　　　　）　a　，T　，（Dl）
4　，“　（A＋　，u　）

　一A
　　　　　　）　6｝　，T，（Dl）
4　，u　（A＋“）

　A　＋2　，u

　　　　　　）　0　，T　．（D2）

4”（A＋p）

　一A
　　　　　　）　6）　，T，（D2）

　　34

（1．1．21）

（1．1．22）

（1．1．23）

（1．1．24）

（1．1．25）

（1．1．26）

　　o

（1．1．27）

　　搬・．雛1蟹
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　　　　　ox　ex　ez　T　　ot2
　次に，A1点に容量を負荷して媒質条件を変えることを考える。容量の

値を（△ρ／2）X△dとすれば，そこに流れる電流1。ρは次のようにな

る。

Icp　＝（A　p／2）　AdO　t“　（A　1）　（1．1．　35）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ　　　　　　　　　　リ　（λ＋2μ）｛u（A3）一u（A1）｝＋λ｛w（C4）一一■w（C2）｝

　　＝一2△d∂tT1（D2）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．1．28）

　ここでB1，B2，D1，D2点での応力成分をA1点での応力成分で表すため運

動方程式を用いて関係式を導くと，図1－1一・5より次式が成り立つ。

　T。（B1）・T。i（A1）一△z∂。T・（B1）

　　　　＝T51（A1）＋△z（ρ／2）　∂ut（B1）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．1．29）

　T5（B2）＝T52（A1）一・△z∂zT5（B2）

　　　　＝T52（A1）＋△z（ρ／2）∂tu（B2）　　　　　　　　　　　　　　（1．1．30）

　Tt（D1）＝T1ユ（A1）一△x∂xTi（D1）

　　　　＝T1ユ（A1）＋△x（ρ／2）　∂　tU（D1）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．1．31）

　丁皇（D2）＝・T12（A1）一△x　∂xTt（D2）

　　　　＝Ti2（A1）＋△x（ρ／2）　∂　tU（D2）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．1．32）

Al点におけるキルヒホッフの電流則より

　T5t（A1）一T5？（A1）＋Ti1（A1）一Tt2（A1）＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．1．33）

従って（1．1．29）一（1．1．30）＋（1．1．31）一（1．1．32）として（1．1．17），（L1．18）

，（1．1．27），（1．1．28），（1．1．33）を代入すると次式となる。

　（λ＋2μ）｛u（A2）＋u（A3）一2u（A1）｝＋μ｛u（A4）＋u（A5）一2u（A1）｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ　　　　　　　　　　　　　
　　＋（λ＋μ）｛w（C1）＋w（C4）一一　■（C2）一・　w（C3）｝

　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ　　　　　　　　　　　
　　＝一2△d（ρ／2）∂t2｛u（B1）＋u（B2）＋u（D1）＋u（D2）｝　　　　　　（1．1．34）

ここで両辺を4△d2で割って△d→0の極限を考えると，次のP波，SV波の

波動方程式となる。

　　　　　∂　　　∂u　　 ∂”　　　　　　　　　　 ∂2u
　（λ・μ）　　（一・一）・μ▽・u・ρ　　　　　　　（1．1．10）
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この点での電流は，キルヒホッフの電流則より次の関係にある。

　TsL（Al）”Ts2（Al）’Tit（Al）一Ti2（Al）＝lcp　（1．1．36）

この関係式を考慮すれば，波動方程式は次のようになり，媒質条件のう

ちの密度が変化したことと等価になる。

　（A＋”）　一一一一（一＋一）＋pV2u＝（p＋Ap）一　（1．1．37）

また，弾性定数を変える場合はこれまでの議論から応力節点の容量の値

を変えれば良いことがわかる。

　ところで先にも触れたように各回路素子の値はある条件下で任意性を

持っている。すなわち式（1．1．23）～（1．1．26）の導出過程からわ．かるよう

に1次元線路の容量分をsiとすると，D節点に負荷された容量C“との間に

は次の関係が成り立てばよい。

　　C＊　A＋2”
　　2Ad　4　pt（A＋”）

またC♂や粒子速度節点に負荷された容量の値によってそれぞれせん断

力に関係するスティフネス成分や密度を自由に変えることができることがわか

る。すなわちそれらの容量は線路の定数を調整するスタブの働きをしてい

る。しかし集中定数素子における蓄積工初ギーが負になると計算結果に発

散が生じてしまうので，D節点以外の単独の容量の値は正に，D節点では

次の条件を満足するようにする必要がある。

　今，粒子速度節点には容量を負荷しないとして，線路内の伝搬時間を

△t，弾性波動の縦波（その速度はVP＝・v「一）が△d進むのに

要する時間を△t。とする。C・2＝彫2としたときそれらの微小時間に成り

立つ関係は次のようになる。

A　t　a＝2

A＋　iu

a　＋2　“
At （1．1．40）

『灘・

「一J
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以下の定式化で説明するように△tは本手法における離散時間にあたる。

従って△tは実際の波動である縦波における時間△t。とずれがある（若

干短い）ことがわかる。このずれが大きいと実際の波動がある距離だけ

進んだ場合を計算するのにより多くの計算回数が必要となって不経済で

ある。上式はそのずれが最も少ない場合となっている。

1－3．Bergeron法による時間応答解析の定式化く2）’（3’

　前章における2次元等方弾性体の等価回路表示に対する時間軸上での

定式化について述べる。

1－3－1．　1次元線路のBergeron表示

　1次元線路は図1－1－6に示すように微小長さ△dの基本線路に分割され，

kを離散点番号としたとき，各基本線路の電圧電流間にはd’Alembertの

解の差分表現式より次の関係式が成立する。

Vk（t）＋Zolk（t）＝Vk．i（t－At）＋Zelk．，（t－At）　（1．1．41）

Vk一一t（t）一一Zork一．，（t）＝V，（t－At）一Z．1，（t－At）　（1．1．42）

上式は・それぞれ進行波，後退波を表わしている。ここで，Z。，△tは基

本線路の特性インヒ。一タ“ンス及び伝搬時間である。

1幽3－2．　本等価回路へのBergeron法の適用

　図1－1－2の等価回路において，表1－1－2では基本線路は自由空間での値

の2倍のスティフネスと半分の密度を持つとした。そのため，基本1次元線路の

特性インヒ。一ダンス，伝搬時間はそれぞれZ。㍉△tとして次式で与えられる。

z・㌧ノーて一下・ρ（λ．2μ

At．Ad

^2－s／一i：；一i；｝．：　fE．一2A　；；＃　）7　．　一iEd！　／1］IIIpil！iZ　．At．／2

（r．1．43）

（1．1．44）

灘懸懸灘灘欝懸灘馨1鰯，
．・齊R欝「



蕪　羅’雛灘

e

38

！k－1

．一一．一一一一一．一e）

V　k－1

I
k
qm）一一一．．）

＿1

Z。

｢d
VVk

図1－1－6　ユ次元基本分布線路
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式（1・1・44）より離散時間は実時間△t・の半爾となるのでモテ“ル化および結

果の換算の際注意が必要である。この点を踏まえて等価回路の1次元線

路にBergeron法を適用する。

　容量の計算は台形積分近似を用いて次のように行う。容量Cの両端の

電圧をV・・そこに流れる電流を1。とすると次の微分式が成り立つ。

この微分式に台形近似を適用すると，次に示す差分式が得られる。

Vc（t）’Rcrc（t）＝Vc（t“At）“Rclc（t－At）　（1・1・46）

但し，Rc＝△tノ（2C）。

このときの離散時間△tをBergeron法における線路の伝搬時間に対応し

た差分時間と同じにすれば，その時間ごとに同期して，逐次時間応答が

求まっていく。また，伸縮応力節点には普通の容量のほかに相互容量が

存在する。この場合相互容量H。によって互いに結合する電圧をV、，V2と

すると，次のような関係式が成り立つ。

　1．＝c　a　，v　，＋H．　a　，v．

この式を台形近似による差旧式になおすと，

　V，（t）＋R．V．（t）一R．1．（t）

　＝Vt（t一　A　t）＋R　MV．（t－A　i）＋R　．1　．（t一　A　t）

但し，Rc＝△t／（2c），　RM＝Mc／c。

次のようになる。

（1．1．47）

（1．1．48）

　以上の手続きをもとに，具体例として伸縮応力節点での計算法の定式

化を行う。使用する記号を図1－1－7に示す。まず各線路ごとにBergeron

法を適用すると，次の4式が得られる。

Vt’　（1，m，　t）　＋Zo“1　．i“　（1，m，　t）

＝lx2（1－1，m，t－At）＋Zo“V（1－1，m，t－At）　（1．1．49）

Vt＊（1，m，t）一Z．＊1．．＊（1，m，t）

　＝1xt（1＋1，m，t－At）一Zo“V（1＋1，m，t－At）　（1．1．50）



　　　　　．圏va・瓢・Z

陰
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V（［．一1，m） Vl　（1，m）

Ix　2

1cl　＊

V（（，m，，1）

lzl

lz2＊

lx2　K V　（1“JM）

IXI　5

　　1c3　＊k

　M＊

’多

v3￥t，m）　lxi

Izl＊　z

　　　　Lx

図1－1’・7　D（1，m）節点での変数の取り方

灘1翻鑛　’襲灘，
　　　　　　　　　　、一。エー灘
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＝T｛（At＋A2＋　一’ffg．一　）（2＋T．）一（A3“A4’　“F［1，　）　rt　｝

　V　．．　＊（1，m，　t）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　R．＝T｛（A　．＋A．＋　　　　　　　　Re）（2馳駆）“（A・尋A・＋三）τ｝

但し，D＝（2＋1／Rc）2…（RN／Rc）2。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　41

　V：．’（1，m，t）＋Zo“lzt“（1，m，t）

　　＝1．2（1，m－1，t－At）＋Zo“V（1，m－1，t－At）　（1．1．51）

　V．＊（1，m，t）一Zo＊1．．＊（1，m，t）

　＝1．，（1，m＋1，t－At）一Zt）“V（1，m＋1，t－At）　（1．1．52）

ここで，式の右辺の電圧と電流の位置が式（1．1．41），（1．1．42）と逆になっ

ているのは，粒子速度節点のところにジャイレータを入れてあるためである。

次に，容量に流れる電流に対して，式（1．1．48）より次のような関係式が

得られる。

　Vt’（1，m，t）＋RMV3“（1，m，t）一R．1．t’（1，m，t）

　＝Vt“（1，m，t－At）＋RNV3“（1，m，t－At）＋R．1．t’（1，m，t－At）　（1．1．53）

　V．＊（1，m，t）＋R．V，＊（1，m，t）・一R．1．，，（i，m，t）

　＝V，＊（1，m，t－At）＋R．V，＊（1，m，td－At）＋R．1．．＊（1，m，t－At）　（1．1．54）

但し，R。＝△tノ（2cつ，　RM＝H＊／c＊。

また，キIPヒホッフの電流則より，節点における入出電流間には次の関係が成

り立つ。

　Ixt’（1，m，t）e1x2＊（1，m，t）＝lci’（1，m，t）　（1．1．55）

　Izt“（1，m，t）一lz？“（1，m，t）＝lc：3’（1，m，t）　（1．1．56）

以上の式を連立させて電圧を求めれば次式のようになる。ただし式

（1・1・49）～（1・1．52）の右辺をA、～A2，（1．1．53）～（1．1．54）の右辺’�at～

B　’eとする。

　V，＊（i，m，t）

　　1　．．　B，　1　B2　R，i
（1．1．57）

（1．1．58）

　　　　　醗灘灘’．L灘　 ・嚢・・

灘、．　＿購＿塞灘騰懸隔欝難錘灘灘響鎌．霧．，
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この式を，再び式（1・1・49）～（1．1．54）へ代入すれば時刻tにおける電流

が求まる。他の節点でも同様に定式化でき，これらの計算を各節点で離

散時間△tごとに続けていけば，すべての変数に対して逐次時間応答が

求まっていく。

　本四算法は物理現象を記述する方程式を等価回路表示し，その回路方

程式を解くという点に特徴があり，等価回路表示による利点はよく知ら

れている。更に本丁算法がこれまで主に用いられてきた陽公式の差分法

と比較して持つ特徴を次の述べる。

（1）　差分法の場合は，速度と離散時間の関係が特に収束性との関連

で問題となるが，本手法では空間離散間隔と時間離散間隔が線路長とそ

の伝搬時間という物理的関係で結ばれているためその必要はなく，常に

安定であることが知られている。また，この方法は基本的には差分関係

に基づいているため誤差は差分法と同様，時空間の離散間隔に依存して

いる。通常満足な値を得る目安として，波長の分割は10分割以上必要で

あることが知られている。

（2）　計算容量については，差分法の場合変位のみを変数として計算

できるため，変数2個（uとw）と時間領域が3個の合計2×3＝6個必要とな

ある。本計算法では時間領域は2個で良いが，変数領域は少ない所で電

圧と4方向の電流の5個，合計5×2＝10個，多い所では電圧，電流が8個必

要で合計8×2＝16個必要となり差分法にくらべ必要な領域が多いが，こ

れは本手法が全ての変数を一度に計算するべ外ル計算法であるからであ

る。さらにこのことから差分法と同じ時間分割にした場合，領域が差分

法の4倍必要となる。すなわち1波長を10分割するように（10△dとなる

ように）周期を選んだとしてもその間に応力成分で5分割，粒子速度成

分で5分割にしかならない。結局どちらの成分に対しても10分割になる

ようにするには周期を2倍にし領域を面積的に4倍にしなければならない。

以上のことから，計算容量について1ま不利であるが，各節点ごとの職

工

繕、灘灘一難白山灘．鑛＿．灘，．1
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散時間前の値を用いての逐次計算は近年の並列ベクトル計算機に適合して

いる。従って，最近のスーバーコンヒ◎ユータに代表される大容量，超高速計算機

の発達は本手法のこのような欠点を取り除きつつある。その結果，一度

の計算で全ての変数がもとまるという本手法の特徴が非常に有効なもの

となる。

（3）　差分法では複雑な境界条件に直接対応させることが難しいが，

本手法では，境界条件は適当な集中定数素子をつけることで階段状に近

似できる。
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1－4．解析結果

　本手法が，2次元等方弾性体における弾性波の基本的な特性を満足す

るか確認する。まず，想定している速度で波動が進行するか確認するた

め，図1－1－8の条件で計算を行った。図1－1－8（a）は縦波について調べる

ための設定で，上辺を内部インヒ。一ダンスZ◎の圧縮力（T3）にあたる電圧源で

励振し，下辺には同じインヒ。一ダンスZ。を負荷している。Z。は縦波平面波に

おける特性インビ。ダンスであり，等価回路の線路の特性インピーダンスに等しい。

また左右の面は対称として計算する。以上の設定によりz方向に変位を

持つ縦波平面波が図の下方へ進行する状態をシミュレートできる。図1－1－8（b）

は横波をシミュレートしたもので，インヒ。一ダンスが横波平面波の特性インヒ・一ダンス

Z・ノーπであり，電圧源がT5節点にある以外は縦波の場合と同じであ

る。なお，x方向の均一性は最小3節点でも実現できるが，ここでは以降

の例題への拡張性を考えて約2波長分の領域を取った。図1。1。9にその理

論値を直線で，本手法での計算値を丸印で示す。図の縦軸は波長λを

△dで規格化し，横軸は周期Tを離散時間△tで規格化してある。但し，

ここではラメの定数μとλを等しいとしており縦波，横波の速度をそれぞ

れVp・V・とするとVs／V．　P≒0・58の場合になっている。この結果から，波

動は・ほぼ理論ど．おりの速度で進行していることがわかる。

　次に・縦波平面波が自由境界に斜め入射したときの，反射特性を調べ

た。媒質が均一な場所では，縦波と横波は独立して進むが，他の媒質と

の境界面で反射または透過する際に別の種類の波も一緒に発生する。実

際の平面連続波の入射，反射をそのままシミュレートするのは困難なので，図

1唱1鱒10のような条件を考えた。図の左右の面（図の一点鎖線の部分）は

対称とし・上面（図の破線の部分）に周期40△tの正弦波5波長分の縦波

を入射させる。縦波はほぼ平面波をなして下方に伝搬し左下方の自由境

界（図の二点鎖線の部分）に入射角45度で斜め入射する。そこで縦波と

灘　．．灘灘灘
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図1－1－8　平面弾性波の速度を確認するための計算モデル

　　　　（a）　P波平面波の速度を確認するためのモデル

　　　　（b）　SV波平面波の速度を確認するためのモテ・ル
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図1－1－10 P波平面波が自由境界に45。で斜め入射するときの

反射特性を計算するためのモデル
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横波に分かれて反射し右方向に進む。入射した縦波の先頭が下端に到達

したとき，入射P波，反射P波，反射SV波はそれぞれ図1－1－11の状態にな

ると考えられる。入力を一定期間入力のバースト波としたので2種類の反射

波が互いに重ならずに存在する場所があり，その部分を調べれば反射波

の振幅や反射角が求められる。計算した結果のうち領域内の粒子速度ベ

クトル図を図1－1－12に示す。図中のバーは粒子速度の方向と大きさを示して

いる。すなわち縦，横に適当な数だけホ。イントを選び，その点におけるxお

よびz方向の粒子速度を求め，、速度の方向すなわちパーの傾きを決定する。

次に図中の入射波の大きさで規格化するため，その速度の大きさに適当

な定数をかけ長さを与えている。但し，入射波の存在している場所と振

幅の小さい場所は除いてある。図からほぼ予想したとおりの分布になっ

ていることがわかる。次に反射角と反射係数の理論値を表1－1－3に示す

（4） B計算の結果，反射角は縦波で約45。，横波で約24。でほぼ理論値

どおりであった。振幅に関しては，波の同位相の部分で最も振幅が大き

く，別の波の影響の少ない場所をみると，反射係数が縦波で約一〇．38，

横波で約1・05であった。設定した条件や補間をしていること，入射波が

5波長のバースト波であることなど誤差の評価が難しいが比較的理論値に近

い値になっている。ここでは本解析法の妥当性を示すため，解析的に扱

える例題を選んだ。しかしこの手法は差分法と同様に汎用性のある数値

計算法であり・解析的に求められない問題に対しても有効である。たと

えば図1－1－12においても反射波の上側端部での回折の様子も計算されて

いる。

　次に・面内振動をする正方形板のモード解析を行なった。図1－1－13に示

すように一辺が33△dで周囲が自由な正方形板を考え，対称なモードだけ

を考慮することとしてその1／4部分のみを計算した。従って図の破線部

分には対称条件が考慮されている．自由端は粒子速度節点のみで境界条

件を満足するようにした．この自由境界条件の設定の仕方については第

懸纏。灘　羅雛灘F灘・ ・灘灘＿購、．灘鎌一難贋
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ttZ／．　lncident

s．siSliEl／S　Reflected

三を1三　Reflected
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図1－1－11 図1－1－10の設定における反射特性の予測図



図1－1－12 図1－1－10の設定における粒子速度へ“外ルの計算結果

一　出自’　鱗
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表1－1－3　P波平面波が自由境界に45。で斜め入射する時の反射特性の

　　　　理論値

反射角 反射係数

SV波 P波 SV波 P波
理論側22．89｝45 1．09 一〇。381
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　4章で詳しく述べる。弾性体の定数は平面応力問題・5）であることを考

　慮してコンフ。ライアンスの値を読み替え，そのときのラメの定数をλ／μ＝1．5とし

　た。まず図の中央部の粒子速度節点A，Cに同じ大きさのインハ・IPス電圧を与

　え・各辺の粒子速度の時間応答波形を求めた。計算時間は2i3△tとした。

　その結果にハニング窓をかけFFTによりフーリエ変換を行なって5次までの共振

　周波数とモードの概略値を求めた。図1－1－14に示す結果の破線はモ。ドの形

　を表し・図中の数値は一辺の長さに等しい縦振動棒の共振周波数で規格

　化した周波数値である。ここでは明確な共振点を求めておらずその近傍

　の値を用いているがその周波数とモニドの形は文献値（6）に近い値となつ

　ており・本手法の妥当性を示していると思わ’れる。

　　次に，一般的な問題として半無限弾性体の自由表面の一部にハ。ルス応力

　を加えたときの波動伝播の様子を計算した（7）。図1－1－15にその計算モデ

　ルを示す。図ではy方向を一様とし，上面は自由，左面（一点鎖線）は対
1
1称条件を与え，その他の面（破線）は波動が到達する距離：よりも十分広

　く領域を取る（L＝140△d）として特になにも設定していない。図の座標
ド

ix・0，z・0から2△dごとに1，0．85，0．5，0．15の振幅をもつ電流源をC節点に

1つないだ。電流源の波形はtを時間としてexp（一（t－43△t）2／400△t）の形
1

　のガウシアンハ。｝レスとした。計算時間は240△tである。その他の定数は反射特

性の計算の場合と同じとした．図1－1－16（a）に粒子速度へ・クト、）｝の計算結果

を示す・図の座標（…）から45●方向｝こSV波，それに先行して扇型にP波

が確認される・また自由表面にはsv波より若干遅い表面波が観測され定

性的に弾性波動の特徴をよく表わしている．図1－1一一　16（b），（c）にはそれ

ぞれ応力のT・・T・およびT・の計算結果を示す．また図1－1－16（d）には音響

ホ●インティングペクト随示す．その方向と大きさは矢印の方向と長さで表され

ている・この図から横波，縦波およびそれらのハ・ワーの大きさが粒子速度

へ“クト咽よりも明確に観測されるの力始かる．このようにぺ嚇計算法で

ある本手法により粒子速度ベクト咽だけで｝ま得られない多くの有益な情
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図1。1－16 半無限弾性体の自由表面に応力パルスを加えた時の

波動伝播特性の計算結果
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（d）　音響ポインティングペ外ルの計算結果
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報を我々に与えてくれる。

1－5．むすび

　2次元等方弾性体について・その等価回路表示とBerge　ron法による時

間軸上での定式化を行い・固体内を伝播する弾性波動の数値解析に有効

であることを示した。また・ほぼ満足のゆく計算結果も得ることができ

た。これまでの議論で明らかとなった本手法の特徴は次のような点であ

る。

（1）　本手法は波動を等価回路表示し，電気回路解析手法を用いて解

析するところに特徴がある。物理現象を電気的アナロジーを用いて考察する

ことの利点はよく知られている（8）。その結果，変位ではなく粒子速度

を変数とするなど音響工学の体系と合致することになり，弾性波動を発

生検出するための電気的入出力系と解析の際に整合が取りやすい。また

同様に圧電体への適用を容易にするものと思われる。

（2）　計算法についてみると，Bergeron法を用いているため簡単な計

算アルゴリズムで節点ごと，1離散時間ごとの逐次計算が可能となり，その

高速化が計られている．従って多元の連立方程式癬ぐ手法に比べ計算

回数が少なくて済む。また弾性体の変数が，一度の計算ですべて求まる

ため繰り返し計算の必要がないうえ粒子速度を変数としているので音響

ポインティングベ外ルなどのハ。ワー量も直ちに計算できる。また節点につながれ

た集中定数素子の値に注意すれば，時間と空間の離散間隔にはある一定

の関係があり常に安定である。しかもそれらの素子が媒質条件を与える

ため・不均一な場合でも素子の値を適当に定めるだけで離散間隔を変更

することなしに計算が可能となる．更に差分法では解析が容易ではav、

複雑な境界形状に対しても本手法は階段状にではあるが適用可能である。

但し・本手法は本質的には差分関係を基｝こしているため，よい近似を得

、鍵羅難　　懇一三醗・　灘
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るためには波長を10分割以上する必要がある。また変位のみを変数とし

て計算できる差分法に比べベクトル計算法である本手法はより多くの計算

容量を必要とする。

　本章における考え方を基本に以下の章では，本手法を3次元，異方性

へと拡張し・上記の特徴をそのまま保った有効な解析法となることを示

す。

・．騰．・VII

鰹’
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第2章　3次元等方弾性体への適用（i・

2－1。　まえがき

　前章では2次元等方弾性体内を伝播する弾性波動への空間回路網法の

適用について考察した。そこでは，微小な同一長さ，同一特性の1次元

線路を正方格子状に組合せ・各線路の交わる節点に弾性体の変数を電圧，

電流とし．て割り当てた基本等価回路を導いている。この基本等価回路は

＋分分割間隔を小さくし剥き弾性体の微・」・区間に成り立つ関係式を満

足し縦波・横波双方の波動場を生成する。そのとき、その時間応答計算

に際して、Bergeron法による波動伝搬の定式化を利用し，節点方程式に

よる逐次的解析手法を実現している。しかし、2次元で扱える問題はか

なり特殊な場合である・特に本来テンソ俵現される弾性体においては3次

元的取り扱いが本質的でありまた現実の問題の解決には不可欠である。

そこで本章では、2次元問題における解析法の3次元等方弾性体への拡張

を試みている・その結果・3次元においても2次元の場合と同様の解析法

が適用でき・計算結果も妥当性を持つことが確かめられた．以下2－2．

では3次元等方弾性体の等価回路表示について述べ，2－3．では時間

応答解析の定式化・2－4．でその計算結果｝こついて述べる。

2鴨2・　3次元等方弾性体の等価回路表示

本章では3次元微小空間において弾性体の関係式を満足する基本分布

回路を導き・それを多数組合せて，対象とする弾性体を近似する．従っ

て従来から行われている特定のモードや波動成分に着目した集中定撫子

による等価回路とは違って，その等価回路はただちに対象とする弾性波

層雛
．
鑛

　
　
蘇
騰

　
　
辮
蝋
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動の性質を表現するものではなく，適当な境界条件，媒質パラメータを与え

ることによりあらゆる形状・励振条件に対する波動場を表現できる汎用

性を持っている。本手法では3次元等方弾性体を図1－2－1のような立方格

子網の等価回路として表す。格子網の各枝は1次元線路として，格子点

は各線路が接続された電流連続の成立する節点として扱う。各枝は△d

という同一の微小長さを持つ1次元線路に当り，その方向に平面波が伝

搬していることになる。各節点には表1－2－1に示すように弾性体の変数

が電圧電流として割り当てられ，弾性体の関係式を満足するように配置

されている。但し・一般の弾性体の取り扱いとは異なり，変位の時間微

分（粒子速度と呼びX，y，Z方向の変位を表わすU，V，Wの記号の上の・はそ

の時間微分を示す）と応力を変数としており，また応力は圧縮力を正と

しているので対応に注意を要する。等価回路の中で電圧と弾性体変数と

の対応を明確とするため応力を電圧とする節点を応力節点と呼び白丸O

で，粒子速度を電圧とする節点を粒子速度節点と呼び黒丸●で表して区

別している。図1－2－1の中の最も基本となる回路を図1－2－2に示す。

　次にこの図1。2－2の基本回路について簡単に説明する。

（1）　等価回路の基本構成

　各節点は同じ長さの1次元線路でつながれており，各線路は応力を電

圧とする伝送路となるよう粒子速度節点側にシ・ヤイレータを挿入している。

f申縮応力T・，T2，T3を電圧として持つ節点には3種類の電圧端子が関連づ

けられ・各端子につないだ容量Cpと各容量間を結ぶ相互容量Hcとでいわ

ゆるポアソン比の働きを等価表示している。せん断応力節点には容量C。を

負荷して線路のインヒ。一ダンスと速度を見かけ上変化させることにより，横

波波動に対応するインヒ・一ダンス及び速度に対応させている。

（2）　媒質条件について

2次元の場合と同様に線路定数と容量Cp，Csの値はある条件下で任意性

を持っている。すなわち節点に負荷された容量，インダクタンスなどの各集中

・
、
羅

繊
、
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表1－2－1　3次元等方弾性体の変定数とその回路変定数との対応
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1　Zohi（Al，t）＋T，，（Al，t）＝Z．th．（Dl，t－At）＋T，（Dl，t－At）

iil　Z，＊b（Al，t）一・T，，（Al，t）＝Z．＊U，（Dl，t＋Atj－Tifoiji＋A”Nil

i（　Zo’a（A2，t）＋T，．（Al，t）＝Z．＊ti，（Dl，t＋At）＋T，（Bl，t＋At）

1　Zo’“（A2，t）一一Ti？（Al，t）＝Zo““t（Dl，t－At）一Ts（Dl，t－At）

；また電流則よ微式が成り立つ。

　　定数素子の値をそれらに蓄積される工初ギ。が負にならないように選べば

　　よい。ここでは便宜的に1次元線路は，特性インヒ。一ダンスが弾性波の縦波平
キ

1面波の音響インビータ“ンスのnt倍，速度のts倍としている．これらの線

　路定数はそのようになっているが次に示すように節点が多数集合して相

　互に関連することにより・十分分割間隔をせばめたとき通常の弾性体の

　ハ●ラメータを持つ波動をシミュレーける・本手法では，定式化の便宜のため特性

　の違う弾性体を含む1っの弾性体系に対しても同一特性で同一長さ△dの

11次元線路の立方格子状の集合体で表現する。従って，弾性定数の違う

　媒質条件はC・とN・・C・の値を適当1こ変えることで表し洞様に密度の違

　いは粒子速度節点に媒質定数に応じた容量を負荷することで表す。

　　以下図1－2－1の節点の集合体からなる等価回路が3次元等方弾性体の弾

　性波動を等価表現できることを示す．本手法は数値解析であり，等価回

　路表現における空間離散化と計算法の中の時間離散化がその近似の度合

　を示すことになる・特に本手法では線路やリアクタンス素子の時間軸上での定

　式化にBerger・n法を用いてV・るため時間軸と空間軸の離散化に一定の関

1係があり近似度を決める要因が厳密となっている．図1－2－3のような線

　路に対して各端子の電圧・電流はBerger・n表示を用いて次のように表せ

　る。但し・以下の微分式の表記法は前章と同様である。

　　V・（t）＋Z・1・（t）・V・一・（t一△t）・Z・1・一1（t一△t）　　　　（1．2．1a）

lV・一・（t）一’　Z・lk一・（t）・V・（t一△t）一Z・1・（t一△t）　　　（1．2．1b）

！ここで△t・△d／VlでVlは紬の速度である．この式を使って図1－2一一4eこ

｝示すD1節点のx方向の関係式は次のようになる．

1　　　　　ゆ

（1．2．2a）

（1・2e2b）

（1．2．2c）

〈1．2．2d）
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i
　
ド

a　（A2）
ゆ　
Tl（D1）　Z1言

T12（A2）’　al（Dl）　1　a2（Dl）

　　　　　　　　　　Icl（Dl）

　　T2（Dl　　　　　　　　　　　　　　3（Dl）
　　　　　　　Mc　IMc
　　　Ic2〈D1）YA　I　AY：c3（D1）

－
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－
◎
「

D
ハ
U
C

　　a（Al）

e－H
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図1－2－4　D1節点における詳細図
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　　　　サti　t（D1）口u・（D1）・1・・（D1）　　　　　　　　　　（1．2．3）

（1．2．2）式の。＋d－a。bとし電流則を代入すれば次式が得られる。

　2Zo卓｛血（A2，t）一丘（A1，t）｝

　・2｛T・（D1・t＋△t）一T・（D1，t一△t）｝・Z。・｛1。、（D1，t・△t）

　・1・i（Dl・t一△t）｝　　　　　　　　　　　　（1．2．4）

同様の式がD2節点でも得られ（1・2・4）式との和をとれば次の式となる。

　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の
　｛u（A2，t）＋u（A3，t）一2u（A1，t）｝

　　　1
　＝　一z；一7，　｛Ti（D1，t一　A　t）一Tt（D2，t＋A　t）一T，（D2，t・一　A　t）｝

　　　1
　　“T｛lci（D1，t“At）“lci（Dl，t－At）＋let（D2，t＋At）

　　“lct（D2，t一　A　t）｝

ここで

Zo’＝i一：一：一p　（A＋2　，“　）＝　1一（A＋2　，“　）一

（1．2．5）

2

3

”p＝

№?＝　72F9

1

Vp
’

　　　p　！6－IA　t

であるから（1．2．5）式を書き直し両辺を4△d　L）で割れば次式のようになる。

1

　　　“　　j　’　　　　t

4A　d2

｛a（A2，t）＋in（A3，t）一2“（A1，t）｝

ユ　　　　　1

　　　　　8△d△t　　λ＋2μ

＋Tt（D2，t＋△t）一Ts（D2，t一△t）｝←

｛T，（Di，t＋　A　t）　一T　，（Dl，t一　A　t）

　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛1　ct（Dl，t＋　A　t）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　8Ad2

　　“lct（Dl，t’At）＋lct（D2，t＋At）’lci（D2，t－At）｝　（1・2・6）

今△d．Oとすれば△t＝△d！Viより△tも→oとなり，次の偏微分方程式と

等価であることがわかる。
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　コ∂翼2u（A1）

　　　　　1
　　　　　　　　　∂xt2T1（A1）
　　　2（λ＋2μ）

　　　・∂x　・2｛C・’T　・・（A1）・H・．（T2（A1）・T。（A1））｝　　　　　（1．2．7）

但し，Cp’＝Cp／（2△d），　Hc’＝Mc／（2△d）

　　　　　1
ここで　 一｛lct（t＋△t）＋lct（t一△t）｝A　t、〉．0
　　　　　2

　　　　　昌lc1（t）＝Cp∂tTi＋Mc（∂　，T2＋∂，T3）

の関係を用いた。同様にG，F節点で関係式を求めてまとめれば次式を得

る。

　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　の
　　　　［（λ＋2μ）｛u（A2）＋u（A3）一2u（A1）｝

　4△d2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の

　　＋μ｛u（A4）＋u（A5）一2u（A1）＋u（A6）＋u（A7）一2ti（A1）｝

　　＋（λ＋μ）｛ウ（B1）＋ウ（B4）一｛｝（B2）一壷（B3）

　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋w（C1）＋w（C4）一w（C2）一w（C3）］△d　eo

　　　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の
　＝（λ＋μ）∂x｛∂xu（A1）＋∂yV（A1）＋∂z騨（A1）｝

　　　　　の　＋μ▽2u（A1）

　＝∂xt2T1（A1）＋∂zt2T5（A1）＋∂yt2Tδ（A1）　　　　　　　　　　　　　　　　 （1．2．8）

但し・▽2＝∂・2＋∂y2＋∂。2で　△x＝△y＝△z＝△d　の関係を用いた。

またBergeron表示式から次の関係式が得られる。
　　　ロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　6Zo＊｛u（A1，t＋2△t）＋u（A1，t－2△t）一2u（A1，t）｝

　＝2｛Tt（D1，t＋△t）一Tt（D1，t一・△t）＋Ti（D2，t÷△t）一Tt（D2，t一△t）｝

　　＋2｛T5（F1，t＋△t）一・T5（F1，t一・△t）＋T5（F2，t＋△t）一T5（F2，t一△t）｝

　　＋2｛Tθ（G1，t＋△t’）一T6（G1，t一△t）＋Te（G2，t＋△t）一T6（G2，t一△t）｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．2．9）

両辺を4△t2で割って△d→0，△t→0の極限を考えれば次の式が得られ

る。
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｝ρ∂、・　ti（A1）

｝
1　＝∂・・2T・（A1）＋∂・・aT・（A1）・∂・・2T・（A1）　　　　（1．2．1・）

｝ここでZ。》πρv。の関係を用いた。

1（1・2・8）・（1・2・10）式より本手法が十分分割間隔が小さいとき次の3次元

　　　　　　　　　等方弾性体のu（A1）節点における波動方程式を近似していることがわか

｛　る。

1（λ＋μ）∂ P｛∂・u（A1）＋∂・V（A1）＋∂・敢A1）｝・μ▽2　il（A1）

1　3ρ∂・2u（A1）　　　　　　　　　　（1．2．11）
［以上のことから・本手法が（1・2・11球の差分近似と考えればその近似の

　次数は△d・△tに対して2次ということがおかる。

　　中村は本手法と同様の考え方に基づいた微小空間における分布定数的

1等価回路を提案している（2）・本手法轟こおける等価回路との違いは中村

1の回路は格子状に組合せた集中定数素子，すなわち分布定数回路で表さ

れている点である・また・その計算は各素子に成り立つ電凪電流の連

淳1次鰍分方程式をたとえば差分法などを使って直接解いている…。

1その点本手法における計算法では2－3で述べるように騨な代数方程

｝式を解けば灘時間ごとに時間応答が計算できるので扱いやすも時間

領域も2っで済み計算容量の節約がはカ・れる．また場所によって媒質条
　

1件が変る不均質な弾性体の場合でも各節点に負荷した容量の値が媒質条

欝えるため’線路の値を変える必要力｛なく本手法がそのまま適用で

1　2－3・　時間応答解析の定式化
「

〔　ここでは図1－2－5に示すD節点での時間領域での定式化について述べる。

lZ・’を線路の特性インヒ・一タ・ンス，△tを伝搬時間として各欺元線路のBer－

9eron表示式は次のようになる。
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図1鰯2－5D（1・m・n）接点での変数のとり方
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v’＋Zo“lxi“＝1．2（1－1，t－A　t）＋Zo＊V（1－i，t・一　A　t）

ザーZ♂1・2＊；1・・（1・1・t一△t）一Z♂V（1・1，t一△t）

V2’＋Zo“1　yt’＝1　y2（m－1，t一　A　t）＋Zo’V（m－1，t一　A　t）

V2‘一Zo“1　y2’＝lyi（m＋1，t一　A　t）一Zo’V（m＋1，t一　A　t）

V3’＋Zo’1　zi“＝1　22（n－1，t一　A　t）＋Z　o’V　（n－1，t一　A　t）

V3’一Zo“1　z2“＝1　7i（n＋1，t一　A　t）一Zo＊V（n＋1，t一　A　t）
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（1．2．12a）

（1．2．12b）

（1．2．12c）

（1．2．12d）

（1．2．12e）

（1．2．12f）

ここで各電EE　f電流は座標（1・m・n）・時間tでの値，すなわちV・・V・（1，m，

n・t）であり・それと異なる座標・時rdi　e：おけるものは簡単のため異なる

因子のみ（）で示した・容量における計算については，できるだけ安

定性の良い近似式を使うこととして台形積分近似を用いた．こ．の場合近

似の次数は△tについて3次となる・なお，線路の計算においては近似が

2次であることから中心差分等による2次の近似でも＋分な精度が得られ

ると考えられる。

　V”＋R．（V．＊＋V3’）一R．1．，＊

＝V“（トムt）・R・｛（V・“（t一△t）・V♂（t一△t）｝・R。1。、・（t一△t）

　V’e”＋RM（V“＋V3“）一RclcL）“

＝V2＊（t－A　t）＋R．｛（V＊（t－A　t）＋V．＊（t－A　t）｝＋R．1　．．“（t　一一　A　t）

V3　’：　＋RM（V＊＋V2＊）　・一R．1　，，　3＊　’

＝V・“（t薗△t）・R・｛（い（t一△t）・V・・（t一△t）｝・R．1．。・（t一△t）

但し・R）f　＝　Mc／Cp，　Rc＝△t／（2Cp）

また電流連続の法則から次式が成り立つ。

Ixt“一lx2＊＝lci＊

Iyt＊’ly？＊＝lc2＊

1zt＊’lz2＊＝lc3＊

（1．2．13a）

（1．2．13b）

（1．2．　13c）

（1．2．14a）

（1．2．14b）

（1．2．14c）

以上の式を連立させることにより，時刻tでの各変数の値が求められる。

ム
「・式（1・2・12a）一（1・2・12f）の右辺をA1－A6，式（1．2．13a）～（1．2．13C）

の右辺をB1－B3とすると電圧V・，V。・，V，・について次式のように定式化さ

置

」
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れる。この式を再び（1・2．12a）～（1．2．12f），式（L2．13a）～（1．2．13c）へ

代入して各電流が求められる。

　　　1　2Rc　V’＝　一d一一　｛（1＋　’“：：一’　＋RN）・CleRM・（C2＋C3）｝　（1．2．15a）

　　　　　　　Zo“　　　D

　　　1　2Rc　V，＊＝　一一一：一　｛（1＋　一一一・：一一　．．　＋R．）・C2　一一R．，（C1＋C3）｝　（1．2．15b）

　　　D　　　　　　　Ze“

　　　1　2Rc　V，＊＝r｛（1＋一一：1一一　＋R．）・C3一一R．・（C1＋C2）｝　（1．2．15c）
　　　D　　　　　　　Zo“

　　　　　　Rc
但し　C1＝B1＋一（A1＋A2）
　　　　　　Zo“

　　　　　　Rc
　　　C2＝B2＋一　（A3＋A4）

　　　　　　Zo“

　　　　　　Rc
　　　C3＝B3＋　一　（A5＋A6）

　　　　　　Zo“

　　　　　　2Rc　2Rc　　D＝（1＋　一・一一・）2＋R，，．（i＋　一）一2．R．2

　　　　　Zo“　Ze“
　通常離散的手法では計算精度の問題から，波長を空間的に10分割以上

する必要があり，本手法でも同様である。また取扱える対象の精度や規

模は使用する計算機の容量と計算速度によって決まる。最近スーバ。コンヒ・ユ

ー9に代表されるように計算機の大容量化，超高速化が進んできており，

扱える問題も増えつつある。

　2－4．　解析結果

　本手法による計算の妥当性を確認するため，基本的な問題を設定して

計算を試みた。まず想定している速度で波動が伝搬していることを確認

するため図1－2一・6のモデルで計算を行った。1次元線路は直接3次元弾性波
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の特性を示しているわけではなく，その多数の集合体で弾性波を近似す

る。たとえば表1－2－1では縦波は線路の速度の1／tsとなっており，時間

△tの間に△d／！瓦か進まないこと｝こなる．図1－2－6に示す直方体の領

域を考え・上面のD節点のV㌔端子に内部インヒ。一ダンスとして縦波平面波の

音響インヒ。一y“ンスZp“＝》「：5て繭，　F節点に内部インヒ。一ダンスとして横波平

面波の音響インヒ●一ダンスZ　・’＝　v「葎一を持つ電圧源を接続したものの2種類に

ついて計算した。下面と上面ののこりの部分は前者はZp“，後者はZ♂で

それぞれD・A・B節点F・E・C節点を終端しており，他の前後，左右の面は対

称としている。図1－2－6のモデルによりx。y方向に一様でz方向に進行する

縦波平面波・横波平面波をそれぞれシミュレートできる。そこで電圧として適

当な周期の連続正弦波を与え，波動が下面に到達したところで励振を止

める。そしてそのとき計算領域内に進行した波動の波長を調べた。波長

を調べることにより波動が理論的に計算される速度で進むか確認できる。

その結果を図1－2－7に示す。図南の直線は理論値，丸印が計算結果であ

る。縦軸は波長を△dで，横軸は周期を△tで規格化している。その結果，

理論値と計算値はよく一致していることが確かめられた。次に，より一

般的な問題として図1－2－8のようなモデルで計算した。図1。2－8は周囲が全

て自由の直方体状の弾性体に対して，その上面の中央部に周期40△tの

正弦波1波長分のT3応力を入力した場合の計算である。図の対称性を考

えて鎖線で示した1／4の領域のみ計算を行った。一中には境界条件の設

定も示してある。入力部は上面の中央から半径8△dの中に分布し，入力

部の中心におけるT3の振幅は1とし，そこから2△d離れるごとに0．85，

0・5・0・15，0．0の振幅としている。図1－2－8の設定の計算結果を図1－2－9

（a）・（b），（c）に示す。図ではそれぞれ2種類の結果が対で示されているが，

上の図は入力領域のあるトy面，すなわち図1－2。8の上面の様子であり，

下の図は入力の中心点を含むx・・一　z面の様子を示したものである。図1－2－9

の（a）・（b），（c）はそれぞれ98△t，146△t，196△t時間後の粒子速度の計

灘i灘灘　羅臼i一二・羅欝灘 ．翻　・
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算結果で・縦波平面波の移動距離に直すとそれぞれ約40△d，60△d，80

△dだけ進んだ場合にあたる。また図1－2　一一　10には模式的な説明を示した。

図1－2－10の（a）・（b）・（C）はそれぞれ図1－2－9の（a），（b），（c）に対応してい

る。図1儒2－9・図1－2－10より・先行する縦波，遅れて進む横波と自由表

面でのレ．リ噸波と考えられる波が3次元的に広がって進行する様子がわか

り定性的によく弾性波動をシミュレートしていると考えられる。ただしx－y面

の図はx・’”　z面の図よりも粒子速度を拡大して描いてある。

2－5．むすび

　以上，3次元等方弾性体への空間回路網法の適用について述べ，2次元

等方弾性体について導出された等価回路と時間領域での定式化の概念が

そのまま3次元に拡張できることを示した。また本手法は基本的には差

分関係に基づいており，その近似度が空間離散間隔△dおよび離散時間

△tに対して2次であることを明らかにした。最後に本解析法を基本的な

例題に適用しその妥当性を示すことができた。

暴騰耀醗．『



賦’　

，
．
蹴

図
帽
軽
e
9
喫
e
多
々
e
O
－
N
－
H
区
　
0
7
N
。
H
図

82

鑛
「
彊
一
、
」

奪’

O
＞
廻
3
‘
0
惰
〇
一
》
帽
α
”
¢

灘i馨灘難懸難難鐵磁

（
り
）

●
誌
ヌ
ー
色

℃
O
｝
り
O
ζ
O
＝
“
α
」

　
　
　
　
　
　
　
　
（
ε

の

O
＞
何
き
一
の
“
の

O
＞
可
～
》
一
n
鴨
”
∩
騨

　
　
　
（
ε

α
」

’

に

の
α
」

一■■■嗣■■■■臨●

＝二

，
一
」

　
　
　
　
一

一

ユ

　
　
バ
一
x
L

＝

ロ
　
ロ
　
　
ロ

iXll．［．！

　
　
　
　
　
　
　
＝
　
r
｛

ζ
2
0
Φ
」
ヨ
α
三
人
凸

　　

@　
低

一．　
　
》

　
　
c
2
σ
o
」

」
O
＝
噂
コ
σ
《

り

　
の
り
　
　
　
ゴ

驚
．
．
・
一
∴
ゴ

⊆
O
佃
σ
O
」
リ
コ
Ω
ζ
網

　　琴　　　　il

’mawwa’ec写　　，　、．

灘．． D聾鮪灘澱　　　　 。．1，
κ

、
菅

｝blt

7



，、・ A痴、“脇　　　m、　　　’4・a…rt　　ve留翻t

r

第3章　異方性弾性体への適用・D

3－1．　まえがき

　一般に弾性体を構成する材料は結晶軸等その物性的特性に基づく異方

性を持ち・弾性波動伝搬特性に顕著あるいは微妙な影響を与える。また，

そのような異方性を積極的に利用して新しいデバイスを構成していくこと

も可能である。異方性媒質を含む複雑な系の解析を行う場合，解析的手

法では困難な場合が多く，数値的シミュレーションが有効になる。最近の計算機

の大型化・高速化にともない・コンヒ．ユータによる数値シミュ回，ン手法力禰子

テ“バイスなどの設計や動作の確認に盛んに使用されるようになってきた。

前章まで等方弾性体への空間回路網法の適mvこついて論じてきた．本手

法は比較的簡単な手続きにより異方性弾性体に対しても適用可能である。

すなわち・媒質条件のうちの弾性係数を与える，応力を電圧とする節点

に付加した容量や相互容量の値および粒子速度を電圧とする節点に付加

した自己または相互誘導の値を適当に選ぶことにより対象とする弾性係

数の異方性を満足することができる．そこセ本章では本手法による異方

性に対する基本的取り撫・を説明するため弾性係数（c。mpliance）のう

ちs・・＝s…s…Oの場合の異方性弾性体に適用した結果について述べて

いる。弾性体の結晶構造のうちの多くはそのようなco叩1ianceの条件を

持ち・扱いを2次元に限定すれば。。mplianCeにこれらの要素が現れてこ

ないので本章の取扱い方で＋分となる．また工学的に利用されている異

方性難体としては・表面波素子における異方性圧電獺などの圧電性

を持つ結晶体やセラミ・クーが挙げられるカs，ここでは圧電性は考慮してレ、

ない・しかし電気徽結合が小さし・とする弱結合近似の成り立つ場合も

多く・本手法による異方性弾性体の解析結Sl　eまそれらの動作の把握に有

灘
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直な知見を与えると考えられる。なお圧電性媒質内を伝播する弾性波動

の空間回路網法における取り扱いについては第II編において基本的な議

論を行なう。以下・3－2・において異方性弾性体の等価回路表示・につ

いて述べ・3哺3・ではBergeron法による時間応答計算の定式化につい

て述べる。次に3－4・では本手法を基本的な異方性弾性体問題に適用

した結果について述べている。

3－2．　異方性を含む弾性体の基本分布等価回路表示

3－2－1．　基本分布等価回路

　図1－3。1，1－3－2は本手法における，異方性を含む弾性体の3次元基本分

布等価回路である。但し，ここでは簡単のため弾性係数（compliance）

がs、。＝s25＝s36＝Oの場合を仮定している。図1－3－1における各線路の接続

点（節点）A～Gでの電圧，電流と弾性体の変数との対応を表r－3－1に示

す。但し，本手法では弾性体の変数として応力と変位の時間微分（粒子

速度）をとっており・応力は一般的な取り扱いとは逆に圧縮力を正にとっ

ているので注意を要する。前章までの議論で明らかになったように，図

の等価回路を解くことにより本手法は応力と粒子速度が同時に求まるペ

ク鴎解析法となる。また粒子速度を変数にとることにより音響工学の分

野と結び付けやすく・音響ハ◎ワーなどの弾性体の関係諸量をただちに計算

することができる・しかも本手法では媒質剰牛は各節点に付加した容量

やインタ“クタンスの値で決まるため線路の定数を変える必要がなく同＿フ・。ク・ラ

ムで性質の違う媒質を統一的に扱うことができる。

各節点は微小距離△dごとに弾性体の関係式を満たすように等間隔に

配置され・それらの節点間は長さ△dの1次元線路でつながれている．ま

た各節点では電流連続の関係が成り立つ．ここでは節点の種類を明確に
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図1－3－2 異方性を表示する相互誘導を含む図1－3－1の等価回路の粒子

速度節点における詳細図

t””．ny
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表1－3－1　弾性体の変数とその回路変数との対応

，

粒子速度節点 応力節点

A γ≡2 D 仏画…≡71

ム三≡ハ　　「 ％事……：τを

1γヨ7b レ～噌……7も

ム…≡7も ム廓…≡丞’

B γ§〃
1γ寧…≡o

ム……7』 1ノ§の

1γ§：τ｝ E γ寧≡7」

ム…≡7覧 1γ傘…≡の

C γ…竃め
1～…≡〃

1澤≡7も F 1！零ヨ7ち

1γ≡：τ覧 ム串…≡功

ム…≡7も 1～≡操

4＝∂μ／∂’ G γ零§7も

〃＝∂び／∂’ ム事…≡o

か＝伽／∂’ 1γ事署丞

●

院．’
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するため・応力を電圧とする節点（応力節点）を白丸。で，粒子速度を

電圧とする節点（粒子速度節点）を黒丸●で図示し，応力節点側の回路

変数に＊印をつけている・超音波トランスシ・ユーサを等価回路表示する場合，

か電圧対応が多く用いられるので，図の線路は応力を電圧とする伝送

路として表現し・節点間の回路変数同士の物理的意味を矛盾なく対応さ

せるために粒子速度節点側にジャイレータを挿入している．なお，嚇点にお

ける変数間の関連づけを行うH・は等価回路上の概念である相互容量を表

　している。以上の点は前章までの議論と同様である。

　図1葡3－2は粒子速度節点であるA・B・C節点におけ緋細図で，本章の目

的である異方性を表す等価インダクタンスおよびその間の相互結合を含んでV、

る・図1”3”1が繁雑になるのを避けるため分けて図示した．図1－3－2に示

すように粒子速度節点では各線路にインタ・クタンスが付加されており，さらに

それらのインタ“クタンスは異方性に応じてy－z面内ではH，。，z一緬内ではMzx，

x’y面内ではM・yのそれぞれの面内で同一の値の相互インタ・クタンスで結合され

ている。

　ここで異方性の等価回路表示の考え方を簡鰍こ説明する．フ。クの法則

においT　tiのX方向微分は応力と∂xth・一∂、｛S、、T、＋S、。T。＋S、。T。＋S、．T．÷

S’・T・＋S・・T・｝の関係にある・ここでT・についてはA（U）節点とX方向に

舳で結ばれているため上式の関係を満足できる．またT．，T。について

はU成分に対応する電流1・tと相互容量で結び付けることで上式に対応さ

せている・但し・坊向の積分の意味で相互容量の値には2△dをかけて

いる・残りの応力成分についてもそれを電圧とする節点とT，端子を相互

容量でつないでもよいが，後に述べるようVこ本手法は計算の定式化にお

いて各節点ごとに独立に計算できる点に特徴を持っており，何等かの形

で節点同士を結び付けてしまうとその特徴が失われてしまう．従ってT。，

三分については櫛点に図1－3－2で示した相互インタ・クタンスによりdi成分と

結び付けている・従って・　Tt端子を囲む四方のF（T，），G（T。）節点が平均

i，，懸le

thwi5vA”tft5

騎股
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的にu成分と関係づけられるようにしている。ところが運動方程式ではti

の時間微分はT4とは関係を持っていないため，A（の節点とE（T4）節点は

線路で結ばれておらずT5，T6のような扱いができない。ここでは異方性

の扱いの基本的考え方について考察することを目的としているので，

St・・Oを仮定して議論を進めることとする。s25＝s3。＝0の仮定についても

以上と同様の理由によっている。上記の異方性の等価回路表示の考え方

について，回路定数と弾性体定数の関係および等価回路と弾性体の等価

性について詳しい説明を以下に行う。

3－2－2．　回路定数と弾性体定数との対応

　異方性の等価回路表示を可能にする各回路定数と弾性体の定数との対

応を表1－3－2に示す。表1－3－2の中で大文字のSは未定定数であり小文字

のsはco叩1ianceを表している。対応の明確でないSiJ（i＝x，y，z；j＝A，B，

C）および。は以下の手順によりある条件下で任意に定めることができる。

（1）　粒子速度節点A，B，Cにおいて，インタ“クタンスL，i（k＝1，2；1＝x，y，z）と

相互インダクタンス恥。，H。。，　M。yに蓄積される電磁エネルギーが非負である条件

’3’

�桙ｽすようにSuを設定する。

（2）　（1）で定めたStJを用いて，節点Dにおける容量Ci、（i＝x，y，z）

および相互容量M。i2，M。i3，M。L・．3が（1）と同様の蓄積エネルギー非負の条

件を満たすように。を決定する。

　（1），（2）の条件を満足するS、J，cであれば，それらがどのよう

な値をとっても表1一　3－2の回路定数で表現する弾性波動は同じものにな

る。しかし表1　一一　3－2の対応からわかるように，cが大きいと図1－3－1の回

路を多数接続したシステムとしての弾性波の速度は同じであるのに，線路の

速度V1だけが速くなってしまう。本手法では離散時間△tは△t＝△d／V塞

としておりv】が大きくなるとそれだけ弾性波が同じ距離だけ進むのに，
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表1－3－2 弾性体の弾性係数（c。mpliance），密度と回路定数との対応

回路定数
粒子速度節点

A B C
乙¢ 5以2、44 ε朗2∠ビ 5κ2」（ゴ

乙、拶 5ン浦2」4 εシβ2、4ゴ
5κ2∠14

二ぼ 5顔2コ4 5．82∠14 εκ2、44

〃翼 （∫56／4）2」「4 （3、、／4）2」4 （s“／4）2」4

〃4 （5、6／4）2」4 （5“／4）2コ4 （ε”／4）2」4

〃』， （3隠／4）244 （326／4）2」4 （5“／4）2」4

i＝＝　1，　2

回路定数 応力節点

Cg
i＝朔

b召

｛5・一1／c－25潮｝244

o5箆一1／c－25、8｝2」4

o5・・一1／ご一25κ｝2」4

〃c12

Vq3
V‘圏

5122∠14

Tロ2∠ld1

T”2∠14

c槻

b哲

b魏

｛・“／2－1／ご一（Sys　＋　Stc）｝444

o555／2－1た一（S釧＋S．）｝4」4

o5関／2－1∠ご一（Sxe　＋　SyA）｝4」ゴ

乙・㌧ρ／3C・』エたZa㌔、応

繍　　舞羅　，’

＿　．p、三二二三鑛…灘『灘．総．
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多くの計算時間が必要となって不経済である．従って，できるだけs、」，

cは小さくなるように選ぶのが望まい・．この弾性波速度と線路速度と

の関係の自由度は応力節点熔量を負荷していることによる．すなわち，

線路の速度が速ければその分容量の値を大きくし，波動の工禍・一を拘束

して弾性波の速度が変らないようにしてし・ると考えられる．このことは

線路の定数は同じであっても容量の値を変えるだけで性質の異なる弾性

体を表現できることを意味しており，前に述べた本手法の特徴となって

いる・ところで・表の対応からわかるように，L、1を適当に選べば，せ

ん断応力節点における容量の値が零になり，その節点での計算の定式化

を簡単にすることができて効率的である。・

3－2－3．　等価回路と異方性弾性体との等価性

次に・図1”3”1の回路構成における節点の空間配置が，△dを無限に，J、

さくしたとき異方性弾性体と等価であることを示す．但し，ここでは簡

単のため時間については離散化表示しZV・ないとする．また代表的な節

点として図1－3－3に示すD（T・）およびA（th）節点を中心とした部分を取り出

して説明する・これらは弾性体を表す空間分布等価回路網の一部を構成

している・図1－3－3では回路図が繁雑になるのを避けるため相互インタ・クタン

スの一部とシ“ヤイレータを省略している。

今・D1節点を中心に線路に成り立つ関係式を空間差分の形で表すと次

式となる。

Ut”u（Al）’LxO　tTs2（Al）

’Mzx　a　t｛Tsi（Al）＋Ts2（Al）｝eHxyO　t｛Tet（Al）＋Te2（Al）｝

　Ad
書．』 @∂もTユ（D1）

　c
（1．3．1）

講鍛鱗．鰯　　　　　羅
伸
鵠
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丁6（Gl）

T5（F　2）

　
2
矧

レ

llst（G2）　Z

P4．，

　　　　　　　　　ヨ
L！了ヒツ；㍉

　　　葡　工

Tl（D1）

レ
聖
し

瑚
に

al

Mcr2

rs（F4＞

T6（G4）

　　　T6　2
ししxl‘
рlxy

T5（Fl）

Tl（D　2）

　a2　Tll
　cl　o

翼T6（G3）

o鑑丁12

T51

T5（F3）

函1－3－3　T・およびth節点を中心とした等価回路網の部分詳細図

a、：　嫌　rv￥vs　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．’己　．「w
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　自（A2）＋Lx∂　tTユ1（A2）

　　＋H・・∂・｛T・・（A2）・T52（A2）囲・，∂、｛T。、（A2）・Te2（A2）｝一血2

　　　　△d
　　　　　　　∂tTユ（D1）

　　　　C

式（1・3・1）・（1・3・2）の和をとれば次のようになる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の

　u（A2）一u（A1）＋u、一血。

　　　2△d
　　鱒一。∂・T　i（D1）一L・∂・｛T・・（A2）・T・・（A1）｝

　　一H・x∂t｛T・・（A1）・T52（A1）・τ。、（A2）・T。。（A2）｝

　　騨H・・∂・｛T・・（A1）・T・・（A1）・T。、（A2）・T。2（A2）｝

またD1では次の電流連続の式が成り立つ。
　の　　　　　　　　　　

　Ut一一　U2＝IC、

ここでIC、（D1）はその節点の応力と次式の関係にある。

1・・＝C・x∂・山州。、2∂、T。＋H。、。∂、T3

ここでT5について次式が成り立つ。

　T5t（A1）一丁5（F1）

　　　　ρ
　　　　　　　　　　　＝鱒応［u（A1）＋L・∂・T・1（A1）・h・・∂・｛Tit（A1）・T・・（A1）｝1

T・（F2）一T52（A1）

　　　　　ρ　　．
＝一 R△d【u（A1）一L・∂・T52（A1）一擁・・∂・｛T・t（A1）・T・2（A1）｝】

T5t（A2）一T5（F3）

　　　　　ρ　　．
竃鴨一a【u（A2）＋L・∂・T・・（A2）＋Mzx∂・｛T・・（A2）・T　・2（A2）｝】

T5（F4）一T52（A2）

　　　　　ρ　　．
＝一 R△E　｛u（A2）“L・∂・T・・（A2）一N・・∂・｛T・・（A2）・T・・（A2）｝】

（1．3．2）

（1．3．3）

（1．3．4）

（1．3．5）

（1．3．6）

（1．3．7）

（1．3．8）

（1．3．9）

三三騨1灘．灘1三二．灘灘
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今・△dが小さければしとM・xeま△dの関数であるので右辺第順よりも速

く零となり無視できるから・式（1・3・6）一（1．3．7）・（1．3．8）一（1．3．9）とす

れば次式が成り立つ。

r，，（Al）＋Ts2（Al）＋Ts，（A2）＋Ts．（A2）

　＝T．（Fl）＋T，（F2）＋T，（F3）＋T，（F4）　（1．3．10）

Tt，Teについても同様のことが言えるので，（1．3．3）式に（1．3．4），（1．3．

5）を代入し・△dが小さいとして式（1・3．1・）の関係を用いれば，次のよ

うになる。

a（A　2）　一一　Q（A1）

　　　　　　　1　Cxx　Lx＝一 QAd　0　，［｛一＋

　　　　　　c

　　Hzx

　　｝T，（Dl）＋　　　　　　　　　｛T，（A1）＋T，（A2）｝

2Ad　’ @2Ad

＋’”’秩h：．ny“：一．　｛Ts（F1）＋Ts（F2）＋Ts（F3）＋Ts（F4）｝

　2Ad

　Hxy
“　”．　．　｛T6（Gl）＋T｛3（G2）＋Te（G3）＋T6（G4）｝

　　　　　　　　　　M　e．　t3

　＋nt　T2（Dl）＋Tt　T3（Dl）］　（1．3．11）

今・△d→・の極限を考えると，左辺はD1を中心としたx方向の微分式と

なり・右辺の第2項・3項・頓は平均としてそれぞれその中心の値，

T，（D1）・T・（D1）・T・（D1）1こ収束するから次式のD1点におけるフ。クの法則

のs・。＝0の場合と等価になる。

a　．U（Dl）＝一　a　，｛s，，T，（Dl）＋s，．T，（Dl）＋s，．T　．（Dl）

　　　　　　＋sdsTs（Dl）＋steT6（Dl）｝　（1．3．12）
次にu（Al）を中心に考える・各線路の関係式を空間差分で表すと次の

式となる。

2Ad

Hct2

＿＿＿欝騨　1灘羅　 羅
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　Ttt（A2）一丁ユ（D1）

　　　　　　ρ

＝“ T『蕊【∂・ti（A2）・L・∂・T・・（A2）

　　　＋∂・｛Hzx（T・・（A2）・T・・（A2））・H。。（T。、（A2）・r。2（A2））｝1

　Tt（D2）一Ti2（A2）

　　　　　ρ

　　3一一　【∂t白（A2）一Lx∂　tTi2（A2）
　　　　3△d

　　一∂・｛H　ZK（T・・（A2）・T・2（A2））・Mxy（T。、（A2）・T62（A2））｝1

　T5エ（A2）。T5（F3）

　　　　　ρ
　　　　　　　　　　　　の＝一一牙Url∂・U（A2）＋L・∂・T・・（A2）

　　＋∂・｛Hzx（T・・（A2）・T・2（A2））・M。。（T。、（A2）・T62（A2））｝］

T・（F4）一丁52（A2）

　　　　　ρ

＝嗣一 y∂・丘（A2）一L。∂，T。。（A2）　　　　3△d

輔∂・｛H・・（T・・（A2）・T・・（A2））・H，。（T。、（A2）・T。。（A2））｝】

T6⊥（A2）一丁6（G3）　　　　　　　　　　　　　、

　　　　　ρ

　　　　　　　　　　　の　葱［∂・U（A2）＋L・∂・T・・（A2）

＋∂・甑・（T・・（A2）・T1・（A2））・H，。（T。、（A2）・T。。（A2））｝】

T6（G4）。T62（A2）

　　　　ρ
　　　　　　　　　　　　＝・一・…一・．・・n・・一一 @　　【∂　．しu（A2）一1、y∂　tT62（A2）

　　　3△d

軸∂・｛H・・（T・・（A2）・T・　L）（A2））・M。。（T。、（A2）・T。。（A2））｝】

（1．3．13）

（1．3．14）

（1．3．　15）

（1．3．16）

（1．3．17）

（1．3．18）

今・各式の和をとり・次の蹴連続の式を代入すれば式（1．3．2。）を得る。

，

， 揮
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Ttt（A2）一Ti2（A2）＋Tsi（A2）一Ts2（A2）＋T6t（A2）一T　c，　a・　（A2）＝O

Tt（D2）一Ti（Dl）’Ts（F4）一Ts（F3）＋T6（G4）一Te（G3）

　＝一一　p2AdO　，u（A2）
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（1．3．19）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．3．20）

ここで△d→0の極限を考えて・△x＝△y＝△z＝△dを考慮すれば，式（1．3．

20）は次の運動方程式と等価であることがわかる。

　p　a　tu（A2）

　＝一｛a．T，（A2）＋a．T．（A2）＋a，T，（A2）｝　（1．3．21）

このように本等価回路は各節点ごとに弾性体の関係式を満足するように

配置されており・これらを組合せたシステムを考えたとき弾性体の波動方程

式を満足することになる。ところで，ここの議論ではでは式（1．3．12）に

対応しu，v，Nに対してst．1＝s25＝s36＝Oの条件を仮定している。この点につ

いては3r2－1．で説明した。

3－3．　Bergeron法による時間応答解析の定式化

　本手法では時間領域の定式化にBergeron法を用いる。まず図1－3－4（a）

に示すような1次元線路の端子の電圧，電流は次式で表す。

Vv，（t）＋Z．1．（t）＝V，一，（t－At）＋Z．1，一，（t－At）　（1．3．22）

Vk　一一　，（t）一Z．1　．一，（t）＝V．（t一　A　t）一Z，1　．（t　・一　At）　（1．3．23）　’

ただし△t・△d／Vlで，v1は線路の速度である。

また等価回路に見られる図1－3－4（b），（c）のような相互容量，相互誘導を

含む容量およびインタ“クタンスにおける電圧，電流は台形積分近似を使って次

のように時間離散化する。

VL・（t）鱒RLIしi（t）鱒RMLIL2（t）

　＝・一V，（t－At）一R，1，，（t－At）一RMLIL2（t－At）　（1．3．24）

Vct（t）＋R　r4　cVc2（t）一R　．一1¢（t）

　＝’”V¢t（teAt）＋RMcVc2（teAt）“Rclc（t”At）　（1．3．25）

灘　1’羅購・灘　　　鑛鑛、　　　澱・，

、一画綴，白白一白匹・鎌・　　＿縢繋，．・　　懇鑛，
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1kg

Vk－1

kI

→　　　　　　　→

一1

Zo

｢d Vk

噛
（a）

　　IU　　　　　　　IL2

　　　　（b）

　　Ic

　　　　（c）

図1．3－4　異方性弾性体の等価回路内の分布線路と集中定数素子

　　　　　（a）　1次元基本分布線路

　　　　　（b）・相互誘導を含むインタ“クタンス

　　　　　（c）　相互容量を含むキャパシタンス
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噂し・RL＝2L／△t，　Rltし＝2ML／△t，　Rc＝△t／（2C），　RMc＝Mc／C

以上の式において各右辺は1離散時間△t前の値であり，初期値が与えら

れれば既知となる。これらの式の△tを同じにして，各節点におけるキルヒ

拘フ則と連立させれば現時間の電圧，電流計算の定式化ができる。その

具体的な例として・図1－3－5のようなA（t）節点での連立式を表1－3－3に示

す。表の電圧・電流は座標（1，m，n），時間tでの値とし，それ以外の座標，

時間・たとえば1－1，t一△tの場合は【　ll，．　t，も．△tのように表している。

図1－3－5では図が繁雑になるのを避けるため相互インダクタンスの一部とジャイレ

汐を省略してある。ところで本手法を弾性体の波動方程式の差分近似と

考えた場合・3－2・で示したように空間的には△dに対してその近似

度は2次であることがわかる。時間に対しては，線路の計算において式

（1．3．22），（1．3．23）のような関係を用いた場合前章の議論から，やはり

△tに対して2次の近似度であることがわかっている。一方，容量やインダ

クタンスの離散式は，なるべく安定な式ということでその離散時間△tに対

して3次の近似度のものを用いている。従って，本手法における計算は

その近似度が空間，時間両方に対して2次となっていることがわかり誤

差の目安となる。ところで前章でも述べたように一般に離散的手法では

計算精度の問題から波長を空間的に10分割以上する必要があり，本手法

でも同様である。

3－4．　解析結果

本手法の妥当性を検討するため，水晶に代表される三方晶系（32，3m，

3ののY－Z板を例にとり計算を行った。板は十分薄いとし（Tt＝T5＝T6＝O）

弾性波はY－Z面内を伝搬するとする。座標軸を結晶軸と同じ方向に選べ

ば・本手法における等価回路は図1－3－6に示すような2次元の等価回路に

なる。各回路定数と弾性体定数は表1－3－4のような対応としている。こ

購灘i三一1蔑
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図1。3－5　A（1，m，n）節点における変数のとり方
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表1－3－3 粒子速度節点A（1，m，n，t）における時間軸上での

定式化のための連立方程式

　　　　　　　：tl11iiEIIIIii；Elii：一ergeronxir　lexdg！ttiie

1．Ze導Vl十ム星

　　ε〔Ze’lx“＋γ1つ‘一邑．‘一dt

2・　2b“v2－ln

　　電〔Zo’ム1富一γ1つ‘や聖，‘一‘8

3．Ze亀び3十1翼

　　＝〔Zo電1y2＊＋γ寧1肩一L．t－dt

4．　Zo零び4一。　ly2

　　昌〔2』重1ン乳事一γ零1寵や己．‘一月8

5．　Zo’vs＋lii

　　＝［2』皐ム2事十γ事】擢＿量．8噌8

6．　Ze’こノ6－1」2

　　＝［Zo“1」＆事一γ寧1月列．，一4‘

7．　ム1＋1』塞十ム1

　　＝ln十ly2十lt2

インダクタンスの台形積分近似式

　8・び量一γ「？五ノ」竃一1～〃：x（1レr←ly2）一？M．（ムt　t　la）

　　　言［一（〃婁一レり一1～」L；ムニーPMx（1v　a＋1り2）

　　　　一如！14■（ム且十ム2）1卜4，

9・v噛・・一RL・ゐ・一RMr・（／。t＋ん2）一臨（ム1＋ム、）

　　　＝［一（レーび2）一R乙；ム3一品払（1膨1＋1ン2）

　　　　一」マ財4（ム墓＋la）］t＿」8

10・び3『γ一マ乙ノン臨一1～∠蟻（ム1＋ム2）一RMy（ム星＋ム2）

　　　冨〔一（v3－V）一マ乙リノ』己一Rルで；（ム1＋ム2）

　　　　一RM「シ（！」重十ムz）13－4，

1乳・V嘲〃4一π五両2－RM；（ム1＋ム2）一？ルrり（ム1＋ム2）

　　　零〔一（γ一〃4）一RL　y！y2一尺盟ど（ム星＋ム2）

　　　　一R〃y（ノ」豊十ム2）18＿4‘

12．〃5一γ一？乙．ム1一・兄払（ム1＋ム2＞一RMy（1y　i÷1翌2）

　　　3［一（vs　一　V）一1～五ノ」阻一kV．（ム塁＋ム2）

　　　　一一R・Yy（1ン邑十1ン2）L－dt

13．γ一び6－RL．ム2＿i～．払（ム：＋ム2）＿R〃y（／yi＋ムz）

　　　亀［一（V－v6）一ぞムム2一脇（ノ」1＋1』）

　　　　一’　RMy（ly　i　十　ly2）］t’dt

　　　RL．＝・2ム‘幻’，　RLy　”2Ly！4t，児し＝・2L8／dt

　　　RM．　＝2，if．／at，　RM．　＝2M，．！at，

　　R乙甘8＝2．！tct』，tdt

t 灘

　琴鷺蓼1・
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図1－3－6　三方晶系（32，3m，3m）のY－Z平板の基本等価回路
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表1－3－4 三方晶系（32，3m，3m）の薄板の2次元等価回路の回路定数と

弾性係数（co叩1iance），密度との対応

回路定数 粒子速度節点　B

乙 2㍑シ．1

ルf翼 ←一5、、／4）2．44

応力節点　D，E

（｝ ｛5u－1／（2ζ’）一151、1｝2」4

σ ｛5，、一1／（2ご’）一ls“；｝2コ4

〃。 5童32」4

C5 ｛54鴎／2－1／（2ご’）一15罵41｝4∠∫ζゴ

乙。零＝P／2C。㌔1／（2‘’）Z、’嵩ノ齋
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こで弾性係数として水晶の値を用い，圧電性を無視すれば，Y－Z板にお

ける逆速度曲線（slowness　curve）は図1－3－7に示すようになる・・〉。図

1－3－7より平面波の波数ペクトll，　kをY軸方向に選べば，そのエ初ギーフローは

kに対して・縦波（P波）ではZ軸の正方向，横波（S波）ではZ軸の負方

向にそれぞれ傾きを持つことがわかる。計算によるとP波ではψP＝27．6

度・S波ではψs＝23度である。このような特性をシミュレートするため図1－3－8

に示すモデルにより計算を行った。回路定数のうちSiJ，c’は次の関係を満

たすように選んだ。

　　　L⊥v・L2v・L、。・L2。＝2田，。l

　　　Cp×　C．＝　（M　．）2

Y軸方向の正方向における位相速度は図1－3－7より計算すると，

v・／■777mrp（線路の速度の1！2）としてP波で約1．2v，　s波で約。．8vとなり，

エ初日ー速度はP波がCOS（ψp）で割って約1．35V，S波がCOS（ψs）で割って

約0．9Vとなる。そこで今，T2およびT4応力を図1－3－8のz軸上（y＝O）の

中央に100△dの幅で印加するとする。P波を発生させるためのT　．）応力を

周期35△t・S波を発生させるためのし応力を周期50△tのそれぞれ正弦

波とし・5周期分加えればy方向に約100△dだけ進む。従って1波長が約

20△dとなり・応力および粒子速度節点が交互に並んでいるので，それ

ぞれの成分に対して1波長が10△dの’分割となると考えられる。以上の考

え方で計算を行った。ただしz軸上以外の境界は特に条件を設定せず，

そこで計算を打ち切るようにしてある。図1－3－9（a），（b）に計算結果を示

す。図1－3－9では計算されたT2もしくはT4の振幅値をy軸方向に一致させ

て描いたもので，エネルギーフローの方向がわかりやすいように配慮したもの

である。結果を見るとy軸方向を向いた波数ベクトルに対して波動の進行方

向が予想どおりの向きに傾いているのがわかる。その詳細な角度を図か

ら知ることは難しいが，波群の中心部を追って行った場合ほぼ20～30度

の範囲にあり，妥当な結果と考えられる。



v

104

（kzノω）V

　　　　2

　　　z

v＝

昌
↓

啄v
一2 0 　　　32

（k　y／w）　V

‘

　　　　　　　　　　一2

TriAgona（一　crystat　ctasses　（Q　uart　z）

complldnce　consta－ot＄　in　y－z　pthne

　　　　　　　　　　　　　　（io”2h－eipewtoh＞

　　　　　　　　　　　　　　　　sti＝12．77
　　　stl　s　t3　－sie
　　　　　　　　　　　　　　　S　r3　＝　一1．22

　　　Sr3　s33　0　1　S，‘b‘＝6．5

　　　　　　　　　　　　　　　s33＝9．6

　　－sア挙Os　Sw＝2。・04

図1。3－7　水晶のY－Z板の逆速度曲線（圧電性無視）

、鱒y響



v

105

ilH”v

r1H”v

O
＜
0
9

O
＜
O
O
の

ti　“’

一一一

　　　　！i

z，z　l
Ly，y　：i

　　　　！

　　　　！

　　　　1

一．　J

図1－3－8　水晶のY－Z板の工初ギーフローの方向確認のための節点配置



v

106

z，z

ー

超
㎜
刮
5
◎

「
　
　
」
「
ー

「
　
　
　
γ
馴
月

η

1

～
．
，
．
，
－

「

－
1ー　

ト

ー
ー
，
～

9

d
△
◎
0
3

◎o

y．y

図1　一3－9　（a）　T2応力の連続波を加えた時の水晶板内のT2応力分布

灘、、ww　醗灘灘翻翻・1翻　　蝋　　　灘・ee螂謹



Z，z

ー

1

4
T

ー
ー

～
　
　
，

，
　
，
－

d
△
O
O
3

d
△
0
2
0

d
△
O
O

O
o 50Ad 10eAd

y，　y

（b）　T・応力の連続波を加えた時の水晶板内のT．応力分布

議鰹灘灘灘灘灘・購’ee『’灘’

107



108

　次に・図1－3－6と同様の等価回路と定数を用いて，図1－3－10の設定に

より境界条件が自由となっている上辺の中央に正弦波1周期分のT。応力

のパルスを印加したときの粒子速度の様子を計算した。印加応力の振幅分

布は上辺の中央を1として図の左右2△dごとに0．85，0．5，0．15，0，として

いる。正弦波の周期は30△tとし，時間150△tまで計算した。従って波

動は図1脚3－7のZ軸の正方向（図の上側）に進むことになる。その結果の

粒子速度ベクトル分布を図1－3－11に示す。図1－3。11はある点でのyおよびz

方向の粒子速度を求め・その絶対値と平面内における粒子速度の向きと

を算出し・絶対値に比例した適当な長さを決めてその点から線を引いた

ものである。まず・先行する縦波を見ると，図1－3－11の右側ではY軸の

正方向の種々の波数ぺ外ルを持つ波がほぼ均等に広がっている。しかしY

軸とほぼ平行な方向に波数ぺ外ルを持つ波もその諸徳ギーフローの方向が下を

向いているため図の上辺付近には縦波が見られない。一方，図の左側で

はY軸の負の方向に波数ぺ外ルを持つ波がほとんど同じ下方の角度に工初

ギーフロ。の方向を持っているため図の下方向に圧縮されたような形で集まっ

ている。しかし右側と異なりY軸の負方向とほぼ平行な波数べ外ルを持つ

波はエネルギ欄フll・一の方向が違うため・図の上辺付近にも縦波力規られる。

次に・遅れて進む横波について見る。横波は入力がT3応力であることか

ら入力部の縁の部分から発生する。従って，図の垂直下方には発生せず

Y軸に対してほぼ45度付近に波数ぺ外ルを持つ横波が強く励振される。図

1”3“7からわかるように図1－3－11の右側ではY軸の正方向の45度付近の波

数ベクトルを持つものは図の左側のY軸の負方向のものより幾分下方にその

工初ギーフローを持つ。図1－3－11を見ると進行方向に対して垂直な粒子速度

分布を持つ横波が縦波に遅れて左右に見られ，その進んだ方向が予想ど

つり右側の方が幾分下を向いている。ところで，図の上辺には左右に分

かれて進む表面波が見られるが，その振幅や形状は左右で幾組違ってい

るのがわかる・このように軸対称に波が広がる等方弾性体と異なり，か

獄。 ．舗
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なり複雑な異方性媒質中の波の挙動が確かめられた。

3－5．　むすび

以上空間回路網法が異方性に容易に拡張されることを示した．本手法

において・媒質特性の扱いに一般性を与えている各節点での等価回路素

子に・方向による違いあるいは相互結合を持たせることにより，異方性

についても等方性の場合と基本的に同一なアルゴリズムで容易に取り扱える

ことが示された・また基本的な異方性問題に適用したところ満足できる

結果が得られた・なおここでは。・mplianceに制限を設けている。この解

決には3輌2・で論じたように，例え‘まT、とT．を相互容量で結び付けて

Uと関連づけることが考えられるが節点同士を結び付けると節点ごとの

逐次計算の定式化ができない不都合がある。従って相互容量による互い

の節点同士の影響を△tだけ遅らせて定式化するなどの方策が必要とな

ろう。

9灘，
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第4章　自由境界条件の設定・i）

4－1．　まえがき

　前章まで固体内弾性波動に空間回路網法を適用する際の基本的な取扱

いについて検討してきた。そしてこれまで特に境界条件については，例

えば異なる媒質条件の弾性体が多数接しているといった不均一な条件を

扱う場合・各節点に付加した集中定数素子の値をその不均一さに応じて

変化させることで表現する，また，自由境界や対称条件の成り立つ場所

では境界上の節点の電圧，電流，すなわち弾性体の変数の値をある一定

値にすることで表示するといった方法を用いればよいことを示した。と

ころで，本手法はすべての変数を扱うぺ外1｝解析法であり，弾性体の変

数（応力と粒子速度）の各々を電圧あるいは電流とする節点が存在する

ので，ある境界条件に対して複数の設定の仕方が考えられる。その点に

ついてはまだ詳しく検討していなかった。そこで本章では，弾性体問題

の中で最もよく取り扱わ鞄る自由境界問題について，本手法において用

いられる幾種類かの境界条件の設定による計算結果への影響について考

察した。また，本手法による解析結果の特徴および妥当性を検討するた

め・弾性波動の時間応答数値解析法として従来から用いられている差分

脚2》および質点系モテ“）レによる解析法（3＞により同じ計算を行い，互いの

比較を行なった。

4－2．　解析対象とした半無限弾性体モデル

本章では簡単のため図1－4。2に示すようなy方向に一様な半無限等方弾

性体を解析の対象とした。図1－4－1（a）に等方弾性体の縦波（P波）およ

．総

灘翻騨・灘灘灘灘灘
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び変位成分が図1＋2のx－z面内にあり進行方向に垂直であるような横波

　（SV波）の両方の波の性質をあわせ持つ基本等価回路を示す（4）。この

等価回路は特性インヒ。一ダンスZ・・長さ△dの1次元線路を正方格子状に組合

せたもので・線路の接続点（すなわち節点）には弾性体の変数であるx

方向の粒子速度ii・z方向の粒子速度舜（uおよびNはそれぞれx方向および

z方向の変位を表し・その上のドットはその時間微分を表す），それぞれx

方向およびz方向の伸縮応力を示すTt，T3とx－z面内におけるせん断応力

Tsの各々を電圧として割り当てている．図では区別しやすいように粒子

速度を電圧として持つ節点を黒丸で，応力を電圧として持つ節点を白丸

で示してある。また図中の電圧および電流を示すV，V，，V3，1．，1。の隣に

対応する弾性体の変数をかっこでくくって示している．また回路定数t

弾性体の媒質定数との関係を図の下に示している。その中のλ，μは等

方弾性体の弾性定数を示すラメの定数である。この等価回路は弾性体の微

小区間に成り立つ基本等価回路で，これを多数組み合せ，境界ではその

境界条件に見合う電気的条件を付加して実際の弾性体をシミュレートする．等

価回路の弾性体との等価性については第1章で証明した。また図1－4－1

（b）にはT・応力を電圧とする節劇こ付加した，横波波動定数に適合した

．容量。・の儲として，隣接する晒を電圧とする節点にインタ・クタンスを付加

した回路を示す・図1－4－1（a）と（b）の等価性については文献（5）の中で電

磁波における同様の等価回路の証明がなされている。図1－4－2にここで

の解析モテ“ルを示す。図1－4－2の左辺x＝Oの面は対称とし，またx＝L，z＝しの

境界は簡単のため＋分広くとり，打ち切りの影響を無くした。連続波応

力を自由表面に印加するとしてし・4・0△dとし，（x・・，z・・）から（8△d，。）

まで2△dごとに振幅1・そこからx方向に2△d離れるごとに・．85，。．5，。．1

5・0・0・の振幅のT・応力を印加した．応力の印加は睦電圧とする節点のz

方向の枝に電流源を直接つなぐことで表現している．入力応力の振幅分

布には特に意味はなく・急激な不連続点のないようにするためと対称解

　　　　　　　ほロ　
試rｮ難灘　、．，
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図1　一4－1（b） 図1－4－1（a）のT，節点の容量C。の代わりに隣接する

粒子速度節点にインダクタンスLを挿入した等価回路
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付近では平面波に近くなるように設定したものである。

　ここで設定した境界条件について説明する。自由表面での境界条件は

T3＝O・T5＝Oである。図1－4　一・　3（a）は図1－4－1（a）の等価回路を用い，粒子速

度節点のみを境界に置いたもので，ili節点は開放としti節点は次のような

境界条件を設定している。すなわち，z方向に伸びる1次元線路について

櫛点に流入する電流を1　・i，流出する電流を1。2としたとき1　。t＝一1　。2と

した。この電流はT5応力にあたり，流れ込むT5応力成分と流れ出るT5応

力成分が打ち消し合って平均的にその場所で零であると考えられる状況

に設定したものである。この場合境界では△dの凹凸があることになる

が・弾性波の波長が十分長ければその凹凸は無視できると考えられる。

これをさけるためTユ，T．端子を境界面に置きT3端子を短絡すると，それ

らの相互結合項Hcが無視され弾性体のモデル化が不十分となる。図1－4－3

（b）は図1－4－1（b）の等価回路においてT5端子を短絡しそのx方向隣のik端

子を開放としたものである。このときT5端子が短絡されたにも拘わらず

容量C。はb節点にインダクタンスとして双対表示されているので，横波特性に

対応した等価回路は満足されている。

4－3．　解析結果と考察

　時間応答計算の定式化は台形近似を用いたインタ“クタンス，容量の電圧電流

関係の差分式と1次元線路のBergeron表示式および節点における電流連

続則との連立から得られる（4’。図1－4－4に周期80△tの連続正弦波10周

期分のT3応力を自由表面に印加した場合の半無限弾性体の表面における

x方向の粒子速度tiとz方向の粒子速度liの様子を示す。図1－4－4（a），（b）は

それぞれ図1－4－3（a），（b）の境界条件のモデル化に対応している。図1－4－4

（c）・（d）はそれぞれ比較のために行った差分法および質点系モ7・　J｝による

計算結果である。いつれの手法も変位のみを変数として計算するのが＿

瀦’
澱、　一
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図工一4－3　等価回路における自由境界条件の設定

　　　　　（a）　粒子速度節点を開放にした設定

　　　　　（b）　図1－4－1（b）の等価回路の応力（T5）節点を短絡，

　　　　　　　　粒子速度（め節点を開放にした設定
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図1＋4正弦波応加・を加えたときの自由表面の粒子速度の計算結果

　　　　：V・／Vp＝0・577・TF80△t，　T。・800△t（Vs，　Vp，　Tp，　T。1ま

　　　　それぞれSV波の速度，　P波の速度，λ力波の周期，計算時間）

　　　　（a）　図1　一4一一3（a）の設定による計算結果

　　　　（b）　図1－4－3（b）の設定による計算結果
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（c）　差分法による計算結果

（d）　質点系モデルによる計算結果
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e

，

般的であるので本手法の粒子速度の計算結果と比較するため，それらの

計算領域の寸法と入力周期は本手法の半分とし，時間微分した入力応力

を印加して計算を行なった。図1－4－4の舜については表面波が優勢であり，

uについては表面波と縦波の重畳した波形となっている。いずれも表面

波の波長の理論値である21△d（本手法以外は10．6△d）にほぼ近い値と

なっている。また本手法による結果は，差分法によるものと非常によく

その波形が似ている。なお図1－4－1（a）の等価回路を用いて各応力端子を

短絡するモデル化も試みたが，計算した表面波の波長に変化がみられた。

これは4－2・で述べたように，応力端子に付加された容量の機能が失

われたためと考えられ今後の検討課題である。しかしその結果も含めて

弾性体内部での波動の様子は境界条件の設定や手法の違いにかかわらず

ほぼ同じであった。本手法は基本的には弾性体の関係微分式の差分近似

と考えられ，そのために計算結果が差分法による結果に近いものとなっ

たと思われる。質点系モデルについてはその基本概念が違うので微分方程

式の解法という点から境界条件のみを取り上げて比較するのは難しい。

質点系モデルと差分法による計算結果の比較については文献（3）に詳しく

述べられている。

4－4．　むすび

h

　本章では・同一の自由境界条件を与える幾種類かの境界の設定におい

て・その違いが計算結果に及ぼす影響について調べた。その結果，集中

定数素子を並列に付加した応力節点を単に短絡することで自由境界条件

を設定すると計算結果に違いが生じ，隣接する双対の節点にインダクタンス表

示した上で短絡するなど注意が必要なことがわかった。また，現在一般

的に用いられている数値解析法と比較したところ，本手法の計算結果は

差分法によるものに近いことがわかった。本手法はその誤差が離散時間

灘一白灘・　

　等tt’2一，』　・r
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　　△tおよび空間離散間隔△dに対して2次であることがわかっており16＞，

　　それと本章の結果を考慮すると，自由境界を持つ各種の境界値問題に対e
　　して有効な解析手段となると考えられる。

zs @諄
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第5章　流体内および固体内波動の統一的解析・・）

5－1．　まえがき

　流体と固体の接する面では弾性波動の反射，屈折や固体表面の漏れ弾

性表面波を通した両媒質問の波動エネルギーのやりとりなど複雑かっ特徴あ

る現象が生じ・さまざまな工学的分野での応用が研究開発されている。

例えば・非破壊検査に用いられている流体中のバルク波と固体中の導波モー

ドとの間のモード変換を行う流体くさび，光変調器や偏向器《2＞，流体に

接した弾性体板のラム波タィフ。の漏れ波を利用した水中超音波ヒ㌧ム用漏れ波

トランスジューサ＜3㌧更に流体層を介して接合した固体を利用した弾性表面波

可変時間遅延器（4＞や漏れ表面波を利用した表面波速度計測法（5》などの

提案がある。また，超音波顕微鏡においては超音波収束用音響レンズとそ

の焦点付近に置かれた被測定試料との間の弾性波の伝搬媒体として一般

に液体（主に水）が用いられている。そしてレンズによって収束された超

音波により試料に生じた表面波からの水中への漏れ波がその結像特性に

大きな影響を与えることが知ら・れており，逆にそれらを積極的に利用し

た計測も行われている（6＞。そのほかにも，海底における音波の反射の　　・

問題など・流体と固体が接している場合の波動の解析が必要な問題が数

多くある。このような波動の解析は一般に層状構造など単純な形状を仮

定して解析的に行われているく2＞。しかし複雑な構造，機能をもつ電子

アバイスの設計においては任意形状を扱える，より実際的な解析法が望

まれる〈4＞。また同様の波動を用いた計測法ではバーストなどのパルス波を用

いることが多く・それらの計測法の評価には3次元構造，媒質条件を考

慮した過渡応答解析などの動的な解析が特に重要であると考えられる。

弾性波は解析的に解き得る問題が少ないため，この目的には数値解析手

欝・糊騰爆糊・驚講咽鑛難灘鱗購灘購鰻霧鐸購縢
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法が不可欠となる。基本的には差分法や有限要素法など一般の数値解析

法が適用でき有効性も確かめられっっあるが，それぞれ固有の得失をも

っことが知られており，また具体的な解析例は少ないようである（7＞。

　前章まで空間回路網法による固体内弾性波動の時間応答解析について

述べてきた（8｝～（10＞。一方本手法による流体内波動の取扱いについては

すでに報告されている（t’）・〈t2）。流体内波動はスカラー波でありぺ外ル波で

ある固体内の弾性波とはその物理的性質を異にしているため，それらの

回路網表現は互いに異なっており，両者の波動場の統一的取扱いのため

にはその結合部の取扱いが重要となる。本章では流体内の弾性波動を表

す等価回路に新たに粒子速度節点を加えた等価回路を提案し，本手法に

おいて固体内および流体内の波動現象を統一的に扱うための基本的な取

扱いについて述べている。以下，5－2．において各波動の等価回路表

示とそれらを統一的に扱う方法について述べ，5－3．では基本的な例

題に本手法を適用した結果を示し，その妥当性を検討している。

5　一一　2． 流体内および固体内波動の等価回路表示とその統一的扱い

　本章では簡単のため固体は等方体とし，流体・固体ともy方向に一様

な2次元問題として取り扱う．また流体は流れや粘性を考えず，波動云

云特性のみに着目する。流体においては連続方程式および運動方程式か

らスカラー形の波動方程式となり，固体では，フックの法則および運動方程式

からべ外ル形の波動方程式となることが知られている。それぞれの等価

回路についての詳述は省略し，以下両等価回路の結合についての取扱い

を中心に説明する。本手法では流体の波動場を図1－5－1のような等価回

路で表現する（11＞・q2㌔また固体内の波動である縦波（P波）およびx－

z面内で進行方向に垂直な粒子速度成分をもつ横波（SV波）に対する波

動場を図1　一・　5－2のような等価回路で表示する（8）。各等価回路では各波動

轍灘藝購籔纏t「“k’．

・’ c　　　　　　　　　　騰灘’　難懇－ ・藩欝騨懇
Ff？”
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図1－5－1　流体内波動の2次元基本等価回路
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図1－5－2　等方弾性体内のP波，SV波を表す2次元基本等価回路
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表1．5－1　流体内波動の変定数とその等価回路の回路変定数との対応

P
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＝
＝
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…

の

Z
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表1－5－2 固体内波動の等価回路の回路変定数と固体の媒質変定数との

対応

A
γ§2
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P2…≡7㌔
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ﾁ3…≡T3
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P．…≡2

Z．＝励C，ニ（511－1／（2ご。））2」4
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驚

　の平面波伝搬が行われる微小同一長さ，すなわち流体内ではムポ，弾性

体内では△dの無損失1次元線路が正方格子状につながれている．また各

格子点すなわち節点では流体および固体内波動の各変数を電圧，電流に

対応させている。それぞれの回路変定数と波動の変定数との対応を表1－

5－1，1－5－2に示す。表中のii，舜はそれぞれx，z方向の粒子速度，Tt，T3，

Ts，Pはそれぞれ応力成分と音圧，C，s，κはそれぞれスティフネス，コンフ●ライア

ンスと体積弾性率であり，また，ρは密度である。図1－5－1，1－5－2では各

節点の電圧，電流の記号の隣にそれらに対応する各波動の変数をかっこ

でくくって示してある。固体内の波動としてはこのほかにy方向に粒子

速度成分をもつ横波（SH波）が存在するがこの波動は流体内の波動とは．

結合しないのでここでは考えない．なお等価回路図では応力（または音

圧）を電圧に対応させた節点（応力節点）を白丸○で，粒子速度を電圧

に対応させた節点（粒子速度節点）を黒丸●で示している．各変数に対

応した節点は波動方程式を満足するようeこ交互に配置されている．微，」、

線路の長さを，計算する波動の波長に比べて十分短くし図1　・一　5一　1，1－5－2

の基本等価回路を多数接続して格子網を形成し，実際の波動を近似する。

また本手法では等価回路の各節点に集中定数素子をつなぐことで媒質条

件を表示する・すなわちそれら・の集中定数蔚は線路の性質を調整する

スダブと同じ働きをすると考えれば理解しやすい。従ってその値を変更・す

ることで容易に媒質条件を変えることができる。具体的には流体内波動

の等価回路の各節点と固体内波動の等価回路の応力節点に並列に容量を

つなぐか・固体内波動の等価回路の粒子速度節点の乗率に直列にイン9・クタ

ンスをつなぐことにより線路の容量分（弾性定数に当る）を調整できる。

また・両者の応力節点に直列にインタ“クタンスを負荷するか固体内の粒子速度

節点に並列に容量を負荷することで等価的に線路のインタ・クタンス分（密度に

当る）を変化させることができる（tO♪。

　本解析で用いる粘性のない流体内においてはせん断応力を考慮する必
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要がないスカラー形の波動方程式であるため，例えばtiに関連した音響ホ・インテ

ィグペクトルはx　1）S向にしかその成分を持たず，従って図1＋1のように流体

内波動場のみを扱うときには特に粒子速度節点を設ける必要がない．こ

のとき線路の中央に粒子速度節点を設け，変数の物理的意味を対応させ

るため各枝にジャイレータを挿入することで元の等価回路の概念を損なうこ

とはなくs更に図1・・一　5…　2の等価回路と基本的に同じ表現を得ることがで

　きる。

　　この基本的概念の上に両波動を統一的に扱う等価回路を導く．すなわ

ち流体内および固体内波動を表現するそれぞれの等価回路に次のような

条件を設定する。

　　（1）流体を近似表現する図1－5－1の回路の基本1次元線路の長さを

固体内波動を表す回路の線路の2倍とし（△d’・2X△d），固体の等価回

路との結合三等必要な部分は線路中央に粒子速度節点を設ける。

　　（2）両等価回路を含めた系全体における各界点間の波動伝搬時間

を一定にして・時間軸上での同期した逐次計算を可能にするため，　1次

元線路の長さと性質はすべて同じとする．そこで各媒質内における密度

の違いは粒子速度節点に並列に容量（または応力節点の枝に直列にインタ・

クタンス）を鰍することで・また弾性定数の違いは応力節点に並列に容量

（または粒子速度節点に直列にインター｝クタンス）を負荷することで調整する。

但し・そのときの線路定数は・媒質条件調整のための容量やインタ・クタンスの

蓄積エネルギ。が負にならないように選ぶ。

　またその条件下で線路中の伝播速度をできるだVナ弾性波の速い速度に

近づけた方が空間分割が少なくて済み計算効率が良い・…．おおよその

目安としてスティフネスの2倍の逆数1／2c・・と体積弾性率の2倍の逆魏／2κの

うちの小さい方・および密度ρ！2とρ・の・J・さい方を線路定数として選

べばその条件はほぼ満足される・なお一般に離散的手法では計算下町の

問題から波長を空間的に1・分割以上する必要があり，本手法でも同様
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である。

　このような基本的条件を踏まえ，流体および固体の接している境界面

の境界条件の取扱いを次のように行う。いま，図1－5－3に示すように両

媒質がz＝0で接しているとすると，その面での境界条件は軋，張を固体内，

流体内のz方向の粒子速度，固体内のz方向の伸縮応力，せん断応力をT。

・T5・更に流体内の圧力をPとするとき次式のようになる。すなわち粒子

速度の境界面における垂直成分の連続より

応力の境界面での垂直成分の連続とせん断応力が零であることから

　　　T．＝O　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．5．3）

　上式から，図1－5－3に示すように流体内波動と固体内波動の等価回路

を血続することで境界条件に対応した等価回路表現が得られる。

5－3．　解析結果

　時間応答計算の定式化について簡単に説明する。図1－5－4に示す1次元

線路に対しては次のようなBergeron表示式で離散化する。但し，　△t・

△d／v1でVLは線路中の波動の速度である。

　VK（t）＋Zol．（t）＝V．．i（t－At）＋Z．1．一，（t－At）　（1．5．4）

　VK一，（t）一Z．1．．，（t）＝V．（t－At）一Z，1．（t－At）　（1．5．5）

5－2・における条件（2）から，本計算では線路伝搬定数はすべて同

一とするので流体・固体内波動の両等価回路で同じ時間差分をもつ式と

なる。また各節点に接続される集中定数素子である容量やインダクタンスは台

形積分近似式により時間離散化し，その式とBergeron表示式（1．5．4），（1

・5・5）・および各節点におけるキルヒホッフ則とを連立させて定式化を行い各

節点ごとの逐次計算式を得る《8・。

，
、
魏
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図1　・一5－3　流体と固体の境界面での波動の等価回露表現

購，　　　　mp　　Fふ鷹、謬



マ

132

c

lk－1

”

Vk－1

上

↓

Zo

｢d
Vk

T ＝

図1。5－4　1次元基本分布線路
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　　さて・本解析手法の妥当性の検討に用いる媒質として表1－5－3のよう

　な定数をもつ流体および固体を仮定する。流体は水，固体は真ちゅうの

媒質定数に近い値を選んだ．ここで｝ま条件の（2）から各回路定数を表

1－5－4のように定めた。表の中でC，およびCρはそれぞれ流体内波動の等

価回路の応力節点と固体内波動のそれの粒子速度節点に並列に負荷した

容量である・従って・この回路定数に描・ては線路の速度が！粛

となり・固体内のP波速度の約4倍となる．なお実際の計算において計算

効率を向上するためには各定数の規樹ヒが有効であり，通常密度の比，

弾性定数の比および各媒質内の速度比のうちのいつれか2っを指定する。

　以下計算結果の説明と検討を行う。はじめに本取扱いの基本的検討の

ため・固体内のP波平面波が流体との境界面に垂直入射する1次元的問題

に本手法を適用した・このときの計算モテ・随図1・5－5に示す．図の等価

回路は各媒質の波動がx方向に一様，すなわちfi　＝・，T。・0で坊向のみに伝

搬する状況をシミュv一トしており・このモテ・ルにより，固体内のP波と流体内

の波動の音響特性インヒ◎ずンスの迎・による定在波分布や伝搬速度の押し、

によるそれぞれの波長が計算され本取扱いの妥当性が基本的に確認でき

る・入力より．418△dの位置に固体と流体の境界面を想定している．図

『左側の櫛点にP波平面波の特性インヒ．一日“ンスz・を電蜘ヒ・一タ・ンスとしても

つ電圧源をつなぎ・その入力電圧は周期204△t，規格化振幅1の連続正

弦波とした。なおこの正弦波の周期は流体内の波動の波長が20△dとな

るように設定したものであり・以下に示す解析でも同じ周期の波動を用

　　　　　　　　　　　　のいている。一方図の右端のw節点には流体内の波動の音響特性インピ＿

ダンスに等しい負荷インピーダンスであるZ・を負荷し，その点で反射の

生じないように整合をとった。入力正弦波でほぼ50周期間計算し，各節

点の電圧の振幅値が安定し定常状態になるのを確認した。そのときの音

圧および粒子速度の振幅分布を図1。5－6（a），（b）にそれぞれ示す。振幅の

最小値がばらついているのは計算した離散値をそのまま結んだためであ

J繋

rt。。“　　　　灘灘・　・欝灘
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表1－5－3　計算に用いた流体と固体の媒質定数

液　体

固　体

密度　ρ！＝1．000㎏／m3

音速　v！＝1，500m／s

密度　ρ＝8，100㎏／m3

P波速度　V，ニ3，800m／s

SV波速度　Vsニ2，000　m／s

表士＋4計算に用いた獺定数とその等価回路の回路定数との対応

’一一一一’一一’一一””一’” FtZ；1’；；　ZZ　Zil’一”一d一一一一一一一．．一一一．．．．，．一一一一．一．．．．．一一一一一＝V［LZ　7E／c

　　　　　　C＝1／2　c，，

　　　　　L　：pf
　　　　　Cf＝　（1／（2　x）　’一　1／（2　cn））4　dd

　　　　　Cp　＝　（sn　一　1／　（2ci，））2　dd

　　　　　ルt。ニ51、2」ゴ

　　　　　Ce＝（sss／2’1／（2　ctt））4dd

　　　　　Cn　＝　（P／2－pr）4　d　d
”一・一・一一一一一一一一一．ny．．．一一一一一．一一一．一．．．．．．．．一一．．．一．一一一．．一．一n．
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図1－5－5 固体内のP波平面波が流体との境界面に垂直に入射する状況

をシミュレートするための節点配置
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藍

了3．P

1

o

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

P　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　巳

1　　2　　　　　　4

（a）
Zl△d／100

図1　“5“6図1－5－5のモテ“ルに対する定在波分布の計算結果

　　　　　（a）　固体内の応力と流体内の圧力の振幅分布
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（b）　粒子速度舜の振幅分布
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り・その近傍を補間して・厳密に最小｛直を求めて固体内の定在波比から，

反射係数を計算したところ約・．91となった．理論値・・3・は・．907であ

　るので妥当な結果と考えられる。また波長も固体内で約50△d，流体

内で約20△dとなった・この結果それぞれ予想された特性インヒ・．ダンスや

速度で各波動が伝搬していることが確かめられた。

　次に2次元的な平面波の反射，屈折問題に本手法を適用し，その妥当

性を検討した・すなわち図1＋7に示すモテ・随用いて固体内の縦波平面

痴．ルスが流体との境界面に45．で斜め入射し，境界面で反射，屈折する

様子をシミュレートした・図において45．の境界の上側を固体，下側を流体と

し・図の左右の境界は対称面としている。図の上面の粒子速度節点Bの

全てに電源アドミタンス1／Ziを通して電圧源をつないだ．ここでZ、はP波平面

波の特性インヒ●・タ“ンスである・電圧源の電圧波形は周期2・4△tの正弦波1波

長のバ1以としている。従って図の下方に縦波平面波が進行し，液体との

境界に入射角45．で斜め入射する状況をシミiU一トできると考えられる．そ

して境界で反射した縦波平面波が図の右側の対称面に到達する時間で計

算を止める。そのときの粒子速度のべP　MP図を図1－5－8（a）に示す。図の

中でほぼ平面波に近く他の種類の波と結合していない部分を選び理謝直

と比較した結果を表1－5－5に示す。反射，屈折角は波面の傾きか．ら求め

た。なお・反射・屈折率は理論的には周波数に依存しないが，数値計算

の結果においては等価回路の離散化に伴う分散性のため入力波形と反射，

屈折波形との間にわずかの違いが現れるので，各波動を分離して空間的

にフ’”　，J工変換し・入力正弦波周波数における各波数の振幅同士を比較した。

これらの結果は理論値（i3）に近い値を示している。本手法は応力も同時

に計算するぺ外ル解析法であり・その特徴を生かせば弾性波に関する種

々の情報が同時に計算できる。その例として図1－5－8（a）の結果に対する

ポインティングベ外ルを図1－5。8（b）に示す。図より入射縦波のエネルギーの多くが

反射SV波に変換されたことがわかり・粒子速度べ外ルのみの計算では得

　　　　・爵
、。・・瀦ご言「c’噸t｛…

f“ts；
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図1－5－7　固体内のP波平面波が流体との境界面に入射角45’で斜め入射

　　　　　する状況をシミュレートするための節点配置と境界条件の設定
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図1－5－8 図1－5－7の設定による計算結果

（a）　粒子速度ペクMP分布
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表1－5－5 固体内のP波が流体との接平面に45・で斜め入身寸する時の反射，

屈折特性の理論値と数値計算結果

（a）反射，屈折角

理論値 数値計算値

固体内P波

ﾅ体内SV波
ｬ体内音波

45●

QL9●

P6．2●

45’

Q3’

P5．9。

（b）反射，屈折率

理論値 数値計算値

固体内P波

固体内SV波

流体内音波

一一 Z．40

　1．02

1．41

一一 Z．46

　1．03

1．51
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られない有益な情報を与える。

　次にハ。！以状のせん断応力（T5）を流体と接した固体表面の一部分に加え

たときの波動伝搬の様子をシミュレートした。そのときのモテ・ル図を図1－5－9に

示す。x＝Oの面を対称とし・x＝O，z＝0の点のT5応力節点に規格化振幅1，

そこからx方向に2△dごとに振幅0．85，0．5，0．15，0．0の正弦波1周期分

の電圧源をつないだ。時間を約650△tまで計算したときの粒子速度べ外

ル図を図1帥5．10に示す。図1－5－10のPは固体内のP波，SV、は横波であり，

SV，とCユはそれぞれ固体表面に沿って伝搬するP波が境界条件を満足す

るために放射した固体内SV波および流体内音波と考えられる。P波平面

波が流体との境界面に平行に入射するときのSV波の反射角および流体内

波動の屈折角は理論的〈13＞にそれぞれ31．8。，23．2。となるが，図のSV、

とCiの波面はほぼ理論値と同じ角度となっている。また図中のLSは漏

洩弾性表面波と考えられそれによって励振された漏れ波C2が見られる。

その速度はSV波よりも遅く流体内の波動よりも若干速いことが確かめら

れ定性的に理論と一致している（t‘’。

5－4．　むすび

　以上，固体内弾性波（ぺ外ル波）および流体内音波（スカラー波）の空間・

回路網法による統一的時間応答解析における基本的取扱いについて述べ

た。その結合のためにまず・スカラー波動に対する等価回路に新しく粒子速

度節点を導入することを提案した。次いで，固体と流体の接する面では

境界の連続条件に見合った節点同士をつなぎ，固体内波動の等価回路の

せん断応力を電圧として持つ節点を短絡，それに対応する電流の流れる

枝を開放にすればよいことを示した。そして基本的な例題に適用し，そ

の特徴と妥当性を明らかにした。また前章でも述べたように，本手法は

応力と粒子速度を同時に計算できるべ外ル解析法であるためポインティングベ
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　　　9：：：：：＝：：：：：…・　，．．二二iii三三｛ii’：三1：「9　　　　　　　　Zl

図1印5－10図1＋9の設定による粒子速度へ・ク紛布の計算結果
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ベクトルなどの工禍“一に関する量も直ちに計算できる．そこで実際にホ・インテ

ィングベ州レを計算し・粒子速度へ・17　F　1；，のみの場合よりもより情報量が多く

有用であることを確かめた．本章での取扱v・はそのまま3次元の場合一

や固体が弾性的異方性をもつ場合・…番こも適用できる。
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第II編　空間回路網法による電磁気系と結合する弾性波動の

時間応答解析

第1章　空間回路網法の1次元超音波振動子への適用tC　i＞

1・一1．　まえがき

　前章までは他の系の影響を受けない場合の固体内弾性波動への空間回

路網法の適用について検討してきた．第II編では超音波発生源や弾性波

7“バイスを実現するための圧電セラミックのような電気系と機械系のエ初ギーの

やりとりを媒介する媒質に空間回路網法を適用することを試みる．第、

章では1次元振動をする圧電超音波振動子について検討する。

ハ．ルス駆動され耀音波振動子ρ出力波形を知る上で．，時間応答解析が

重要である・その計算は通常電気的等価回路を用いて行われるが，解析

的に解くにはかなり煩雑であり・計算できる入力波形も限られる．従っ

て数値解析によることが多く・例え1まFFTを用いた離散フーリエ変換や峻換

を使って入出力間の伝達関数を時間差分式1ヒして計算するものなどが提

案されている（2｝…3）・いずれも有効な方法であるが，離散フーリ竣換に

よる場合・周波数領域の計算と時間領域への変換という二度の操作が必

要であり・また離散化による影響も無視できない．z変換法では直接時

間領域で計算できる利点はあるが定式｛ヒに際して種々の困難がある。

　1次元問題として扱える超音波振動子の等価回路として分布定数線路

を用いた等価回路が提案されている‘：？’・本章では，それを微小同＿長
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さで同じ性質の1次元線路を多数従属に接続した回路に変形し，その時

間領域での定式化にBergeron法14）を適用する解析法について述べてい

るt’　5）。本手法が一般に行なわれている解析法と比べて持つ特徴は　（1）

電気回路解析手法を用いるので，分布定数線路による等価回路のもつ現

象の把握し易さをそのまま残している。　（2）　定式化や計算のアルゴリズ

ムが簡単であり・整合層やマッチング回路などの付加的要素にも容易に対応

できる。また時間を追って計算する逐時計算法であり，ぺ外ル計算機に

より高速計算が可能である。　（3）　回路内のすべての変数が一度に計

算でき，繰返し計算の手間がはぶける。他の手法では一度の計算で一つ

の変数しか求まらない。　（4）　形状の変化や不均一分極などのために

弾性体部分の性質が均一でない場合…でも各節点での集中定数素子に

よる計算が可能であり，このような問題への拡張は他の手法では難しい

と考えられる。　等である。

　以下，本手法について説明し，基本的な例題に適用してその妥当性を

示す。

1－2．　解析手法．

　パルス超音波の発生に良く使用される，図II－1－1（a）のモテ・ルの厚みモード

圧電振動子を対象にして，計算手法を説明する。その分布定数線路を用

いた等価回路（？）を図II－1－1（b）に示す。ここでz。：振動子の特性インヒ。一層・

ンス・　u：粒子速度・　FF・FB：前，後面の機械力，　C。：制動容量　ZF，　ZB：

前・後面の負荷・　φ：電気機械変換係数，　V。，ISsZg：電気端子の電源電

圧・電流・出力インヒ●一ダンスである。図の1；φのトランスを1：1にして機械量を

等価な電気量になおすと図ll－1－1（C）のようになる。図II。1－1（c）では後

の説明のために線路をn等分して示してある。線路を等しい間隔△dでn

分割したとき・ある分割点k・k－1においてBergeron表示を用いて電圧，

灘　騰購灘瞬購，
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riどトー
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ZB　l　ze ZF
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一Co
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〈b）

図II。1－1 （a）　厚みモード圧電振動子のモデル図

（b）　分布線路を用いた厚みモード圧電振動子の等価回路

灘　購簾．
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L　Co

Co

Ico

（c　）

（C）　図H。1－1（b）の機械量を等価な電気量に変換した

　　等価回路，Z。＝Zo／φ2，　ZF＝ZF／φ2，　ZB＝ZB／φ2，

　　Vr一’FFI　g5　，　VB＝FEs7’　g6

醗
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　電流は次式を満足する。

　　V（k，t）＋Z．1　（k，t）＝V（k－1，t－At）＋Z．1　（k－1，t－At）　（　II　．1．1）

　　V（k－1，t）一Z．r（k－1，t）＝V（k，t一一At）一Z．1（k，t－At）　（II．1．2）

ここで△t＝△d／V・でありV・は線路内を伝搬する波動の速度である．端部

での境界条件を考慮して・上式を線路全体｝こわたって連立させて解き，

△tごとに逐次的に時間応答を計算していく．従って，前章までの議論

からわかるように線路内部の媒質特性や線路端での境界条件が変化する

場合でも・各節点に適当な集中定数素子をつなぐことで媒質定数を変え

ることができるので特に大きな式の変更ないこ解くことができる．また

線路内部が均一で損失がないとすると，線路端の電Hl　t電流は次のよう

な関係式を満足する。

　V（n＋1，t）＋Zol　（n＋1，t）＝V（1，t－nA　t）＋Z　ol　（1，t－nA　t）　（　II　．1．3）

　V（1，t）一Zol（1，t）＝V（n＋1，t－nAt）一Zol　（n＋1，t－nA　t）　（　II　．1．4）

すなわち線路内の電」EE　t電流を考慮しなくても良いことになる。

　さて・電気回路部分と線路端の電liE　s電流に1まキルヒホッフの法則により次

式が成り立つ。

　VF（t）＝Z．1（n＋1，t）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（　II　．1．5）
　V　．（　t）　＝一Z　．1　（1，　t）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（　II　．1．6）

V・（t）竃V（n＋1・t）・V・・（t）一V・・’（t）　　　　　　（II．ゴ7）

　V．（t）＝V（1，t）＋V．．（t）一V．．’（t）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（　II　．1．8）

　Vs（t）＝Vco（t）＋Zsls（t）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（　II　．1．9）
　Is（t）＝lco（t）＋lco’（t）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（　II　．1．10）

　Is（t）＋1（1，t）＝lco（t）＋1（n＋1，t）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（　II　．1．11）

また・容量の電圧・電流はBerger・n法では次のように扱う．すなわち，

C。における電圧，電流の微分式

　　　　　　dVco（t）
　1　¢o　（t）＝Co

　　　　　　　dt　　　　　　　　　　　　　（皿・1・12）

麟　　　 ee @聡　　　騒叢露 ・灘　欝雛灘　耀灘饗
Ept．eeg
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に対して台形積分近似を適用すれば，次のように時間軸上で容量の関係

式を表わすことができる。

　Vco（t）一Rclco（t）＝Vco（t－At）＋Rcolco（t－At）　（II・1・13）

但し，　R◎＝△t／（2C。）

従って，一C。には次式が成り立つ．

Vco’ it）＋Reloo’（t）＝Vco’（t－At）’Roolco’（t’”At）　（II・1・14）

以上の式で（IL　1．1），（II．1．2）と（IL　1．13），（II．1．14）の△tを同じに選

べば，必要な式を連立させて離散時間△tごとに時間tでの各変数の値を

計算することができる。今，線路が均一で損失がない場合，式（II．1．3）

から（II・1・14）よりV・・V・及びV・が次のように求まる．但し，式（II．1．3）

，（IL　1．4）の右辺をA，B，式（IL　1．13），（II．1．14）の右辺をC，Dとする。

　　　　　（1／Z・。R・・Y・／Z・）V・（t）一（A・C－D）！Z。。一（B・C－D）ノZ。。＋C／RC
　V　ce　（t）　＝

1／Rc＋1／Zs’Ro’YL／Zs

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（　II　．1．15）

但し　ZF。＝ZF＋Z。，　ZB。＝ZB＋Z。

　　　Y，＝1／Z．．＋1／Z．．

　　　　　A＋C－D＋Rc’Vs（t）／Zs”Rc’Vco（t）／Zs
　VF（t）＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（　II　．1．16）
　　　　　　　　　　1＋Z．／Z．

v．（t）．　一！1．1，IL！2一：一！1－ti！．2：　YLIC　D＋Rc・Vs（1）44s　Rft’Vco（t）IZs　（II　．1．17）　・

　　　　　　　　　　1＋Z．／Z．

これらの式を再び式（IL　1・3）から（II．1．14）へ代入して他の変数を求め

ることができる。

　マッチングのためなどに　新たに回路素子が挿入された場合でも，それに

よって成り立つ回路方程式をつけ加えて連立させれば良い。但し，インダ

クタンスは次のように扱う・すなわち，そこには次の微分式が成り立つ。

　　　　　dlし（t）

騨．．

繊　　、

　　　　灘房　　　　　嘱灘
　　　ロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 　ヘア

，　’　　　　　　　　，7一鴨r騨1・轟iC’・轡「’P”∫蒙・噸1㍑・・



鍵

一一一qiV

153

従って容量と同様に台形積分近似を適用すnま時間軸上で次式を得る。

　VL（t）一RLIL（t）＝一V．（t－At）　一・R．1　，（t－A　t）　（　II　．1．19）

但し　R．＝2L／△t

　次に・前面に整合層をつけた場合の扱V・を示す．図II－1．2はインヒ・．タ・ン

スZ・・波動の速度Vmの均一な整合層を1個つけた場合を示している．これ

にBe「ge「on法を適用すれば・次の式が成り立つ．但し，この整合一回で

は波動が端から端へ伝搬するのにm△瞬間かかるとしている．従ってこ

の整合層を時間的に△t・距離的に△t×　Vm・△dX（v・．／v。）で等分割し、v、

ることになる。

VM（m＋1，t）＋ZN：N（m＋1，t）＝VM（1，t一一mAt）＋Zn：”（1，t－mAt）　（II．1．20）

VM（1，t）“ZNIM（1，t）＝VN（m＋1，t一一mAt）一ZnlM（m＋1，t－mAt）　（II．1．21）

VM（1，t）＝V（n＋1，t）＋V．o（t）　・一V．o’　（t）　（　ll　．1．22）

　1”（1，t）＝1（n＋1，t）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（　H　．1．23）

従って・これらの式をっけ加えて連立させて解けば系全体の解を得るこ

とができる。

1－3．　解析結果

本計算法の妥当性の確認のため図II－1－3のモテ・1レで行った計算結果を示

す・すなわち・図II　一1－3（a）のようなll．ルス電圧で駆動したときの音響負

荷端子の電圧（力に対応する）を計算した．図II－1・3（b）は整合層なし，

図II　’1“3（c）・（d）はそれぞれ一層と二層の整合層を前面につけた場合で

ある・整合層やその他の回路定数の値は文献（8），（9）によっており，

Z・・Z・・Z・は純抵抗としている・また整合層には振動子に近いほうカ・ら順

に番号をつけてあり・振動子の線路の分割数をn，第1整合層，第2整合

層の分割数をそれぞ細・・M・としている・整合層はいわゆる1／4波長線路

であり・その中を往復する波と振動子内を伝搬する波が半周期ごとに干

灘 雛購購　難　　　 降
一繕
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図II。1－2　振動子前面につけた1層の整合層
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1
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O．1　Time　t／T

図II　一1－3　バ1以電圧駆動された振動子の音響負荷端子電圧VFの波形

　　　　　T＝n△d／v　p，k＝0．5，　τ／T＝O．2，　τ嵩Zs・C◎，

　　　　　但しkは電気機械結合係数

　　　　　（a）　入力電圧波形

強罰
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渉し打ち消しあって多重反射が抑圧される．計算結果か鰹合層をつけ

ることにより出加．）｝スの尾引きが短くなっているのがわかる．またこの

計算の過程で端面の速度や電源の電流など他の変数も同時に計算されて

いる・この他に必要であれば線路内の電1iE　s電流も知ることができる。

1－4．むすび

　欺元振動をする超音波振動子への空間回路網法の適用について述べ

た・すなわち・従来から提案されている分布定数線路による等価回路を

微小同一長さ洞一性質の1次元線路を多数従属に接続した回路に変形

し・その時間軸上での定式化にBerger・n法を適用した．その結果本手法

の有効性が確かめられた・まえがき｝こ述べた特徴の（4）については具体

的な例が少ないので現在のところ確認していないが，有効な特徴と思わ

れる（iO）。

o盤
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第2章圧電セラミック平板への適用（t＞

2－1．　まえがき

　　弾性波は非破轍査・医療診断などの計測や共振子，フィlb、y　eいった電

子テ“眉スなどとして広く用いられている．そこで弾性灘工学的に利用

するために・　liE電素子のよう蝿気心変換素子（以下騨のため変換

素子と呼ぶ）が不可欠である・近年の測定技術滝子灘の発達により，

弾性波テ“バイスに対してもより高度な二日旨が要求されるようになってきた．

テ“バイスの設計には変三子の解析が必要である．これまでその締には，

振動姿態を1次元に限定し蝿気二等一路による解析法が一般にmv、

られている（2㌔しかし・　1次元解析で1ま設計要件を灘せない囎が多

く・2次元以上の騎が望まれる・そこで摂動論による近似解法や変分

法によ磁値計算が一部に行われてし・る〈3＞．更に最近ス．ハ・一コンヒ・ユ．タ｝こ

代表される計鞭の性能の飛躍的向上に伴い，差分法や有無素法のよ

うな数値解析手法によ破換素子の解析も盛んに行われるようになって

きた（4　）’・しかし・それらの解析は定常状態・に関するものがほとんどで

あり時間応答解析の報告は比較的少なし・〈5…．時間応答解析はハ・薦答

やテ“n“dスの四三の把握等に必要でありs　fi近注目されてい磁値計算

による実X・すなわちシミ・レーシ・ンの分野において非常に顛な位置を占め

ると考えられる・そこで・変換素子の2次元以上の時間応答の解析手法

として・先の差分法や有限要素法等の適用が考えられるがそれぞ姻有

の得失を持つことが知られている。

一方・弾性体を電気的等価回路で表現し解析する方法が古くから行わ

れている・特に変鯨子は電気系と灘系が相互に影響し合っている系

であり等馳路を用いた解析には多くの利点力sある．例えば，E換素子

　購騒1　　　灘鑛



’
雛藻

襲
滅

　
　
　
腰

礁
♪

161

を電子テ“眉スに応肌た場合は等価回路表示がより考察が容易であり，

1次元振動に限定した変換素子の解析Teまほとんどが等価回路によるも

のである・また弾性表面波を応用した表面波素子でも，その性能評価は

分布的等価回路表示におけるその回路素子）x　eラメータで行われている…。

　前章では1次元振動に限定し耀音波トランスジューサへの空間回路網法の適

用について述べた・本章では空間回路網法の2次元以上の電磁気系と結

合した弾性波動似下・結合波動と呼ぶ）への適mvこついて考察する。

本手法を結合瀬に適用すれば上記の等価回路表示による現象の把握し

易さ・考察の容易さに加えて・時間応答解析1こよる動作特性のシミュレーション

を可能にする有効な数値解析手法となると考えられる．そこでここでは，

2次元以上の扱いを必要とする結合波動媒質（すなわち変換素子）畠
ﾌ中

で最も単純な構成と考えられる・面内振動をする圧電セラミ，ク平板に本手

法を適用し・その妥当性・有効性ついて考察する．それらが確認されれ

ば・本手法を用いることにより横効果圧電セラミ，ク平板を用いたテ・バイスの

中で・面内翻を利用した川タ…や共振子の共振状態に至るまでの過

渡特性の観測・遅延線く8’　・・p最近注目されているアクチ、Z一タの過渡応答特性

’9）

ﾌ2次元解析などが可能となる・以下2－2．で圧電セラミ，ク平板の等

価回路表aj　・2－3・でその回路へのBerger・n法による時間応答解析の

定式化の適用について述べ・2－4・｝こおいて本手法を解析的に扱える

問題に適用し，その基本的妥当性を検討した。

2－2・　圧電セラミック平板の等価回路表示

｝2舳2階1・圧電セラミック平板の鷹基本式

1図II－2鱒1に坊向に分極された圧電セラミ・ク平板を示す．平板は＋分筆し、

iとし・面内橘のみを考える・圧電セラミックの結晶構造は6mm・’（”あることが

1知られており・その結晶軸を座標軸ととも｝こ括弧でくくって示してある．

j

・7t強　’
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z（Z）

1

x（x）
y（y）　”

図II－2－1　圧電セラミック平板とその座標系
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圧電セラミック平板の圧電基本式をひずみと電束密度の各々を応力と電界の

関数として表したd形式で示すと次のようv：なる・2・．なお式中のtは平

板の厚さを表している。

［sa　i／9．．，　．v1

＝一

一一
P一［dd．3jii：］　．a，E．t　（ii，2．i）

∂tD3富
1

t2Ad

　E　s3T
＋　一一一一一一一一　e　，E．t

　t
（　II　e　2・2）

t2△dρ∂

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（　II　．2．3）

　ここで弾性体の変数として粒子速度b，章および応力（一般の取扱いと

異なり圧縮力を正にとっている）を・電気量として電界E。および電束密

度D・をとっている・すなわち・平板が＋分薄いとすれば電気量としては

坊向成分のみを考えればよい・また・s・jEは電界一定時のコンフ・ライアンス，

εs3Tは応力一定時の誘電率・dijは圧電定数である。応力の符号を＿般

の場合と逆にしたため・工禰“・則力・ら圧電定数の符号も負になっている。

式（II・2・1）～（IL　2・3）に｝ま後の規格化のため平板の厚さtおよび微，1、長

さ2△dを係数として含ませてある・式からわかるようにx－y面内におい

て弾性的に等方性を示すことがわかる。

swr，；嬢’ @　　r
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　2－2．2・　圧電セラミック平板の基本等価回路

　図II　“2”2に圧電セラミック平板の基本等価回路を示す。また，表II．2．1，II

－2働2に弾性体の変定数と等価回路の変定数との対応を示す。電気量を表

すEM点以外は第1編第・章で論じた等方弾性体の口元基本等価回路と

同じものである（1。〉。以下この等価回路について簡単に説明する。この

等価回路は特性インヒ●一ダンスz・，長さ△dの1次元線路を正方格子状に組合

せたもので・線路の接続点（すなわち節点）｝こは弾性体の変数であるx

方向の粒子速度“・y方向の粒子速度◎，それぞれ坊向，y方向の伸縮応

力を示すT・・T・とx－y面内におけるせん断応加。の各々を電圧として割

り当てている・但し・Z・・！丁7司でLl，C、はそれぞれ微小線路のインタ・クタン

スおよび容量成分である。図では区別しやすいように粒子速度を電圧と

してもつ節点を黒丸●で，応力を電圧としてもつ節点を白丸Oで示して

ある。また，電気量を示す節点Eには微小容量△C。が付加されており伸

縮応力節点と相互容量Hc。で結ばれている。△C。は微小面積2△dX2△d

におけるセラミック平板の容量に等しい。このことはすなわち，その微小面

積内で電界E・が一定であるという近似をしていることである．この基本

等価回路で圧電体領域を覆い・境界ではその境界条件に見合う電気的条

件を付加レて実際の圧電セラミック平板を等価回路表示する．そのとき△dは

考察する波動の波長よりも十分小さくする必要がある。

　以上の回路を物理現象に対応させて概念的に説明する。まず電気量と

して電界はE3のみを考え厚み方向に一様とし，微小面積2△dX2△d内で

一定と仮定する。そしてその面積内の中央で弾性体変数とM。。（d3tに対

応）を介して結合されている・但し・電極のある場合は，電極が完全導

体でかっ励振電磁波波長に比べて寸法が十分小さいとして，その領域の

電界をすべて等しいとする。但し・ここでは電極の質量による質量負荷

効果については考慮していない・以上の議謝ま弾性波動に着目した準静

電近似（2）によるものであり・また電界は時間的，空間的に変化はする
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＠一　lx Ix．　＠

　v

t十cs　dx

　　　　iyV，r2

　　　　　　　　　　　　　　　　　1淫

＠
　Vl

V
y’
1

Cp塾．

図II　一2－2　圧電セラミック平板の基本等価回路
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表ll　一2－1 圧電セラミック平板の各変数とその等価回路の変数との対応

面子速度節点 応力節点

A
γ…≡露

Pτ≡7145
P，…≡7乙4ε

C

硫§7145
刀c7…45
P3§滋

�c…∂

B

γ……5

P；…≡：τ乙4ε

Py…≡7｝45
D
γ≡7乙45
P苫…≡∂

Py5毒

電気的接点 E γ…≡亙3・’

dS＝　b2ad

表II－2－2 圧電セラミック平板の各定数とその等価回路の回路定数との対応

Zo　＝　ttt／　Ct

　sfi／AS＝　Ci／’　2　Ad＋　C，

　∫姦／ASニルtc／2Ad

seEs／A　S＝　C．／2Ad十　Ct

（5晶二2（謡一sf2））

（p／2）　4　S　＝　L，

ε丑／’＝△（ら／（2ム4）2

d3：／t＝　‘tztee　／2　A　d

醸＝

・・糊昌’騨神…　　一，・’1・，　　　。＿．．
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がそれ自身では波動場を形成せず，外部｝こ放射することなく電極部Pfig　eこ

分布しているとする繍れ条件を適用してv・る。一方，弾性波動につv、

ては・等価回路の格子網において1次元線路を伝わる平面波がホイヘンスの原

理に従って各節点で四方面広がってV・くことを想定している．そのとき

線路の速度と形成される波動場における速度とは異なることが知られて

いる・また・各節点に付加され適量1ま線路の特性の調整に用いるスタフ・

と考えられ諒路の定数を変化させる働きをもつ．すなわち，基本1次

元線路は弾性波の縦波を考慮したものであるのでD節点に付加し熔量

で線路の定数を灘に対応したものに変え，速度の違う縦波，横波の両

方を表現するように設定している．但し，c節点の容量は相互結合のた

めに付加したものである・これら弾性波動を表す格子網が最初に述べた

ように・c節点において電気量と相互容量を介して結合し涯電平板の

特徴ある物理的性質を表現している。

　ここで図II－2－3に示すようなC（E）節点を中心とした回路網が式（II．2．

1）・（II・2・2）を等価表現できることを示す．節点Cのxおよびy方向の座標

をそれぞれ△dで規格化された1・m（1・mは正の整数）即ちC（1，m）とし，

その結果隣接するA・B節点の位置もそれぞれAユ（1－1，m），A2（1．1，m）および

B1（1・　m’1）・B2（1・m・1）で二表すこととする．各節点の電圧を表す記号Vのと

なりに対応する弾性体の変数の記号をOでくくって示している．また，

c節点の電流にも同様の説明を入れているカSx別を明確にするため添字

1・2をつけてある・電気的節点Eの電圧Vは先に述べたようにC（1，m）を中

心とした2△dX2△dの領域での均一電界E・と平板の厚さtの積に等い、。

但し・以下の証明は簡単のため時間離散イヒはしていないとする．Ts（c）

およびT・（c）を中心として成り立つ差分式は次のようになる．ここで，

応力をTとするとTt＝T△S，△S＝t2△dとしている。

　u（A　2）一Q．＝一　A　dC，　a　，T　，’　（C）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（　ll　．2．4）

　ut－u（Al）＝一AdCtetT，’（C）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（　II　．2．5）
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（の

　y（m）

4x“）　iy2wz

V2（T勿

lyKVI
Cぐ1，m）

Iyl

（iiliili）．．　Tx2

v（a）

　　ly2

㊥v（の
la

　　Vl　〈fl）

ix1（th1）1　ix2（a2）

ix　1

C

v（th）

　c …雲：

ts

rvrvS

図II　一2－3 節点C・　Eを中心とした回路網とその変数のとり方

　　　舜弼ゴ・．　’♂轟～了影解一？．し
、，讐’1伽』盟　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　“”
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V（B　2）一Q．＝一AdC，e　，T　．’　（C）　（II　．2．6）

vt－V（B2）＝一AdCiatT2’（C）　（II　．2．7）
また・容量C・に流れる電流1。、および1。。は次のように表される。

　Iet＝Cp　a　tTi’（C）＋Na　a　tT2’＋Mce　0　tV（E）

　1．2＝c．　a　tT　2’（c）＋N．　e　，r　，’＋M．．　a　．v（E）

C節点では次のキルヒホッフの電流則が成り立つ。

　u　t一　u2＝1　ei

　vt－v2＝1．2

従って，式（IL　2．4）～（IL　2．11）から次式が導かれる。

　u（A2）一th（A1）

　　　　　siiE一　一　st2E　＝一2A　d｛　　　　　　　e　，T，’（C）＋　一一一：一：一一　0　，T．’（C）

　　　　　　　　　　　　　AS　　　　AS

　　d3塞
　＋一一一一一一一・　a，v（E）

　　t

v（B2）一V（Bl）

　　　　Sユ1E：
＝一 QA　d｛

　　　　AS

　　　　　St2E
o　，r．’ ic）＋　一一一：一一　o　，T，’（c）

　　　　　AS

（　II　．2．8）

（　II　．2．9）

（皿．2．10）

（II．2．1ユ）

（　II　．2．12）

　　　d3t
　　＋一：一一a　，V　（E）　（II　．2．　13）

但し，V＝E3・tである。

ここで・△d→0の極限を考えると式（II・2・12），（IL　2．13）は式（II．2．1）

の第1・2式に収束することがわかる。また，節点Eに流れる電流△1。。は

次の式を満たす。

　AI　．．＝A　C．　a　，V（E）＋M．o　e　t｛T　t’　（C）＋T　2’　（C）｝　（　II　．2．14）

E節点を中心とした2△dX2△dの領域で電界が一定と仮定したので△IG。

は電束密度D・と次の関係となり・式（H・2・14）は式（II　．2．2）を満たすこ

とがわかる。

肱　i，Gi7，　蕊癬
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　　AI．o＝a，S　S　D．dxdy＝（2Ad）2a　，D，　（II　．2．15）

同様にT・節点と粒子速度節点を中心とした回路網はそれぞれ式（IL　2．1）

の第2式と式（IL　2・3）を等価表現することを証明できるが，これは第工

編第1章に示した証明と同じであるのでここでは省略する。

　図II－2『2の等価回路から次のような性質が容易に導かれる．すなわち，

電気端子Eが短絡されていればH・・の働きが無視され表II－2．2に示す弾性

的性質をもつ等方弾性体として扱うことができる．また電気端刊が開

放である場合・C節点の容量に流れる電流1．、eま1・・であるから次の（II．2

・16）式を（IL　2・17）式に代入して，（II．2．18）式のようになる．1。。につ

いても同様である。

　1＝　A　Co　0　tV＋H．e　a　，（vl＋v2）＝o
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（　ll　．2．16）
　1．，＝c．a　，vl＋M．a　，v2＋H．．　a　，v
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（　II　．2．17）

i．，＝（c．一
@一zl！一i／ILiliSO　2）　o　，vi＋（N　．一　一X！1／llil一一f・02　）　a　，v2　（　ii　．2．is）

従って容量C・および相互容量M・から賦与ナ上N。．・／△C。が減じられたよ

うに表され・この場合もやはり弾性体のみを考慮すれば良いことになる。

但し揃述のように電極が施されている場合は，その電極の存在する領

域内の節点Eはすべて同電位として扱われ’ 驕B

一方・節点。・Eには容量が付加されており，それらは互いに相互容量

によって結合されている・従って・それらの容量に蓄えられる工臨・．が

負にならないようにそれぞれの値を決定する必要があり注意を要する。

逆に・表II－2－2からもわかるように線路の分布容量と節点Cの容量C。は

上記の条件の中で任意性を持っており・従って。。を変えるだけで弾性定

数の異なる媒質を表すことができることになる．このことは次に述べる

時間応答解析の定式化に示されているように同一フ・・ク・ラムの中で多媒質

の弾性体を扱えるという本手法の特徴の一つとなっている．しかし，c．

を大きくとることはそれだけ鰍時間を細かくとることと等価になり計

　　1，【　・鷹蕪嚢、　　’脚ち

魏ρ

”　鞭難灘叢灘一・
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算効率が下がるので，対象とする媒質の伝搬特性を近似できる範囲内で

できるだけCpは小さくとる方が経済的である（t　i＞。

2鱒3・　Bergeron法による時間応答解析の定式化

　時間軸上での定式化について簡単に説明する。すなわち，前章までと

同様に基本1次元線路に対してBergeron表示式を用い，容量およびインタ・ク

タンスには台形積分近似式を用いる。そして，それらの時間離散式の離散

時間を等しくし・各節点に成り立つキ1比ホッフ則と連立させて定式化を行う。

従って・いま図II－2－3示すように，節点Eに内部インヒ・一タ・ンスZ。なる電圧源

V・がつながれたとき節点C，　Eに成り立つ連立方程式は表II－2－3のように

なる。但し，表の電圧，電流は△dで規格化された座標（1，　m），離散時間

△tで規格化された時間nでの値とし，それ以外の座標，時間は，例えば

1－1・n－1の場合【　］1一・，n－tのように表している。壷中の式1．～4．はBe

rgeron表示式，7．～9．は台形積分近似式でその他の式はキ腔ホッフ則である。

更に・ある面積に電極が施されているとき，その中に存在するn個のE節

点に流れる電流をL（i＝1・2，…　，n）とすると電源側に流れる電流1、

は次式のようになる。

従って・表II－2－3の式の△lc。＝1・の代りに上式を用い，電極のある領域

内に含まれるE，C節点全体を連立させて解けばよい。

　ところで・弾性体部分の変数をRMC。’・V，RMC。’・1，電気端子の電流を

Z・。1・と規格化すれば表II－2－3内の式よりR”c・×RMc。’およびZ。／R。。なる

定数が現れる。これらを電気機械結合係数k3iおよび時定数τ＝C。Z。（但

しZ・は純抵抗とする）を用いて表せば次のようになる。

　　　　　　　Nco　Hco
　Rnco’RMeo’＝　一　’
　　　　　　　Cp　ACo

．雛＄灘 　　　　　　・twpa。．　難・

灘、　　　　　　。慰
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表II－2－3 節点C（1・m・n），E（1，m，n）における時間軸上出の定式化の

ための連立方程式

節点

c

E

1・Vi＋Zelx：＝［ln＋ZeV］t－i．n－t　5．lx：’ln－lci＝0

2．　；lt’Zeln＝［lxi－ZeV］‘・i．　n－t　6．1．t’“一Zv2－lct＝0

3・　レ～十2。1聖1＝［1”＋Ze　；／］静．匙．躍，竃
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　　　　　　　　d3ユ2　　　　　　1

　　　　　　　ε33T●stiE　（1－2△dC1／sttE）

　　　　　　　　　ぬま　

　　　　　　　繭τ　　　　　　（II・2・20）

　Zs　　2Zs△Co　　2τ

　R。。　△t“一声　　　　　　　　　（II・2・21）

従って・個々の圧電材料における定数を直接代入する必要はなく，電気

機械結合係数および時定数で一般化して計算することができ便利である。

2－4．　解析結果

　本手法の妥当性を検討するため，心元振動をする横効果縦振動子お

よび対称伸び振動をする円板を例題として取上げ，解析的手法によって

求めた結果と比較を行った・まず，図II　一2－4（a）にx方向に1次元振動を

する横効果縦振動子を示す・ここでは機械的負荷が零の場合に電気端子

にステッフ．電圧を印加した時の電源1こ流れる電流を計算した．珂西らはこ

の振動子に対して時間応答解析1；適した．肺線路を用い’t図II－2－4（b）

に示す等価回路を提案しており・奥山ら1まこの等価回路を用いた解析結

果について報告しているくi2’。一方，図II－2。5に本手法における図II－2

－4（a）の振動子のモテ“ル化を示す・ここで振動子の寸法を200△dX2△dと

したのは振動方向の長さと幅の比をできるだけ大きくして1次元形状に

近づけるためと・基本共振周波数（その1波長は振動方向の長さの約2倍）

の20倍の周波数に対しても・その1波長を応力節点または粒子速度節点

のみで10分割されるように考慮したものである。またせん断応力節点D

に付加された容量C・の代りに粒子速度節点のD節点に向いた枝に直列にイ

ンタ“クタンスを付加した等価回路を用いている。これは境界条件を満足させ

るためD節点を短絡すると容量C・の働きが無視され弾性波動のモデル化が

鱗e・
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図II－2－4　（a）　横効果縦型圧電振動子とその座標系

　　　　　　（b）　河西らによる横効果縦型圧電振動子の等価回路
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一

不完全になることを解決するためであり，図II－2－2の回路との対応性を

含めてすでに第・編第4章で述べた．ここで振動子の定数は次のように

選んだ・すなわち電気機械結合係数k，、・・．3，τ／T・・．1，但し，τ　．C。Z．

　でC。は制動容量・Z・は電源の内部インピーダンス（ここではZ。は純抵抗とし

ている）・T＝1／vで1は振動方向の長さ，vは図II－2－4（b）の線路内の波動

の速さである・ところで本手法における縦波速即。とvとは次のような

関係となる《控》。

　　　　　　　　　　　　　　　　f　v・　　　　（s、、E）・

　　　ロロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（IL　2．22）　V　　（S・・E）2一（S、。・）・

また本手法においては弾性体部分を等方性としたとき，その弾性定数を

示すラメの定数λ・μが等い・（すなわちホ・アソン比σ・・．25）としている。

但し・s・　・＝（λ・μ）／〃（3λ・2μ），s。6・1／μである．図II－2－4（b）の等

価回路の計算は第II編第・童で述べた1次元超音波トランスジューサの空間回路

網法による定式化を適用し計算した（・3・．そこでは1次元線路を1。0等分

して計算を行った・図II　一2－6（a）・（b）にそれぞれ図ll　一2・4（b）の等価回

路による計算結果と本手法による計算結果を示す．但し，両者の離散時

間をそれぞれ△t’・△tとすれば△t’・4．13△tの関係となってい’
驕D両

者による結果は非常に良く一致してし・る．なお境界条件や振動様式をあ

らかじめ考慮して本手法における等価回路を図II－2－4（b）のような回路

に変形することも可能である・しかしここでは欲元的な境界条件の設

定を含めて・図II－2－2の基本等価回路の妥当性を確認するため図II－2－5

のようなモデル化により計算を行った。

　次に図II－2－7に示す圧電セラミック円板に本手法を適用した結果について

述べる・いま・円板はその全面に電極力椀されているとすれば円周方向

に対称な径方向伸び振動を行う。すなわち図II－2－7の円筒座標系におい

て「方向に1次元振動をすると考えられる。先に佐藤は機械的に自由な状

態の円板を電気的に駆動する内部インヒ●一ダンスZ。の電源V。とそこに流れる

罷鑛
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電流1・との間に成り立つ次式の周灘伝達関数を用いて，電圧波形とし

て長周期の繰返し矩形波をもつ電源で駆動したときの1。の様子を高速逆

フーリエ変換（IFFT　）を用いて計算した・…．式の導出は付録に示した。

　　is（　（D　）＝　一一．一一．一一iL一一一．一一一　．　vet（w）

　　　　　　1“1／（j　wlMiii－2ny；5’　’　一一一一一一7’；．”一’一一一　（ll　’2・23）

　但し　Ω＝ωa1Vpとして

　　　　　　　（1＋d）kp2Jt（9）
　　c＝co［
　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋1－kp2］　　　　　　9　Jo（　9　）一（1　一’　d　）Ji（　9　）

　　　　na2　．一　．．　d3t2．y
　C　o＝　　　　　　”E　ssTt　　　　　　　　　　k　p2＝
　　　　t　（1一　6）．E　33r
ここで・aは半径・Vpは波動の速度・k・は円板の電気機械結合係数，Yは

ヤング率・ρは密度・σはホ●アソン比である。そこで，本手法を圧電セラミ，ク円

板に適肌上述の解析的手法による結果と比較した．本手法による円板

のモテ“ル化を図II－2－8（a）・（b）に示す・節点配置を説明するため，図ll　．2．

8（a）に円板の半径を9△dとした場合を示す．まず，径方向に1次元振動

すると考えて計算領域を1／8部分のみとし，y・・およびy・x面にそれぞれ

図II＋8（b1）・（b2）に示すような対称条件を付加した．また，全面｝こ電

極を施したものを対象とすることとし，電源がつながれている領域内の

E節点のすべてを同電位とした・更に・基本等価回路は図II。2．5と同様

のものを用い・e由境界条件を満足するよう1こ粒子速度節点および応力

節点をそれぞれ開放，短絡とした。

実際の計算では・半径をa・1・1△d・時定数をτ／T・・．2とし（但し，

τ　＝C・Z・・T＝a／v・）・他の定数はσ…33・k…．6（k。、・・kp2（1一の！2），

V・／V，＝O・48（V・は平板内の縦波速度・Vlは基本1次元線路の速度）とし

た・そして・電源の電圧として初期値・・5，次の値からはすべて1の振幅

をもつステップ●状の波形を与え・そのときの電源番憧れる電流を計算した。

解析的手法においても同じ時定数・ホ●アソン比，結合係数を用い澗期。。

藻
・灘
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Tの繰返し矩形波に対する周波数関数を式（IL2．23）に代入しIFFTにより

逆フ．リエ変換を行って電源電流1。の時間応答波形を計算した．そのときサン

フ●順波数間隔を△f・1／1・・Tとし，サンフ・磁を2・・点とした．その結果を

図II＋9（a）・（b）に示す．本手法の結果は解析的な解と振動の周期やそ

の波形において良く一致しているが本手法のほうが若干減衰が速いよう

である・この原因としては境界設定等が考えられるが，明確なことは不

明である・以上の結果を簡単な実験により確認した．すなわち直径12mm，

厚さ。・2mmのほぼ全面に電極の1まどこされた圧電セラミック円板に立ち上力sり

時間が約40nsec・繰返し周期が1・・Tの矩形波電圧．を印加したときの電源

電流を図II－2。10の回路構成で観測した。振動子の定数は計算で用いた

ものとほぼ同じであった・なお淀数はIEEE規格により共振，反共振周

波数から求めた・オシ・スコーフ．による観測波形を図II－2－9（c）に示す．実験

結果では高周波成分が若干抜け落ちてV・るように見えるがこれは振動子

の弾性的な損失のためと考えられる。それ以外は全体に計算結果と比較

的良く一致していると思われる。次に周波数特性の確認のため3次モード

付近までの電気端子から見た入力アドミタンスについて検討した．まず，本

手法において図II－2　・一　8（a）のモデルの半径を25△dとし，振動子の定数はそ

のままとして入力電圧を振幅1のインパルスとし，節点Eの電圧，電流の時間

軸上での計算結果をFFTによりフーリエ変換してアドミタンスの周波数特性を求め

た。サンフ●ル数は2’4点とした。また・式A　一・　6から直接アドミタンスを求め比較し

た。周波数のサンプル間隔△fは前の例と同じである。その結果をそれぞれ

図II－2－11（a）・（b）に示す。共振周波数は約3Z程度本手法の方が高いが良

く一致していると言える。本手法の結果において2次と3次モードの間に

微小な共振点がみられるが・これは半径を比較的小さくとったため円周

境界の近似が粗くその影響と考えられる。

　次に・正方形板について円板と同様なインディシャル応答を計算した。正方

形板は一辺が202△dの大きさで・全面に電極が施され，周囲は自由境界

幾

濯　・

灘
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とした・境界条件は円板の場合と同様の設定であるが，本手法の場合正

方格子状の回路網で対象を表現するため矩形の境界は円板より設定が容

易である・また・対象条件を考慮し正方形板の1／4部分のみを計算した。

更に・解析とほぼ同じ条件の一辺が10・mmで厚さ0．2mmのPZT系圧電セラミック

を用いて実験を行なった。解析に用いた定数は実験試料に合わせてホ。アソ

ン比をσ　＝O・34・電気機械結合係数をk，、・・．33，時定数τノT・O．1（但し，

τ＝C・●Rs・T＝1／vpでC・は平板の容量，Rsは電源の内部抵抗，1は＿辺の

長さ・vpは平板内の縦波の速さ）とした。入力は解析も実験も円板の場

合と同じステッフ．状の電圧とし，電源電流の時間応答波形を求めた．解析

結果および実験結果をそれぞれ図ll　一2－12（a），（b）に示す．実験の方が若

干振幅が小さいが・繰り返し周期や振動波形などはよく一致している。

2－5．　むすび

　面内振動をする圧電セラミック平板に空間回路網法を適用した結果につい

て述べた。そして本手法による解析結果の妥当性を，解析的手法による

計算結果や実験結果と比較して確認した。本手法は等価回路を用いるた

め音響工学における電気系と弾性系の統一的な扱いと合致することから

特に結合波動に対して有効な点が多いと思われる。本章における取扱い

は電界が一様という仮定が成り立てば第1困惑2章で考察した回路に圧

電変換部の等価回路を組み込むことで，厚み方向も考慮に入れた3次元

解析にそのまま適用できる。また・第1二一3章に述べたように，弾性

的に異方性をもつ平板や任意の圧電定数をもつ場合にも容易に適用可能

である。更に・本章の理論は磁界が一様として扱える場合の磁気ひずみ

振動子について・その双対性を考慮すればそのまま成り立つと考えられ

る。

’鎌
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結論

　本論文では固体内を伝播する弾性波動の空間回路網法による時間応答

数値解析法の提案とその妥当性について論じた。その結果，本手法の特

徴が明確になりその有効性が確認された。以下に各章での論点を簡潔に

述べ，最後に本手法の特徴をまとめる。

　本論文を大きく2編に分けた。第1編では空間回路網法の固体内弾性

波動への適用を検討した。その手法は次のような基本的概念からなって

いる。すなわちまず，格子状に多数接続された微小同一長さ，同一特性

の1次元線路とその接続点（節点）につながれた集中定数素子による分

布的等価回路で弾性波動を表示する。次いで，その時間軸上での定式化

にBergeron法を用いる。このような概念を持つ本手法を，二二で具体的

問題に適用し，その妥当性，有効性を検討した。第II編では空間回路網

法の電磁気系と結合を持つ固体内弾性波動（以下，結合波動と呼ぶ）へ

の適用を試みた。すなわち第1編で議論された弾性波動の等価回路に電

気的な特性を表示する等価回路を重ね合わせ，その間に結合を持たせて

結合波動を等価表示する。そして第1編と同様の定式化を行ないその妥

当性を検討した。以下各章の内容をまとめる。

　第1編第1章では2次元等方弾性体内を伝播する弾性波動に対する空間

回路網法の適用について述べた。ここでは弾性波動に空間回路網法を適

用する上での基本的な取扱いの概念と注意点のほとんどが紹介されてい

る。その基本概念の一つは・まず同じ微小長さで同じ特性の1次元線路

と集中定数素子を用いた分布等価回路を導くことである。すなわちその

1次元線路を正方格子状につなぎ合わせ，それらの接続点すなわち節点

に適当な集中定数素子を負荷して弾性波動を等価表現する。この章では

SH波に対するものと・P波・SV波の両方の性質を表現できるものの2通り

の等価回路が導かれ・それらが各波動を正しく近似していることの証明

，難灘
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が行なわれた・第二点はこの等価回路を用いた時間軸上での解析の定式

化の仕方である・定式化にはBerger・n法が用いられた．すなわちまず1

次元線路においてはその端部の電圧，電流をもう一端の電圧，電流の1

離散時間（線路の速度と長さで決まる）前の｛直で表現したBerger。n表示

式で表す・次に各節点の集中定数素子はそこに成り立つ電圧，電流の特

性式（積分形）を台形近似で表現し，そのときの離散時間を前の線路の

関係式のものと同じにする・更に，それらの式と各節点の電流連続則を

連立させて定式化を行なうことにより1離散時間ごとの逐次計算が可能

となる・その定式化を用いて解析的に扱える基本的な例題に適用し，そ

の妥当性を確認した・その結果，後に示すように本手法の特微が明確に

なった。

　第1編戸2章では前章の概念を基に空間回路網法を3次元等方弾性体に

適用した・そして基本的な例題を使ってその妥当性を確認した．特に本

章では・差分法と同様の評価により，本手法の近似度が時間的，空間的

にその離散間隔について2次であることを確認した。

　第1編第瞳では3次元等方弾性体の等価回路の相互容量の値および粒

子速度節点に新たに負荷された相互誘導の値を適当に設定することによ

り・弾性体の異方性を表現できることを示した．また，’
ｻの場合の物理

定数と等価回路定数との関係を明確にし，集中定数素子に要求される条

件を示した・更に・基本的な例題に適用してその妥当性を確認した．そ

の結果・この方法だけでは弾性体のコン．ライアンス要素のうちS、4，S25，S。，を

表現することが困難であり・他の工夫が必要なことが判明した。

第1岬町撞では自由境界の設定の方涛こついて詳しく検討した．そ

の結果・容量の負荷された応力節点をそのまま短絡すると容量の効果が

なくなり計算結果に不都合の生じることがわかった。従って応力節点の

容量の代わりに粒子速度節点にインダクタンスを負荷し，集中定数素子がなに

も負荷されていない状態の応力節点を短i各するか，粒子速度節点のみを

購F’



195

境界上に配置して境界条件を満足させる2通りの方法が適切であること

を示した・またここでは他の数値解析法である差分法及び質点系モデルを

用いた解法により同じ計算を行ない比較した．その結果，本手法の計算

　結果は差分法によるものに近いことがわかった。

　　第1編第三では流体内波動と固体内波動を本手法において統＿的に

扱う上での基本的な考え方について検討した．その概念はまず読体内

波動の等価回路に粒子速度節点を設け，それぞれの等価回路の欺元線

路を同じ長さとすることである．そして2っの媒質の接する境界上では，

その場所の連続条件に見合った節点同士をつなぎ合わせ，更に個体内波

動の等価回路のせんだん応力節点を短絡する’ ｱとで境界条件を満足させ

るようにする・以上の取扱いを基本的な例題に適用しその妥当性を確認

した。

　第II編第瞳では1次元圧電トランスジューサに空間回路網法を適用した．そ

して基本的例題により妥当性を確認した。ところで，1次元トランスジューサの

時間応答解析は従来から・フーリエ変換法やz一変換法などにより解析的，数

値解析的手法により盛んに行なわれている．そこで，それらの手法と比

較して次の点で本手法の有効性が確認された．（1）等価回路解析手法

を用いるので分布的等価回路の持つ現象の把握しやすさをそのまま残し

ている。（2）　定式化や計算のアルゴリズムが簡単である。（3）　回路内の全

ての変数が一度に計算でき繰り返し計算の手間が省ける．（4）振動子

が不均一な場合にも適用が可能である。

　第II編第2章では2次元以上の結合波動の基本的な例として面内振動を

する圧電セラミック平板を取り上げ・空間回路網法の適用を検討した。すな

わち薄板内を伝播する弾性波動の第1編で議論されたものと同じ等価回

路に電気的性質を表現する回路網を重ね合わせ，その間に結合を持たせ

た圧電セラミック平板の等価回路を提案し，Berger・n法を用いた時間応答解

析の定式化について検討した・そして基本的な問題に適用しその妥当性
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を確認した。

　以上の結果，本手法は次のような特徴を持つことが確認された。

（1）　等価回路表示という電気的アナロジーを用いているため，他の手法の

ように直接微分方程式を解く場合と異なり，波動現象をある程度把握で

きる。例えば，本手法では1次元線路を伝わる平面波が節点で四方に広

がるいわゆるホイヘンスの原理をイメージできるし，負荷をつないだり端子を短

絡・開放したりした場合に波動の伝播特性をある程度予測できる。但し，

その場合従来の1次元線路における波動特性をそのまま当てはめること

はできない。なぜなら本手法の回路は多数の1次元線路の集合体であり，

互いに影響を及ぼしあって一つの波動を表現しているためである。等価

回路表示の利点として次に音響工学的扱いと合致することが挙げられる。

すなわち，弾性波を線路表現することにより必然的に変数として応力と

粒子速度をとることになる。従って，従来から行なわれている音響工学

における弾性波の電気回路的扱いの延長として考察でき，電気的入出力

系との統一的な考察が容易となる。

（2）　時間応答解析の数値的手法としてみた場合，次のような特徴があ

る。時間軸上での定式化にBergeron法を用いたことで定式化のアルコ・リズム

が簡単となり計算が高速化された。また各節点ごと，1離散時間ごとの

逐次計算が可能となり・多元の連立方程式を解く必要のある手法に比べ

計算回数が少なくて済む。また本手法は基本的には差分関係に基づいて

いるため・誤差は差分法と同様空間離散間隔に依存し，通常満足な値を

得る目安として波長を10分割以上する必要がある。以上の点は一般的に

用いられる差分法とほぼ共通の特徴である。そこで差分法と比較した場

合・次のような違いが認められる。差分法では速度と離散時間との関係

が特に収束性との関連で問題となるが，本手法では時間離散間隔と空間

離散間隔とは1次元線路の速度と長さで決まるある一定の関係にあり，

各節点に負荷した集中定数素子に注意すれば常に安定であることが知ら

s・剛�P燃，・　　　　” 勲鑛購
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れている。しかもそれらの集中定数素子が媒質条件を表示しているため，

固体が不均一な場合でも時間や空間の離散間隔を変えずに素子の値を変

えるだけで計算が可能である．また，差分法では複雑な境界条件を満足

させるために境界付近で離散間隔を変化させるなど高度な技法が必要と

されるが・本手法では境界条件を考慮して，適当な集中定数素子を境界

面上に負荷することで階段状に近似できる。一方，計算容量についてみ

ると差分法は変位のみを変数として微分方程式を解くことも可能なため，

本手法における粒子速度，応力の両変数を計算するベクトル計算法より

も容量が少なくて済む利点がある。

　以上本論文の内容を簡潔に述べた。今後，具体的な問題に数多く応用

し，その適用性を確認する必要があろう。更に，本手法が損失の問題，

結合波動について任意の電界，磁界を扱える一般的な問題更に非線形

問題等に対して理論的に拡張されればより汎用性の高い手法となると思

われる。

燃　　 勲．．・鞭し
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付録

　図II－2－7に示すような圧電セラミック円板の圧電基本式は図中の円筒座標

を用いて次のように表される。　　　　’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ら
　Trr＝　一一’一”一一　（Srr＋　（S　See　）’一　一’一　E7

　　　　1一　62　1－d

　　　　Y　d．．　，Y　Tee＝　一．　（See　＋dSrr）一一　ET　（A－1）
　　　　1一　62　’　1－6
　D　・．一＝d3t（T　rr＋Tee　）＋　E　33’E；

但し，

　　　aur　1　auo　ur　ur　Srr＝nv　，　Sθθ＝　一。一＋一・＝一　　　　　　　　　　　　　　　　　 （A－2）

　　　ar　r　ae　r　　r
ここでT．．，Tθθ，U．，　UeおよびS，．，　Sθθはそれぞれ径方向および円周方

向の応力，変位およびひずみであり，DE，　E7はそれぞれz方向の電束密

度および電界である。今，変位は対称伸び振動であるからU．のみを考慮

し，上式と運動方程式を連立させればu．をu．＝u（r）e噛」ωtとおいて，次式

のように求められる。

　　　　　　Vp

ここでAは定数，J、（z）は第1種のベッセル関数である。

　次に，振動子に流れる電流は式A－1を用いて次のように表される。

　1＝j　ct）　S　S　Dirdrde

　　　　2n　ad3iY　za2E　33T　＝jct）一一一一一”一一　AJi（9）一jct）一n一一’　（kp？一・i）E－zt　（A－4）

但し　Ω＝ωr！Vp。

また，r＝aでTrr＝Oであることから定数Aを求めると次のようになる。

　．．　灘灘・騨騨炉
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）

　　　　d3i（1＋　6　）aE　．”

　　9Jo（9）’一　（1“一　（s’　）Ji（9）

但し，J。は0次のベッセル関数である。従って，式A－5をA－4に代入すれば電

気端子における電圧Vと電流1は次式の関係となる。

　　　　na2E33’　（1＋6）kp2Jt（9）　‘
　1＝jw一一一一一一一　［一一一一一一一一一一一一一一一一一　＋（1－kp2）1．V

　　　　　　t　9Jo（9）一（1’6）Jt（9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A－6）

但し，V＝Eをtとした。ゆえに，内部インヒ●一ダンスz。なる電圧源v。を電気端

子につないだ場合，電流は本文の式（II．2．23）となる．

・醗・・1



211

本論文に関する筆者の研究発表

　第1編に関する論文

（1）　佐藤雅弘，吉田引見，深井一郎：、“Bergeron法による二次元等方

弾性体の過渡解析”，昭61北海道連動，35．　　、

（2）　佐藤雅弘，吉田則信，深井一郎：“Bergeron法による等方弾性体

の時間応答解析”，信国技報，MW86－86，PP．27－34（1986－12）．

（3）　佐藤雅弘，吉田町信，深井一郎：“節点方程式による三次元等方

弾性体の時間応答解析”，昭62信学総全大，72．

（4）　佐藤雅弘，吉田則信，深井一郎：“節点方程式による三次元等方

弾性体の時間応答解析”，昭62音響春季講論，1－1－4．

（5）　佐藤雅弘，吉田則信，深井一郎：“節点方程式による3次元等方弾

性体の時間応答解析”，信学警報，MW87　一・　29，pp．1－6（1987－07）．

（6）　佐藤雅弘，吉田則信，深井一郎：“節点方程式による等方弾性体

の時間応答解析一定量的検討一”，昭62音響秋季講論，2－1－9．

（7）　佐藤雅弘，吉田則信，深井一郎：“Bergeron法による2次元等方弾

性体の時間応答解析”，同学論（A），J70－A，11，pp．1515－1523（昭62－11）．

（8）　佐藤雅弘，吉田回信，深井一郎：“Bergeron法による弾性波の取’

り扱いの導波路への適用”，電学会電磁界理論研資，EMT　一一　88－5，pp．37－

46（1988－02）．

（9）　佐藤雅弘，吉田則信，深井一郎：“節点方程式による3次元等方弾

性体の時間応答解析”，信学論（A），J71－A，3，PP．580－586（昭63－03）．

（10）　佐藤雅弘，吉田縄墨，深井一郎：“Bergeron法による異方性弾性

体の時間応答解析”，昭63世帯春季全大，A一・　242．

（11）　H．Sato，　N．Yoshida　and　1．Fukai　：　“Transient　analysis　of

isotropic　elastic　medium　by　nodal　equations”　，Jpn．J．Appl．Phys．，

27，　suppl．27－1，pp．102－104（1988）．

灘雛贈’』



糧、　蒙

’督．”

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　212
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　”

（12）　佐藤雅弘，吉田則信，深井一郎：“Bergeron法による異方性弾性

体の時間応答解析”，信学論（A），J71－A，8，PP．1479－1488（昭63－08）．

（13）　佐藤雅弘，吉田則信，深井一郎：“Bergeron法による弾性体時間

応答解析法の自由境界問題への適用”t一信学論（A），J71。A，10，PP．1991

－1994　（　H召63－10）　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘

（14）　佐藤雅弘，吉田則信，深井一郎：“空間回路網法による弾性体お

よび流体内の波動の統一的時間応答解析”，日本シミュレーション学会第10回計

算電気・電子工学シンポジウム論文集，1－25，Pp．163－168（1989－03）．

（15）　佐藤雅弘・吉甲則信・深井一郎：“空間回路網法による流体内お

よび固体内波動の統一的時間応答解析”，信学論（A），J72－A，11，pp．1741

－1747（平1－11），

　第II編に関する論文

（1）　佐藤雅弘，吉田則信，深井一郎：“ベルジェロン法による超音波振動

子の過渡応答解析”，昭61信学総全大，94．

（2）　佐藤雅弘，吉田則信，深井一郎：“Bergeron法による超音波振動

子の時間応答解析”，信学論（A），J70－A，11，pp．1715－1718（昭62－11），

（3）　佐藤雅弘，吉田則信，深井一郎：“二次元電気機械振動子の箏価

回路表示と時間応答計算法”，昭62音響春季講論，2－8－4．

（4）　M．Sato，　N．Yoshida　and　1．Fukai　：　“Transient　analysis　of　a

　piezoelectric　ceramic　thin　plate　　by　　Bergeron’s　method”　　，　日召63

北海道連大，143，

（5）　H．Sato，　N．Yoshida　and　1．Fukai　：　“Transient　analysis　of　a

　piezoelectric　ceramic　thin　plate　by　spatial　network　method”　，

Jpn．J．Appl．Phys．，28，suppl．28－1，pp．83－85（lg89）　．

（6）　佐藤雅弘，吉田則信，深井一郎；“空間回路網法による圧電セラミック

平板の時間応答解析”，信学論（A），J72－A，10，pp．1466－1475（平1－10）．

灘鑛　『羅・・

　　　　　キ　　　『難　　　　孚。、・
牌　，＿購懸　 ．概鞘



．
遡
．

尚
．

難””蝦懇懇震雛響讐i蟹謬婆・㍗1ピ野詐ぞマ「饗碗1貫1「：ilic一纏・｝■㍗饗笈・ジー養響勢ぎ搾騨響警嵩・1r＝ll恐奨1・馨i



灘
3
潔
、
ン
．
動
汽
、
．
く
匂
．
脳
驚
、

色
　
「
、
5
、
、
四
国
母
争
死
　
奪

、
O
ヨ

　
ぬ
　
　
め
　
　
ゆ
　
　
ム
　
　

ゆ
　
　
ゆ
　
　
ヨ
　
　
ゆ
　
　
り
　
　
ぱ
む

天
σ
α
o
閑
∩
o
δ
「
∩
o
葺
。
三
舞
∩
了
①
。
・

Go
求
@
　
沿
活
コ
」
一
9
0
Φ
コ
ー
ρ
層
ヒ
．
一
一
宕
r
坑
刀
豊
．
、

コ
　
　
　
誌
　
　
　
お
、

ζ
⑳
Φ
コ
無

罪
　
　
ホ
　
　
δ
　
　
一
刈
　
　
お
　
　
6

冒

戸、

　
　
　
ぼ
き
ズ
る
　
ヨ
づ
ヨ
　
ス
　
　
タ

ゆ
お
暑
『
’
．
．
＝
ド
　
’
級
の
。
「
ズ
．
！
「

『
　
、

否
α
o
閑
9
①
＜
い
8
δ

》
　
一

卜。

@
　
ω

轟
」
し
二
①

ヨ
　
。
。

O
　
　
晶
O
　
ゴ

擁，．，
，
↑
嚇
ド
・
」
㌔
灘

一
N
　
一
ω
　
晶
轟
　
晶
q六　　　，

＠
歪
ゆ
F
吋
◎
O
N
↓
鑑
“
否
O
麟
警
サ

一
刈
　
一
c
o
　
晶
⑩
．


