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1．1　本研究の動機と目的

第1章　序　　論

　原子炉内の中性子場を記述する方程式として中性子拡散方程式が広く用いられている。

電子計算機を使って中性子拡散方程式を解くために多くの技法が開発されているが，それ

らの多くは差分法（FDM：Finite　Difference　Method）（1）一（3）に基づいている。差分法

では，元の中性子拡散方程式を差分近似し，差分格子点の中性子束に関する連立1次方程

式に帰着させて解くことになる。これとは考え方の異なる解法として，有限要素法（FEM：

Finite　Element　Method）（4）（5）がある。有限要素法は，考えている領域を有限要素と呼

ばれる多数の小領域に分割し，要素節点での関数値に関する連立1次方程式に近似して解

く方法である。

　差分法と有限要素法はともに有力な数値解法であるが，両者の共通点として領域内部を

Fig．1－1に示すようにメッシュや有限要素に分割する必要がある。このことから，これら

の方法は領域図解法と呼ばれることがある。これに対し，近年，多くの工学分野で研究が

進められている境界要素法（BEM：Bomdary　Element　Method）（6）は，境界型解法と位置

付けられている。すなわち，対象領域の物質組成が均質であれば，支配微分方程式がこれ

と等価な境界積分方程式に変換されるので境界表面だけを要素分割するだけでよく，考え

ている問題の次元を一つ下げて取り扱うことができる。境界要素法では，境界積分方程式

を解析の対象とするので，境界表面上の節点値に関する連立1次方程式を解く問題に帰着

する。このため，差分法や有限要素法等の領域型解法に比べて方程式の元数，すなわち，

未知数の数が極めて少なくなり必要な計算機記憶容量を節約できるとともに，入力データ

数や計算時間を大幅に減少できる可能性がある。

　差分法の適用対象は一般に規則的な幾何形状（2次元では，X－Y，　R－Z体系等）を持つ

領域に限られており．例えば，正方形領域内に円形の内部領域を含むような問題や不規則

に歪んだ領域を扱うのは困難である。これに対し，有限要素法と境界要素法は不規則な幾

何形状を容易に扱える解法として知られている。境界要素法では上述のように領域内部の

要素分割が不要であることから，不規則幾何形状の取扱いは有限要素法の場合よりもさら

に容易であるということができる。このことは，実験解析などにおいて，多数のケースに

対してパラメータ・スタディを短期間に効率的に実行したいときに重要である。このよう
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なパラメータ・スタディでは，一度作成した入力データの組を順次修正していく作業の繰

り返しになる。上で述べた理由により，境界要素法における入力データの作成・修正は極

めて容易であるから，境界要素法はパラメータ・スタディに最も適した解法ではないかと

考えられる。

　　　　　　　　　BEM

Fig．1－1　Segmentations　for　FDM，　FEM　and　BEM

　境界要素法のもうひとつの大きな利点は，上述のように未知数の数が少ないにもかかわ

らず，差分法や有限要素法に比べて一般に精度の高い計算結果が得られることである．こ

れは，境界要素法が支配方程式を厳密に満足する基本解を用いた境界積分方程式に基づい

ていることに理由があると考えられる。このほか，境界要素法では可能であるが差分法や

有限要素法では決して扱うことのできないものに，無限大領域を含む問題がある。原子炉

物理の問題においては，例えば無限厚さを持つ反射体に囲まれた原子炉の問題を容易に解

くことができ，反射体領域の内部をメッシュや有限要素に分割しなくても反射体内の中性

子束分布を炉心からかなり隔たった位置まで精度良く計算できる。この場合のもうひとつ

の利点は反射体の外部境界に対して境界要素を設定する必要がないことであり，無限反射

体とほとんど等価な十分厚い反射体に対してはモデル化が極めて簡単なものとなる。

　ところで，境界要素法は，前述のように本来，均質領域を対象として定式化されてきた

一2一

ものであり．非均質性を持つ領域や著しく多数の領域からなる問題に対しては境界要素法

の適用は困難と考えられてきた。実際，本論文で取り上げるのは，均質組成領域のみから

構成される極めて少数領域の問題に限っている。ところが，極めて最近の研究では，着目

する領域内部の物質組成が連続的に変化するような非均質の問題に対しても境界積分のみ

による厳密解法を可能とする試みけ〕もみられる。積分方程式の解析的取扱いに基づくが

ゆえ，境界要素法研究はこのように発展性に富んでおり，数値解析や計算力学に関心を持

つ多くの研究者にとって魅力ある研究対象ととらえられている。

　本研究の目的は，以上のように多くの潜在的有用性を持つ境界要素法を中性子拡散問題

に適用し，その数値技法を確立することにある。原子力開発の成熟に伴い，電子計算機を

用いた原子炉物理解析の効率化と高精度化が一層求められており，また，炉物理解析の受

け持つ範囲は従来からなされていた通常の炉心設計や炉心管理のみならず事故時の核特性

や核燃料サイクル施設の臨界安全性に関連した複雑かっ多様な問題に及んでいる。これら

の中には，不規則な幾何形状を持つ問題や現象の解明のため多数回のパラメータ解析が要

求される問題など，従来の計算法によるよりも境界要素法を用いたほうが有利と考えられ

る問題が多く含まれている。このようなことから，境界要素法の利点を積極的に引き出せ

るよう炉物理問題への応用に関する研究を行うことは，炉物理解析の対象がますます多様

化しつつある今日，意義のあることと考えられる。もちろん，他の工学分野で開発された

境界要素技術をそのまま導入しても，中性子拡散方程式が境界要素法で無理なく解けるわ

けではない。中性子拡散方程式を対象とするために生じる幾つかの数学的及び数値的な困

難を克服するために独自のアルゴリズムを考案し，その有効性を立証することが本研究の

骨子である。

1．2過去の研究と背景

　境界要素法の背景となっている基本的な考え方は，支配方程式（Euler方程式）を次元

を一つ下げた積分方程式（境界積分方程式とよばれる）に変換することにある。例えば，

元の支配方程式が2次元のものであれば，境界積分方程式は考えている領域の境界に沿っ

た線積分を使って記述される。このような考え方は，数学の分野では目新しいことではな

く，Green関数の応用について記した一般の教科書（8）で見られる。しかしながら，境界

積分方程式が与えられても解析的に解が得られるのは極めて単純な問題に限られている。
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境界積分方程式を現実的な問題に対して適用可能とするためには，デジタル計算機の発達

と関連する数値計算技術の研究の進展を待たなければならなかった。境界要素法とは，境

界積分方程式を離散化し，デジタル計算機によって精度の高い近似解を得るための一連の

数値計算技術である。もちろん，境界積分方程式は解析的な表現による基本解に基づいて

組み立てられているから，境界要素法では数学的な手続きを駆使した独自の定式化が特色

である。しかし，空間ないし領域表面の離散化に関する部分には，有限要素法の発展の過

程で培われた技法が多く転用されている。境界要素法が近年になって脚光を浴びるように

なった遠因のひとつとして，有限要素法の円熟をあげることができるのである。

　原子炉物理の分野で過去に境界積分型の解法を試みた例は極めて少ない。古いものとし

て，第3回ジュネーブ会議の報文集によると，1964年にKoskinen（9）は中性子拡散方程式

に対応する境界積分方程式の一つの形式を与えている。しかし，その境界積分方程式の具

体的な数値解法については述べられておらず，デジタル計算機を用いた離散化解法の便に

供される段階には至っていなかった。1976年になると，本格的ではないにせよ，境界積分

方程式を解く試みが2露なされている。Suzuk　iとKatsurag　i（！o）は，高速増殖炉の六角

燃料集合体内部の出力分布を求めるために，中性子エネルギー1群近似の波動方程式に対

応する境界積分方程式を離散化しデジタル計算機を用いて解いている。また，Ka　l　ambokas

とHenry〔11）は，境界積分方程式に大幅な近似を持ち込んで，軽水型原子炉の炉心と反射

体の間のL字型境界に対してエネルギー2群構造の中性子束と中性子流相互の簡便な関係

式を導いている。これら2件の解析対象は，いずれも，単一領域である，非斉次中性子源

項がない，固有値問題ではない，のように制限されていた。臨界性に伴う固有値問題や固

定中性子源問題を含め多群雨領域からなる広く一般の中性子拡散問題に対して応用発展性

の見える境界型解法はこの時点ではまだ現実性を帯びていなかった。

　1985年になって，Itagaki（i2）により，いわゆる「境界要素法」の名で位置付けること

のできる水準の離散化解法が初めて中性子拡散問題に適用された。そこでは，他の工学分

野での境界要素法と同様．境界積分方程式は中性子拡散方程式の重み付き残差表現から出

発して境界上の特異積分を考慮しつつ導出されている。その後，この研究は進展し，中性

子拡散問題への境界要素法の適用範囲を拡大するための種々の研究成果（12）一（25）が得ら

れている。
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1．3　本研究の概要

　前述のように，境界要素法の中性子拡散問題への適用においては，まず，中性子拡散方

程式に対応する境界積分方程式を与えることが出発点となる。任意エネルギー群gにおけ

る中性子拡散方程式は，

　　　　　　一Dg▽2φ9＋ΣTgφ9＝Sg　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（卜1）

のようにかかれる。ここにDg，ΣTg，　S　gは，各々，　g群における拡散係数，全断面積

（吸収断面積と除去断面積の和），中性子源分布を表し，φgは解くべき中性子束分布で

ある。中性子午Sgは，核分裂中性子源，減速中性子源及び外部中性子源等からなる．

式（1一一1）に対応する境界積分方程式は，簡単のため群に関する添字gを省略して表わすと

　　　　D6ri¢，＝　J，　（t）J，’dr－f，　J　（t＞，’dr＋fn　s¢，＊dg2t　（1－2）

のようにかけるのである。式（1－1）から式（1－2）に至る導出は第2章で示す。式（1－2）で

は，考えている領域Ωの境界をrで定義し，記法

fr［　’’”　］dr

は，境界rに沿った境界積分を表す。従って，式（1－1）の右辺でφと　J　は，各々，

境界r上の中性子束と法線方向中性子流J＝一D［∂φ／∂n］を表す。左辺のφiは，

領域Ωの内部または境界r上の任意の点‘i’における中性子束である。右辺にある

φi＊なる量は，Diracのデルタ関数δi（r一・ri）に対して

　　　　　v2　q！）　i＊（r，ri）＋B2　qb　i’（r，ri）＋　5　i（r一　ri）＝O　（1－3）

を満足する無限大体系に対するGreen関数であり，普通，基本解と呼ばれることが多い。

式（1－3）中のB2は，　B2ニΣT／Dのように与えている。具体的な基本解の形式は第2章で

与えている。式（1－2）における量Ji＊は，法線方向微分を∂／∂nとして，

　　　　　　　J　i＊　＝＝　一一　D［aq5　i＊／an］

で与えられる。式（1－2）の左辺にある観は特異点に関するパラメータであり，領域内部

で61iニ1．0，滑らかな境界では6iニ1／2となる。

　式（1－2）は他の工学分野で導かれる境界積分方程式と同一の形式をしており，右辺にあ

る中性子源Sに起因する領域積分

を除けば全て境界積分のみで記述されている。デジタル計算機を用いて式（1－2）を実際に

一一一 T一一

麟騨澤



解くために，境界積分の部分を境界に沿って離散化すれば，境界積分方程式（1－2）は，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　Hφ一GJ＋Q＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1－5）

のように行列とベクトルを使った形式にかける。式（1－5）は境界要素方程式と呼ばれるこ

とがある。この時，境界表面は有限個のセグメントに分割され，このセグメントを境界要

素という。式（1－5）は連立1次方程式となり，Gauss消去法などによって解けば境界要素上

に設けた節点における中性子束及び中性子流は全て既知となる。境界上の中性子束と中性

子流が全て既知となれば，領域の内部点iにおける中性子束値は611＝1．oとおくことに

より，境界積分方程式（1－2）から直接に得ることができる。

　境界積分方程式（1－2）には，式（1－4）で表される領域積分Q、が依然として含まれてい

る。領域積分Q、をそのままのかたちで数値的に実行するためには，領域内部を多くの

セルに分割し，多数の内部点について中性子源の値を与える必要がある。但し，式（1－4）

の結果のみを記憶すれば良く，未知数の数は境界要素上の節点の数のみで決まり，内部点

の数には関係しない。これが差分法や有限要素法との大きな違いである。しかしながら，．

領域内部を離散化しなければならないことは，境界要素法の本来の利点を損なうことに変

わりはない。そこで，式（1－4）で表される領域積分Q、を等価な境界積分に変換してやる

何らかの方法が望まれる。実は，一様な中性子源と減速中性子源に起因する領域積分につ

いては，Gaussの発散定理，　Greenの第2公式及び中性子拡散方程式の性質を用いて比較

的簡単に境界積分に変換できる。これらは，第4章で記述される。

　最も重要な核分裂中性子源に起因する領域積分については，これと等価な境界積分を発

見することは容易ではなく，永年の研究課題であった。核分裂中性子源は未知の中性子束

の関数となっており，固有値問題の枠組の中でとらえなければならないことが解決を困難

にしていた。この問題が克服できるようになったのは極めて最近のことであり，他の工学

分野で最近になって開発された二重相反法（DRM：Dual　Reciprocity　Method）（26）及び多

重相反法（MRM：Multiple　Reciprocity　Method）（27）という新しい概念を導入することに

よって初めて解決されるようになった。

　まず，臨界計算への二重相反法の適用においては，中性子源反復計算の過程で核分裂中

性子源分布がFour　i　er級数に展開できると仮定し，展開係数を境界積分の漸化式で与え

ている。Four　i　er級数を構成する個々の項は性質のよくわかった三角関数であるから，境

界積分方程式の源項にこの三角関数を置いたときの二二が既知である。二重相反法では，

この考え方を用いて元の領域積分を境界積分に変換している。

　多重相反法の考え方はこれよりもさらに新しく，その骨子は

　　　　　　　v2　di　i＊（L）＋B2　di　i＊（L）＋　q！）　i＊（L一’）　＝O　（1－6）

の関係式で与えられる高次基本形φ、＊　（L）（L＝1，2，3，…）の列を利用して，元の領域

積分に対して相反定理（Greenの第2公式）をシーケンシャルに適用することにある。こ

れによって元の領域積分は境界積分のみの級数に変換される。この方法では，二重相反法

のように中性子源分布を近似関数に展開する必要がなく，厳密な定式化に基づいているこ

とから極めて精度の高い計算結果の得られることが特色である。

　境界要素法そのものの歴史は比較的浅く，発展途上の計算法である。複雑かつ大規模な

炉物理問題へ広く応用されるためには，技術的な面で一層の努力が必要である。しかしな

がら，境界要素法の中性子拡散問題への適用に関して理論面の基本的部分は本論文にほと

んど網羅されるに至っていると考えられる。現在の時点でも，ある種の問題に対しては境

界要素法の利点を活かした解析が可能となっている。本論文ではそれらのいくつかを紹介

する。例えば，軽水型動力炉の炉心と反射体との境界において行列形式の境界条件を境界

要素法から求めており，通常の差分法において反射体領域に全くメッシュを設けないにも

かかわらず精度のよい差分解が得られている（第8章）。また，多重相反境界要素法の応

用例として，これまであまり顧みられることのなかった正多角形の幾何学的バックリング

を与える一般的な表式を導いている。ここで用いた手法は正多角形のみならず任意の複雑

形状を有する体系の幾何学的バックリングの評価にも適用可能である（第12章）。

1．4　本論文の構成

　境界要素法の出発点が境界積分方程式であることは既に述べた。第2章では中性子拡

散方程式に対応する境界積分方程式を導く。境界要素法とは，この境界積分方程式を離散

化して電子計算機による数値計算が容易となるように工夫する一連の技術であるというこ

とができる。第3章では境界要素による離散化と数値的な境界積分等の計算手順につい

て概説する。境界積分方程式の中で中性子源に起因する項は一般に領域積分となるが，一

様中性子源と減速中性子源に起因する領域積分については容易に境界積分に変換できるこ

とを第4章に示す。第5章では中性子束と中性子流の連続条件を用いて多領域化を図

る方法を与え，また，2つの領域の間に薄い帯状領域がある問題の取扱いについても触れ

る。原子炉物理特有の現象として臨界性の問題があり，　第6章では実効増倍率の探索法
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として零行列式サーチによる方法と中性子源反復法について記述する。第6章までに記述

した種々の技法を実証する目的で，第7章においては幾つかの基本例題について行った

テスト計算の結果を示す．さらに，第6章までに述べた技法の実用的な応用例として，軽

水型動力炉における炉心／反射体境界条件の解析を第8章に取り上げる．

　　本論文の後半，第9章から第12章では，核分裂中性子源に起因する非斉次の領域積分

項を等価な境界積分に変換するために行った種々の研究開発の結果について詳述する．ま

ず，第9章では核分裂中性子源項の境界積分化のためにどのような方法が考えられるか

について概説するとともに，実効増倍率そのものが境界積分のみを用いて計算できること

を示す。核分裂中性子細物の境界積分化を図る有力な方法の一つとして，二重相反法によ

る試みを第10章に示す。さらに第11章では，最も有望と考えられる多重相反法に

基づく定式化とその収束安定性についてテスト計算結果も含めて詳しく記述する。多重相

反法の有効性を実証することを狙いとして，第12章では正多角形の幾何学的バックリ

ング表式の導出への応用について述べる。第13章では本研究で得られた成果をまとめ

るとともに今後の課題について述べる。
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第2章境界積分方程式の導出

　本章では，中性子拡散方程式に対応する境界積分方程式を導出する。境界要素法では，

境界積分方程式を元の支配方程式の重み付き残差表現から導くのが通例である。第2．2節

ではこの通例に従い，中性子拡散方程式の重み付き残差式から出発し，その重み関数とし

てHelmholtz方程式または修正Helmholtz方程式の基本解を選ぶことにより，中性子源項

以外の領域積分が消去できることを示す。これとは別に，第2．2節では，境界積分方程式

をGreenの第2公式を用いて直接に導く手法について記述する。

2．1　中性子拡散方程式

　　任意のエネルギー群gにおいて，定常中性子拡散方程式は

　　　　　　　　　　一DgV2¢g＋　ZTg　qb　g＝　Sg　（2－1）

のようにかかれる（1）。ここにDg，ΣTg，　S　gは，各々，　g群における拡散係数，全断面

積（吸収断面積Σagと除去断面積Σ　Rgの和），中性子源分布を表し，φgは解くべき

中性子束分布である。中性子源Sgは，核分裂中性子源，減速中性子源及び外部中性子源

よりなり，以下のようにかかれる。

　　　　　　　sg＝＝　（一iik；2．　，zg（vzf）g’　¢g’＋24　，z　st　¢g’］＋　sgx　（2－2）

ここに，Xgは核分裂中性子スペクトルのg群成分，　UΣfは中性子発生断面積．Σ9tは

エネルギー群g’からgへ減速する確率を表す群移動断面積である。また，Sg●竃は外部中

性子源である。式（2－2）でkdiは実効増倍率である。外部中性子源が無い，即ち．　S　go塞＝0

の時，中性子拡散方程式は固有値問題となる。この場合には，原子炉はkeff　・1の時に臨

界であると定義する。

　以下では簡単のため．群に関する添字gを省略する。式（2－1）は，

　　　　　　　　　　▽・φ一k・φ一書（k・一ΣT／D）　　　　　　（2－3）

または1群モデルでS＝vΣfφ／kdiの場合には

　　　　　　　　　　V2　qb　＋B2¢＝O　（B2＝［v2f／keff’　＞1　a］／D）　（2’一4）

のように整理できる。ここで，1群モデルではΣT＝Σaとした。式（2－4）はHel曲01tz

方程式，また，式（2－3）で右辺を零とおいた式は修正Helmholtz方程式として良く知られて

tx
G
　
t
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いる。便利のために以下の議論では，式（2－3）と（2－4）を一般化した式

　　　　　　　V2　qb　＋B2　〈b　＝一　iii｝一　（2’5）

を出発点とする。式（2－5）で，S＝0．0とすれば式（2－5）は式（2－4）に等しく，B2＝一k2と

すれば式（2－3）に一致する。

2．2　重み付き残差表示からの境界積分方程式の導出

　いま，Fig．2－1に示す均質領域Ωの境界をrニr1＋r、で表す。境界条件として，

r1上でφ＝φ（const．），r，上で中性子束の法線方向微分∂φ／∂n＝q（const．）と

する。この場合，式（2－5）の重み付き残差表示は，重み関数φ＊を使って

fSt（▽・φ＋B・φ）φ・dΩ一fc2（藷一のφ㌔r一島（φ一司響dr÷島sφ℃Ω

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2－6）
のようにかける〔2）。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n

y

　　　tsri　〈¢　＝　ip）

Domain　9

r2（Odi　一万E＝q）

　　　　　．　To”tal　B”ound”ary

　　　　　　　　r＝　ri　十　r2

Fig．2－1　Definitions　of　domain　and　boundary

　式（2－6）を2回部分積分すると

in（▽・φWφつφdΩ一一噌φ㌔r＋島φ響dr一論Sφ㌔Ω　（2－7）

を得る。ここで，炉物理問題を扱うのに便利なように，境界上で法線方向の中性子流

　　　　　　　　J　＝一D［a¢1an］

及び
　　　　　　　　J　’＝　一　D［O　qb　＊／0n］

一一 P2一

なる量を使えば，式（2－7）は

　　一D　IA　（V2qb　’＋　B2　qb　＊）¢d9　＝　一一　fr　J　qb　’dr＋　Sr　qb　J　’dr＋　Sfi　S　qb　’d9　（2－8）

のように修正できる。いま，領域Ωの内部の任意の点‘i’について考え，その位置をベ

クトルr、で表すことにする。Diracのデルタ関数δ、（r－ri）を用いて

　　　　　v2　qb　i’（r，ri　）＋　B2　qb　i’（r，ri　）＋　6　i　（r　一一　ri　）＝O　（2－9）

を満足する無限大体系に対するGreen関数φ、＊（r，r、）を定義する。このφ、＊は基本解と

呼ばれる。式（2－8）における重み関数φ＊を基本解φi＊で置き換えれば，

　　　　　D（hi＝　ir　¢J　i’dr－fr　J　qb　i’dr＋Sfi　S　qb　i’d　g2　（2－lo）

が得られる。

　具体的な基本解として2次元問題の例では

　　　　（P　i’　（r，ri　）＝　“．　Ko　（kl　r－ri　1）　（B2＝一k2〈O）　（2－11）

及び

　　　　一．J　i＊（r，ri）＝　一一D　・ii－ltii一　qb　i’（r，ri）　（2－13）

で与えられる。

　式（2－10）は領域Ωの内部の任意の点‘i’について成立するが，点iが境界上に置かれ

た場合には修正を必要とする。いま，Fig．2－1に示す境界r2に沿った境界積分を以下の

ように二つの部分に分割する。

　　　fr，　¢　J　i＊dr　＝　lig　fr，，一¢，　，J　i＊dr　＋　1．ie　ir，¢　J　iXdr　（2－14）

ここでrεは，Fig．2－2に示すように角度（2π一一一　e）を持つ扇状の仮想境界である。境界

点iは半径εの円の中心にあると仮定し，このεを零に近づける。B2＞oで基本解とし

　　　　qb　i’（r，ri）＝一“i　Ho（2’　（Blr－ri　1）　（B2　＝＝　＞O）　（2－12a）

を選ぶことができる。ここで，K。（・》は第2種零次変形Bessel関数，　H。（2）（・）は第2

種零次Hanke　l関数であり，i2＝一1を表す。式（2－12a》は複素関数であるが，その実数

部のみを取って

　　　　qb　i’（r，ri）＝　一一　tYo（Blr－ri　1）　（B2　＝＞O）　（2－12b）

のように第2種零次Bessel関数Y。（・）で表す近似がしばしば採用される（3）。いずれの

場合も，式（2－10）における量J＊は，

　　　　　　　　　　　　　a
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て式（2－12b）が採用された場合を例にして考える。この時，式（2－14）の右辺第2項は

fr　edr　＝　（2　7u　一　e）　E

に注意すると，

　　　　1．i，e｝　fr，qb　J　i’dr　＝2－i，g（一iDifr，qb　一b－1．T　yo（BE　）dr］＝＝　il－Z’！ll－iil－iil　ee　・D　（h，　（2－is）

となる。基本解として式（2－11）または（2－12a）を採用した場合も同一の結果が得られる。

ε→oの時，境界r（2一ε）はr、に一致するから，式（2－14）から，

　　　　　　lr，（P　J　i＊dr　．　fr，qb　J，＊dr＋Z！tli－ii－i；e・D¢，　（2－16）

の修正を施せばよい。式（2－16）の右辺にお

いて，θ／2π（一　JdV　：　ci）なる量は特異点パラ

メータと呼ばれることがある。

　一方，同一の手続きを別の境界積分

fr，　J　di　，＊dr

に施しても新しい項は派生しない。以上の

ことは境界r1についても同様である。結

局，式（2－16）を式（2－10）に代入することに

よって領域の内部と境界上の両方に対して

成り立つ境界積分方程式

rE一’一’E

　，t：’　X　NI

S　Mis，i　一2

　　，／
e

2r－e

Fig．2－2　Boundary　point　augmented
　　　　　by　a　small　semicircle

　　　　　　D61　qbi＝　f．　qbJi＊dr－f，J　qb　i＊dr＋Qi　（2－17）

が得られる一（4）（5）。ここに，

　　　　　　　　Q，＝fst　S¢，＊d9　（2－18）

である．式（2－17）に含まれる特異点パラメータ観は，領域内部でer＝1．0，滑らかな境

界では6if＝1！2となる。滑らかでない境界での観の値は，考えている境界点が持つ角度

を0とするとき，6i　＝　e／2πで与えられる。

　式（2－17）は他の工学分野で導かれる境界積分方程式と同一の形式をしている。Q、の項

を除いて境界積分のみで記述されており，これが境界要素法の出発点となる式である。式

（2－17）は右辺に中性子源Sに起因する領域積分Q、を依然として含んでいるが，この

取扱いについては後に議論する。

一14一

2．3　Greenの第2公式による境界積分方程式の導出

　式（2－10）は，重み付き残差表示から出発せずに，Greenの第2公式を活用して導くこと

もできる。式（2－5）にφ、＊，式（2－9）にφを乗じれば，各々．

　　　　　¢，＊v2¢＋B2¢　（t）　i’＋　ils－s　（p　i＊＝o　（2－iga）

　　　　　（b　V2¢　，＊＋　B2　（21）　¢，＊＋　¢6，　＝O　（2－19b）

となる。式（2－19a）から式（2－19b）を差し引いたものに領域積分を施す。

qb　i＝　th　¢　5　id91

とかくことにすれば，

　　　　φ・＝・fSt（φ・・▽・φ一φ▽・φ・つdΩ＋論Sφ・・dΩ

が得られる。ここで，Greenの第2積分公式から，

　　　　fA　（　qb　i＊V2　（b　一　qb　V2　qb　iX）dg2　＝＝　tr　（　qb　i＊g一／i　一一　¢　！一it！ISni　＊）dr

とかける。式（2－21）を式（2－20）に代入して

　　　　　qb　i　一　f，　（　qb　ix“3i／lii一　qb　1！一iti11itLIE．i　’）dr　＋　1；一　SA　s　¢　i’ds2t

となる。さらに，J＝一D［∂φ／∂n］，Ji＊＝一D［∂φi＊／∂n］を用いれば

Dqb　i＝　fr　（¢　J　i’一’　J　qb　i’）dr　＋　fs）　S　qb　i’d　S2

（2－20）

（2－21）

（2－22）

（2－23）

となり，式（2－23）は式（2－10）と全く同一である。この後の手順は式（2－10）から式（2－17）に

至る手順ど同様である。
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第3章　境界要素による離散化と計算手順

　前章では境界要素法の出発点となる境界積分方程式を導いた。境界要素法とは，この境

界積分方程式を離散化し電子計算機による数値解析が可能な形態とする一連の数値技術で

あるといってさしつかえない。本章では，その離散化及び境界積分の方法について概説す

るとともに，境界要素法計算の骨格を示す。

3．1　境界要素による離散化
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　本節では境界要素による離散化の例として，2次元問題における一定要素と1次要素に

よる離散化の手法を示す。これより高次の要素を用いた離散化，あるいは3次元問題にお

ける面要素等については，一般の境界要素法の文献（1⊃（2｝に詳しく掲げられているので，

本節では割愛する。これらのより複雑な境界要素による離散化の中性子拡散問題への適用

方法は本節における記述から十分に類推可能である。

3．1．1　一定要素による離散化

　いま．考えている単一領域の境界をFig．3－1（a）に示すようにN個の直線状の線分，

［r1，　r2，……r」，　r」．1，・…，rN－1，　r．］　に分割する。任意の線要素rj

上では中性子束φ，中性子流J　ともに一定値であると仮定し，線分rjの中央におけ

る値を各々，φ」及びJjと定義する。この仮定下で任意点‘i’に対する境界積分方程

式（2－17）を離散化すれば，φ」と　Jjは積分の外へ出せるから，

　　　　　　　　　バ　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぬ
　　　　一De三φi一Σφ、fr　J、＊dr一ΣJ、frφ、xdr＋Q、　　　　　　　　　　（3－1》

　　　　　　　　j＝1　　　　　 j　　　　　　　 j＝1　　　　　
j

のようにかける。いま，

　　　　　　　　ム　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ

　　　　　Hij＝Hij　（i≠j），　　Hij＝・Hij－D61i　（i＝j）

　　　　　li、、一基J、・dr，　G、j一みφ、＊dr　　　　　（3－2）
　　　　　　　　　j　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　j

なる量を定義すれば，式（3－1）は

　　　　　　　　ド　　　　　　　　　　　　　リ
　　　　　　　　ΣHijφ・一ΣG・・J・＋Qi＝・0　　　　　　　　　　　　　　（3－3）

　　　　　　　jzl　　　　　　　　　j＝1

となる。このような離散化によって得られる境界要素を一定要素（COnStant　element）と

いう。

　　　　　　　一一　府一噸置
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　　〈b）　Linear　Elements

　　di2　or　J2
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9

　　　　　　　（c）　Quadratic　Elements

Fig．3－1　Different　types　of　boundary　elements

3．1．2　1次要素による離散化

Fig．3－1（b）に示されるモデルeiil　1次要素（1inear　element）近似と呼ばれる・この場

合，ひとつの境界要素r、の上では中性子束も中性子流も直線的に変化すると仮定する・

ここでは．二つの境界要素rj．、とrjの接する点を節点jと定める。境界積分方程

式（2－17）は，

　　　　　D往φ・rΣ鼻岬r悌1φ・㌔r＋Ql　　（3－4）

のようにかける。式（3－2）と異なり，この場合はφとJは積分の外に出すことができ

ない。要素r、上でのφとJの変化はr・の両端に設けた節点の値及び内挿関数

　　　　¢（g　）＝ni¢j＋”2¢j＋i，　J　（g　）＝”，J　，＋n2J　”，

のように表すことができる。ここで要素の長さをしとする時，無次元座標ξは，

　　　　　ξ＝2x／L　　　（一L／2≦x≦L／2，即ち．一1≦ξ≦1）

で表示され，二つの内挿関数は各々，

　　　　　η童二（1一ξ）ノ2，　　　η2ニ（1＋ξ）／2

で与えられる。式（3－4）における境界積分は，

　　　h　lj　＝　fr　n　iJ　i＊（r，ri）dr，　h　？j　＝　Sr　n2J　i’（r，ri）dr，

　　　　　　　j　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　j

　　　g　lj　：fr　n　i¢　i＊（r，ri）dr，　g　？j　＝　tr　n2¢　i＊（r，ri）dr，

　　　　　　　j　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　j

なる量を用いて

（3－5）

（3－6）

Jr　¢J　、・dr　一hl、φ、＋hl、　to　j．i，　frJφ、・dr　・・　9：、J、＋91、J、．1　（3－7）

　　j　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　j

のようにかかれる。したがって，式（3－4）の右辺第1項は

　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　リ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ

　　　　　　Σ」frφJ、＊dr　rΣ（h：、φ、＋hぞ、φ、＋，）rΣA、」φ、　　　　　　　（3－8）

　　　　　　　　　　　　　　」＝1　　　　　　　　j　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」＝1　　　　　j＝1

となる。ここで，

　　　　　　み　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ　　　　　　　　　　　　　　　ゐ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ　　　　　　Hij＝h童．j－1＋hij　（j≠1），　Hij＝hin＋hi1　（j＝1》

である。同様にして，

　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　　　り
　　　　　　　Σfr　Jφ、＊drrΣG、、J、　　　　　　　　　　　　　　　　　（3－9）

　　　　　　　　　」　　　　　　　　　　」＝1　　　　　　」＝1

が得られ，ここに，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　Gijニgi，」一1＋gij　（j≠1），　Gij＝・gi。＋gil　（j＝1）

である。式（3－6）と（3－7）を式（3－4）に代入すれば

　　　　　　リ　　　　　　　　　　　　　バ

　　　　　　ΣH・jφj一ΣG・・J・＋Q・一〇　　　　　　　　　　　　　　　（3－10》
　　　　　j＝1　　　　　　　　　」＝1

が得られる。ここに，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ

　　　　　　Hi」＝Hi」　（i≠」），　Hij＝Hi」一D（1i　（i＝j》

　　　　　　　　　　ハである。式（3－10）は，HijとG，jの定義を除けば，一定要素に対する式（3－3）と全く同

一の形式をしている。このほか，Fig．3－1（c）に示ような2次要素（quadratic　element）

近似など．種々の境界要素モデルが考えられる。
η1，η2を使って

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一一1　8一

　　．一＝sny

　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一19一一



3．2　境界積分の方法

　　　　　　　　　ム　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ワ

　式（3－2）におけるHijやGij，式（3－6）に示されるhij，　hij，　gij，　gijのよつ

な境界積分を実行するには，一般にGauss積分によるのが便利である．無次元座標ξによ

る区間一1≦ξ≦1において関数f（ξ）の積分は，Gaus　s積分を用いて

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ

　　　　　　1＝∫　f（ξ）dξ一Σw・f（ξ・）　　　　　　　　　　　　　　　（3－11）

　　　　　　　　　一1　　　　　　　　　　　i＝1

のように数値積分される。重み関数Wiと座標ξiの組み合わせば積分点の数Nに応

じて文献（3）に与えられている。

　境界積分を実行するにあたり，基本解のqE）　i＊やJ、＊の値を得るためには，例えば2

次元問題においてはBessel関数や変形Bessel関数の値を数値的に計算する必要がある。

これらの関数は多項式近似によって高い精度で計算できることが知られており，主要なも

のは文献（4）にまとめられている。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　み　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ　　　　　　　
　種々の境界積分のうちi＝jの特別なケースでは，H、、は零であり，　G、、，9ij，　g、j

の積分は以下のように解析的に実行できる。まず，一定要素の場合は，要素riの長さ

をしとして，例えば，

　　　　　　G・・一一∫『～・（Br）dr・（B2＞・）　　　（3－12a）

　　　　　　G・・一∫『蓑・（㎞）dr（B2一一k2〈・）　　　（3－12b）

のようにかける。式（3－12a）及び（3－12b》の積分は各々，文献（4）にある特殊関数，　Struve

関数及び変形Struve関数の助けを借りて解析的に実行できる（5）。1次要素では，二つの

積分が

　　　　　　　　　　し　　　　　　gl・一∫。（1÷）z・（Br）dr　・　　　　　（3”13a）

　　　　　　gl・一∫：iz・（Br）dr　　　　　（3－13b）

のように与えられる。ここに，z。（Br）は，　B2＞0の時（一1／4》Y。（Br＞であり，B2＜0

の時は（1／2π）K。（kr》を意味する。

一一 Q　O一一

3．3　源項に起因する領域積分の方法

境界積分方程式（2－17》の右辺末尾にある領域積分

　　　　　　　Qi＝　fA　S　¢，＊d9

をそのままのかたちで実行するためには，有限要素法で行うように領域Ωの内部を多数

の三角形や四角形のセルに分割する必要がある。一例として，数値積分公式

　　　　　　　　リ　　　　ヒ
　　　　　Qi～Σ［ΣWj｛S（r）φi＊（r，ri）｝j】Am　　　　　　　　　　　　　（3－14）
　　　　　　　m＝1　」＝1

が使える。ここで，Mはセルの数，　kはひとつのセル内に設けた節点の数，　Wjは数値積

分の重みであり，A。は個々のセルの面積である。三角形のセルを用いた数値積分モデル

の例をFig．3－2に示す。セル内に節点を7点（Fig．3－2中の1～7）設けた場合の節点座

標と各々の重みの組み合わせがHammerら〔6）によって推奨されている。　F　i　g．3－2中の点

a～fについて中性子源分布S（r）の値を与えると，節点1～7における値が多項式

　　　　S（x，y）ニα1＋α2x＋α3y＋α4x2＋α5xy＋α6y2　　　　　　　　（3－15）

を使って内挿される。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o　　　　　　　　　　　

　　＼／こ）轟で／l　　f6

　　　　Fig．3－2　Cells　for　domain　integrals

3．4　境界上計算と内部点計算

e

5

　一般に境界要素法による計算は2段階よりなっており，まず境界上の節点値を全て既知

とする計算を行い，その後に領域内部の任意点を求めるという手順がとられる。

　式（3－3）または（3－10）を行列とベクトルを使って表示すれば

　　　　　　う　　　　　　　　　　の　う

　　　　Hφ一GJ＋Q＝・0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3－16）

一一Q1一



の形式にかける。未知数を左辺に，既知数を右辺にくるように書き直せば・式（3－16）は

　　　　　　　　A　’li～＝一〒》　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3－17）

の形式となる。マは冨と了のうち未知のものを集めたべクDレであり・マは境界条

件及び源項の寄与である。この時の未知数の数は境界要素の数Nに等しく・領域内に取

られるメッシュや要素節点が未知数となる差分法や有限要素法に比べて大幅に少ないこと

が理解できる。連立1次方程式（3－17）をGauss消去法などによって解けば境界上の中性子

束及び中性子流は全て既知となる．

　境界上の中性子束と中性子流が全て既知となれば，領域の内部点における中性子束の値

は，er　＝1．0とおいて，

　　　　　　　　む　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　φ・一｛Σ盒・・φj一ΣGliJl＋Q・｝／D　　　　　　　　　　　　　（3－18）

　　　　　　　　i＝1　　　　　　　　　j＝1

のように与えることができる。

　　　　　　　　　　　　Path　of　integratユ・or1

　　　　　　　’　　！　＼

r ［〉

r

・
工

Boundary　elemen・ヒ　冒i，　　　　　　工nternal　poin’ヒ　雪i曜

Fig．3－3　Two　stages　of　boundary　element　calculations

　要約すると，境界要素法の計算は2段階からなる。Fig．3－3に示すように，第1の計算

はソース点iは境界上にあり式（3－3）または式（3－10）にしたがって反時計回りに線積分を

実行する。境界上の中性子束と中性子流が既知となったら，第2の計算として，ソース点

iを領域内部におき，式（3－18》を用いて点iにおける中性子束を計算する。第2の計算

においても線積分は反時計回りに実行する。

　前節で記述したように，領域積分Q・をそのままのかたちで数値的に実行するために

は多くの領域内部点について中性子源の値を求める必要がある．核分裂中性子源は．境界

上の中性子束と中性子流が既知となった後，式（3－18》によって計算される中性子束分布か

ら求めることができる。ここで重要なことは，式（3－17）における全体行列Aの大きさは

一一 Q　2一
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境界要素上の節点の数のみで決まり，内部点の数には関係しないことである。いいかえれ

ば，内部点の数が膨大になっても連立1次方程式（3－17）の未知数の数は増えない。これが

領域型解法である差分法や有限要素法との大きな違いである。

3．5　鏡像による対称性の取扱

　対称性を有する領域に対しては，計算上の領域面積を減らし，ひいては境界積分の経路

の長さを減らすことができる。例えばFig．3－4（a）に示す領域Ωは1／8対称であるから，

計算上は実際の領域Ωよりも外部に接する部分境界rsと対称軸r。に囲まれた小さな領域

Ω1／8を考えれば足りる。いま中性子源に起因する領域積分項を無視すれば，小領域Ω，／8

に対する境界積分方程式は

　　　D61　¢i＝　fr，　（b　J　i’dr　一一　fr，J　qb　i’dr　＋　fr，　¢J　i＊dr　一　fr，J　¢i’dr　（3－19）

のようにかける。対称軸r。に沿ってJ＝oの境界条件を適用すれば，式（3－19）は

　　　D61　¢i＝　fr，　q5Ji’dr＋ir，¢Ji＊dr－fr，J¢i＊dr　（3－20）

のようになる。式（3－20）の右辺には，対称軸r。に沿った境界積分として

ir，　¢　J　i＊dr

が未だ含まれているが，以下に記述する「鏡像」の考え方を用いるとこの項も消去され，

未知数の数をさらに減少させることができる（5）。
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　Fig．3－4（b）で，座標（x，y）に単位中性子源Qが置かれているとする。対称軸y＝0，

x－0，y－x及びy一一xの上でJ・・一〇となるように・Qの鏡像としてQ1～Q・を

定める．各々の座標はFig．3－4（b》に示すとおりである・観測点をP（x・・y・》にとった

時．鏡像Q1～Q，に基づく基本解は零次変形Bessel関数K。（・）を用いて，各々，

　　　　　　　　¢　’Q，　＝　K　o［k｛　（X一　xo）2＋　（　一一　y一一　y，　）2｝i／2］／2z

　　　　　　　　‘b　’Q，　＝Ko［k｛（一x一一　xo）2＋　（y一一　y，）2｝’／2］／2z

　　　　　　　　¢’Q，　＝　K　o［k｛　（一x一　xo）2＋　（　一一　y一一　y，　）2｝iZ2　］／2　7u

　　　　　　　　¢　’Q，　：　K　o［k｛　（Y　’一　xo　）2　＋　（x一　y，　）2｝　’／2　］／2　7t

　　　　　　　　（15　＊Q，　＝　K　o［k｛　（一　y一　xo　）2＋　（x一　yo　）2｝i／2　］！2　7u

　　　　　　　　qb　’Q，　＝　K　o［k｛　（y一　xo）2＋　（一x一　y，）2｝’一2］／2　7v

　　　　　　　　qb　’Q，＝Ko［k｛（一一　y一　xo）2＋（一一　x一　yo）2｝’／2］／2　7u　（3－21）

のようにかける。対称軸r。における境界条件を満足する基本解は，対称軸の数に応じて

以下のような重ね合わせで表現できる。

　　φ、・一φ・Q＋φ・Q、　　　　　（y一・に関して対称の時）

　　　φ、・一φ・Q＋φ・Q、　　　　　（x一・に関して対称の時）

　　　φ、・ニφ・Q＋φ・Q、＋φ・Q、＋（b　’Q。（y一・及びx一・に関して対称の時）

　　　qb　i’＝　（lb　’Q＋　¢’Q，＋　（jb　’Q2＋　¢’Q3＋　ab　’Q4＋　¢＊Qs＋　¢’Q6＋　di　’Q7

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（y＝0，x＝0及びy＝±xに関して対称の時）　　（3－22）
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ここで
　　　　　　　qb　”QニK・［k｛（x－x・）2＋（y－y・》2｝1／2］ノ2π

であり，元々の中性子源Qからの寄与を表す。式（3－22）及び（3－21）で定義される基本解を

用いるとJ　、・一一D［∂qb　i・1∂n］るま対称軸上で零となる・したがって対称軸上の境界積分

は全て零どなり，式（3－20）は．

　　　　　　　D6i　（Pi＝　Sil；　qbJi’dr－fr，J¢i＊dr　（3－23）

のようにさらに簡単になる。このように，基本解を対称軸の境界条件を満足するように選

ぶと対称軸に対して境界要素を定義する必要がなくなり，未知数の数を大幅に減少できる

とともに境界要素によるモデル化が極めて容易となる。
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第4章　一様中性子源及び減速中性子源に起因する領域積分の境界積分化

　第2章の式（2－17）で与えた境界積分方程式中で，非斉次中性子源項の寄与は一般に領域

積分となるので，数値積分のため領域内部を多数のセルに分割する必要がある。しかしな

がら，原子炉物理で遭遇する中性子源のうち，一様中性子源，減速中性子源及びこれらが

混在する問題の場合には．以下のようにGaussの発散定理またはGreenの第2公式と中性

子拡散方程式の性質を使って領域積分を等価な境界積分に変換できる（1）　’　（5）。

4．1　一様中性子源に起因する領域積分の境界積分化

一般に中性子源分布S（r）に起因する領域積分

Qi＝　ffi　S　（r）¢i’d9

は，基本解の性質

　　　　　　qb　i’＝　｛6　i＋　v　2　qb　i’｝／k2

を用いて

（k2　＝　Z　．／D）

（4－1）

（4－2）

　　　　　　Qi＝　（S　（ri）＋　fst　S（r）V2¢　i’d9］／k2　（4－3）

のように変形できる。いま中性子源分布が一様S（r）＝S。であれば，これは上記の領域

積分の外に出すことができる。即ち，

Qi＝　S　o（　1　＋　iA　v　2　di　i＊d　g2　］／k2

となる。式（4－4）にGaussの発散定理を適用し，さらに変形すれば

　　　　　　Qi＝　So（　1　＋　ir£¢i’d9］／k2

　　　　　　　＝　S　o（D’　lr　J　i＊dg）／Dk2

を得るeここで第2章の式（2－14）から（2－16）にかけての議論と同様の考察により，

　　　　　　Sr　J　i＊dr　．　tr　J，＊dr＋2Z’：一1｝gi　e．D

（4－4）

（4－5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4－6）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　re

の修正を施すことができる。式（4－6》を式（4－5）に代入し，特異点パラメータ従二θ／（2π）

に注意すれば，結局，

　　　　　　　Qi＝So（DGi　一一　frJi’dr）／£T　（4－7）

一一 Q6一一

＃

蝶藩｝

となる。このように，一様中性子源に起因する領域積分は，境界積分のみを含む形式に変

換できる。

4．2　減速中性子源に起因する領域積分の境界積分化

　　　　　　k22一　kl　2

を得る。この手法はエネルギー3群以上のモデルに対しても拡張できる。一例として，エ

ネルギー第2群がら第3群への減速中性子源に関わる領域積分

　簡単のため，以下に示すような非増倍体系に対するエネルギー2群の中性子拡散方程式

を最初に考える。

　　　　　v2¢　i－ki　2¢i＝O，　（ki2＝　ZTi　／Di）　（4－8a）

　　　　　V2（h　2一　k22　qb　2＝一ZF2　（b　i／D2　．　（k22＝2T2／D2）　（4－8b）

式（4－8b）に対応する境界積分方程式は減速中性子源に起因する領域積分を含むことになる

が，この領域積分は基本解の性質

　　　　　　　qb　2　i’＝＝　｛V2qb　2　i’＋6i｝／k22　（4－9）

を使って

Qi＝　Zm　fn　¢i　（r）　¢2i’dg｝　＝　（Z　i－2　／k22）（¢i　（ri　）＋　Sst　¢i　（r）　V2¢2i’d　S2　）　（4－10）

のように変形できる。ここでGreenの第2積分公式

　　　　　fn　（¢V2ip　一　ip　V　2¢）d9＝fr　（¢£th　’一　th£di　）dr　〈4－11）

を用いると

　　fA　（b　iV2¢2i’d9　＝　（ki2／Z　F2）Qi一　tr（〈b　iJ2i＊ID2　一一　qb　2iXJi／Di）dr　（4－12）

と変形できる。式（4－12》を式（4－10）に代入すると，結局，求める境界積分表示

　　　Qi　＝iE；；」，illl；一iE－F2k，2　（（iYi　qb　i＋　fr（qE）　iJ2i’ID2　一一　¢2i’Jt／Di　）dr　l　（4－13）

Qi　＝＝　Z　2，3　fA　¢2（r）¢3i＊d9

は，等価な境界積分

　　　　　　　Z　2，3
　　　Q，＝ k32一　k2　2

　Z　2，3

（　61　（P　2i一　tr　（　qb　2J3　i’／D3一　¢3i＊J2／D2）dr　）

　　　　ΣF2／D2
k32－k22　k32－k12

に変換できる。

（　or　（P　i　i　一一　lr　（（b　iJ3i＊／D3　一　qb　3i’JilD2）d　r　1

一w Q　7一

（4－14）
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4．3　一様中性子源と減速中性子源の組み合わせ

　いま，エネルギー第1群に一様中性子源S1が存在する時，2群中性子拡散方程式は

　　　　　　V2¢i－ki2¢i＝　一Si／Di　（ki2＝　2Ti／Di）　，　（4－15a）

　　　　　　V2qb　2一　k22　（b　2＝　一2i－2　qb　i／D2　（k22＝2T21D2）　．　（4－15b）

のように簡単化できる。この場合，減速中性子源に関する領域積分

　　　　　　　Qi＝2i－2　fA　¢i（r）¢2i’d9　（4－16）

は，式（4－12）とはわずかに異なったかたちの境界積分に変換される．式（4－8a）のかわりに

式（4－15a》を用いると．式（4－12）のかわりに

　　　　　　　Sst　（b　iV2　qb　2i’d　9！　＝　（ki212　F2　）Qi一　iA　S　i　qb　2，’d9／Di

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’　ir　（¢　iJ2　i’／D2　’一一　qb　2　，　＊Ji　／Di　）dr

の関係を得る。式（4－17）を式（4－10）に代入して

　　　　　　　Σ掩｛（X　th　／i　一　fr（φ1J，・・／D・一φ…Ji／D・）d卜Q・・／D1｝

（4－17）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4－18）
　　Qi：iEl；i，1f－k7．‘一k，2

を得る。ここで，QU、は，一様中性子源による寄与であり，これも

　　　　　Q”i＝　1fi　S　i¢2i＊d　91　＝S　i（　D2　61　一　lr　J2i’dr1　／2　T2　（4－19＞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　。一様中性子源S1＝Oの時，式（4－18）は式（4－13》にのように境界積分に変換されている

一致する。一様中性子源と減速中性子源の組み合わせに関する以上の表式はエネルギー3

群以上の問題に対しても容易に拡張できる。一例として．エネルギー第1群に中性子源分

布S1（r）が存在する時の第2群がら第3群への減速中性子源に関する領域積分を

　　　　　　　　Qi”　2　2，3　Sn　¢2　（r）　¢3i’d9

のように表すと，これは等価な境界積分

　　　　　Σ：レ3
Qi＝iEg’f，1fLit’；i一”i，2

（　6i　qb　2i一　Sr　（　（t）　2J3iX／D3一　qb　3i’J2／D2）dr　）

　　　iE’g」，llik’．一｝E　i．ft，2’iil；lt21CI｝？一i2．一／．Ri2（61¢ii’Sr（

に変換され，

除けば，式（4－20）は式（4－14）に等しい。中性子二

分QU、は式（4－19）と同様に境界積分に変換できる

（b　iJ，，＊／D，　一一　¢，，＊J，／D，）dr　一一　QU，／D，）
（4－20）

中性子源に起因する領域積分に関わる項一QU，／D1が含まれていることを

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S1が一様中性子源であれば，領域積

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　。すなわち，

Q”i＝　tst　S　i　（r）¢3i’d　g2　＝　S　i（　D3　61　一　ir　J3i’dr　］　／Z　T3

のようにかかれる。
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一卿，
雛臣　辮

第5章　多領域化の方法

　前章までの議論は単一領域に対するものであったが，中性子束と中性子流の連続性を用

いればこれを多領域問題に拡張することができる。第5．1節では，2領域問題を例にして

多領域化の方法（1）を概説する。また，第5．2節では多領域問題の変形として，2っの領域

の間に薄い帯状領域がある問題の取扱い（2）（3）について取り上げる。

5．1　多領域化の方法

　簡単のため，ここではFig．5－1に示すように材料組成の異なる（基本解の異なる）2

領域問題を考える。3領域以上の問題への拡張は容易である。Fig．5－1における領域1及

び2について，式（3－16）と同様の行列方程式を書き下すと

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　う　　　　　　　　　　う　　　　　　　　　　　　　　　　　H　i．　di　i＋H㍉φ1rG】JLG量，J11＋Q1＝0　（領域1），　　　　　　（5－1a）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ひ　　　　　　　　　　う　　　　　　　　　　　う　　　　り　　H2φ2＋H21φ21－G2J2－G21J21＋Q2＝0　（領域2）　　　　　　（5－1b）

のようである。添字の1．2及び1は，各々，領域1，2及びInterfaceを表す。

External　Boundary

Region　1

Region　2

r

Region　1
r

　　　lnterface

¢，　＝　di“　一一一　¢7

Jl　＝　Jll　＝　一J12

r

r2

Region　2

Fig．5－1　Schematic　representation　of　method　for　two－region　problems

2つの領域間の連続条件として

一3　O一一一

鋤灘．

　　　　　　　　　　　　う　　　　　　　う　　　　　　　　　　う　　　　　う
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　つ　　　　φ1………φ1r＝φ21，　　　J　I≡J　11＝一　J　21，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5－2）

の関係がある。ここで各領域の境界積分は反時計回りになされるのでInterfaceにおけ

る中性子流の定義は向きが逆であることに注意する必要がある。式（5－2）を式（5－la）及び

（5－1b）に代入して整理すると

　
　

　
　
　
　

一1
　
　
2

一 ↓
φ
↓
J
↓
φ
　
　
　
　
2
　
　
　
　
　
2

↓
J
↓
φ
↓
J

＋團一・
（5－3）

のようにかける（n。Fig．5－1における領域1と2の外部境界の要素数を各々，Ml，　m、

とし，Interfaceの要素数をm1とすれば，式（5－3）中の列べクトルを構成する要素は合

計2（m1＋m2＋mI）個の要素からなる。このうち（m1＋m、）個が外部境界条件として既

知であり，未知数は（m1＋m、＋2m，）個となる。既知数を右辺に移項して

　　　　　　　　　　　う　　　　　　
　　　　　　　　Ax＝f

の形式にすれば，Gauss消去法などによって境界及びInterfaceの中性子束と中性子流は

全て既知となる。この後は領域毎に式（3－18）にしたがえば領域内の任意点の中性子束値が

得られる。

　なお，式（5－3）より明らかなように，単一領域の問題では‘Dense’であった行列が多領

域問題では零要素ブロックを多く含んだ‘Sparse’な行列となる。このことから，多くの

領域からなる大規模な問題に対しては，Gaりss消去法に代わるより最適な行列方程式解法

を開発でぎる余地がある。

　2領域問題に対する上で述べた技法は，無限に厚い反射体に囲まれた炉心の問題に応用

できる。この問題の興味深いところは，炉心領域が無限反射体の内部に納まっていること

である。即ち，炉心領域の境界は全て反射体に接するInterfaceであり（中性子束と中

性子流の両方が未知である），最外端境界が無い。反射体の外部境界は最外端境界といえ

るが，無限反射体の外部境界においては中性子束，中性子流，さらに基本解までが零に収

束するため，式（5－3）における境界積分HとGは無限反射体の外部境界においては計

算する必要がない。このようなことから，この問題では式（5－3）に対応する行列方程式は

一31一
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［1：：一9：：］［tj］＋［tQ］一〇　（s－4）

のように簡単に記述することができる（3）。ここで，添字のCとRは・各々・炉心と反

射体を表す。式（5－2）に対応させて炉心／反射体境界の連続条件は

　　　　6，≡す・，・5・、，r，≡ア・，一一rRI，　　　　　　（5－5）

のようにかかれる。Fig．5－2に示すように炉心／反射体境界における境界積分（線積分）

は炉心の物質定数を使って反時計回りに，反射体の物質定数を使って時計回りに実行する

ことになる。

　　　　　　　　　　　　　　　　ノノ　　　　　　　　　　　もへ　　　　　くカ
　　　　　　　　　　　　　　　ノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ

　　　　　　　　　　　　　／R，flect。r×

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　！　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　！　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ
　　　　　　　　　　　　、、、　　　　　　　　　　　　　　　ノ1！

　　　　　　　　　　　　　、　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ
　　　　　　　　　　　　　、　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　　　　　　　　　　　　　　、　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　　　　　　　　　　　　　　、、鞠一　　　　　　　　　　，’

　　　　　　　　　　　　　　φ1＝φF＝φβ

　　　　　　　　　　　　　　JI＝JF＝一JIR

Fig．5－2　Schematic　representati・n・f　meth・d　f・r　c・re／reflect・r　inte「face

　軽水反射体による反射体節約効果は厚さ20～30cm程度で無限反射体と等価であること

が知られているから，ここで述べた解法は軽水炉物理などの問題に応用して利点がある。

一般に差分法では反射体ピーク付近の中性子束を精度良く計算するのにかなり詳細なメッ

シュ分割を必要とするが，ここで記述した方法によれば反射体領域を全くメッシュないし

要素分割することなく高い精度の反射体内中性子束を得ることができる。

5．2　解析解による薄い領域を挟む2領域の接続

　次に，Fig．5－3に示すような薄い帯状の領域が2つの領域‘L’と‘R’に挟まれている

問題を考える。この場合，各々の領域に対して境界要素方程式は，

　　　　　　シ　　　　　　　　　　う　　　　　　　　　　　　　　う　　　　　　　　　　う　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　つ　　HLφL＋HLIφLI－GLJLGLIJLI＋QL＝0　（領域L），　　　　　　（5－6a）

　　　　　う　　　　　　　　　　　う　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　う　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　つ　　HRφR＋HRIφRrGRJR一一　G｝R，JR1＋QRニ0　（領域R）　　　　　　（5－6b）

のようにかける。いま，薄い帯状領域を無限平板とみなせば，1次元中性子拡散方程式の

解析解を用いて帯状領域の両側の中性子束と中性子流を関係付けることができる。エネル

ギー3群モデルを例にとると，

　to　1，1（XR）

一　J　，，，（x，）

　¢　2，1　（XR）

一　J　z，i　（XR）

　¢　3，1　（XR）

一　J　，，，　（xR）

Z　ii　iO　iO

Z　2，　iZ　，，　IO

Z　3i　IZ　32　iZ　33

（1！）　j，1（XL）

J，．i（XL）

¢　2，1　（XL）

J　z，i（XL）

¢　3，！（XL）

J　3，i〈x．）

ように与えられ，式（5－7＞中の小行列は以下のように与えられる（2）（3⊃。

［o　］一　［8　8］

　　　　　　　　　　　　’
［zii］一　［／L；，，　一’1’i’llSi］一［iil］1’，ii”　：2，111’，2’］　，　（，．，，

［Z2i⊥隙謡∵壽1：？／…］≡匿：］，

　　　　　七：1：：］，

（5－7）

i－1，2，3）

（5－8）

一32一
一一一 R　3一一

　　　舗、



ヤ

争
ゆ

ここで，

　　　　L，2＝1／k，2＝D，／2，　（i＝1，2，3），　A＝lx．一x．1　，

　　　　Ci　＝　cosh　（AIL，），　Si　＝　sinh　（A／L，），　（i＝1，2，3）

　　　　　　　　　Zt－2／D2　v．．一pat3／D3
　　　r21＝rtL一一2M一一一H一’2．1／LI　2

のように定義している。

qb　i，i（xR）

J　，，i（xR）

　　r32＝mbtL，2一一1／L，2
　’

式（5－7）は任意のエネルギー群iについて

のように書き直すことができる

　　　　　　　冒＝o

一

1
S

G
墜
レ

こ
0
るきで“陽

　
　
’
8

　
Z

ド
Σ
F

　
　
＝↓
E

　（Pt，1（XL）

　J　，，，（xL）

こで，

（P　，，　1（xL）

J　g．　i（XL）

　　　　　（e）

　　　　　　　　　2　1£　／D，

and　r32i＝ P7ttts‘trti－i－7ffL　i2一一17L，2’r32

＋諺

（i－1）　，

（i＞1）

（i＝1，2，3）

（5－9）

（5－10）

（5－11）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　つ
と与えられる。式（5－10》の右辺では，　、，1（XL）と　J　，1（XL）だけが未知数であり，E

中の他の中性子束と中性子流は全て上方エネルギー群で計算されている既知数である・式

（5－10）を式（5－6b》に代入してφ、，冨（XR）と　φ、，1（XR）を消去すると，

L　一　G　L　’P　H　L，

o　o　1　c，HR，一　Rfi　s，　GRi

　　　　　一．一一一一：’．rev，，eeva

叢灘難灘灘難購難灘難灘繋i講

．GL，@li　o＝　9
－1；一ilS，HR，＋C，GR，　1．　HR　一G

＋「暮：■ニ・，

を得る。ここに，

　　　　“ii5｝　R＝　H　R　（z，　，　？ig’　，．　．＋　z，，　i’　，，　．）　一　G　R（z，　，　lai」’　，．　．＋　z，，　id’，．　，）　（i＝2），

　　　　宣・＝H・（Z51すし．＋Z52ア、．。＋Z，，6、．。＋Z54ア・．L）

　　　　　　一G・（z61ぴ1．。＋Z62ア1．L＋Z63ず、．。＋z64ア・．L）　（i＝3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一一3　4一

　　灘綴鑛難難難1懸難難鱒丁丁　　　蜘。。

す・

了・

事・

宇・

了・

了・

である。上方エネルギー群の寄与，すなわち，式（5－10）にある冒は，

　　　　　　　　　　　　　　
中性子源項の一部，PRとして扱われている。なお，帯上領域の幅△

式（5－12）は通常の二領域問題に対する式（5－3）に一致する。

Thin　Layer

式（5－12）では中性

を零に近づけると

ズ「し

Region　L

r
：

Region　R

（5－12）

（5－13）
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　　　Fig．5－3　Thin　layer　treatment
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第6章　固有値探索の方法

　原子炉または中性子増倍系の解析に特有の問題として臨界性の問題，即ち，固有値問題

があり，境界要素法においても臨界探索の方法を確立しておく必要がある・これまでに求

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　づめた境界要素方程式（3－16）及び（5－3）において源項積分に関するベクトルQが零か零で

でないかによって，臨界探索の方法が二通り考えられる。即ち，以下に示すように源項が

存在しない時は零行列式サーチ，源項のある時は中性子源反復法の適用が考えられる。

6．1零行列式サーチによる方法

6．1．1エネルギー1群モデルの場合

　源項積分に関するベクトル宣が存在しないケースとして最も考えられるのは，エネル

ギー1群の中性子拡散方程式

　　　　　　一DV　2　qb＋Zaqb　＝v2f¢／keff　（6－1）

を整頓して

　　　　　　　V2（P　＋B2　（b　＝O　（B2　：（vZf／keff－2a）／D）　（6”2）

のように表したときであり，基本解φ、＊として

　　　　　　　v2　〈b　，＊＋　B2¢，＊＋　6，　＝O

を満足するものを選べば境界積分方程式に源項は現れない．この場合，零中性子束または

零中性子流が外部境界条件として設定されれば，境界要素方程式を整理して得られる系全

体の連立1次方程式

においてマは零ベクトルであることカ・ら漉界条件は未知の中性子報び中性子流のベ

クトルrがn。n－trivialであるための条件，即ち，行列Aの行　ll式が零となる条件

であり，式（6－4）を満足するkeffが系の実効増倍率である。行列式が零となるようにサー

チする最も簡単な方法としてNewt　on法などが使える。実効増倍率k面が求まった後，未

知ベクトルマの決定にはGauss消去法が使えるが，この場合，式（6－4）は不定方程式な

ので後退代入の際，ひとつのベクトル値をある値に設定，例えば，XN＝1．0というよう

に定める必要がある。

6．1．2　多脳エネルギーモデルの場合

　零行列式サーチの手法をエネルギー多群の問題にも拡張するために以下の方法が考えら

れる。この手法の詳細は著者による論文〔1）にまとめられている。多群拡散方程式（連立

方程式）においてエネルギーの最も低い群Gにおける中性子束φGのみを残してそれ以

外の群の中性子束を消去すれば，

　　　　　（v2＋Bi　2）　（v2＋　B22）・・　・・　・・　（v　2＋　BG　2）　qb　G＝O　（6－5）

のような因数分解形式の特性方程式が得られる〔2｝。ここで，B12，B、・，・…　tBG・は一

般に複素数であり・それぞれの添字は特定のエネルギー群を意味しない。B，2，　B．2，…，

BG2のうち実数で絶対値最小のものが空間基本モード形成に寄与し，この量は反射体のな

い単一領域ではバックリングに相当する。いま，B，2，　B22，・…，　BG2の各々に対応する

空間モードfj（r）が

　　　　　　　（v2＋　Bj2）　fj（r）＝O　（j　b一　1．2，　…　，G）　（6－6）

を満たすとすれば，任意の群gにおける中性子束は線形結合

　　　　　　　　　　G
　　　　　　gbg（r）　＝．2tg，’fj（r）　（g＝1，2，…，G）　（6－7）
　　　　　　　　　j－1

で表される。ここで竜jは境界条件に依存しない結合係数であり，物質組成が与えられ

れば元の中性子拡散方程式から求められる。

　式（6－6）に対応する境界積分方程式は

　　　er　fj（ri）＝ir｛th　j’　（r，ri）’£fj（r）一fj（r）　・£ip　j’　（r，ri　）｝dr　（6－s）

とかかれる・晶は法線方向微分を表し，基本解ψj＊は

　　　V2　V）　j’　（r．ri　）＋Bj2　yb　j’　（r，ri　）＋5i　（r一　ri　）＝O　（6－9）

を満たすように決められる。fj（r）と晶fj（r）は，各々，零中性子束及び零中性子流

の境界条件を持つ境界で零値が与えられる。二つの領域AとBが互いに接する境界では．

中性子束と中性子流の連続条件から

　　　　　　　G　　　　　　　　G

　　　　　　j三t含jfl（r）諾t垂jflω　　　　　（6－1・a）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　（g＝1，2．一一，G）

　　　　　　G　　　　　　　　　　　　　G
　　　　－Daj．Z．it　gj一£　f　3（r）一一　Dgj．2itgj・£f　g一　（r）　（6－iob）

の関係がある。式（6－8），（6－10a）及び（6－10b）を全エネルギー群，全領域にわたって連立

させて離散化すれば，全体行列方程式
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　　　　　　　　　　A（ke旺）Y＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6－11）

が得られる。ここで，ベクトルマはfj（r）と晶fj（r）のうち未知数を集めたものである・

式（6－11）の解がいったん得られれば，式（6－8）で6irニ1・0と置き・かつ・式（6－7）を活用

すれば，領域内部の任意点の中性子束が計算できる。

　エネルギー多群の問題においては，式（6－11）中の行列Aの行列式を直接計算して零と

なるkeffを求めようとしてもうまくいかない場合が多い。この理由は・式（6－6）で定義さ

れる高次の空間モードに関するBj　2の絶対値が基本モードのそれに比べてはるかに大き

いことと関係がある。Bjが大きいために高次モードに対応する基本解は特異点から離れ

ると急速に減衰するので，その境界積分値は微小な量となる。このため・式（6－11）におけ

る全体行列は絶対値の微小な行列要素を多数含んだものとなる。その結果，Aの行列式

そのものは極めて微小であり，数学的には行列式の値が零とみなせない場合であってもデ

ジタル計算機による数値計算ではmderflow　errorを多発することがある．このような

場合は直接的な零行列式サーチにかえて，以下の「残差最小法」等の工夫が必要となる．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　づ　この方法は，実効増倍率kdiの推定値を与えてGauss消去法によって解ベクトルx

の近似値を計算（ベクトル中のひとつの要素を一定値に仮定）し，それを式（6－11》に代入

して得られる残差ベクトル

　　　　　　　　一E’（m）＝A（k｛霊》Y（m｝　　　　　　　　　　　　　　　　　（6－12）

のroot－mean－square（RMS》が最小となるようにkeffの値を繰り返し更新していくもの

である。添字（m》は第m回の繰り返しを表す。このRMSは常に非負の値をとるのでkdi

を探索するのにNewton法のかわりに「成功と失敗のルーチン（routine　of　success　and

failure）」〔3）等の非線形最適化手法が活用できる。この非線形最適化手法によって2群

2領域の固有値問題を解いた計算例を第7．6節で後述する。

　以上のような零行列式サーチが適用できる場合は核分裂中性子源に起因する領域積分項

が全く現れないので，離散化モデルの組立てが簡単であり，また，計算時間が短くてすむ

という利点がある。この方法のもうひとつの利点はいわゆる「臨界調整」も容易にできる

ことである。全体行列方程式（6－4》または（6－11）の左辺は実効増倍率kdiの関数として与

えているが，kdiを固定して体系寸法，核物質濃度などの他のパラメータの関数として与

えることもできる。これらの場合，Newton法や非線形最適化手法による零行列式サーチの

手順はkeffをパラメータとする場合と全く同一であるから，臨界調整による計算時間は

k断の探索の場合と同程度となる。（次節で記述する中性子源反復法で臨界調整を行うた

めには，kUt探索の計算ルーチンの外側に臨界調整のためのループを設ける必要があり，

その結果，臨界調整に要する計算時間は一般に膨大なものとなる。）

　零行列式サーチの欠点は物理的に意味のある固有値に必ず収束するという保証のないこ

とである・式（6－4）または（6－11）が満たす数学上の固有値は無数に存在する。それらの中

から原子炉物理で関心のある固有値のみを選別することは，小規模な問題では可能であっ

ても行列の次元が大きくなると困難となる。Newton法や非線形最適化による技法も万能で

はなく・しばしば発散または偽の固有値に収束し，固有値の真偽の判定に苦しむ場合があ

る・これらに対し・次節で記述する中性子源反復法では最大固有値であるk断に収束す

ることが知られている。

6．2　中性子源反復法

　式（2－2）で見たように，中性子拡散方程式は固有値k面を含んでいる。数学的にはk断

として無数の固有値がとり得るが，それらのうち最大値のみが物理的意味（実効増倍率）

を与える。これは中性子拡散方程式で中性子束分布φは常に正であることによっている。

このように最大固有値の探索のみに関心を持つ場合は，従来の差分法や有限要素法に基づ

く原子炉解析コードに広く用いられている中性子源反復法を使うのが便利である。中性子

源反復法は，原子炉解析分野での呼び方であるが，数値解析の立場では「べき乗法（power

method）」という用語〔4⊃が一般的である。

　まず，初期推定値として一様な中性子源分布S（r）ニ1．0を仮定する。明らかに

　　　　　　　　Vc＝ifi　S（r）d9　（6－13）
なる量は原子炉体積を表す。この中性子源分布を用いて境界要素法により領域Ω内部の中

性子束分布が計算できる。計算で得られた中性子束分布により，新しい中性子源分布

　　　　　　　G（r）＝g2　（vZf）g¢g（r）　（6－14）

が得られる・この時，実効増倍率は以下のように計算される。．

　　　　　　　　keff＝fnG　（r）dS2　／Vc　（6－15）

この計算上の実効増倍率により，中性子源分布は次のように繰り返しによらず原子炉体積

V・が一定となるように再規格化される。

　　　　　　　　S（r）　＝G　（r）　／keff　（6－16）
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この規格化された中性子源分布は中性子束計算に再び用いられ，収束判定条件を満足する

まで計算が反復される。反復過程で境界上の中性子束・中性子流のうち未知のものを集め

　　　　　　　う　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　う

たベクトルxは，中性子源の寄与ベクトルfより

　　　　　　　　　　　う　　　　　　　　う　　　　　　　　　　x＝A”if　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6－17）

のようにして求められるが，全体マトリクスAは中性子源反復過程で不変なので新しい

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　う

xベクトルは中性子源ベクトルfを更新していくだけで得られる。

　中性子源反復法の最大の利点は，原子炉解析で豊富な実績を有していることである。最

大固有値へ安定に収束することは経験上よく知られている。また，零行列式サーチの場合

と異なり，計算上得られた固有値の真偽について解析者自身が判定を行う必要は一般に生

じない。
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第7章　境界要素法による基本テスト計算

　第6章までは，中性子拡散方程式を境界要素法で解くために必要な種々の基本的な技法

について記述した。これらの技法の妥当性を実証する目的で，本章ではいくっかの基本例

題について行ったテスト計算の結果を示す。

　第7．5節では3次元問題を取り上げるが，それ以外は2次元問題についてテスト計算を

行っている。2次元計算のために2種類のテスト・プログラムBEM2DB－AとBEM2DB－Bを

試作した。両プログラムの違いは固有値探索の方法にあり，BEM2DB・・一Aでは行列式サーチ

により，BEM2DB－Bでは核分裂中性子源項を領域積分で与え中性子源反復により実効増倍

率を求めている。BEM2DB－Bは一様な固定中性子源の問題も解くことができる。　BEM2DB－A

とBEM2DB－Bに使われている計算手法を各々，BEM（A）及びBEM（B）のように区別するこ

とにする。

　境界要素法による計算結果と比較するために，差分法プログラムCITATION‘1）と有限要

素法プログラムFEM2DJ〔2）による計算を適宜行った。　C　I　TATIONは汎用中性子拡散プログ

ラムとして広く使われているが，FEM2DJは本章の目的のために特に試作されたものであ

る。FEM2DJプログラムの主な使用をTab　l　e　7－1に示す。

Table　7－1　Specifications　of　FEM2DJ　program

Classification

Finite　elements

Nodal　points

Solution　techniques
for　linear　equations

Eigenvalue　search

Acceleration　technique

Two－dirnensional　finite　element　program
based　on　Galerkin一一type　scheme

Isoparametric　elements
with　approximated　function
¢　（x，y）　＝　ai　十　a2x十　a3y十　a4×2　十　asxy

　　　　　十　a6y2　十　a7x2y十　asxy2

Eight　points　on　the　boundary　of　an　element

Gauss　elimination

Source　iteration　（Power　method）

Not　used

一4　O一一
一一S1一
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7．1　例題1：単一正方形領域に対するテスト計算

　　　　　　　　　　　　　　100　’　SIOO

のように与えられる。この時の幾何学的バックリング2（π／100）2に材料バックリングが

一致するように，核定数をD＝1．0（cm），Σa＝0．01｛cm　量），レΣf＝0．0119739（cm”）と定

めれば，実効増倍率の厳密解はkdi＝1。0となる。

　一辺が100cmの均質な正方形領域についてテスト計算を行った（3⊃。この領域の外周で

中性子束が零の境界条件を設けたとき，中性子束の解析解は

　　　　　　　¢　（×，y）　oo　sin（；一i．13i一．　x）・sin（；一i．15一．　y）　（7－i）

FDDv1 FEM
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Fig．7－1　Examples　of　segmentations　for　FDM，　FEM，　BEM（A）　and　BEM（B）

　差分法（FDM），有限要素法（FEM）及び境界要素法（BEM（A）とBEM（B））による離散化

モデルの例をFig．7－1に示す。差分法と有限要素法では，領域を各々，正方形状のメッ

シュ及び有限要素に等分割した。有限要素法では，個々の有限要素の境界に8個の節点を

設けた。境界要素法（BEM（A）とBEM（B））では正方形の各辺を等分割し，　BEM（B）の場合

一一 S　2一一

はさらに領域内部を領域積分のための小三角形のセルに分割した。境界要素法で1次要素

　（1inear　element）を用いる場合は正方形のかど点にも節点がとられる。この位置の特異

点パラメータ6riの値は0・25となる。　BEM（A）における固有値探索には，第6．1節に述べ

た零行列式サーチを用いた．この場合，まず，0．95≦keff≦1．05の範囲で等間隔に11個

のサンプリング値について行列式の値を求めてk副の最適な試行値を選んだ後，Newton

法によるkeffの探索を行っている。

　個々の方法による計算結果の要約をTable　7－2に示す。　BEM（A）では未知数の数が最も

少ないのにもかかわらず良好な精度が得られており，計算時間は有限要素法よりも短い。

BEM（B）は，核分裂中性子源に関する領域積分のために計算時間が長くかかっているが，

必要な計算機容量（Program　l　ength）はBEM（A）と同程度であり有限要素法に比べてかな

り少ない・4種類の境界要素計算による中性子束分布の結果と差分法，有限要素法による

結果及び解析解との比較をTable　7－3に示す。これらの結果は，差分法では2，601個の

メッシュ点，有限要素法では有限要素100個に341節点を用いた場合のものであり，境界

要素法では4種類とも40個の境界要素を用いた計算結果を掲げている。1次要素を用い

たBEM（A）では，一定要素を用いたBEM（A）と比べて必要計算機容量，実行時間にほとん

ど差がないにもかかわらず，中性子束分布と実効増倍率の計算精度が改善されている。し

かし，BEM（B）の場合は，一定要素と1次要素とで結果の精度に大差がない。これは，　BEM

（B）の計算精度がほとんど核分裂中性子源に関する領域積分の精度に支配されるためと考

えられる。

　BEM（B）の計算精度を向上させるためには，領域内部のセル分割数を増やすか．第3．3節

で示した中性子源分布の内挿多項式（3－15）の次数を上げるなどの対策が考えられる。しか

し・これらは計算時間を有限要素法に比べても相当長いものにしてしまう（この場合，第

3・4節末尾に述べた理由により，必要計算機容量は大きく増えないが）ので，効率的計算

法としての境界要素法の魅力を半減させることになる。一方で，実効増倍率を求めるため

にBEM（B）が用いている中性子源反復法はBEM（A）の零行列式サーチに比べて，はるかに

扱いやすいものである。もしもBEM（B）において核分裂中性子源に関する項が境界積分で

与えられれば，中性子源反復法に基づく理想的な境界要素法プログラムを開発することが

できる・第9章以降で後述する，核分裂中性子源に関する領域積分を等価な境界積分に変

換する方法の研究はこのようなことが動機となっている。
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Table　7－2　Surnmary　of　test　calculation　results　for　Example　1

Program　length　Eigf1nvalue　Nurnber　of　Execution
　　（bytes）　（keff）　iterat　ions’　t　ime　（s）＊＊

7．2　例題2：水減速材の正方格子中に燃料棒のある問題

Method Number　of
variables

FDM　441　（rnesh　po　ints）
　　　　　1，681
　　　　　2　，601

FEM　96“（noda　l　points）
　　　　　　225b
　　　　　　341c

Constant一　20　（BEs）

BEM（A）　32
　　　　　　40

Constant一　20d（BEs）

BEM（B）　32e
　　　　　　40f

Linear一　20　（BEs）

BEM（A）　32
　　　　　　40

Linear一　20d（BEs）
BEM（B）　32e
　　　　　　40t

293K
342K

　409K

　188K
　552K
1，084K

　104K
　120K
　132K

　124K
　148K
　172K

　104K
　120K
　132K

　124K
　152K
　172K

1　．000361

1　．000086

1　．000053

0．999950
0．999948
0．999987

1　．000442

1　．000099

1　．000049

0．999480
0．999875
0．999904

1　．000262

1　．000061

1　．000030

0．999381
0．999835
0．999888

　1．19

　4．62

　6．54

　6．86
30　．3　1

106　．33

　1．30
　3　．59

　5　．98

14　．75

80．57
182　．33

　1．25
　3　．03

　4　．92

15．05
82　．49

185　．9　1

＊　　　　　Conv（i綱ce　（Titerぬ：　△k／k≦10－7　fcr　BEM（A》；　△k／k≦10－7　for　other　methcds・

＊＊　Ut　ilizing　the　H　ITAC　H－8690　compJter．

a，b，c：　25，64，100　fin　ite　elements　were　used，　respect　ively．

d，e，f：　50，128．200　cells　wewe　used　for　（ioma　in　integra　ls，　respect　ively．

　不規則幾何形状を有する問題に対する境界要素法の有用性を実証するために，Fig．7－2

に示すような水減速材の正方格子中に燃料棒のある問題を考える（3）。減速材領域に一様

な熱中性子源SMを仮定すれば，この格子中の熱中性子束分布は1群中性子拡散方程式

　　　　　　D・▽2φ・陣Σ・φF＝O，　　　　（燃料棒領域）

　　　　　　DM▽2　〈b　M“ΣMφM＋SM＝O　　（減速材領域）　　　　　　　　　　　（7－2）

で近似できる〔4）・ここで，添字FとMは，各々，燃料棒領域と減速材領域を表す。燃

料棒領域の核定数をDF＝0・5596（cm），Σ・＝O．2166（cm”1），減速材領域に対する核定数を

DM＝0・2582（cm），ΣM＝0．0108（cm－1）及びSM＝＝　1．0（cm－3・s－1）と定める。

（cm）

e．8463

　0．75

Table　7－3　Comparison　of　values　of　flux　distribution　for　Example　1
Fig．7－2
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Problem　specifications　of　Example　2

X

Persentage　deviation　from　the　analytic　values
（x，y）．　Ana｝ytic

　　　　　valine　FDM（tm，Ten1） FEM　Constant　elements　Linear　elements

BEM（A）　BEM〈B）　BEM（A）　BEM（B）

（10，10）

（10　，M20）

（10，30）

（10　，40）

（10，50）

（20　，20）

（20　，30）

（20　，40）

（20　，50）

（30　，30）

（30，40）

（30　，50）

（40，50）

（40　，50）

（50　，50）

O　．0955

0．1816
0．2500
0．2939
0．3090
0．3455
0．4755
0．5590

0．5878
0．6545

0．7694
0．8090
0．9045
0e9511
1．0

o．oo

O．06

0．04

0．03

0．03

0．03

0．04
0　．04

0．02

0．06
0　．oo

O．02

0．04
－O　．01

o．oo
O　．06

0．oo

o．oo
o　．oo

o．oo
O　．02

0．02

0．oo
o　．oo

O．01

0．oo

o．oo
o　．oo
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の
　
コ
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
ロ

一一 Z．21
0　．oo

－O　．04

0．10
0　．oo

－O．09

0．11

－O　．02

0．12

－O．02

0．13
0　．oo

o　．oo

O．14

O．10

0．06

0．04

0．03
0　．03

0．03
0　．02

0　．02

0　．02

0．02

0．01

0．01

0　．oo

o．oo

一〇．21

0　．oo

－O．08

0．07

－O．03

－O　．09

0．08

－O．02

0．12
－O　．02

0．13

0．oo

o．oo

O．14

　この問題を差分法，有限要素法及び1次要素による境界要素法で解いた。Fig．7－3に有

限要素分割と境界要素分割を図示する。差分法では二つの領域の曲線境界を階段状のジグ

ザク線で近似し，合計32x32個のメッシュ格子に分割した。このように四角の中に丸のあ

るような不規則幾何形状の問題を差分法や有限要素法で解こうとする時は，面倒な領域分

割を避けることができない。これに対して境界要素法では，Fig．7－3に見られるように境

界のみを離散化するだけでよい。減速材領域における一様中性子源に対しては，第4章の

式（4－7）による境界積分表示が使えるので領域内部をセル分割する必要がない。

　ここで用いた1次の境界要素に関連して特殊な問題が生じる。Fig．7－3（b）で示す点・a・

と‘b’では，各々，減速材領域に属するとみなすか燃料領域に属するとみなすかにより法

線方向中性子流の値が2通り取り得る。したがって，点‘a’と・b’についてモデル化を工夫

しないと正しい解が得られない。この問題を避けるために，Fig．7－3（b）で図示するよう

一一一
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に，問題のかど点の近傍に2つの境界要素節点を2個，互いに限りなく接近させて置き，

それぞれの点が異なる領域境界に属するように定義する方法（5）が通常採られる。実際に

は，2個の境界要素節点が全く同一の座標であっても不都合は生じない。

Table　7－4　Summary　of　test　calculation　results　for　Example　2

Geometry Method Segmentat　ion ㎏毬yt鯉φ・／φ・総t嵩。

Actual

a

＼
．

FDM

FEM

Linear－
BEM

32x32　nlesh　lpo血ts

66　fin　ite　elements

229　nodal　points

68　tmdary　elements
（84　variables）

319K

636K

220K

1．038

1．039

1．040

2．46

2．69

b，×

1．87

Cylindricalized

water　cell

Linea　r一　68　boundary　elen｝ents

BEM　（84　variables＞

Ana｝ytical　一一

220K 1．038

1．036

1．72

　　　　（a）　FEM　（b）　BEM
Fig．7－3　Segrnentations　for　FEM　and　BEM　for　Example　2

　計算結果をTable　7－4に要約する。　Fig．7－4は，　Fig．7－2におけるθ＝45。の線に沿

った中性子束分布を比較している。Fig．7－2における水減速材の正方形格子を面積等価な

円筒形セル（等価半径rM～0．8463cm）に置き換えれば，式（7－2）に対する解析解が

　　　　　　　di　F　（r）　＝　al　o　（kFr）　，

　　　　　　　¢M（r）＝　cKo（kMr）＋glo（kMr）＋So／ZM　（7－3）

のように与えられる。ここにkF2＝Σ。／DF，　kM2＝ΣM／D．である。　Fig．7－4では，この円

筒化セルについて境界要素解析を行った結果についても図示しており，結果は式（7－3）に

よる解析解と良く一致している。

＊　Ut　iliz　ing　the　H　rrAC　H－8690　coml　v’ter．

　Table　7－4では，損失因子（disadvantage　factor）15　．／あ，の値も比較している。ここ

にq5　M及びφFは，各々，減速材領域及び燃料領域の平均中性子束である。境界要素法

ではこれらの平均中性子束を，以下のように法線方向中性子流の境界積分

　　　’（’tiM＝（SM－fr．Jdr／A．）／ZM，　’（一ti．＝一ilp，Jdr／（Z．A．）　（7－4）

から容易に計算できる。ここでAM及びAπは，各々．減速材領域及び燃料領域の面積

である．式（7－4）は式（7－2）に対してGaussの発散定理を適用すれば容易に得られる。

7．3　例題3：無限反射体に囲まれた2次元2群2領域炉心の問題
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Calculation　results　of　flux　distribution　for　Example　2

　　i
　　lo．s463

　　1　i

Fig．7－4

　Fig・7『5に示すように，2領域炉心が無限に広い水反射体に取り囲まれている問題を考

える（3）・反射体の効果を取り扱うため，エネルギー2群の中性子拡散方程式を解く。各

領域の核定数はTable　7－5のように与えられている。　BEM（B）の手法を取り入れて実効増

倍率を求めるためには，炉心領域に対しては核分裂中性子源に関して領域積分が必要であ

る・一方・減速中性子源は境界積分で表現できるので，反射体領域についてはセルに分割

する必要がない。炉心領域に関する境界積分は炉心の核定数を使って反時計回りに，反射

体領域に関する境界積分は反射体核定数を使って時計回りに，ともに炉心／反射体境界に

沿って実行する。ところで第5．1節の後半で述べたように，基本解が無限遠で零になると

いう性質から反射体無限遠境界に関して境界積分は不要である。それにもかかわらず反射

体内のいかなる位置の中性子束も式（3－18》を使って計算できる。これは境界要素解析の大

きな利点のひとつである。
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Problem　specifications　for　Example　3

Table　7－5　Nuclear　constants　used　in　Example　3

Region Group　D
　　　　（cm）

　Za
（CM－i）

Σ1・2　　　レΣf

（cm一’）　（cm”）

示している．差分法と有限要素法では，無限反射体を厚さ30cmの反射体に置き換えて計

算した。差分法では合計104x103個のメッシュ点を設けた。

　実効増倍率の計算結果等をTable　7－6に要約し，　Fig．7－5中のx一軸上（y＝0）に沿っ

た2群中性子束分布をFig．7－7に示す。反射体ピーク付近の中性子束分布を見ると，有

限要素法による結果は誤差が大きい。この理由は，所望の精度を得るにはFig．7－6（a）に

示す粗さの有限要素分割では十分でなかったためと考えられる。これに対して，差分法と

境界要素法とでは中性子束分布が良く一致しており，実効増倍率の相対偏差も0。08％程

度である．境界要素解析の結果は有限要素解析のそれよりも高精度であるが，Tab　l　e　7－6

に示すように境界要素解析に要した計算機容量は有限要素法の約1／4に過ぎない。有限要

素法における誤差の発生要因は反射体のモデル化にある。境界要素法ではこの部分を領域

分割せずに厳密な境界積分に変換していることが高精度解を得た理由と考えられる。
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Table　7－6　Summary　of　test　ca　lcu　lation　resu　lts　for　Example　3

O．008179
0．1008

0　．O　08801

0．1079

0　．OOO7454

0．01885

O．02503
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0．05703

O．005383
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Segmentations　for　FEM　and　BEM（B）　for　Example　3

＊　Convergence　criteria：　Ak／k＄10－5．
＊＊　　　Ut　i　1セ血g　the　H皿AC　H－8690　（㎜puter．
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　1次要素を用いた境界要素解析（Iinear－BEM（B））のほかに，ここでも差分法と有限要

素法による比較計算を行った。Fig．7－6（a），（b）に各々，有限要素法と境界要素法の離散

化モデルを示す。Fig．7－6（b》では境界要素分割のほかに炉心領域内部のセル分割を破線で

t

　　　　o．o

　　　　　　　－30　一20　一10　O　10　20　30
　　　　　　　　　　　　　　Distance　x（cm）

Fig．7－7　Calculation　results　of　flux　distribution　for　Example　3
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7．4　例題4：反射体と炉心隔板を含むエネルギー一　3群2次元の問題

　Fig．7－8は，ある小型加圧水型軽水炉（PWR）の水平断面を描いたものである（6）。この

問題では，起動用中性子源（start－up　source）及びその被覆管等は均質な吸収体として

扱う。また，炉心槽（core　barrel），熱遮蔽板，圧力容器等，炉心を同心円状に囲む構

造材は単一の領域に均質化する。さらに，炉内の核分裂中性子源の分布は一様であると仮

定する。Fig．7－8の2次元平面におけるエネルギー3群の中性子束分布を求める。個々の

領域の3群核定数をTable　7－7に示す。　Fig．7－8に示すような複雑な幾何形状に対して

はx－y座標等に基づく差分法の適用は困難である。これに対して，境界要素法はこのよ

うに直角形状や円形状の混在する問題を容易に取り扱うことができる。

　反射体中の熱中性子束分布は，炉心隔板（baffle　plate）の強い熱中性子吸収により大

きく影響される。ここでは第5．2節に述べたように炉心二二を薄い帯状領域とみなし，炉

心隔板をはさんで炉心と反射体領域を中性子束分布の1次元解析解を用いて接続する。一

般の多領域問題では炉心隔板の両側の中性子束と中性子流が未知数となるが，この手法に

より片側の未知数を全て消去することができる。
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Fig．7－8　Problem　specifications　for　Example　4
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Table　7－7　Nuclear　constants　used　in　Example　4

Region 　　　　　D　2a　2g．g＋1Group
　　　　（cm）　（cm一’）　（cm－i＞

O　Core －
↓
9
右
り
0

1．70　O．003　O．04
0．75　O．028　O．06

0．35　O．13　一
＠　Baffle　plate 1

9
右
り
0

1．30　O．OOOI　O．OOI
O．40　O．012　O．004
0．30　O．165　一

＠　Water　reflector －
⊥
9
白
つ
9

2．00　O．OOO4　O．06
0．75　O．0207　O．12

0．25　O．OIO　一
④Start－up　soしtrce　etc． －

⊥
9
自
り
0

4．16　O．003　O．009
1．28　O．0028　O．013

0．83　O．033　一
（S）　Core　barrel　etc． －

」
2
り
0

1．05　O．OOI　O．017
0．31　O．016　O．038
0．26　O．133　一

Constant　axial　buckling　Bz2＝　2．0×10－3　is　given　for　all

regions　and　energy　groups．

　［3領域モデルによる計算］

　境界要素解を差分法による計算結果と直接比較できるように，ここではまず，与えられ

た問題を炉心，炉心隔板及び無限反射体の3領域のみからなる簡単な問題に置き換えて考

える。このため，Table　7－7に示す④中性子源等の領域と⑤炉心槽等の領域に対する核

定数は③水反射体の核定数に置き換える。修正された問題に対して，3通りの計算を行

った。第1はCITATIONプログラム（1）による差分計算であり，第2は炉心隔板の両側に

境界要素を定義した通常の境界要素法（standard　BEM）による計算である。第3も境界要

素計算であるが，炉心三板に1次元解析解を適用して炉心と反射体領域を接続する第5．2

節に述べたモデルを用いた。Fig．7－8に示す体系は45。対称（1／8対称）なので，第2

と第3の境界要素計算に対しては第3．5節に述べた鏡像の考え方を用いて未知数の数を減

らした。

　通常の境界要素法の場合，未知数の数は合計168個としたが，炉心湿板に1次元解析解

を適用したモデルでは合計88個にほぼ半減された。Fig．7－8のθ＝450の線に沿った中

性子束分布を3通りの方法で計算した結果をFig．7－9に示す。炉心隔板に1次元解析解

を適用したモデル（Present　methodと表記）では，その近似的取扱いにもかかわらず，

十分容認できる精度の中性子束解が得られていることがわかる。
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Fig．7－9　Three－zone　flux　calculation　results　for　Example　4

　［5領域モデルによる計算］

　今度は計算方法を「炉心逸板に1次元解析解を適用した境界要素法」に限定し，与えら

れた問題をFig．7－10に示す5領域のモデルで扱う。シェル状の領域⑤（炉心槽等）の外

周で零中性子束の境界条件を与えている。ここでも鏡像を用いて1／8対称で計算した。

このような不規則幾何形状の問題を差分法で解くのはかなり困難である．それに比べると

境界要素法による離散化は極めて容易であり，ここで要した未知数の数は合計145個に過

ぎない。

　Fig．7－10のθ＝45。の線に沿った3群中性子束分布をFig．7－11に示す。前述の3領

域モデルによる結果（Fig．7－11の1点鎖線，　Fig．7－9の実線に同じ）と比べると，5領

域モデルによる結果のうち反射体領域の熱（第3群）中性子束は大きく異なっている。こ

れは，5領域モデルでは炉心隔板の外側において水反射体のほかに炉心槽等の領域と中性

子源領域を区別して扱ったためである。このように原子炉体系中の現実の不規則幾何形状

を考慮した詳細な解析は，圧力容器表面の中性子照射量の評価や起動用中性子源の有効寿

命の推定等に有用である。不規則幾何形状の解析を可能としたのは境界要素法そのものが

持つ特質によるが，この解析モデルでは鏡像による対称性の考慮と炉心隔板への1次元解

析解の適用によって計算をさらに効率的なものにしている。
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Fig．7－11　Five－zone　and　three－zone　flux　calculation　results　for　Example　4
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Fig．7－10　Five－zone　calculation　rnodelling　for　Example　4

7・5例題5：無限反射体に囲まれた3次元2群2領域吸収体の問題

　境界要素法による技法に関する第6章までの記述は2次元モデルを中心としており，ま

た・前節までに取り上げた例題は全て2次元問題であった。しかしながら，第6章までに

記述した定式化はそのまま3次元問題にも適用できる。3次元問題における主要な変更点

は・境界要素として線要素のかわりに面要素が使われることと，基本解が式（2－11）（2－12）

のかわりに
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　　　　　　　　　　4zar

　　　　　　　　　　1　　　　¢，’（r，ri）＝
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となることである。
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なため，未知変数の数は合計396個となる。
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Fig．7－13　Calculation　results　of　flux　distribution　for　Example　5
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Fig．7－12　Problem　specifications　for　Example　5

　本節では3次元問題の例として，Fig．7－12に示すように2領域吸収体が無限に広い水

反射体に取り囲まれている問題を考える〔？）。エネルギー2群の3次元中性子拡散方程式

を解くこととし，各領域の核定数をTable　7－8のように与える。また，両吸収体領域で

は一様中性子源を仮定する。したがって，吸収体領域でも反射体領域（減速中性子源）で

も中性子源は全て第4章で述べた技法により境界積分で表現される。

　　　　　　　　Table　7－8　Nuclear　constants　used　in　Example　5

Region 　　　　　D　2a　2F2　SGrOUP　（cm）　（cmU－i）　（cm’i）　（rm’3・s一’）

Absorber　1

Absorber　2

Reflector

－
↓
9
白
　
1
9
山
　
一
二
り
ゐ

1．20

0．30

1．20

0．30

1．15

0．15

O．01

0．11

0．01

0．10

0．OOl

O．02

O．025

0．025

0．060
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　Fig．7－12でプロットした内部点上の2群中性子束分布をFig．7－13に示す。実線が境

界要素法による解，プロット○及び△は差分法プログラムCITATIONによる結果であ

る．反射体領域でプロット○は2cm幅，プロツトムは1cm幅のメッシュ分割を行っ

ている・粗いメッシュによる差分解と境界要素解とでは反射体境界の近傍で若干の差異が

あるが，細かいメッシュによる差分解は境界要素解と良く一致している。このことは，差

分法では安定な解を得るのにかなり細かくメッシュ分割する必要があるのに対し．境界要

素法では境界要素の数が少なくても十分精度のよい解が得られることを示している。

　　　　　Table　7－9　Summary　of　test　ca　lcu］at　ion　resu　lts　for　Examp　le　5

Method Segmentation Program　length　Execution
　　（bytes）　time　（s）＊

FDM（1）

FDM　（2）

BEM

22×22×36
＝17，424　mesh　points

41×41×36

＝60，516　mesh　points

22　boundary　elements
（396　variables）

2，248　K

3，855　K

　928　K

1　OO　．3

249．3

176　．8

　境界要素分割モデルはFig．7－12の右側に示すとおりであり，合計22個の境界要素，

各面要素に9個の節点を設けている。図中全ての境界で中性子束と中性子流の両方が未知

一一 T　4一

　　　　　　＊　Utilizing　the　HITAC　H－8690　computer．

　Table　7－9はこの問題に対して差分法と境界要素法とで要したプログラム長（必要計算

機容量）及び計算時間を比較したものである。差分法プログラムCITATIONでは，この間

一5　5一一
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題を解くのに2～4M－bytesを要しているのに対し，境界要素法では1M－byte未満で済

んでいる。このように，高精度の解を得るのに必要な未知数の数が僅かですむという境界

要素法の利点は，3次元問題でとりわけ顕著となる。

7．6　例題6：非線形最適化手法による2次元固有値問題の解

　第6．1．2節では，エネルギー垣下問題を零行列式サーチで解く手法について述べた。こ

こでは，Fig．7－14に示す2次元2群2領域固有値問題に対してこの手法を適用する（3〕。

体系の周囲で中性子束が零の境界条件を与え，核定数はTable　7－10のとおりとする。

（cmダ1
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Problem　specifications　of　Example　6

Table　7－10　Nuclear　constants　used　in　Example　6

Region Group　D
　　　　（crn）

　Za
（CM－i）

Σ1固2　　　vΣf

（crn一’）　（cm’i）

Core　1

Core　II

1　．5

0．4

1．5

0．4

O．01

0．095

0．01

0．105

O．02

0．02

O．005

0．135

0．005

0．135

　いま，2群問題を解いているから，2群拡散方程式から第1群の中性子束を消去して

　　　　　　　　　　　（v　2＋Bi2）（v　2＋　B22）　qb　2　：O　（7－7）

の因数分解形式を得る。個々の因数に基づく式

　　　　　　　　　　　　（v　2＋　Bj2）　fj（r）　＝O　（7－8）

が満たす空間モード　fj（r）から，第1群と2群の中性子束は線形結合

　　　　　　　　　　　　　2
　　　　　　　　　¢g（r）　＝2tgi　fj〈r）　（g＝1，2）　（7一一g）
　　　　　　　　　　　　j－1

一5　6一一

一”…””窒亦

ｦ灘灘繋辮欝麟1騨欝騨：磯騨灘磯灘箋’煮、
髄一蝕轡副i、

で表される。式（7－6）に対応する境界積分方程式を解くことによって個々の空間モードが

得られる。中性子束と中性子流の連続条件から2領域問題を解くことができ，最終的に全

体行列方程式
　　　　　　　　　　　　　　　　　づ　　　　　　　　　　　　　A（kdf）x＝0　　　　　　　　　　　　　　　（7－10）

を解く．式（7－10）の解法には，第6．1．2節に述べた非線形最適化手法を用いる必要があり，

ここでは「成功と失敗のルーチン（routine　of　success　and　failure）」（8〕を用いた。

　なお，境界要素計算にはFig．7－14に節点配置を示す線形要素を使用し，境界要素数は

合計59個であるが，エネルギー2群構造などから，未知数は合計172個となった。

Table　7－11　Summary　of　test　calculation　results　for　Exmaple　6

Method Number　of・
variables

Program　length　E　igeRva　lue

　　（bytes）　（keff　）
Number　of　Execution
iterations’　t　ime　（s）’＊

FDM

FEM

Linear－
BEM（A）

5，000　mesh　points　525K
　128　fin　ite　elements　1，690K
　433　nodal　points

　59　boundary　elmmts　652K
　（172　variables）

O．98585

0．98533

0．98613

54．0

981．2

31．5

　＊　Convergence　cr　iter　ia：　A　k／kS　10”　fcnf　BEM（A），　A　k　l　k－fg　10－5　for　other　methods．

　＊＊　Utilizing　the　H　ITAC　Hh　8690　compater．

　以上の方法による計算結果をTable　7－11に要約する。また，　Fig．7－14の点線上の2

群中性子束分布をFig．7－15に示す。境界要素法による計算結果は差分法，有限要素法に

よる結果と比較的良い一致を示している。計算時間の点で境界要素法はかなり有利である

が，必要計算機容量が差分法の場合よりも大きく，境界要素法の利点が十分活かされてい

ない・これは・2つのエネルギー群にまたがる境界積分の全てが式（7－10）の全体行列A

の中に割り当てられ行列の構造が巨大化したためである。ただし，この行列中で零でない

要素は約20％を占めるに過ぎないので，ここで用いたGauss消去法のかわりに，将来，

より最適化された解法を採用できれば記憶容量を大幅に低減させることは可能である。

　零行列式サーチの欠点は物理的に悪事のある固有値に必ず収束する保証のないことであ

る・一方・第6・2節で示した中性子源反復法では最大固有値であるkdiに収束することが

知られており，またエネルギー群毎に行列方程式を立てるから，上述のような行列の巨大

化の問題は生じない。第7．3節の例題3においてBEM（B）では中性子源反復法を使って実

効増倍率を求めた。そこでは核分裂中性子源項を領域積分で与えたが，これを等価な境界

積分に変換できれば境界要素法と中性子源反復法の両方の利点が最大限に活かせる。第9
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町8章境界要素法の炉心／反射体境界条件の解析への応用
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　f

　　　　Distance　x　（cm）

Results　of　flux　distribution　for　Example　6

章から第12章までに後述するのはこのような観点から行った研究の成果である。
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　本章では，軽水型原子炉の炉心と反射体の境界におけるエネルギー依存，行列型の境界

条件を決定するために境界要素法を応用する。また，炉心と反射体の間におかれているス

テンレス鋼製の炉心隔板を取り扱うのに，第5．2節で述べた薄い帯状領域を挟む問題に対

する技法を用いる。境界要素法で得られた炉心／反射体境界条件が差分法による反射体を

含めない炉心計算に引き渡される。ここに示すのは差分法と境界要素法の一種の結合計算

といえる。本章に関連したさらに詳しい記述は著者による論文（1）（2）に与えられている。

　軽水炉の水反射体は，炉内の出力分布と臨界性の両方に影響を与える。反射体中の中性

子束分布の詳細が大きな関心事となることは少ないにもかかわらず，差分法を用いた原子

炉解析では，通常，反射体領域に多数のメッシュ点を設定する必要がある。これに対し，

計算時間と計算機容量を節約するために，反射体領域を解くかわりに炉心／反射体境界条

件を与える手法（3）一（5）がしばしば採用される。これは単に計算の経済を図るためではな

く，反射体領域のメッシュを節約することで炉心領域のメッシュ分割の細分化が可能とな

り，炉内の非均質性等の取扱をより精密にできるという側面がある。炉心／反射体境界条

件の近似が粗ければ炉内中性子束の誤差を大きなものにするから，この境界条件を決定す

るためのモデルをいかに適切に与えるかは重要な課題となる。

　Ka　l　ambokasとHenry　（3）は，任意のエネルギー群の中性子束はその群の中性子流だけで

なく，その群よりも高い群の中性子流にも依存するとする行列型の境界条件を提案してい

る。3群構造を例に取ると，その行列型境界条件は，

　
2
｝
　
3

φ
φ
φ

an　O　O　IIJ　in

a2i　a22　O　llJ2．

a3i　a32　a3311J　3． ’

（8－1）

とかける。ここに，φ。及びJ。。は，各々，第9群の中性子束及び法線方向（領域の中

から外へ向かう）中性子流である。1次元問題では，式（8－1）中の要素αiiは近似を施

さずに解析的に与えられ，その値は反射体の材料組成のみに依存して炉心のそれには関係

しない（5｝。一方，2次元問題に対するα、jの厳密な解析解は明らかではない。

　上記の境界条件を近似的に与える種々の試みが過去にみられる。KalambokasとHenry

はいくつかの近似の下でKirchhoff方程式から簡便な境界条件を導いた〔・）。また，　Chao

とSuoは，境界中性子束ノード法を使って簡単なアルベド表式を導いた（4）。これらの方

一5　9一一
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法では，平面境界（plane　boundary）のほかに，　Fig．8－1に示すようなし字型，即ち，角

が外側に凹（outward　concaving）の境界について表式を与えている。一方，　Fig．8－1中

の逆L字型境界，即ち，角が外側に凸（outward　convexing）の境界に対する境界条件に

ついては，この時点では十分に調べられていなかった。後述するようにαijは逆L字型

境界においても強い場所依存性を持つことが本研究の過程で明らかになっている。

Outward　Concave　Corn
@　（L－Shaped　Boundary｝

Core

Plane　Boundary

flector

Outward　Convex　Corner
@　（lnverted　L－Shaped

　　　Baffle　Plate　Boundary）

Fig．8－1　Various　types　of　core／reflector　boundaries

　あらゆる種類の炉心／反射体境界に対して場所依存の境界条件を発生させるために，本

章では境界要素法を活用する。炉心と反射体及び炉心隔板を含めた全体系に対して中性子

拡散方程式を解く。この時，炉心領域は均質組成とし，炉心領域にのみ一様な高速中性子

源があると仮定する。したがって実効増倍率を求めるための反復計算は行わない。この固

定中性子源問題の境界要素解として境界上の中性子束と中性子流が得られ，これらから境

界条件が組み立てちれる。もちろん，この方法によっても境界条件の厳密解が得られるわ

けではない。しかし，このような簡単な仮定にもかかわらず，得られる行列型境界条件を

設定した炉心部のみの差分計算は，後述するように極めて精度の高い中性子束分布と実効

増倍率を与える。

8．1群依存境界条件を与える行列の構造

　ここでは，非増倍領域に接する境界上の群依存中性子束及び中性子流の間の関係につい

て調べる。反射体のような非増倍領域に対してエネルギー3群の中性子拡散方程式は，

一6　O一一

鍮鱗
響　灘i

　　　　一一　Di　v2¢i＋　2　i（b，＝　v・J　，＋　Z，（P，＝O　，　（8－2a）

　　　　一D2V2¢2＋　22qb2＝　V・J　2＋　Z2¢2＝Zi．2　（bi，　（8－2b）

　　　　一D3　V　2　qb　3＋　Z　3　qb　3＝　V・J　3＋　23¢3＝Z｝，3　¢2　（8－2c）

のようにかける・ここに・φ・・J9，　D，，Σ、及びΣ瑠は，第9群の中性子束，中性子

流，拡散係数・全断面積及び群移動断面積を表す。一方で．仮想的な斉次方程式の組

　　　　一Di　V2　（P　io＋Zi　（P　io＝V・J　i＋Zi¢io＝O　，　（8－3a）

　　　　一D2V2¢20＋　1£　2¢2e＝V’J　2＋Z2¢20　＝＝O，　（8－3b）

　　　　’D3　V　2　di　30＋Z　．a　d）　30＝V・J　3＋　23　（h　30＝O　（8－3c）

を用意する．炉心／反射体境界上で中性子束と法線方向の中性子流の関係を便宜上，

　
2
　3

φ
φ
φ

an　O　O　HJ　in

a2i　a22　O　HJ2．

Ct　3i　C）e　32　ct　33il　J　3n

（8－4）

の行列形式で与える。nは法線方向を表す。また，式（8－3a）～（8－3c）に対応させて，

¢10

¢20

¢30

α重1　0　　0

0　a22　o

o　o　a，，

J　ion

J　20n

J　30n

　　　1／L22一一一　1／L，2　，　L　V　U　Z－1／L32－1／L22　／X　U’　tN　32i　’一　’i－fit　；5L

　　　　また

　　　L12＝Dl／Σ1，L22　＝　D2／Σ2及びL3　2＝　D3／Σ，

である。行列方程式（8－4）及び（8－5）中の対角要素α、iは，

　　　　a　ll　＝　¢io／J　ion　，

　　　　a22＝¢201J　20n　，’

　　　　a33＝¢30／J　30n

のように与えられ，ここに，

を与えておく。拡散方程式（8－2a）～（8－2c）の中性子束解は，

　　　　¢1＝¢10　7

　　　　（b　2＝　（b　20＋R2i　（Jb　io　．

　　　　qb　3＝　¢30＋R32　qb　20＋R32i¢io

の形式をしている。ここで，

R21　一ΣF2／D・　R、2－Z　2・3／D・及びR＿一

であり，

ir」t7ill；Rl？ZiL　ii2－iDiiLi7’R2i

（8－5）

（8－6a）

（8－6b）

（8－6c）

（8－7a）

（8－7b）

（8－8a）

（8－8b）

（8－8c）

　　　　　　　　　　一61一一



　　　　（b　20＝　（b2一一　R2i　q5　io　，　（8’9b）

　　　　（ib　30　＝＝　¢3一　R32¢20－R32i¢io　（8－9c）
及び

　　　　J20n　＝＝　J2一　R2iJ　ion（D2／Di）　，　（8－10b）

　　　　J　30n＝J3一　R32J　20n（D3／D2）一　R32iJ　ion（D3／Di）　（8－10C）

である。非対角要素α、」（i≠j）は，上述の対角要素を使って

　　　　（X　2i＝R2i｛　Cz　i　i一　Ct　22（D2／Di）｝　，　（8－11a）

　　　　at　3　z＝R3　z｛　ct　22－a33（D3／Dz）｝　，　（8－11b）

　　　　ct　3　i＝　R32i｛　ct　i　i　一一　ct　，3（D3／D，）｝　一一・　R，，　ct　，，（D，／D，）　（8－11c）

と表すことができる。

　境界条件を行列型式で与えるやり方には，式（8－4）の他に，いわゆる対数微分型

J　in

J　2n

J　3n

　
　
3
3

　
　
β

　
η
雛

H
2
1
3
1

β
β
β

やアルベド型の境界条件

J　，一

J　，一

J　，一

　
2
　3

φ
φ
φ

十
　
十
　
十

　
2
　
轟
d

為
り
7
J
J

（8－12）

（8－13）

がある。式（8－12）のβi」及び式（8－13）のaijは，式（8－4）のαijを使って次のよう

に変換できる。即ち，

　　　　　Bii＝　11　ae　ii　（i＝j），

　　　　　B2i＝一　cx　2　i／（　Ct　n　ct　22）　，

　　　　　B31＝　一一　（Ct　21a32－a22a31）／（aiia22　Ct　33）　，

　　　　　B3i＝一a321（　ct　22a33）　（8－14）
または，

　　　　　a　ii＝　i｛1．；，一Ll：；mlli　iA；　2　（i　＝　j），

ii－ Q＋αii

　　　　　4azi
a2］＝＝ s2t；EET；」一（i＋a，，）（2＋a22　’

一6　2一一

，二二二二1二二三二、 隷鑛羅灘灘譲一鑛
　　ist？A

a31一
igLu，1g±．gLz2i（2＋a22）一4a32a2i2＋aii）（2＋a25－

v一i2tFEE－5S＋a3），

　　　　　　　　　　　4a　32
　　　　　　a32＝X（2＋a：2’5V（S＋a33）　（8－15）

のように変換できる。

　第8－3節に示す数値計算例では・式（8－12）で定義した対数微分形式の境界条件［β、、］

を採用する・行列要素βijを求める手順は以下の通りである。

（i）炉心，炉心押板及び反射体を含む全体系について中性子拡散方程式を解き，炉心／反

　　射体境界上の中性子束と法線方向中性子流を求める。

（ii）式（8－9a）～（8－10c）を使って中性子束と中性子流の斉次解を計算する。

（iii）式（8－8a）～（8－8c）を適用して行列の対角要素α、、を決定する。

（iv）式（8－11a）～（8－11c）を使って非対角要素α、。（i≠j）を計算する。

（v）式（8－14）を使って行列［α、」］をもう一つの形式の行列［β、」】に変換する。

8．2　境界要素法による炉心，反射体及び炉心隔板の取扱

　炉心／反射体境界の問題には，第5章で述べた2領域問題に対する技法が使える。炉心／

反射体境界の問題の特殊性は・炉心領域力s反射体領域に取り囲まれることであり，第5．1

節に述べた理由により，炉心／反射体境界に対する行列方程式は

　　　　　「1：：一1：：］1事］＋「1］一・　　　（8．16）

のように騨にかける・ここで・エネノレギー群に関する添字は省略した。いま，中性子束

と中性子流の連続性から，

　　　　　　6，≡“llc，一6・，，了1…r・1一一7・，，　　　　　（8－17）

を与えることができる・ここで，添字の。とRは，各々，炉心と反射体を表す。

　次に・Fig・8－2に示すように炉心と反射体の間にステンレス鋼製の炉心隔板が挟まれて

いる問題を取り扱うには・第5・2節で述べた薄い帯状領域を挟む問題に対する技法を応用

することができる．炉心隔板の炉心側と反射体側1こ対する境界要素方程式は，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　づ　　　　　Hcφ。一GcJ。＋Qc＝O　　　　　　（炉心側）　　　　　　　　　（8－18a）

　　　　　HR冨・一GR了・＋Z：IR一・　　（反射体側）　　　（8．18b）
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とかかれる。炉心領域の外周が全て炉心隔板及び反射体に取り囲まれているという事実か

ら，式（5－6a）及び（5－6b）に比べて簡単な形式となっている。

N

’，　ReflectOr
　，

OR
JR

壕脅計＼，e　・・、

　　　　　　　　　　　　　　　ss
　Hc¢c　一　GcJc　十　ec　＝　O　（for　Core＞

　HRdiR　一一　GRJR　十　eR　＝　O　（for　Reflector）

Fig．8－2　Baffle－plate　treatment

　炉心隔板の炉心側と反射体側のエネルギー依存中性子束及び中性子流を結び付けるため

に，第5．2節と同様に，エネルギー3群構造の場合，

　¢1，R
（一一一　J　，，R）

　（t）　2，R

（　一一　J　，，R）

　qb　3．R

（一　J　，，R）

z．lo　lo

Z2i　1　Z22　1　O

Z3i　i　Z32　i　Z33

（Z）　1，C

J　i，c

¢2．C

J　2，c

¢3，C

J　3，c

（8－19）

なる関係式が必要である。炉心二二の厚さは十分薄いので1次元無限平板に近似すること

ができるから，式（8－19）中の小行列は，第5．2節の式（5－8）と同一の定義が使える。

　式（8－19）は任意のエネルギー群iについて，

　
　
　
β　
2
　
d
　
G

　
十

ハ
b
　
　i

」
双
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一
　
　
i

　
　
S

Q
墜
レ

　
　
ニ

　
R
　
　
　
R

　
φ
　
J

　
　
　
［

のように書きかえることができる。ここで，

　　　　　　　　　6＝o

E一

@tt’一．’．；［z　i・　e］　［9　il］

（i－1），

（i＞1）

（8－20）

（8－21）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　づである。式（8－20）の右辺では，di　i．cとJ、．。だけが未知数であり，E中の他の中性子

一一 U　4一

束と中性子流は全て上方エネルギー群で計算された既知数である。式（8－20）を式（8－18b）

に代入してφ・，Rと　J・，Rを消去すると，

睡G・一静∴G・］1：：：］＋1司一・，

　　　　　　　　づを得る。ここに，PRの定義は式（5－13）に与えたものと同一である。

8．3　炉心／反射体境界問題に対する解析手順

（8－22）

　炉心／反射体境界の問題に対してここで提案する解析手順は，以下のとおりである。

（i）炉心／反射体境界または炉心隔板の表面における中性子束と法線方向中性子流を境界

　　要素法による簡単な計算から求める。炉心領域に対して以下の仮定を設ける。

　　　　一均質な単一炉心領域であるとし，その核定数は炉心／反射体境界に接する燃料

　　　　　合体のものを用いる。

　　　　一高速エネルギー群に対して一様な固定中性子源を仮定する。

　　境界積分方程式の非斉次ソース項は，炉心部に対しては第4章で述べた一様中性子

　　源と減速中性子源の混在する場合の境界積分表示，即ち，式（4－18）または（4－20）で

　　記述される。また，反射体に対しては，減速中性子源に関する境界積分表示である

　　式（4－13）または（4－14）が利用できる。必要な入力データは，境界要素を定義する空

　　間座標と，炉心，反射体及び炉心隔板の核定数のみである。境界のみを離散化すれ

　　ばよいので．領域内部をメッシュや有限要素などに分割する必要がない。さらに，

　　無限反射体を仮定することで，反射体外部境界に沿った線積分が不要である。

（　ii）上記で求めた境界上の中性子束及び法線方向中性子流から行列型の境界条件［αi、】

　　を式（8－8a）～（8－11c）を使って求める。境界条件［α、j］は［β、j］に変換できる。

（iii）行列型境界条件を差分法による中性子拡散コードにあてはめて，反射体を含めない

　　計算を実行する。この場合に，非対角要素αi，またはβ、，（i≠j）は，文献〔6）

　　で記述されている技法を使うと通常の拡散コードでも容易に扱うことができる。
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8．4　数値計算例及び議論

　前節までに述べた技法の妥当性を検証するため，

いて解析を行った。

2種類の加圧水型原子炉（PWR）にっ

8．4．1　1AEA　2次元ベンチマーク問題

　PwRをモデル化したIAEA　2次元ベンチマーク問題の仕様をFig．8－3に示す。炉心

は，一辺が20cmの正方形断面を持つ燃料集合体177体からなり，厚さ20cmの水反射体

に囲まれている。この問題を記述する2丁丁定数をTable　8－1に示す。
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Fig．8－3　、　IAEA　2－D　benchmark　problem　specifications
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　　Jn“et　＝　O

一一一 P
30　t

炉心／反射体境界条件を計算するためぽず，均質な炉心領域と無限反射体からなる2

領域問題を境界要素法で解いた・炉心領域について以下の仮定を設けた。

　一炉心全域は均質で・最外周の燃料集合体（Fig．8－3の領域1）の核定数を持つ．

　一炉心全域にわたり高速中性子源が一様に分布する。

Fig．8－3に示す原子炉は，45．対称，即ち，1／8炉心対称なので，未知数の数を減らすた

めに第3・5節に示した雛の原理‘”が使える。境界積分は，わずか15・cmの経路にのみ

適用し・全部で90個の線形境界要素を使用した。
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Fig．8－4　Space－dependent　variation　in　core／reflector　boundary　conditions

Region Group　D　Z　a　2　g－g＋1　VZf
（g）　（cm）　（cm一’）　（cm一’）　（crn一’）
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O．04 n
V
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■
　
　
●0
0Constant　axial　buckling　Bz2＝O．8×10一“

energy　groups．

is　given　for　all　regions　and

差分法による計算にはCITATI・Nコード…を用いた．これによる基準言＋算（Standard

calculati・n）では・炉心と反射体の両方を等間隔（△x＝△y・2．・cm）にメッシュ分割した．

比較のため・炉心／反射体境界条件をこの基準計算とKalamb。kasとHenryの方法（K－H

法）‘3’でも求めた・Fig・8－4は，これらの方法による境界条件β，，，β，、及びβ22の

場所依存性を・境界要素法による結果と比較している．Fig．8－4のx軸は，　Fig．8．3中の

太線で示す境界に沿って④からの蹴を示す。⑧と⑪　Crk逆L字型（。utward　c。nvexing）

のかど点・＠と⑧はし字型（・utward　c・ncaving）のかど点である。⑥と⑨の近傍では

βllの計算値は・境界要素法，　CITATI・N及びK－H法によって大きな渤～ない．これら

一一 U　6一一 一6　7一一
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3通りの方法は，点④付近の平坦境界においてもほとんど同一の値を与える・しかしなが

ら，逆L字型のかど点である⑤と⑨の近傍では，K－H法ではβ・jの激しい変化をシミ

ュレートできていない。境界要素法とCITATIONによる結果のみが⑥と⑨における鋭い

凹みを示している。境界要素法による計算結果によれば，β11・β21及びβ22の曲線

は，いずれも⑧から④に向かう際に緩やかなピークを持ち，やがて減衰して・最後は平坦

境界に対する値に一致する。⑪を中心とする曲線も同様の傾向を持つが・この場合・曲線

は◎と③におけるL字型境界においてK－H法やCITATIONによる結果と良く一致する．

　反射体を解かず，上の3種の方法で求めた境界条件を使ってCITATIONによる簡易計算

（Short　calculation）を行った。3種の簡易計算とも炉心部のみを等メッシュ分割（△x＝

△y＝2．Ocm）した。　Tab　l　e　8－2に結果を比較する．　K－H法に比べ，境界要素法によるkdiは

精度が良い。Fig．8－5は，θ＝450の方向に沿った中性子束分布を比較している。　K－H法

による熱中性子束分布は，炉心／反射体境界付近で最大25％の誤差を生じたのに対し，境

界要素法に基づく境界条件を与えた場合では炉心の大部分で誤差は3％以内である．
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Fig．8－5

o

　　Distance　from　the　Core　Center　（×　，XT2　cm）

Flux　distribution　results　along　e　＝450　for　IAEA　2－D　problem．
‘BEM’　and　‘K－H　Method’　indicate　CITATION　calculations　based

on　boundary　conditions　generated　using　BEM　and　K－H　method，

respectively．

次に，元のIAEAベンチマーク問題に以下のような若干の修正（Perturbat　i　on）を加え

一一 U　8一一

　　　り　　　
1璽螺，t一．

譲

・灘灘二二i二二1二二二二職二二二二二三二三雛二二欝∴・

た新たな3通りの問題を考える。

　　修正（A）：Fig・8『3中の領域1の制御棒を引き抜く（領域1の核定数をNo．3から

　　　　　　　No．2に変更する）。

　　修正（B）：領域18の制御棒を挿入する（核定数をNo．2からNo．3に変更する）。

　　修正（C）・領域31の制御棒を引き抜く（核定数をN・．3からN・．1に変更する）．

　元のIAEAベンチマーク問題向けに境界要素法で求めた炉心／反射体境界条件と同＿の

条件をこれらの修正ケースに対しても適用した。また，K－H法による境界条件を適用した

計算も行い・基準計算と比較した・Table　8－2には，これらの修正計算の結果を併記して

ある・同一の境界条件下において・実効増倍率の計算精度は，修正（A），（B），（C）とも元

のIAEA問題に対する場合と同程度であることがわかる。このことは，原子炉の運転形態

が異なっても同一の境界条件を使ってよいことを示している。この理由は，反射体境界に

近い炉心領域の材料組成は制御棒の動きによって大きく変化しないことによっている。

Table　8－2　Critical　eigenvalue　comparisons　for　the　IAEA　2－D　problem

Case Standard
Calculation

Short　Calculations

BEM K－H

IAEA　problem 1　．02949 1．02983（O．033）　1．03053（O．101）

Perturbation　A

Perturbation　B

Perturbation　C

1．03391

1．01966

1　．03838

1．03414（O．022）　1．03462（O．068）

1．02029（O．062）　1．02154（O．184）

1．03891（O．051）　1．04012（O．168）

Tpe　yaiges　一in　parentheses　show　percentage　deviat／／6fit｛ITF6iiEilEr　m　h

standard　calculation　results．

8．4．2炉心隔板を有する小型PWRの問題

　第2の例題は，32体の燃料集合体からなる小型PWRである。炉心は厚さ1．4cmのス

テンレス鋼製の炉心隔板と水反射体に囲まれてV・る．反射体も含めた基準計算のために，

反射体の厚さは3・cmとする・この原子炉の反応度‘計字型の凶漁で制御されるが，こ

こでは・制御棒の挿入されていない平面に着目し，制御棒領域にはジルカロイ製のフォロ

ワーが封入されていると仮定する。この炉心平面の領域区分をFig．8－6に示す。

この小型PWRの問題について・エネノレギー3群の解析を行った。反射体を含めた基準

計算（Standard　calculati・n）と反射体を含めない簡易計算（Sh。rt　calculati。n）の両

方をCITATI・Nコードを用いて試みた．3群核定数をTable　8－3に示す。　CITATI。Nによ

る差分計算におけるメッシュ分割をFig．8－6中に示す。
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Fig．8－6　Problem　specifications　for　a　small　PWR　problem．　All　dimensions
　　　　are　in　centimetres．　The　integers　with　arrows　e一一5　indicate　that
　　　　　the　interval　was　divided　into　5　meshpoints　for　FDM　calculations．

Table　8－3　Three－group　c（nstants　for　a　sma　ll　PWR　prOblem

　簡易計算における炉心／反射体境界条件は境界要素法から求めた。境界要素法では，炉

心は濃縮度4・44w／oの燃料のみからなる均質な単一領域とみなし，一様な高速中性子源

を仮定した・エネルギー一　3群の境界要素法計算により，炉心と無限反射体に挟まれる炉心

隔板の内側と外側表面の境界条件を計算した。　CITATIONコードを用いて，

　　　　ケースA：炉心隔板の「内側」表面に境界条件を設定，

　　　　ケースB：炉心隔板の「外側」表面に境界条件を設定，

の2通りの簡易差分計算を実行し，その計算結果を基準計算の結果と比較した。

　Fig．8－7に，ケースAによる簡易計算と基準計算による中性子束分布（Fig．8－7の右

上の燃料体配置中に示す破線に沿った分布）を示す。この分布の数値をTable　8－4に掲

げ，ケースBによる簡易計算結果も併せて示す。ケースAとケースBによる中性子束

の誤差（基準計算からの偏差）は，炉心の大部分で0．3％以内である。炉心隔板近傍で

数％の誤差を生じているが，炉心中心から49．Ocm以内．即ち。炉心隔板の内側から5cm

離れた場所では，誤差は1％以下である。実効増倍率の比較をTable　8－5に示す。
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Fig．8－7　Results　of　flux　distributions　for　a　small　PWR　problem
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Constant　axial　buckling　Bz2＝2．0×10－3　is　given　for　all　regions

and　energy　groups．

　これらの3群簡易計算の誤差は，前節のIAEAの問題に対する2群計算に比べて極めて

小さい。これは，前節のメッシュ（△x；△y＝2．Ocm》が粗いのに対し，ここではより細かい
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Table　8－4　Comparison　of　flux　distributions　for　a　small　PWR　problem
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Table　8－5　Summary　of　eigenvalue　results　for　a　small　PWR　problem

Problern Boundary　of

short　calculation

Calculated　eigenvalue

Standard　Short

Case　A　lnner　sJrface　of　haffle

Case　B　beter　surface　of　taffle

O．987388　O．987513（＋O．013）

O．987388　O．987386（　O．OOO）

The　values　in　par’?ｎｔｈｅｓｅｓ　show　percentage　deviations

from　the　standard　calculation　results．

一72一

〕欝噸灘灘辮鞘騨藏『磯鎌灘鰻灘難1灘鑛繊繊懸灘鱒繕熱轍1蟹欝葵・讃マ　

メッシュを使ったためである・これは別途行った感度解析（1）によって検証されている。

8．5　まとめ

　本章で紹介した炉心／反射体境界条件の評価法は，2群と3群の両方，炉心隔板のある

体系と無い体系の両方に適用可能であることが立証された。炉心／反射体境界条件に関し

て得られた知見は以下の通りである。

1．PWRの炉心／反射体境界及び炉心隔板表面のエネルギー依存行列型境界条件を効率

　的に求めるために境界要素法が使え，従来法よりも高い精度を与える。

2．炉心／反射体境界条件は，いわゆるL字型境界のみならず，逆L字型境界においても

　強い場所依存性を持つ．境界要素法を用いた方法では，あらゆるタイブの幾何形状を含

　む炉心／反射体境界の全周に対して境界条件を一度の計算で求めることができる。

3．炉心隔板を取り扱う新しい技法の有効性が実証された。1次元拡散理論から導かれる

　応答行列と炉心及び反射体に対する境界積分方程式とを結合してひとつの行列方程式が

　得られる。この行列方程式を通常の境界要素法の手順にしたがって解くと炉心隔板表面

　の境界条件が得られる。応答行列の採用により，炉心隔板内部の中性子束分布を計算す

　る必要がなくなった。

4．炉心／反射体境界条件を求めるための境界要素法計算では．均一炉心に一様中性子源

　という極めて単純な仮定をしているにもかかわらず，反射体を含めない簡易計算におい

　て高い計算精度をもたらしている。

5．基準計算と簡易計算とを問わず，差分法計算において計算精度を上げるためには，幅

　1cm以下Q細かいメッシュ区分を採用することが不可欠であり，特に炉心／反射体境界の

　近傍のメッシュ分割に注意を払う必要がある。

6．本章で定義したような行列型の炉心／反射体境界条件を一度定めれば，制御棒の上げ

　下げなど現実に起こり得るほとんどの炉心状態の変化に対しても，簡易差分計算の精度

　を同一水準に保つことができる。

7・炉心／反射体境界条件に関するこれまでの研究はエネルギー2群モデルに限られてい

　たが・ここで提案した方法は3群及びさらに多群への適用が可能である。

8・ここで提案した方法は境界要素法に基づいているため，六角集合体やさらに複雑な炉

心形状に対しても無修正で適用可能である。
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　　ORNL－TM－2496，　Rev．2，　Oak　Ridge　National　Laboratory　〈1971）．

　中性子拡散方程式中の非斉次中性子源項は，境界積分方程式中で領域積分項として残さ

れる。この領域積分を実行するためには，第3．3節で見たように領域内部をセル分割する

必要があり・セル分割と積分点を定義するためのデータ入力が繁雑となる。また，この領

域積分は距離に関して指数関数的な減衰特性を持つ基本解に対して行うから．数値精度を

確保するためにセル分割を非常に細かくする必要があり，ひいては領域積分に要する計算

時間が膨大となる．これらは境界要素法が狙いとする計算労力の経済性に反するものであ

るから，中性子源項に起因する領域積分を避けるための工夫が不可欠となる。

　一様中性子源と減速中性子源の場合は，この領域積分が，各々，Gaus　sの発散定理及び

Greenの第2公式を用いて等価な境界積分に変換できることは，既に第4章で述べた。し

かし，原子炉物理で最も重要な核分裂中性子源の場合は．それほど簡単ではない。核分裂

中性子源は未知数である中性子束分布の関数となっているからである。核分裂中性子源分

布は実効増倍率とともに臨界固有値問題の解として与えられ，通常．中性子源反復計算に

よって求められる．このような場合，上記の領域積分を境界積分へ変換するためには中性

子源反復の過程に沿ったやや複雑な定式化が必要となる。

　本章から第12章においては，核分裂中性子源に起因する非斉次の領域積分項を等価な

境界積分に変換するために行った種々の研究開発の成果について詳述する。まず，本章の

第9．1節では核分裂中性子源に伴う領域積分を避けるために考えられるいくつかの方法に

ついて概説する。それらの中で二重相反法及び多重相反法と呼ばれる技法が有望であるこ

とが示され，各々の詳細は第10章と第11章に与えられる。

　ところで，実効増倍率そのものも式（6－15）のような中性子束分布の領域積分で与えられ

ることに注意する必要がある。実効増倍率の評価に領域積分が依然として必要ならば，境

界積分方程式中の領域積分を避けようとするせっかくの試みも無意味となる。実は，中性

子拡散方程式の性質とGaussの発散定理を組み合わせると，式（6－15）に現れる中性子束分

布の領域積分は境界積分による二化式に変換できるのである。すなわち，実効増倍率その

ものも境界積分のみから計算できることが本研究の過程で示されている。第9．2節ではこ

れについて記述する。
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9．1領域積分を避ける種々の手法について

　核分裂中性子源に起因する領域積分を避ける方法ないしは領域内部のセル分割に要する

労力を避ける方法として，次のようなものが考えられる。

　　　（1）零行列式サーチ

　　　②モンテカルロ領域積分法

　　　（3）二重相反法

　　　（4）多重相反法

これらの手法の概要について以下に記述する。

9．1．1零行列式サーチ

　これは，中性子拡散方程式で右辺の核分裂中性子源項を左辺に移行して方程式を斉次と

させる方法であり，既に第6．1節で述べたものと同一である．上記の斉次方程式に対応す

る境界積分方程式には領域積分項がなく，境界積分方程式を離散化して得，られる全体行列

の行列式が零となるように実効増倍率を探索する。この零行列式サーチには，Newton法な

どの非線形最適化法が使われる。

　エネルギー1群モデルの場合，中性子拡散方程式

　　　　　　一D▽・φ＋Σa　di　一　・Σfφノkdi　　　　　　　　　（9－1）

で右辺の核分裂中性子源項を左辺に移行すると，斉次方程式

　　　　　　　▽2φ＋B2φ・＝0　　　（B2＝（レΣf／kdi　一一Σa）ノD）　　　　　　　　　　（9『2）

を得る。基本解qb　i　＊として

　　　　　　　v2¢　i＊＋　B　2　qb　i’＋　6　i＝O

を満足するものを選べば境界積分方程式に源項は現れない．この場合，境界要素方程式を

整理して得られる系全体の連立1次方程式は

　　　　　　　　　　　　　　“17＝n　（9－3）　　　　　　　　　　A（keff）　x’　＝　O

となり，系の実効増倍率は

　　　　　　　　　　1A　〈keff）1　＝O

を満足するように決められる。

（9－4）

多群エネルギーモデルの場合，多群拡散方程式においてエネルギーの最も低い群Gに

おける中性子束φ。のみを残してそれ以外の群の中性子束を消去すれば，

一7　6一一

　　　　　（v2＋Bi　2）（v2＋B22）・・　・・　・・　（v2＋　BG　2）　qb　G＝O

のような因数分解形式が得られる・個々の因縁こ対応する空間モードfj（r）は

　　　　　　　　（　vr　2＋Bj　2）　f　j（r）　＝O

を満たし，式（9－6》に対応する境界積分方程式は

　　　6ir　f　j（ri　）＝　ir　｛　th　j＊　（r，ri　）　’£f　j（r）　一一　f　j（r）　・£th　j’　（r，ri　）｝dr

（9－5）

（9－6）

（9－7）

とかかれる・中性子束分布は・この空間モードの線形結合で表される。第6．1．2節に詳述

したように・エネルギー群構造・複数領域の境界における中性子束と中性子流の連続条件

を考慮すると，最終的に行列方程式

　　　　　　　　　　　　　　　づ　　　　　　　　　　　A（kdi）x＝0　　　　　　　　　　　（9－8）

　　　　　　　　　　　　　　が得られる・ここで・ベクトルxはfj（r）とdi　fj（r）のうち未知数を集めたものである。

　多門問題では，式（9－8）中の行列Aは絶対値の微小な行列要素を多数含んでおり，そ

の行列式を直接，数値的に求めるのは困難となる。このため，第6．1．2節に述べたような

「残差最小法」などの工夫が必要となり，Newton法にかえて特殊な非線形最適化手法を用

いなければならない〔1）。このような手法を使って2群2領域の固有値問題を解いた計算

例は第7．6節で既に取り上げている。

　以上のような零行列式サーチが適用できる場合は領域積分項が全く現れないので，離散

化モデルの組立てが簡単であり，また，計算時間が短くてすむという利点がある。零行列

式サーチの欠点は，物理的に意味のある固有値に必ず収束するという保証がないことであ

る。式（9－3）または（9－8）が満たす数学上の固有値は無数に存在し，それらの中から原子炉

物理で関心のある固有恒のみを選別することは，小規模な問題では可能であっても行列の

次元が大きくなると困難となる．Newton法や非線形最適化による技法も万能ではなく，発

散または伽の固有値に収束する場合がある。これに対し，次節以降で取り上げる手法はい

ずれも中性子源反復法に基づいており，この場合，kdiへの安定収束が知られている。

9・1．2　モンテカルロ領域積分法

　ここで述べる方法は領域積分を避ける方法ではない。この方法は領域積分に基づいてい

るとはいえ・領域積分のためのセル分割や積分点の設定を人の手で入力しなくてすみ，労

力の点では領域積分を避けたのと同等の効果が得られる。乱数発生によって領域積分を自

動的に行うこの手法はGipson（2）によって提案されたものであり，モンテカルロ境界要素

法（Monte　Carlo　boundary　ele肥nt　method）と呼ばれることがある。
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9－11）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　N

なる量は，N→。。において限りなく式（9－10）による平均値〒に近づくことが知られてい

る。すなわち．十分大きなNに対して式（9－9）の領域積分は近似的に

　　　　　　　　　　Q，一一・一　EL　E［s（rj）¢i’（rj－ri）］　（g－i2）

　　　　　　　　　　　　　N　j＝i

のように計算できる。

　この方法による領域積分の具体的な手順は以下のとおりである。

①考えている解析領域（一般に不規則な形状）を取り囲む矩形領域を設定する。

②矩形領域内に積分点が均等に分布するように乱数発生により座標点を連続指定する。

③解析領域の外部に指定された座標点は排除する。

④解析領域内部に指定された座標点を使って，式（9－12）による数値積分を実行する。

　いま，面積Aを持つ領域Ωにおいて，中性子源分布S（：r）と基本解φi＊（r－ri）の積

に関する領域積分

　　　　　　　　　　Q、一iA｛S（r）qb　i・（r－r、）｝dΩ　　　　　（9－9）

を考える。この時，関数S（r）φi＊（】r－ri）の領域Ωにおける平均値は．

　　　　　　　　　　i一島｛S（r）φ、・（rr、）｝dΩ／A－Q、ノA　　　（9－1・）

とかける。いま，領域Ω内に分布する任意のN個の座標rl，r2，…rNを乱数を用いて発

生させる。Nが大きくなるにつれてこれらの座標はほぼ一様に分布するようになるので，

　　　　　　　　　　　　　バ
　　　　　　　　　　　　　　Σ［S（r」）φi＊（rj　一ri）】

　　　　　　　　　　　　　j＝1　　　　　　　　　　　FNニ

　　　　　　Z－Z・　　＝0　　（Z・だΩの時）　　　　　　　　　　　　（9－13）

が適用できる。式（9－13）の線積分を実行するサブルーチンも公開されている｛2〕。

　以上のようなモンテカルロ領域積分法では，積分点rjが自動的に発生し，積分のため

の特別な重み関数も不要なので，境界のみの情報から解を得るという境界要素法の利点を

損なうことがない。また，計算原理が簡単なため，プログラム構造が極めて単純になる。

この方法の欠点は，容認できる計算精度を達成するために膨大な数の乱数発生を必要とす

ることであり，計算時間と精度の点では他の方法より不利である。

　今日・ほとんどの電子計算機に一様乱数を発生させるサブルーチンが付属されている。

このサブルーチンにより・区間［0，1］の範囲の乱数を連続発生させる。奇数番目及び偶

数番目の乱数に各々，上記の矩形領域の縦及び横の長さをかけ合わせる。このようにして

積分点のx座標とy座標の値を交互に発生させる。

　発生させた点座標が解析領域の内部にあるか外部にあるかをFig．9－1のように判定す

るために・複素積分における「留数の定理」が活用できる（・）。解析領域を含む平面上の

任意の座標を定義する複素数をZ，判定したい点座標をZ。とする。解析領域の境界に沿

った以下の線積分の値によってZ・が解析領域Ωの内部にあるか外部にあるかが判定でき

る。即ち，留数の定理

　　　　　tr　dZに2π’（Zo∈Ωの時）

y
o

o

x

x

b　9

o　　o

o
o x

X

x

O一　Good　point　（inside　the　domain）

X一　Bad　point　（outside　the　domain）

Fig．9－1

x

Points　generated　randomly　for　the　Monte　Carlo　domain　integral
ReProduced　from　Ref．（2）

9．1．3　二重相反法

　非斉次ソース項に起因して境界積分方程式中に現れる領域積分を数学的処理によって等

価な境界積分に変換する手法として二重相反法（dual　reciprocity　method；DRM）と多重

相反法（multiple　reciprocity　method；MRM）がある。二重相反法の基本的な考え方は，

ソース分布を性質のよくわかっている関数で展開し，個々の関数をソース項とする元の支

配方程式が満足する特解を利用することにある。

　エネルギー1群の中性子拡散方程式

一一一 V　8一一

　　　　　　一DV　2　qb　＋　Za¢＝　vZf（b　／keff＝　S

を例にとると，式（9－14）に対応する境界積分方程式は第2章でみたように

ここに

D衝φ、一等φJ、・dr一みJφ、・dr＋Q、，

Qi＝　fA　S　¢，＊d9

であった。式（9－15a）の導出にあたってはGreenの第2公式

一一一 V　9一一

（9－14）

（9－15a）

（9－15b）

三三三
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　　　　Sst（¢　，xv　2　¢　一一　di　v　2　¢　i’）d9　＝　Sr　（¢　i’g－1／÷　一一　¢　1一；t！Ili一！．i’）dr　（9－16）

が重要な役割を担っていた。Greenの第2公式は相反定理（reciprocity　theorem）と呼ば

れることがある。

　いま，式（9－14）の解としてφのかわりに特解fが与えられれば，

　　　　　　　　　　一一　DV　2f＋2af　＝S　（9－17a）

またはk2ニΣa／Dを使って

　　　　　　　　　　一一　D（v2f　一一　k2　f）＝＝S　（9－17b）

が成り立つ。したがって，式（9－15b）で与えられる領域積分は

　　　　　　Qi＝　Sn　S¢i’d9　＝（一　D）　in　（V　2　f　一k2　f）¢　i’d9　（9－18）

とかきかえられる。式（9－18）に対してもGreenの第2公式（相反定理）を適用すれば

　　　　Q、一（一D）［fn（▽・φ・一k・φ・）fdΩ＋島φ・晶fdr一幅φ・dr］

　　　　　一D61　f　，＋Dφ・dr一呑fJ・dr，（j一一D晶f）　　（9－19）

となり，領域積分（9－15b）は境界積分のみを含む形式に変換できる。式（9－19）の形式は，

元の中性子拡散方程式に対する境界積分方程式（9－15a）に極めて類似していることに気付

く。二重相反法の名は，境界積分方程式（9－15a）とソース項に関する境界積分（9－19）の両

方の導出にGreenの第2公式（相反定理）が使われていることに由来する。

　二重相反法の決め手は特解fをどのように与えるかにある。通常とられる方法は，前述

のように，ソース分布Sを性質の良くわかっている既知関数で級数展開することである。

どのような関数で展開するかは，対象とする工学分野で異なり，種々の関数が提案されて

いる（“）。中性子拡散問題に対しては，三角関数，即ち，Four　i　er級数で展開し，

　　　　　　　　　　　
　　　　　　　S（r）一Σa、t、（r）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9－20》

　　　　　　　　　　1＝0

のように与えるのが便利と考えられる。ここで，t、（r）はFour　i　er展開i番目の三角関

数，aiは展開係数である。　Fourier展開を用いる理由は，三角関数には2回微分すると

元の三角関数に戻るという便利な性質があるからである。ti（r）は既知関数であるから，

式（9－17a）の右辺に式（9－20）を代入した時，特解fは容易に求まる。

　ここで，展開係数aiをどのようにして定めるのかという重要な問題が残されている。

二重相反法の過去の研究では，展開係数aiは入力データとして与えるものとされ，その

一8　O一一

藩鐸繋難響騨騨饗1三三三三難二三難：饗騨灘騨一

決定は解析者に委ねられていた〔5〕。Poisson型の問題や．炉物理でも固定中性子源問題で

は，ソース分布の形状が既知であるからこのような展開係数の決定は困難ではない。しか

し，臨界計算では中性子源分布は未知量であるから，計算開始前に展開係数aiを定める

方法はない。このようなことから，二重相反法の臨界計算への応用は困難と考えられてい

た。しかしながら，1991年にItagak　iとBrebb　i　a　（6〕は，中性子源反復の過程でFour　i　er

展開係数aiを自動的に発生させる新しいアルゴリズムを提唱している。彼らはFourier

展開係数の本来の定義がソース分布と三角関数の積の領域積分から与えられることに着目

し，この領域積分にGreenの第2公式を再度適用すると展開係数a、が境界積分の漸化式

によって精度良く計算できることを示した。このアルゴリズムの考案によって，領域内部

のいかなる情報も必要とせず展開係数は計算プログラムの内部で計算されるようになり，

解析者は境界を定義するデータと核定数のみを入力するだけでよくなった。二重相反法の

臨界計算への応用に関する詳細は第10章で記述される。

9．1．4　多重相反法

　前節で見た二重相反法は，核分裂中性子源に起因する領域積分を境界積分に変換する有

力な一方法である。しかしながら，二重相反法では中性子源分布を式（9－20）のような無限

Four　i　er級数で定義するため，所定の計算精度を得るためにかなりの数の展開項を確保し

なければならない。また，どの程度の展開項数を取れば十分な計算精度が得られるかは問

題によって異なる。これに対し，ここで紹介する多重相反法では，中性子源分布を三角関

数などで級数展開するという方法はとらないので，上記のような問題は生じない。多くの

工学分野において，多重相反法は非斉次ソース項に起因する領域積分を境界積分に変換す

る最も有望な手法と考えられており，現在も精力的な研究開発が進められている（7）。

　多重相反法の基本的な考え方は，考えている領域積分に対して高次基本解の列を逐次代

入するとともに，Greenの第2公式（相反定理）を繰り返し適用するところにある（・）。い

ま・1群中性子拡散方程式に対応する高次基本解の列［φ、・〔・），L＝1，2，3，…］として，

　　　　　v2　di　，＊（o）一k2　（z）　，＊（O）＋6，＝O　（L　＝＝　O）　（9－21a）

　　　　　v2qb　i＊｛L）　一一　k　2　〈b　i’（“）＋　th　i’（L’i）　＝＝O　（L＝1，2，・一）　（9－21b）

を満たすものを選ぶ。ここにk2＝Σa／Dである。中性子爵反復の第m回で考えている領

域積分を

一81一一
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Qi　（”）　＝　SoSn　¢　it　（O）　d9　，

　　　　　りΣf
Q1（回）；

（m＝　1）

　　　　　　　　　　　　　ll）　（b　（N－i）　（p　，t（o）dg　（m；i：　2）

　　　　　　　　　keff　（”　’　1）

のように，あらためて定義する。式（9－22b》に対して式（9－21b）を適用すると

　　　　Q　i　（m）　＝　一　；；．一‘1’kllTi一“　ll．ln　tA　qb　（m－i）　（v2　（b　i’o）　一　k2　qb　i’m］dg

〈9－22a）

（9－22b）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9－23）
　　　　　　　　　keff　（m－1）

となり，1次基本解（lb　i　X（1）が現われる。式（9－23）の右辺にGreenの第2公式を適用する

と，φ（m’1）と　φ、＊（1）が入れ替わるかわりに境界積分項が新たに派生して，

　　　　Qi（m）＝　’一　；：．’II’f　IT｛一一一lll．1，，　（Sst　（b　，’o）｛v2qb　（”一’）　一一　k2　qb　（”’i）｝dg

ke仔（皿一1）

＋　tr　di　（”一i）£¢，’（’）dr　一一　Sr　di　，＊（i）£¢　（m－i）dr　）

のようになる。ここで，

　　　　　v2¢　（m－1）一k2　di　（m－i）＝一
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　D

とかけるから，式（9－24）は，結局，

　　　　　　　　　　vZf
　　　　　Q，（ta｝　＝

中性子拡散方程式の性質から，

　　　　　　S　（M－1） 一幽φ・・一2・

isitEilift：ll：一i－s’Z（Sm，）（iEki21｛一：s一（S．，）Jnqb（m－2）（pi’（i）dg21

＋　fr　qb　（”一’）J　i＊（’）dr　一　Sr　qb　i’（’）J　（””）dr　）

のように変形される。式（9－25）中で，

　　　　　　　　　iEEi：　ilkll；i－s一．1，）　tn　qb　（”一2）　qb　i＊o｝dg

（9－24）

〈9－25）

の部分は式（9－22b）と同一の形式をしているから．式（9－23）から（9－25）までの操作を繰り

返すことができる。その結果，式（9－25）に含まれる領域積分は

iEiili　ill　ili－s；一．1，）　Sft　qb　（in－3）　qb　，＊（2）dg

のみとなる。以上の手順を仙一1）回繰り返すと　（m－1）個の境界積分項が現れ，式（9－25）

に残される領域積分は，中性子源反復の初回に仮定した一様中性子源S〔り＝S。に関す

る領域積分

　　　　　　　tn　S（i）　di　i’（”’）d9＝So　in¢i＊（”一’）d9　（9－26）

のみとなる。実は，式（9－26》の領域積分も高次基本解の関係式とGaussの発散定理を使う

と容易に境界積分に変換できる。式（9－22b）で与えられた領域積分は，結局，（m－1）個の

境界積分のみからなる級数に変換されるのである。

　多重相反法の中性子源反復計算への適用は，1992年，ItagakiとBrebbia（・）により初

めて示された。研究の初期においては，多重相反法による中性子源反復の過程でまるめ誤

差が混入して実効増倍率の精度が悪くなる現象がみられた（10）。これは，中性子源項に関

する領域積分を変換して得られる（m－1）個の境界積分の級数の構造に原因があり，高次

項になるにつれその絶対値が小さくなるように組立てを修正するとよいことがわかった。

この修正のために・従来から中性子源反復の加速に使われているWielandtの原点移動法

（11）が利用され，多重相反計算の安定収束を保証する条件式も与えられている（1　2〕。

　このような措置により，多重相反法による臨界計算は極めて精度の高い結果を与えるこ

とが明らかとなった．多重相反法の定式化には近似がない。二重相反法のように中性子源

分布の関数展開の項数をどのくらいとればよいかを解析者自身が判断する必要がないし，

展開を有限個で打ち切ることに伴う誤差の心配がない。入力データとして要求されるのは

境界座標の定義と核定数のみであり，境界要素法が目指す理想に一致するe多重相反法に

よる定式化の詳細と高次基本解の具体的な関数形，多重相反計算における安定収束を図る

方法，さらに数値計算例などについて第11章で後述する。また，第12章では，正多角

形の幾何学的バックリングの統一的な評価式を導くのに多重相反法が使われた例を示す。

9．2　境界積分のみによる固有値の算出

　第6．2節で見たように，中性子源反復法において実効増倍率は2つの領域積分の比で定

義される．最も簡単な例として，エネルギー1群近似，単一領域問題に対しては，

　　　　　　　keff　‘m’　＝　ffi　vzf¢　（m’dg／Jfi　s　（m’dg

　　　　一　＝ifl¢（M）　d9　／（　fst¢（M－i）d9　／kaff　（M’i）1　（9－27）

のように与えられる。実効増倍率を式（9－27）の領域積分で与えるのであれば，前節までに

述べた境界積分方程式中の領域積分を境界積分に変換しようとする努力は無意味になる。

しかしながら，Itagak　iとBrebb　i　a（6）は式（9－27）に現れる領域積分が境界積分に変換で

きることを示している。領域Ωに対して中性子拡散方程式から，

　　　　Jst¢（M’d9　＝＝　lslsfnS　‘M）d9＋iS｝Tafn　V2di　‘M’d9　（g－2s）

のようにかける。Gaussの発散定理を適用すると，式（9－28）は

一一 W　2－p
一一
W　3　一一一
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SA　¢　（m）dg2　＝　’SaT

　　　　　　　－L．

鎧sωdΩ一山

　v2f

Sr　J　（ta’dr

　　　　　　　　　　　　　　　STa’iEki21til一：’ri一（1－i）fst¢‘”一”dg－dSTaSrJ‘”’dr　（g－2ga）

のように法線方向の中性子流J〔m）の境界積分を含む形式に変形できる。m＝1の時，

S（1〕（＝S。）は一様であるから，式（9－28）は

　　　　島φ…dΩ一興忘dΩ一景Jωdr一亀・AりJωdr・（9－29b》

のように領域積分を全く含まない形式となる。ここに，

　　　　　　　　　　　　　　A＝　fnd9　（9－30）
は，考えている領域Ωの体積または面積である。複雑な幾何形状を有する領域の体積や

面積を正確に与えるのは一般に困難であるが，式（9－30）の領域積分もまた境界積分から計

算することができる。いま，

　　　　　　　　　　　　　　v2w　（r）　＝＝1　（9－31）
となるような関数Ψ（r）を考えると，式（9－30）にGaussの発散定理が適用できて，

　　　　　　　　A＝　iAd9＝inV2Nlr　（r）d9＝lr　［aNlr　（r）／an　］dr　（g－32）

のように境界積分に変換される。一例として，2次元平面に対する関数Ψ（r）

　　　　　　　　　　　W（r）　＝r2／4＝　（x2＋y2）／4

を選ぶことができる。したがって，2次元平面における領域Ωの面積Aは，

A・Sr［aΨ（r）ノ∂n］dr－Sr（r！2）（∂r／∂n）dr

の線積分を境界rに沿って実行すればよいことになる。

　以上の工夫に

て計算できるようになった。式（9－29b）から出発し，

漸化式（9－29a）に従って計算していけば，

えることができる。即ち，

て表示できる。

　以上のやり方は，ソース反復m回に

として，

　　（9－33）

（9－34）

よって実効増倍率の定義式に関する全ての領域積分は境界積分だけを使っ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　中性子源反復の進行に応じて順次．

　　　　　　　　　　　　　　　　　中性子束に関する領域積分は全て境界積分で与

　　　　　　　本来，領域積分で定義される実効増倍率が境界積分だけを使っ

　　　　　　　　　［B（m）］2＝　一一一一　SAV2¢（一）dg2／，li）　qb　（”）d9　（9－35）

で定義される幾何学的バックリングに対しても応用できる。この場合，式（9－35）の分子は

Gaussの発散定理から，

一一 W　4一

　　　　　　　　　　一　fst　v2¢　（m）dg　＝　一一　ir　Q－StZl－ii：！1一：M’dr　（g－36）

のように容易に変換できる・従って，式（9－35）も，式（9－29）と（9－36）で与えられる境界積

分だけの比で表示し直すことができる。

　以上の導出は・簡単のため・単一領域・1群問題に対して与えているが，多領域・多群

問題への拡張は容易である。第10章と第11章で詳述する二重相反法と多重相反法にお

いて・実効増倍率の算出は以上で導いた方法に基づいている。これによって固有値計算の

ためにいかなる領域積分も領域内のセル分割が不要となり，境界要素法の持つ本来の利点

が最大限に活かされることになる。
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第10章　二重相反法による核分裂中性子源項の境界積分化

　前章において・核分裂中性子源に起因して境界積分方程式中に現れる領域積分項を等価

な境界積分に変換する手法として，二重相反法と多重相反法が有望であることを述べた．

本章では・そのうち二重相反法による定式化について詳述する。二重相反法の中性子源反

復計算への適用における基本的な考え方は，中性子源分布を既知関数の級数に展開し，級

数の個々の項をソースとする中性子拡散方程式の特解を利用することにある（1）。議論を

簡潔なものにするため・本章では，エネルギー1群の2次元単一領域の問題に限って取り

上げる・本章に関連したさらに詳しい記述は著者による文献（2）〔・｝に見られる。

10．1核分裂中性子源に起因する領域積分

匿

鯵
サ

・

　中性子源反復の第m回においてエネルギー1群の中性子拡散方程式は，

’一

@DV2qb　（M’　’　］£a¢　（M’　＝　S　‘M’　（　＝一’一 @，S窒n ?＝?
CEl
C　’

i．O黶C）／k．．　（．一i）　f．Mt：’　llj　（（loOIII：1

のようにかかれ．反復の初回ではS（1）＝S。ニ1．0を仮定している。式（10－1）に対応す

る境界積分方程式は，

D61　qb　i　（M）　＝　tr　（b　（M）　J　i’dr　一一　ir　J　（M）　qb　i’dr　＋Qi　（m）

のように与えられ，核分裂中性子源に起因する領域積分項Q，〔m）は

　　　　　　　　　　　　　　　　＝fst　S　oqb　i’d9　（m＝　1）

Qi
m”’　＝　fn　S　（”’　¢”d9　（　＝　ii“hlki21S，Ts一，S．，，　qb　（一一”　qb　i＊dg2　（mli　2」

で定義されている。ここで，k2＝Σa／Dとすると，基本解qb　i　＊の満たす式は

　　　　　　　　▽2φi＊一kZφ葦零＋δiニ0

であり，J（m）及びJi＊なる量は，各々，

　　　　　　　　　J　（m）　＝　一　D［　a　qb　（m）　／an］，

　　　　　　　　　J　i’　＝一D［aqb　，’／an］

（10－2）

（10－3a）

（10－3b）

（10－4）

のように定義されている。式（10－3）で定義される領域積分を境界積分に変換するために

以下に示す二重相反法を用いる。

（10－5）

（10－6）

　㌔一　，
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10．2　Four　ier級数展開と特解の利用による二重相反法

　いま，中性子束の解φは斉次方程式の解φ。と特解uを使って

　　　　　　　ab　＝¢o＋　u

のようにかけると仮定する。即ち，元の中性子拡散方程式は．

　　　　　一DV　2　qb　＋　Za（15　＝一DV　2（　（b　o＋　u）＋　2a（¢o＋　U　）＝　S

とかかれ，斉次解は

　　　　　　一p　DV　2　di　o＋　Z　a¢　o＝O

を満たし，特写uは

　　　　　　一Dv2u　＋　Zau　＝S

または，

　　　　　　一　D（v2u　一　k2　u）　：S　（k2＝　Z　alD）

を満足する。式（10－10b）の関係を利用すると．式（10－3）の領域積分は

Qi＝　Jn　s　qb　i＊dg　＝　（一　D）　Jfi　（v2u　一　k2　u　）　qb　i＊dgt

（10－7）

（10－8）

（10－9）

（10－10a）

（10－10b）

（10－11）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　an　’On

を適用すれば，

Qi＝＝　（一　D）　［jh（v2（b　，’一　k2　qb　i＊）udg　＋　fr　（p　iXi”i／1－dr　一　fr　u　！itgt一！．’　＊dr］　（10－13）

となり，式（10－11）中のuとdi　i　＊が入れ替わるかわりに新たに境界積分項の加わった

形式となる。式（10－13）に対して，式（10－4）に示した基本解の性質を代入し，さらに

のように変形できる。ここで中性子源反復の回数を表す添字（m）は省略した。ここから

先の変形には，第2章で境界積分方程式を導く時に用いたのと同様の考え方を用いること

ができる。式（10－11）の右辺にGreenの第2公式（相反定理；reciproc　i　ty　theorem）

　　　　　　fn　（w　v　2　di　一　th　v　2gr　）dg　＝ir　（w　1｝S／1一¢g；t2十）dr　（io－i2）

及び

と定義すれば，

J　i’＝　一コ口O　qb　i’／On　］，

j　＝　一一　D［　au　／On］

Qi＝Du　i＋　Sr　j　qb　i’dr　一一　fruJ　i’dr

を得る。さらに，特異積分に関して第2章の式（2－16）で示したのと同様の修正

tr　u　J　i”dr　一ny）　Sr　u　J　i’dr　＋（1　一　6tf　）・Du　i

（10－14）

（10－15）

（10－16）

（10－17）

を施すべきであるから，結局，式（10－3）の領域積分は

　　　　　　　Qi＝＝　D61　ui＋　frj　〈P　i＊dr　一一　fruJi＊dr　（10－18）

のように境界積分のみからなる形式に変換できることになる。式（10－18）は，元の中性子

拡散方程式に対する境界積分方程式（10－2）に極めて類似している。二重相反法の名は，境

界積分方程式（10－2）と中性子源項に関する境界積分（10－18）の両方の導出にGreenの第2

公式（相反定理）が使われていることに由来する。

　式（10－18）を実際に適用するには，特解uが既知でなければならない。このためには，

中性子源分布S（r）を性質の良くわかっている既知関数で級数展開するとよい。中性子

拡散問題に対しては，三角関数，即ち，Four　i　er級数で展開するのが便利である。三角関

数には2回微分すると元の三角関数に戻るという便利な性質があるからである。

　2次元問題に対しては，S（r）を以下のような二重Four　i　er級数（4）に展開する。即ち，

　　　　　　2“　N．．　．　．　．　．　2　M　4　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N　　MS　（r）　＝　ao　＋吹@．Zl　i・　．lai　（”）　ti　（”）　＋p　il　i．　laj（P）t　j（P）　＋p　；1　？．’．1　i．．　la　iS－p）t　ij（p　），　（lo－1g）

とする．ここで，a。，　ai（P），aj（P）及びaij（”）は未知係数である。なお，式（10－19》で

添字iは三角関数の展開次数を表わし，式（10－18》における点iとは意味が異なる。いま，

考えている領域Ωを取り囲む矩形領域L．xL．をFig．10－1のように与え，2L。×2L，の寸

法を持つ矩形領域をFour　i　er展開のための基準領域Ωfと定める。式（10－19）中の関数

ti（P），tj（P），tij（P）の組み合わせば次のように選ぶ。即ち，

　　to＝　1，

　　ti　（’）　＝＝　cos　ct　ix，　ti　（2）　＝　sina　ix，

　　tj　（‘）　＝　cosB　jy，　tj　（2）　：sinB　jy，

　　tij（’r＝cosc！　ix　cosBjy，　tij（2｝＝cosaix　sin13　jy，

　　tij（3）＝sinae　ix　cosBjy，　tij（‘）＝sinct　ix　sini（3　jy

とする・ここで，αi＝i（π／Lx）及びβj＝j（π／L．）である。

　式（10－20）に示される種々の三角関数は，

　　’一　DV2u　i　（P）　（r）　＋　2au　i　（”）　（r）　＝ti　（”）　（r），

　　一DV2uj（”’　（r）＋Zauj（P）　（r）　＝tj　（”）　（r），

及び

　　隔D▽2uij〔P）（r）＋Σauij（P）（r）＝tij（P）（r）・

を満たすから，式（10－20）の関数の組に対応する出血は，k2　・・Σa／Dを用いて，

（10－20）

（10－21a）

（10－21b）

（10－21c）

一一 W　8一一
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u・＝1／Σa，

　　　　　ti（P）
　コくのへUl 一D（k2＋　at　i　2）

　　　tij（p’

（p＝1，2），　uj（p）＝一D（k：Ji‘Pa’
梶C）　（p＝1，2），

uij（P）＝狽翌狽Q＋tJct．，＋B．，）　〈p＝1，4）　（lo－22）

のように与えることができる。

　以上により，中性子源分布を式（10－19》のようにFour　i　er級数に展開した時，級数を構

成する各項の三角関数に対する特解は式（10－22）で与えられることがわかった。中性子源

分布をFour　i　er級数に展開したことの利点として，式（10－22）で示される個々の特解は元

の三角関数の定数倍になっており，計算プログラムの設計上，扱いやすいものであること

がわかる。

　ところで，式（10－19）における展開係数a。．ai｛’），aj〔’）．aij　（P）をどのようにして定

めるのかという重要な問題が依然として残されている。臨界計算の開始前には中性子源分

布は一般に未知量であるから，中性子源反復過程に沿ったFour　i　er展開係数を計算プログ

ラムの内部において逐次更新させていく必要がある。このような方法を考案しなければ，

臨界計算に対する二重相反法の定式化は完成しない。

10．3　領域内サンプリングによるFour　i　er展開係数の決定

　式（10－19）における展開係数を定める最も直接的な方法は，サンプリング法であろう。

中性子源反復の初回は一様中性子源を仮定するから．二重相反法の助けを借りなくても領

域内部の任意点における中性子束及び新しい中性子源を計算できる。領域内部の多数のサ

ンプリング点jに対して中性子源分布s（rj）を求め，対応する三角関数t、（r」）の値

の組との組み合わせから連立1次方程式に持ち込めば，代数的に展開係数aiを決定でき

る。得られた展開係数を使って新しい中性子源分布を組み立てることができ，さらに．前

節で述べた二重相反法に基づいて第2回の中性子源反復を実行できる。以上の手続きを繰

り返せばやがて中性子源反復の収束解が得られる。

　この方法では，中性子源反復の全ての回において領域内部の多数点の中性子束を計算し

なければならない。このため，一般には領域内のサンプリング点の座標を入力で与える必

要があり．サンプリング点をどのように分布させるのが適切であるかを解析者自身が判断

しなければならない。したがって，境界のみの情報から解を得ようとする境界要素法本来

の狙いからややはずれるのであるが，第9．1．2節に述べたような乱数発生の方法｛5｝を利用

してサンプリング点を自動的に設定することで解析者の負担を低減させることができる。

　第9・1・2節に述べた乱数発生によるサンプリング点の自動設定のあらましを繰り返すと

以下のとおりである。

　①考えている解析領域（一般に不規則な形状）を取り囲む矩形領域を設定する。

　②この矩形領域内にサンプリング点がほぼ均等に分布するように乱数発生によって点

　　　座標を連続的に指定する。

　③　「留数の定理」に基づく境界積分により，指定された点座標が解析領域の内部にあ

　　　るか外部にあるかを判定し，解析領域の外部に指定された点は排除する。

　解析領域内にはどのくらいの数のサンプリング点を設定すればよいであろうか。展開係

数aiの数だけサンプリング値S（rj）を用意する場合はいわゆる選点法（Collocation

technique）となるが，　Gauss消去法などによって連立1次方程式を解く時に必ずしも安定

な解が保証されない・このため，展開係数の2～3倍のサンプリング点を指定し．以下に

示すような最小自乗法を用いて展開係数を定めるのがよい。

　未知の展開係数に関するベクトルを｛a｝，既知のサンプリング値に関するベクトルを

｛S｝，また三角関数の値からなる行列を［t］とすると．

　　　　　　　［t　］｛a｝＝　｛S｝　（lo－23）
の連立1次方程式が得られる。サンプリング点を過剰にとっているので，式（10－23）では

未知数の数と方程式の数は一致していない。そこで，式（10－23）の両辺に［t］の転置行

列【t］Tをかけあわせて

　　　　　　［t　］’［t］｛a｝＝［t　］’｛S｝　（10一一24）

を得る。これより，｛a｝の最小自乗近似解は

　　　　　｛a｝＝　（［t　］T［t　］）一’［t　］’｛S｝　（10－25）

のようにして求められる。式（10－25）はGauss消去法などを使って解くことができる。

　以上に述べた手法によれば．Fourier級数展開における展開係数を自動的に発生させる

ことができ，二重相反法による臨界計算プログラムを作ることができる。乱数発生による

サンプリング点の数が十分にあり，その分布が適切なものであれば，計算結果について容

認できる程度の精度が期待できる。しかしながら，領域内の中性子源分布が複雑に変動す

る場合は，所定の計算精度を確保するために必要なサンプリング点の数が膨大となる。ま

た・乱数発生に頼っているためにサンプリング点の並びが不規則となり．幾何学的に対称

一一一 X　O一
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性を持つ領域の中性子源分布が必ずしも対称形状に近似されないというような例の生じる

場合がある。より高精度の臨界計算結果を二重相反法に望むのであれば・Four　i　er展開係

数の決定について別種のアプローチを模索する必要がある。このような要求に答える新し

い方法が．1991年にItagak　iとBrebbia〔2）によって提唱されている．それは，次節で述

べるように境界積分そのものを使ってFour　i　er展開係数を自動発生させる方法であり，こ

の方法では領域内部にいかなるサンプリング点も必要としない。

10．4　境界積分によるFourier展開係数の決定

　ここに示す方法では，Four　i　er展開係数の本来の定義が中性子源分布と三角関数の積の

領域積分から与えられることに着目している。この領域積分にGreenの第2公式を適用す

ると展開係数が境界積分の漸化式によって与えられ，その漸化式は中性子源反復の進行と

ともに更新される形式をしている。

　いま，式（10－20）で示した種々の三角関数を統一的にti（x．y）で表すことにする。この

関数と中性子源反復第m回の中性子源分布S〔m）を用いると，中性子源反復第m回にお

けるFour　i　er展開係数ai〔’）は，本来．

　　　　　　　ai　（M’＝一jll　fstfS　‘”）ti（x，y）d9　（10－26）

のように与えられる。ここでAはFig．10－1に示した基準矩形領域Ωfの面積である。

　　　　　　　　　　y

2Ly

LyIn

yLy Rectangular do胴ain
for　Fourier expans

2π：

Ωf

Do■ain
under conside

Ω

o rr

sideration

響磯

　　　xLx2n
　　　　×

　　　　　　　　Lx　2Lx
Fig．10－1　Domain　for　Fourier　expansion

　　　　　　　　koff　（m－i）

のようにカ1かれる・したがって・中性子拡散方程式の性質から，k2ニΣa／Dを用いて，

　　　　　　　　　v2f
　　　▽2S（皿）＝　　　　　　　　　　　　V2　qb　（m－i）

この基準矩形領域は解析対象の領域Ωを内包し，基準矩形領域の各辺はFour　i　er級数の周

期2πと対応づけられている．いま，領域Ωの外ではいたるところS〔m）（r）＝0と仮定

すると，式（10－26）は

　　　　　　　ai　（”）　＝i　iAS　（m）　ti　（x，　y）d　s2t　（lo－27）

のようにかきかえられる・式（10－27）の式（10－26）との違いは，積分領域がΩfからΩに

変更されたことのみである・式（10－27）の領域積分が境界積分に変換できることを以下に

示す。

　式（10－22）中の量αi2・βj2及びαi2＋βj2をまとめてb2と表すことにすれば，

三角関数ti（X，y）について

　　　　　　　v2ti　（x，y）＝一b2ti　（×，y）　（10－28）
の関係がある。したがって，式（10－27）は

A・ai　（M）　＝　fA　S　（M）　ti　（x，y）d9　＝　一　ST，　f／｝S　（m）　v　2ti（x，y）d　S2　（lo－2g）

　のようにかきかえることができる。式（10－29）はGreenの第2公式を使ってさらに

A・ai　（M）　＝　一　il；一T，　［　fA　V　2　S　（m）　・ti　（x，y）d9

　　　＋　fr　S　（M’［ati（x，y）／On］dr　一一　fr［8S　‘M’／en］・ti（x，y）dr］　（lo－30）

のように変形される．ところで，S〔m）は中性子源反復第m回の中性子源であり，エネル

ギー1群モデルの場合は，

　　　　　　　　　vZf
　　　　　S　（．）＝　　　　　　　　　　　　¢（m－i）　（m　＞1）　（10－31）

　　　　　　　　keff　（m－1）

　　　　　　　　　v£f
　　　　　　　　　　　　［k2　qb　（m－i）一　S　（m－i）／D］
　　　　　　　　keff　（M－1）

　　　　　　　＝k2s（m）一isi．一iiki！illri－ik　Z（li一，）s（m－i）　（m＞i）

の関係があり，また，

　　　　a－jtll！ELn（）＝一ii：．kifi；i：一7；k2｛．一，）J（”一i）　（m＞i）

である。式（10－32）を利用すれば式（10－30）中の領域積分は

（10－32）

一9　2一一一
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Sst　V　2　S　（M）　ti　（x，y）d9

＝　k2　fn　S　（M’ti　（x，y）d9　一　一s￥．iil；；一（ir：一rshk2　f　（．一i）　fs）　S　（M一”ti　（×，y）dS2

＝A’

ik2ai（re）’一Mrsl．1“iillill－rii一：一r」一kZf（．一i）ai（m－i）］　（m＞i）

のように変形できる。式（10－31）～（10－34）を用いて式（10－30）を変形すれば，

m＞1の時，

ai　（m’　＝　1161Ss｝　s　‘m’　（r）　・ti　（x，y）dg｝

（10－34）

　　　　　　φ（x，y）oc　sin（πx／100）・sin（πy／100）

のようになることが知られている。また．境界条件の設定が同一であれば，この正方形領

域を傾けてケースBのように配置しても，当然ながら，実効増倍率はkdi　・　1．0となる。

y

100
φ＝0

O　　　　　　　　　　o

Il　　　　　　ll

s・　　　　　　　s、

φ＝0

　　　¢＝o．

一50何

y

一り ｷ1螺；一】）［ai・m－1）＋法島｛φ・一1）ji（x・y）一J・一1）ti（x・y）｝dr］

の漸化式が得られる。ここに，

　　　　　ji　（×，y）　＝　一　D｛　eti　（x，y）／en｝

である。一方で，m＝1の時，　Fourier係数ai　（’）は

（10－35）

（10－36）

ai　（”　＝　一E w1’L　Sn　ti（x，y）dg

　　　　　一　一一　一iill．：gvg，ffi　v　2ti　（x，，）dg

　　　　　　　it．　g，　Sr　｛ati　（x，y）／an｝dr　（lo－37）

のように簡単に求まる。式（10－37）から出発して式（10－35）を用いれば，全てのFour　i　er係

数を境界積分のみで求めることができる。

　以上のアルゴリズムの考案によって，領域内部のいかなる情報も必要とせず展開係数は

計算プログラムの内部で計算されるようになり，解析者は境界を定義するデータと核定数

のみを入力するだけでよくなった。

10．5　テスト計算

。
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100
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　　　　　　　y
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o　　　　　　　　　　o
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　　　　　　Case　A　case　B　Case　C
Fig．10－2　Geometry　and　boundary　conditions　for　the　DRM　test　calculations

　二重相反法に基づく中性子源反復の各回における実効増倍率の計算には，第9．2節で記

述した境界積分の漸挙式を用いた。計算結果の要約をTable　IO－1に示す。実効増倍率の

計算結果と厳密解との一致は，ケースAのみならず正方形領域がx一軸，y一軸に平行でな

い，ケースBにおいても良好である。このことは，式（10－19）で与えた中性子源分布の二

重Four　i　er展開が任意の幾何形状に対して十分適用可能であることを示唆している。

Table　10－1　Summary　of　the　DRIVI　tEst　ca　lou　lation　resu　lts

Case　Number　of　Number　of　Number　of　Eigenvalue
　　　　boundary　Fourier　iterations　（keff）”
　　　　elements　terms

A
B
B

16
16
16

81
81
169

0
σ
4
ハ
U

1
1
二
り
白

1　．00034

0．99779
1　．00093

c 18 81 20 1．11607＊2

　以上に述べた二重相反法の定式化の妥当性を検証するために，簡単な2次元単一領域に

ついてテスト計算を行った。ここで取り上げるのは，Fig．10－2に示す一辺が100cmの正

方形領域であり，1群核定数の組として，

　　　D＝1．0（cm），　Σa＝0．01（cm－1）及び，yΣf＝0・0119739（cM”1）

を与える。Fig．10－2中のケースAのように正方形領域の外周全てに中性子束が零の境界

条件を設定すると，実効増倍率の厳密解はkeff＝1．0となり，中性子束分布は

　　　　　　　”　Convergence　criterion：　A　k／k．〈．．　10－5

　　　　　　　＊2　Not　Converged：　A　k／k’N・O．4×10－3

　もうひとつのテスト計算として，Fig．10－2のケースCに示す問題を取り上げる。この

ケースでは，正方形領域の形状はケースA及びBと同一であるが，隣接する2辺のみに零

中性子束．残る2辺に零中性子流の境界条件を設定する。この場合の実効増倍率の厳密解

はkeff＝1．14108となる。　Table　IO一一　1に示されるように，ケースCに対する二重相反法

による実効増倍率の計算結果と厳密解との一致は悪い。また，中性子源反復による実効増

一94一一 一一一 X　5一
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倍率の収束が極めて遅いことに気づく。

　この現象は，前節で述べたように，中性子源分布のFour　i　er展開にあたって領域Ωの外

側でS（x，y）ニ0を仮定したことに原因があると考えられる。この仮定では，中性子束が

零でない境界の内外では中性子源分布が不連続（jump　discontinuity）となる。このよう

な場合，Four　i　er級数は境界の内側のS（x，y）と外側のS（x，y）の平均値に収束するこ

とが知られている（6）。ケースCで零中性子流の境界条件を与えた境界では中性子束が零

でないから，Four　i　er級数による展開は実際の中性子源分布を正しく再現することができ

ない。このようなjump　discontinuityの問題を避けるため，新たな工夫が必要である。

使ってFourier展開式を修正し，　Four　i　er級数の一様収束を図っている。

S　（x，y）

Z（x，y）

　　　　　　ノ
Ω　　Average

　Ju－p
／　Discontinuity

9f

S　（x　，y）　一　Z　（x，y）

r

，v／　Cont　i　nuous

↓
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10．6　Four　i　er級数の収束性の改善

　上述のようなjump　discontinuityの問題を回避するために考えられるひとつの可能性

は，Fig．10－3に示すように問題の境界条件をあらかじめ満足する多項式の関数Z（x，y）

を導入し，中性子源分布S（x，y）との差

　　　　　　　　　　S　（x，y）　一　Z　（x，y）

が全ての境界で零値を取り，かつ，境界の内外で連続となるようにすることである。この

多項式関数Z（x，y）を用いると，式（10－19）は

　　　　　　　　　　　　　oo　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（10－38）　　　　S（x，y》＝Z（x，y）→㌃Σ（ai－ei）ti（x，y），

　　　　　　　　　　　　1ニ0

のように修正される。ここで，定数eiはZ（x，y）をFourier級数

　　　　　　　　　　　　
　　　　　　Z（x，y）『Σei・ti（x，y），
　　　　　　　　　　1ニ0

に展開した時の展開係数であり，係数aiを決定した時と同様に，

ei　＝　一jll　SA　Z　（x，y）　・ti　（x，y）dsl　，

（10－39）

（10－40）

で求めることができる。ここでZ（x，y）についても領域Ωの外でZ（x，y）＝0を仮定し

ている。式（10－38）で与えた新しい級数はあらゆる境界に対して一様収束が保証されるは

ずである。

　なお，Ohtaniら（7）は，ここで記述したのとほぼ同様の手法を用いて中性子拡散方程式

の精度のよいFour　i　er級数解を得ている。彼らの手法は境界要素法とは無関係のものであ

るが，上述のようなjump　discontinuityの問題を解決するために距離に関する3次式を

10．7　まとめ

亨

　　　　　　　　　　r

Fig．10－3　Removal　of　the　jump　discontinuity

　中性子源反復による臨界計算に二重相反法が適用された。中性子源反復の過程において

二重相反法が適用できるように，反復各回の中性子源分布はFourier級数で展開され，そ

の展開係数を硝化式に基づいて自動的に計算する方法が考案された。核分裂中性子源に起

因して境界積分方程式中に現れる領域積分項は，これらの手法によってFour　i　er級数の展

開項の数だけの境界積分の組に置き換えられた。

　二重相反法により領域内部をセル分割する必要がなくなり，境界要素法本来の利点が活

かせるようになった。また，実効増倍率の算出には第9．2節で述べた境界積分の漸化式を

使うことができ，この方法は二重相反法，境界要素法と良く適合している。零中性子束の

境界条件を持つ単一領域に対するテスト計算結果は，厳密解と極めて良い一致を示した。

　通常のFourier展開の下では，中性子束が零でない境界の内外でjump　discontinuity

の問題が生じる。これを避けるために．零でない境界条件を満たす多項式関数を導入して

Four　i　er級数展開を修正する方法が提案された。この方法によれば，いかなる境界条件に

対してもFour　i　er級数の一様収束が保証されるはずであるが，具体的な数値計算はまだな

されていない。この理由は，核分裂中性子源に起因する領域積分を境界積分に変換する方

法として本章でとりあげた二重相反法よりも次章で記述する多重相反法のほうが，より優

れていると判断されたからであり，二重相反法の臨界計算への応用に関する研究開発は＿

時中断されている。
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　前章では・中性子源分布のFour　i　er級数展開に基づく二重相反法を用いて，中性子源反

復計算における核分裂中性子源に起因する領域積分を境界積分に変換した。本章では，同

じく核分裂中性子源に起因する領域積分を境界積分に変換する目的で，もうひとつの新し

い技法である多重相反法（Multiple　reciprocity　method；MRM）｛1）を適用する。多重相

反法の基本的な考えは・高次基本図の列を用いてGreenの第2公式（相反定理）を繰り返

し適用して領域積分を境界積分の級数に変換することにある。多重相反法では，二重相反

法のように中性子源分布を既知関数に級数展開するという方法はとらない。したがって，

展開を有限個で打ち切ることによる誤差が発生することはなく，一般に極めて高精度の解

が得られるのが特徴である。議論を単純なものにするため，本章においてもエネルギー1

群の単一領域の問題に限って記述を進める。

11．1Wielandtの原点移動法による中性子源反復計算の改良

　第11．2節で試みる多重相反法による定式化の便宜上，中性子拡散方程式及び中性子源反

復計算の形式をあらかじめ以下のように修正する。まず，対象とするエネルギー1群の中

性子拡散方程式は，一般的な記法を用いて，

　　　　　　　　一D▽2φ＋Σaφ＝（レΣf／keff）φ　　　　　　　　　　　　　　　　　　（11－1）

のようにかける。いま．実効増倍率keffの推定値としてλeなる量を導入し，式（11－1）

の両辺からレΣf／λeφを差し引いて，

　　　一D旦2φ＋（Σa－YΣf／λe）φ＝（1／k・ff・’一　1／λe）vΣfφ，　　　　（11－2）

のようにする．式（11－1）から式（11－2）への変形は，Wielandtの原点移動法（Wielandt・s

spectral　shift　technique）（2）と呼ばれ，一般に中性子源反復による臨界計算を加速す

る働きのあることが知られている。しかしながら，ここで中性子拡散方程式を式（11－2）の

ように変形する真の理由は，後述するように式（11－2）への変形が多重相反計算における収

束の安定性と深く関係しているからである。いま，

　　　　　　　　　　　　　　　　　Σa＝Σa－vΣf／λe＝一DBo2　　　　　　　　　　　　　　　　　（11－3a）

及び

　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　Bo2・＝一Σa／Dニ（vΣf！λe一Σa）／D　　　　　　　　　　　　　　　（11一一3b）

なる量を定義すれば，式（11－2）は

一9　9一一一
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　　　　　　　一一　Dv　2¢＋ll：．（b＝（v2f／　？t　）d5　（11’4）

のように簡単化される。式（11－4）に現れる新しい固有値λは，

　　　　　　　　1／A　＝（1／keff　’“　1／7t　e）　（11－5）

のように定義される。

　Wielandtの原点移動法による以上の変形に伴い，中性子源反復の第m回における中性

子拡散方程式は，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　So＝　1．0　（m＝1）　（11－6a）　一Dv　2¢　（m）　＋ia　to　（m）　＝　s　（m）　＝　（

　　　　　　　　　　　　　　　　　　v　2　f　qb　‘”’i’／　7t．　‘”一”　（m　1．ll　2）　（11’6b）

のようにかかれるべきであるが，中性子源反復の方法は第6．2節で述べたものと全く同一

のものが使える。ちなみに，反復の第m回における固有値は

　　　　　　　　G‘m’　（r）＝u2f¢　‘”’　（r）　（m　一；2r一　2）　（11－7）

なる量を用いて，

　　？t　（M）＝　fftG　（M｝d9／Ss）　S　（M）d9＝　ffi　（b　（M）d9／（SA　（b　（M－i）d9／7t　（M－i））　（11－8）

のように計算され，式（11－5》から実効増倍率は，

　　　　　　　　kaff　｛M）＝AL　（M’Ae／（7t　（M’＋？tL　e）　（11－9）

で与えられる。

　第9．2節で述べたと同様にして，固有値λ（m）を定義する式（11－8）中の領域積分は境界

積分の漸化式に置き換えることができる。即ち，

　　　島φ…dΩ一毫・A一計J（’）dr　　（m＝1）（11－10a）

及び

　　　Sfi　¢．　‘”’dg＝“・k2，｛．，，SA　qb　（m一”dg一　S：．一Sr　J　（m’dr　（m）1）　（n－lob）

　　　　　　　　　ZY　a　A（M’1）“M’　Z　a

の関係式が使える。

　中性子源反復の第m回における中性子拡散方程式（11－6）に対応する境界積分方程式は，

　　　　D61　qb　i（”｝＝　ir　qb　（va）Ji’（O）dr　一　frJ（M）　qb　i’（O）dr　＋Qi　（m）　（11－n）

のようにかかれる。式（11－11）中の零次基本解は

　　　　　　　v2　qb　i＊　（O）　＋Bo2¢　i’　（O）＋5i　＝O　（11－12）

を満たすものとし，また，

　　　　　　　　J（m）＝　一D（O　qb　｛m）／en）　（11－13）
及び

一一 P00一一

　　　　　　　　J，＊（O）＝　一D（a¢　，＊　（O）　／0n）　（1　1－14）

と定義している・実効増倍率の推定値λeをどのように仮定するかにより，式（11－3b）で

定義した量B・2の正負が異なる．したがって，式（11－12）を満足する零次基本解は，B。2

の正負に応じて，

　　　　　　　　　i
　　　　φ1＊‘o’＝　”’　iH・（2’（B・r）（B・2＞・の時）　　　　　（11－15a）

及び

　　　　　　　　　1
　　　　φ1’‘o’＝　2TK・（k・r》　（B・2一一一　k・2＜・の時）　　　（11－15b）

の2とおりがとり得る・ここに，H・（2）（x）及びK。（x）は，各々，零次第2種のHanke　l

関数及び修正Bessel関数である。

11．2　多重相反法による定式化

　式（11－11）で与えた境界積分方程式中には核分裂中性子源に起因する領域積分

　　　　　　　Q，（M）＝fs）S（M）¢，＊（O）dS2　（11－16）

が含まれている．m＝1の時，　S（1）（＝S。）は一様中性子源なので積分の外へ出すことが

できて，

　　　　　　　Qi　（i）＝　S，iA　di　，＊（O）dS2

のようにかかれる。零墨基本解の関係式（11－12）から，

　　　　　　　¢，＊（O）＝一｛S，＋v2¢i＊（O）｝IB，2

を式（1H7）に代入してGaussの発散定理を適用すれば，第4．1節で見たように，

　　　　　　　Qi（i）　＝　一　iili：tv2　（D6iT　一　ir　J　i’（O）dr　）

の簡単な境界積分の形式に変換できる。

　m≧2の場合，式（1H6）の領域積分は

（11－17）

（11－18）

（11－19）

　　　Qi　（m）　＝　tn　s　（m）　qb　ix（o）dg　＝　fA　；r！1／一：ll－ill－i一．Zl）　qb　（m一’）　（b　ix（o）dg｝　（n－20）

のように第（m－1）回に計算された中性子下φ〔m－1）を含む形式となる。式（11－20）を等価な

境界積分に変換するため，以下に記述する多重相反法が使える。多重相反法の定式化には

高次基本解の列｛φ・＊（L），L＝0，1，2，・・｝の活用が基本となっており，これらは

　　　　v2¢　i＊（O）＋Bo　2　to　i＊（O）＋6i＝O　，　（L＝　O）　（11－21a）

　　　　v2¢i＊（L）＋Bo2　（t）　i＊（L）＋　qb　i’（L”）＝O　（L＝1，2，　・・）　（11－21b）

卜雛灘騨難灘
　　　　　　　懸
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を満たす。ここに添字Lは高次基本解の次数を表す．導出を助けるために，ここで，

　　　　　　　　　　　　　　　　＝　Soffi　qb　i’（“’d9　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（11－22a）

　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ…11、島φ・一1）φ・一dΩ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（11－22b）

なる量を定義しておく。

　m≧2かつし≧0の時，式（11－22）は，高次基本解の関係式（11－21b），　Greenの第2公式

及び中性子拡散方程式の性質を順次活用して，

z　，（m，L）＝　Jst　s　（m）　¢，＊（Vdg］lt　（

Z　i　（m，L）　＝　一　；ir！i／一ilil　一Ili－si一　Ili）　Sfi　qb　（m一’）　（v2¢　i＊（t’”）　＋　BoZ　qb　ix（L’i）　）dg2

vZf
？t　（M－1）

（　Sn　¢　i’（“’i）　（V2¢　（MF’）　＋Bo2　qb　（M一’）　）d　Slt

＋　Sr　qb　（m”）一agnL　qb　iX｛L’i）dr　一一　lr　（b　i’（L“i）8¢　（m－t）dr　1

一一

奄刀|ltliilillll：Ti－Z，｛一，，　（　z　，（m－1，　L＋1）

＋島φ…”J、・一d卜irφ・一J・・一1）dr｝

のように変形していくことができる。

　m＝1の時，式（11－22a）中の中性子源S〔1）（ニS。）は一様であるから，

Z・（1・L》＝
aJ・一dr一二Z・（1・レ1）・

（11’23a）

（11－23b）

さらに

Zi（1，0）＝Qt（’）　＝＝　一’　iiltii－ilO，（DliX　’　SrJ　i’‘O）dr）　（11－23c）

を得る。式（11－23a》～（11－23c）の導出の詳細は論文〔3）（4〕に与えられている．

式（n．25a），（11－23b）及び（11－23c）は，Z、（m，L）に関する漸化式になっている・これ

らを順次適用することによって式（11－2Q）の領域積分Q、（m｝は，結局，以下に示すよう

に（m－1）個の境界積分のみからなる級数に変換できる（3》ω．即ち，

　　　　m－1　L　　　　　　　　　11　IZ：71：一gi一，S一，）　）　（fr　di　（m一”）J　ix（”）dr　一’　fr　di　i＊（L）J　｛m一”）dr）

　　　　　　　　　　　　　）・Zi（1，　m－1）　（mll；　2）
　　　　　　　　D7t　（m－L）

の形式とかかれ，高次基本解の次数しの最大値は（m－1）となる。ここで，

n
H
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十

D7t　（m－s）

りΣf

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一一　1　O　2一一

二二購『懸羅二二llil二三鑛灘灘灘懸三三簸

（11－24a）

Z　i　（1・　m’1）＝　一　iii－7，（　Z　i　（1・　m－2）　”EisL’　fr　J　i’　（m”’dr　）

及び

z，（i，o）　＝一　Q　i　（”＝一　llil．1：一i：，　（D61　一一　fr　J　i’（O）dF　）

（m　．1；2Ni　2）
（11－24b）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（m＝1）　（11－24c）
　　　　　　　　　　　DBo2

である。

　式（11－21b）を満たすL次基本解は，2次元問題の場合，

　　　　　φi＊〔L〕＝AL（B・r）LHL（2）（B・r）　　（B・2＞0の時）　　　　　　　（11－25a》

及び

　　　　　φ　i＊　（L）＝　AL（k。r）LKL（B。r）　　　　（B。2＝一k。2〈0の時）　　　　（11－25b）

のように与えられる（5）。ここに，（B。r）L及び（k。r）Lは各々，（B。r）及び（k。r）のし

乗を示す・HL〔2）（x）とK・（x）は，各々，第2種L次のHanke1関数及び修正Bessel関

数である。Hanke1関数HL（2）（x）は複素関数であり，

　　　　　H．（2）（x）＝J．（x）　一一　iY．（x）　（11－26）

とかかれる．ここで，i2＝一1であり，JL（x）とYL（x）は，各々，第1種と第2種のL次

Besse1関数である。式（11－25a）及び（1－25b）中の係数ALは，

　　AL　＝　一p　AL－i／（2LBo2）＝AL－il（2Lko2），　（　L＝1，2．3，”“　）　（11－27）

　　A。＝一〃4　　　　（B。2＞0の時）　　　　　　　　　　　　　（11－28a）

　　A。＝1／（2π）　　　（B。2＝一一　k。2＜0の時）　　　　　　　　　　（11－28b）

の関係式を使って順次計算していくことができる。

　式（11－25a）及び（11－25b）による高次基本解を求めるためには，高次の関数xLJL（x），

xLY・（x）及びxLKL（x）の値が必要であるが，これらは漸化式（e）（7〕

　　xL“’JL．i（x）　＝　2L・｛x”JL（x）｝　一　x2・｛xL－iJL－i（x）｝　，　（11－29a）

　　xL“iYL．i（x）　＝　2L・｛xLYL（x）｝　一　x2・｛x”一’YL－i（x）｝　，　（11－29b）

及び

　　xL“’KL＋i　（x）＝2L・｛xLKL　（x）｝　＋　x2・｛x”一’　KL一］　（x）｝　（11－29　c）

を使って計算できる。式（11－29b）と（11－29c）による計算は，　x＜しの時，　しの増加に対し

て安定なことが知られており（6），式（11－29b）に対してY。（x）とxY1（x），式（11－29c）に

対してはK・（x）とxK，（x）を初期値として順次計算していくとよい。一方，式（11－29a）

は・x〈しの時，しの増加に対して不安定であり丸め誤差が蓄積するが，　しの減少に対し

て安定である（6，。このような関数の計算には，Millerのアルゴリズム（・｝が使える。即

ち・十分大きなしに対してxLJL（x）の値を仮定して式（11－29a）を逆に解き，次に，

一103一
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　　　1　＝＝　Jo　（x）＋　2J2　（x）＋　2J4　（x）＋　2J6　（x）＋　・・　・・　，

の性質を利用して所望の次数のxLJ・（x）の値を規格化するとよい・

11．3　多重相反計算における収束安定性

（11－30）

　多重相反法により，核分裂中性子源に起因する領域積分は式（11－24a）に示される境界積

分の級数に変換された。この級数が収束性を有するためには・級数の各項の絶対f直が高次

になるにつれて減少する傾向でなければならない（8）｛9｝．具体的には，式（11－24a）中の隣

り合う2つの項について，

（L
d　一isltllk：ll：’g」Z（f．一，））（Sr　¢　（”一L）　J　i’（L）dr　’一　lr　¢i’（”）　J　（”一“）dr　）
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を満足する必要がある。中性子源反復の過程でφ〔m’L）と　J（m”L）の変動は緩やかであ

り．また，高次基本解の次数しの増加に伴う　Ji＊　（L）の挙動はφ、＊（L）のそれと極めて

類似していることから，以下の議論では式（11－31）のかわりに

　　　へ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ
　　　AL　xLKL（x）＝2（L－1）｛AL－1　xL－iKL＿、（x）｝・（窺／A：＝，）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ
　　　　　　　　　　　＋x2｛Aレ・xL－2KL一・（x）｝・（A・／Aき1）・（A窪1／Arr一、）　（11－34）

にしたがい・ふつう・多項式近似（6）によるK・（x）とxK、（x）の数値を初期値として逐次

計算されていることになる・式（11－34）の両辺を窺．、xL一・Kし．、（x）で割ると，

　　　　　　ヘノ　　　　　　　　　　　　R＝IA・・xLK・（x）1／IAき1・xL一・K。一1（x）i

　　　　　　　一　lf「・／AL一言・12（L－1）＋x・｛K。．2（x）／K。一1（x）｝1　　　（11－35）

を得る・中性子拡散問題では・通常，x＝k・r〈1．0であり，また，　K。一1（x）はKL．、（x）

より大きいから，

D〔＊φ一f
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」
ー
ハ
b

の条件を近似的に用いることとする。

式（11－24a）を見ると

　　　．　　　　　L
　　　　　　　　fi

〈　LO

L次基本解φ　、＊　（L）は常に因子，

vZf

（11－32）

　　　　　　　　S＝“1　DA．　（m－s）

を伴っていることがわかる。L次基本解φ　ix　（”｝は式（11－25a）または（11－25b）のように与

えられていることを併せ考えると，式（11－32）による収束条件を調べるためには，

　　　　竃　vΣfA・　りΣf　－1一・Σf／7t　（m’L’　　（11．33）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　窺＿1　Dλ（m　’一　L）AL－l　Dλ〔m　一一　L）2LBo2　　　2L・Σa

で定義される量を吟味すべきである。

　B。2＜0の時．関数窺・xLKL（x）は，式（11－29c）を修正した漸化式

ft〈（2L－1）・1AAV．／A：y．，1．1．！L：Z！4．｝一一．：：：f／7tL（m－L）

　　　　　　　　　　　　　　営a

・（2L－12L）

（11－36）

　　　　　　　　　　　営a　一　Σa一〃Σf／λe　　　　（11－37）

で定義される量の絶対値が1．0よりも小さいこと，即ち，

　　　　　　　　　　　へ　　　　　　　　　　　1・7’1〈1・0　　　　　　　　　　（11－38）

を設定することができるω）。

　　　　　　　　　　　　　　　B。2＞0の時は，複素関数AL・xLHL｛2）（x）の実部窺・xLYL（x）に対して上記と同一の結

果が得られる。この場合，式（11－34）に対応する劇化式は，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　AL・．xLYL（x）ニ2（L－1）｛AL＿1・xL－1YL＿1（x）｝。（窺／A≧1）

　　　　　　　　　　　　　　　　げ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヘプ　　　　　　　　　　　晒x2｛AL－2・xL“2YL一・（x）｝・（A・／AZY．，）・（A：：一、／A≧，）　（11－39）

　ようになノる。式（11－39）の両辺をA≧1・xL－1YL．1（x）で割り，　YL（x）はし＜xの時，

しの増加とともに増加する関数である｛6）ことを考慮すれば，

　　　　　　　ゾ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　R・＝IAL・xL　YL（x）1／IA．一1・xL一】YL＿1（x）1

　　　　　　　　　　　　　　　ノ　　　　　　　ニlAL／AL＿1レ12（L－1）一x・｛YL＿2（x》／YL＿1（x）｝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＜2（L－1）・IA。／A。．11

の関係がある・式（11－36）中の（2L－1）／（2L）の部分は中性子源反復の進行につれて1．0

に近づくから，多重相反計算における収束安定条件として，

　　　　　　㌃一”Σf／λ岡一（1／k・ff　（M“L）　”　1／λe）vΣf

v2　f／　7t　（m－L）

）a

・（旱）
（11－40）

の関係が得られる・式（11－4・）はし→・・1こおいて式（11－36）と一致するから，B。2＞。にお

ける実数部計算に対しても式（11－38）を収束安定条件とすることができる。＿方で，関数
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窺・xLH、〔2）（x）の虚数部分については，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1－　　　　　ft　＝～A・xLJ・（x）

　　　　　　　A．＿1　xL－1JL＿1（x）

型三二上2．．　　xLJL（x）

　　へ　2L・Σa　　XL－1JL－1（x）

＝i分1・
x”JL（x）

xL一’JL－i（×）

・（　12L）

（11－41）

の関係がある。関数xLJL（x）の絶対値はL＜xの時，　しの増加とともに減少することが

知られている（・）。したがって，実数部分に対する収束安定条件の式（11－38）が満たされて

いる限り，式（11－41）で与えられる量は1．0より小さく，虚数部分についても級数の収束

を不安定にすることはない（1　o）。

　式（11－37）より示唆されるように，実効増倍率の推定値λeが実効増倍率の同値に近い

ものであれば，式（11－38）の収束安定条件は自動的に満足される。

11．4　複素方程式の取扱い

　TaiとShaw（ii）は，　B。2＞0の時の零次基本解として複素関数

　　　　　　qb　i’（o）＝一一　ll－Ho　（2）　（Bor）　（n－42a）

を用いるべきであると主張している。この場合．境界積分方程式を離散化して得られる全

体行列は複素行列となる。一方で，式（11－42a）の実数部のみを取り出して零次基本解を

　　　　　　qb　i’　（O’＝　一一　tYo　（Bor）　（11－42b）

とする近似がしばしば用いられる｛12）。本研究においてもいくつかの数値計算例ではこの

近似を使っている。式（11－42b）を使う利点は複素演算が不要になることであり，必要な計

算機容量を1／4程度に低減できる。しかし，固有値問題の厳密な解法を試みるためには

式（11－42b）よりも式（11－42a）を用いるのが正しい。式（11－42b）を基本解とした時，正しい

固有ベクトルのほかに物理的に意味を持たない偽の固有ベクトルが加わるからである．

　TaiとShaw（ii）は，式（11－42a》を基本解とする境界積分方程式を外周で∂φ／∂n＝0

の境界条件を持つ半径Rの円筒体系について解析的に解き．実部と虚部から，各々，

　　　　　　　　YL（BR）・［OJL（BR）／an］＝O　（11一．43a）
及び

　　　　　　　　JL（BR）・［aJL〈BR）！On］＝＝O　（11－43b）

の解が派生することを示した。J。（・）とY・（・）は各々，第1種及び第2種のL次Bessel

一106一

関数である・実関数である式（11－42b）を基本解とした時は，式（11－43a）から，本来の解で

ある∂JL（BR）／∂nニ0の他に・意味のないY・（BR）＝0も固有ベクトルとして現われる。

一方・式（11－42a）を基本解とした時は，実部と虚部の両方程式を連立させて解くから，式

（11－43a）と（11－43b）が共通して持つ∂JL（BR）／∂nニ0のみが正しい解として得られる。

　式（11－42a）を基本解とした時・境界積分方程式は複素行列方程式となるので特別の考慮

が必要である・ここでは・直接に複素数演算を行うのではなく，複素行列の逆行列を実行

列の逆行列計算により求める方法（’3）を採用する。

　境界積分方程式を離散化して得られる行列方程式は，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　う　　　　　う

　　　　　　　　　Hφ一GJ＋Q・＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　（11－44）

の形式をしている・未知数を左辺，既知数を右辺にくるように書き直せば，式（11－44）は

　　　　　　　　　　Az＝w　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（11－45）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　う
の形式となる．ZはφとJのうち未知のものを集めたベクトルであり，　Wは境界条

件及び源項の寄与である。ここで，

　　　　　　Aニα＋ゴβ　，　z＝x＋ゴy　，w＝u＋ゴv

とおき．α，βはn×nの実行列，また，x，　y，　u，　vは実ベクトルとする。これら

を用いて式（11－45）を書きかえると

　　　　　　　「α＋ゴβπx＋iy♪＝（u＋ゴvノ　　　　　　　　（1・1・・一46）

となり，実測と戸部から二つの方程式（αX一βy）＝u及び（βX＋αy）＝Vが得ら

る。・これらは実行列方程式

で表示でき一る。X

＝
β
α

一

α
β

　
　
　
　
　
る

行

磁
凱
粘

加　
　
＝

似
1

2
は
　
β
α

y
［

　
α
β

と

から求めることができる。式（11－48）の右辺中の4つの小行列は

　　　　　A＝　ct＋Ba－iB　，　W4　＝＝A一’　，　W3＝一A一’Ba一’

　　　　　　W2＝a一’BA’i＝一W3　，　VVi＝a一’一ct’iBA”Ba－i＝A－i

のようにして計算できる。Wi～W，が求まったら

ts］一
．
「
ー

　
　

　

一コ
　
　
　

一107一一

（ll－47）

（11－48）

（11－49）
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により解が得られる。中性子拡散問題では，解ベクトルの虚数部は零であることが自明な

ので，単に，

　　　　　　　　　x＝W，u　一一　W，v　（11－50）
として実ベクトルを求めることもできる。

　以上のようにして式（11－44）を解き，いったんすと了が境界上の全ての節点につい

て既知となれば，領域内部の任意の点における中性子束φi（m）の値は，境界積分方程式

　　　　D6i　ip　i（M）＝ir　qb　（ta＞Ji＊（O）dr　一一　irJ（M）¢i’（O）dr＋Qi（M）　（11－51）

より毎＝1．0を仮定して得られる。この場合，中性子束φi（m）は，式（11－51）の実数部

のみを用いて計算すればよく，基本解として複素形式の式（11－42a）のかわりに式（11－42b）

を使ってさしつかえない。この理由は，境界積分方程式（11－51）においてD61i　¢　，一U）項は

虚数部からは発生しないからである。

11．5　数値計算による検証

　第11．2節に示した多重相反法による定式化の妥当性を検証するため，簡単な単一領域問

題についていくつかのテスト計算を行った。この節ではその結果について概要を記すとと

もに，第11．3節で述べた収束安定性の問題についても実例に基づいて議論する。

　＿辺が50cmの均質な単一正方形領域をテスト計算の対象として選んだ・Fig・11－1に

示すように，隣り合う2辺に零中性子束，残りの2辺に零中性子流の境界条件を与えた．

y

cm） φニ0
50

μΣf＝0・0119739cm，1

Σa＝0・01cm一：

＝・0
D＝1．Ocm φ＝

　　　　　　　　　　　　　J＝＝O　50　x
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（cm）

Fig．11－1　Specifications　for　the　neutron　diffusion　problem
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池辺とも5個の線形境界要素に等分割し．4個のかど点ではいずれも同一座標に2個の節

点を定義した・核定数の組は・与えられた幾何形状と境界条件の下で実効増倍率の厳密解

がkeff・＝1．0となるように，

　　　D＝1．0　（cm），　2　a＝O．Ol　（cm一’）　and　v　2　f＝O．O119739　（cm－i）

と定めたなお・中性子源反復仮定における実効増倍率の計算には，第9．2節の式（9－29》に

基づく境界積分の漸化式を用いた。

計算例1（λe＝。。を仮定した場合）

　実効増倍率の推定値をλe＝。。のように選んだ場合は，式（11－2）は中性子拡散方程式の

原形式（11－1）に一致する。この場合，式（11－3b）で定義される量B。2は負となり，基本解

としては修正Besse1関数に基づく式（1H5b）が使われる。　Fig．11－2は，中性子源反復の

初回から100回までの実効増倍率の計算値の収束状聚示したものである．願の1・・回

目では100次までの高次基本解が計算に使われている。Fig．11－2で破線は，反復m回に

　　　　　　　　£　（M）＝　1｛keff　（M）一keff　（M－i）｝／keff　｛M一’）1　（11－52）

で定義される実効増倍率の偏差をプロットしたものである。
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Fig．11－2　Convergence　behavior　of　source　iteration　in　case　of　Ae＝oo

　反復の初期において実効増倍率の計算値は真値（k面＝1．0）に速やかに接近しているよ

つに見え・7回にk所＝0・99843，8回にkeff　＝　1．00070を与えている。しかし，8回を

過ぎると計算値は幽幽から徐々にはずれる傾向を示している。式（11－52）による実効増倍
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率の偏差は第12回に最小値ε＝1．18×IO“3を示した後，上昇に転じている。この現象は

多重相反計算において丸め誤差が蓄積されたためと考えられた〔8）。この場合，式（11－38）

で与えた収束安定条件は満足されていない。

　興味深いことに，Fig．11－2における実効増倍率の計算値は無限増倍率k。。ニvΣf／Σa

（＝・1．19739）に向かって偽の収束をしているようにみえる。実際，100回目に計算された

境界上の中性子流は極めて小さな値となっており，中性子の漏れがほとんどない状態，す

なわち，実効増倍率が無限増倍率にほぼ等しい状態を表している。Fig．11－2では，丸め

誤差の蓄積により実効増倍率の計算値は徐々に大きくなる傾向を示している。たまたま実

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　効増倍率の計算値が無限増倍率にほぼ等しくなった時．式（11－37）で定義した量ηが

　　　　　㌃＿vΣf／Σa＿Σf／Σa－1．。　　　　　（11－53）
　　　　　　　　　keff〔m－L）　　　　　　　koo

のように極めて1．0に近くなるために，丸め誤差の蓄積が緩和される。実効増倍率の計

算値が無限増倍率に偽収束するように見えるのはこのためと考えられる。

計算例2（λeの良好推定値を用いた場合）

　ここでは，式（11－38）による収束安定条件を満足するように実効増倍率の推定値λeを

　　　　　　　1．03，1．02，1．01，1．00，0．99，0．98及び0．97

のように選んだ時の計算結果について述べる。λeをこのような値とした時，式（11－3b）で

定義したB。2は正となり，基本解は式（11－15a）のようにHanke　l関数を含む形式となる。

Fig．11－3

したがって・厳密には複素計算を実行すべきであるが，ここでは簡単のため二次基本解と

して式（11－15a）のかわりに式（11－42b）を用いた。実効増倍率kdiは，

　　　　　　　　　　keff＝λλeノ（λ＋λe）　　　　　　　　　　　　　　　　　　（11－54）

で計算される。

　種々のλeに対する実効増倍率kutの収束状況をFig．11－3に示す。　Fig．11－4は実効

増倍率の偏差εの変化を示す。中性子源反復は

　　　　　　　　IA　A．／A．　1＝＝　1｛　］．　（ta）一A　（M’i）｝1　7（　｛M－i）1　（11－55）

で定義される量が10－5を下回った時に打ち切るようにした。λe＝。。の時に比べると，

Fig．11－3に示される結果は極めて収束の早いことに気づく。式（11－55）の条件を満足した

時，いずれのケースにおいても　εの値は10－6以下であり，かつ，いずれも実効増倍率

の収束値k而＝1．000053を得ている。これは，真値に対してわずか0．0053％の相対誤

差に過ぎない．以上の結果から示されるように，多重相反法に基づく中性子源反復計算に

おいて早い収束と高精度の解を保証するためには，式（11－38）で与えた収束安定条件を満

足させることが不可欠である〔9）。このためには，式（11－2）で施したWielandtの原点移

動法が極めて有効であることが明らかになった。
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Fig．11－4　Behavior　of　eigenvalue　deviation　£　for　well　estimated　value　of　Ae

　Fig・11－3より示唆されるように，実効増倍率の推定値λeが実効増倍率の真値に近いも

のであるほど中性子源反復の収束が早い。このことはWielandtの原点移動法がもたらす

もうひとつの利点である。この利点を活かすことによって，以下のように非常に効率的な

一一
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中性子源反復のやり方を考えることができる。即ち，適当なλeの下で中性子源反復を少

数回だけ実行し，得られた実効増倍率を新しいλeとして再び少数回の中性子源反復を実

行する。この時に得られる実効増倍率の精度が式（11－52）の条件を満足するまで上記の手

続きを繰り返す。この方法によれば，実効増倍率の当初の推定値がかなり粗いものであっ

てもλeの更新にようてやがて高精度の結果に収束する。ちなみに，λe＝。・を仮定した

「計算例1」では，収束安定条件の式（11－38）を満足していないとはいえ，反復8回まで

に計算値はkdi　＝1．0±0．002の範囲に達している。したがって，このような悪条件の計

算でもその反復初期の計算値を新たなλeとすれば，中性子源反復の再開によって「計算

例2」でみたような早い収束と高精度を実現できる。なお，この方法によると中性子源反

復の回数が少なくてすむので，核分裂中性子源に関する積分Q、（m）を境界積分の級数で

表した式（11－24a）において級数の数が節約できるというもうひとつの利点が生じる。

11．6　Helmholtz方程式による一般の固有値問題への応用

　実効増倍率を求める目的で中性子源反復に多重相反境界要素法をとりこんだ方法を開発

したわけであるが，この方法は原子炉物理のみならずHelmholtz方程式で記述される一般

の固有値問題に対しても応用できる。原子炉物理で対象とする固有値は最大固有値（実効

増倍率）1個のみであるが，振動・音響・波動などの一般工学分野においては複数の固有

値を調べる必要が生じる。実は，臨界計算のためにここで開発した多重相反法をわずかに

修正すれば，高次固有値も容易に計算できるのである（14｝。

　エネルギー1群の中性子拡散方程式（11－1）は4個のパラメータを含んでいるが，いま，

　　　　　　　　　B2　＝（V2　f／keff　’Za）　／D　（11－56）

なる量を用いれば，式（11－1）は，

　　　　　　　　　　v2　（b　＋B2　qb　＝O　（11－57）
の標準的なHelmholtz方程式にかきかえることができ，パラメータはB2のみとなる。

式（11－57）を中性子源反復（以下，「ソース反復」といいかえる）のようにして解くため

に以下の修正を施す。まず，式（11－57）中のB2を

　　　　　　　　　　B2＝Bo　2＋　6B2　（11－58）
のように2つの部分に分離する。ここでB。2はB2の推定値であり，δB2はB2の三値

からの偏差を表す。式（11－58）を利用して式（11－57）を

　　　　　　　V2　qb　＋Bo2　qb＋　（P／7t．　＝O　（11－59）

のようにかきかえ，新しい固有値λを

　　　　　　　？L　＝1／6B2＝　（B2一　Be2）一i　（11－60）
のように定義する。φ／λをソース項とみなせば，λの値を決定するためにソース反復の

手法が使える。また，推定値B。2を適当に選べば最大固有値に対応する基本モードのみ

ならず高次モードの解を求めることができる。Wielandtの原点移動法｛2〕の考え方による

と，この反復計算は推定値B。2に最も近いB2に対応した固有ベクトルに収束する。求

めようとする固有値B2に対するIB2－B。21が他のどの固有値に対するIB2－B。21より

も小さくなるからである。

　ソース反復のm回において，式（11－59）は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　s，＝1．o
　　　一｛V2〈b　（m）＋B，2¢　（m）｝＝s　（m）　＝，　（

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢　（m－i）17t　（m－i）

の形式でかかれる。式（11－61）に対応する境界積分方程式は，

（m＝　1）

（m　ll：；　2）

or　（b　i　（”）　＋　ir　（　qb　（M）Ji’（O）　一J（”）　qb　i＊（O）　）dr　＋Qi　（m）＝　O

とかける。零次基本解φ、＊　（o）は中性子拡散問題の時と同様に，

　　　　　　　　v2¢i＊（O）＋Bo2　di　i＊（O）＋　5　i＝O

を満たすものとする。ただし，式（11－62）には拡散係数に相当する量はなく，

　　　　　　　　　J（m）　＝　a¢　（m）　／en

及び

　　　　　　　　　J，x（o）　＝＝　a¢，＊（o）／en

のように定義している。境界積分方程式（11－62）に含まれる領域積分項

　　　　　　　　Qi　（m）　＝　Jn　s　（m）　¢i’（o）dg2｝

は，多重相反法により，この場合，

　　　　　　m－1
　　Qi‘M’＝（．H．ta7t，：一．，］’Zi（i，　m－i）

　　　　　　　　A．　（m－s）

のような境界積分の級数に変換される〔1ω｛1　‘）。ここで，

Z　i（i・　m－i）＝　一　iiS’7，　Z　i　（i，　m’2）　一　iil；一÷1　fr　J　i’‘”一’）dr

　　　L＝1

　m－1　L
－2（fi”・m

　L＝1　S＝1

］・　Jr　（　qb　（M－L）　J　i＊（L）　一一　¢i＊（L）　J　（rn－L）　］dr

（11’61a）

（11－61b）

（11－62）

　　（11－63）

また，

　（11’64a）

（mll　2）

（mll　2）

（11－64b）

（11－65）

（11－66a）

（11－66b）
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及び

Zi（1，0）　iiii　Qi（”＝一　i：一：1一（GI　＋　ir　J　，’（O’dr）　（m　＝＝　1）　（11－66c）

である。式（11－66a）～（11－66b）に必要なL次基本解は中性子拡散問題の時と同様，　Hankel

関数に基づく式（11－25a）を使うことができる。

　次に，中性子拡散の場合に調べたと同様に，一般の固有値問題についても多重相反計算

における収束安定条件を導いておく必要がある。その導出は著者による既報（1　O）（14）に与

えられている。ここでは結果のみを記すことにすれば，

n＝

P！1tL！！：Lisl．i：一B！1（”’L）］i－Bo21〈i．o

（11－67a）

または，もっと簡単に

　　　　　　　　Bo2　＞　 ［B〔m－L）］2／2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（11－67b）

を満足するようにB。2を与えるとよい。式（11－67a）は，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Bo2→一Σa／Dニ（りΣf／λe一Σa）／D　　　　　　　　　　　　　　　（11－68a）

及び

　　　　　　［B（m－L）］2→｛〃Σf／k，rff（m－L）一Σa｝／D　　　　　　　　　　　　　　（11－68b）

の置き換えをすれば，中性子拡散問題における収束安定条件の式（11－38）に全く等価であ

ることがわかる。

Fig．11－5

φ＝0

∈

∂φ／an＝0　　　φ＝0 o
on

∂φ／∂n＝・0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　LDoubie　node

”　（a＞　Problem　specifications　（b）　BE　discretizatien

Specifications　and　discretization　for　a　standard　Helmholtz　problem

　ここで，Fig．11－5（a）に示すような50cmと30cmの辺からなる長方形を一般固有値問

題のテスト計算例として取り上げる。隣り合う2辺にφ＝0，残りの2辺に∂φ／∂n＝0

の境界条件を設定する。この問題には解析解が存在し，波数（wave　number）は

　　　　　Bp，q＝　n　V　（i［t160）2＋　（一gTt）2　（p，　q　＝　i，　3，　s，一・　）

のように与えられ，また，領域内部のポテンシャル分布は

一一一 P　1　4一一

（11一一69）

　　　　　　¢（x，y）　oc　cos（prcx／100）・cos（qzy／60）　（11－70）

の形式をしている・境界要素法による計算のため．Fig．11－5（b）に示すように各辺を10個

の線形要素に等分割し・各々のかど点には2個の節点を設けた。零次基本解として複素関

数であるHanke1関数を含む式（11－42a）の形式を用いた。なお，ソース反復の過程でB・の

値を精度良く計算するために第9．2節の式（9－29）に基づく境界積分の漸化式と式（9－36）を

用いた。ソース反復による固有値探索にWielandtのアルゴリズムを併用しているため，

波数Bの推定値B。の入力が必要である。B。がBの真値に近ければ，式（11－38）で与え

た収束安定条件は自動的に満足する。

　種々の波数モードを探索するために行った計算結果の概要をTable　11－1に示す。いず

れのケースにおいても収束判定は1△λ／λ1＜10－5とした。いずれの（p，q）モードに対

しても，B。を波数の三値に近い値に選べばソース反復の収束は早い。一方．推定値B。

が隣接する2つの波数の中間近傍に設定されると，収束は極めて遅くなるか，しばしば発

散することとなる。

　Fig．11－6は，基本モード（p＝　q＝・1）の解（解析解：B＝0．06106）を求めるために行っ

た2通りの計算で，波数の計算値の収束の様子を比較したものである。B。＝0．06とした

ケースでは，わずか5回の反復で1△λ／λ1＜10’sの収束判定条件を満足している。一

方，B。＝0．03を推定値としたケースでは，式（11－67a）で定義したηの値が～3．14と，

1．0より極めて大きなものとなり，発散振動をひきおこしている。

　　　　　　　　　　　o．og

　O．08

T
SO．07

q
至0・06

s
i　O・05

睾。．。4

B，　＝　o．03　x

（”　＝　3．14）

　　　　つ
　　　／

　Converged
　Bo＝0．06
（η＝0．0356）

　　　　O．03
　　　　　　0123456789　10　　　　　　　Number　of　＄ource　iterations

Fig．11－6　Convergence　behavior　of　wave　number
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Table　1　1　一　1 Summary　of　test　calculation　results
for　the　standard　Helmholtz　Problem

　　　　AnaL　SoL　Estimate
pq　（B）　（B，）

lB2　一　Bo21

1Bo21
No．　of　lt．　Calculated

　（M）　（B（M））

1　　1 O．06106 O．03
0　．04

0　．05

0．06
0　．07

0　．08

3．14

1．33

0．491

0．0356
0．239

0．417

6
【
」
8
7

　
　
　
1

Divergent
Divergent

O．06109
0．06108
0．06107
0．06106

O．09 Divergent

3　　1 O．1078 0
1
↓
9
Ω
つ
U

1
4
■
↓
¶
1
凸
己
－
三

●
　
　

●
　
　

●
　
　

0

0
0
0
A
U

O．162

0．0396
0．193

0．312

つ
0
7
「
A
∠
7

1
　
1
」
9
白

O．1079

0．1079

0．1079

0．1078

O．14 Divergent

1　3 O．1602 O．15

0．16

O．141

0．00250
旭
1
0
0

2 O．1603
0．1603

からうなづける・B・＝0・03と0・04のケースでは，1△λ／λ1の値が，各々，3回と6

回で最小値を取るものの，η＞LOであるために，その後，増加傾向に転じている。この

ように，一般の固有値問題においても多重相反計算における収束安定性を確保するために

式（11－67a）を満足させることが重要である。

　　　　　　　　　　　10i

0
　
　
　
　
　
　
1

0
　
　
　
　
●

1
　
　
　
　
0

一
べ
＼
く
三

2
　
　
　
　
　
　
3
　
　
　
　
　
　
4
　
　
　
　
　
　
5
　
　
　
　
　
　
6

0
　
　
　
　
　
　
一
　
　
　
　
　
　
〇
　
　
　
　
　
　
一
　
　
　
　
　
　
曹

O
　
　
　
　
O
　
　
　
　
O
　
　
　
　
O
　
　
　
　
O

．
5
獅
だ
隅
き
O
①
三
〇
》
⊆
o
b
o
隅
］ イー0

17 O．1657

　　　　Bo＝：0．03（η＝3。14）

翌
、
．

いふ　　　　　　　　　　　　　　　，”
い、　　　　　　　　　　　，”
ミ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ
、、＼　　　　　　　　　　　ノ．’
ロ　　　ロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ

、い　　　　　”
　、　、＼　　　　”
　ヘ　　ロ　　　ノ
　、　＼＼！Bo＝0．04（ηニ1．33）
　＼＼

　い
1’B・＝。・05（η＝O・491）

　　ち　　、Boニ0．06（η＝0．0356）

5　　1 O．1656 O．17 O．0511

3　3 O．1832 8
0
り
0

一
二
¶
ー
ハ
∠

O
　
　
●
　
　
0

0
0
A
U

O　．0359

0．0703
0．161

（
∠
り
0
り
0

1
¶
1
9
9

，　O．1833

　0．1832
　0．1831

　　　　O　2　4　6　8　10　12　14　16　18
　　　　　　Number　of　source　iterations
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0　．2639

0　．2638

　固有値探索を終えて境界上の未知数が全て既知となれば，式（11－62）を使って領域内部

におけるポテンシャル分布を計算できる。この場合，式（11－62）中の61φi（m）の項は虚

数部からは派生しないから，基本解として式（11－42a）の複素関数を用いる必要がなく，そ

の実数部である式（1・1・一一42b）を使ってかまわない。　Fig．11－8とFig．11－9は，種々の（p，q）

モードについて内部ポテンシャル分布をプロットしたものである。

3　5 O．2782 O　．28 O．0128 11 O．2782

9　　1 O　．2876 O　．29 O．0165 9 O　．2878

Convergence　criterion：　A　7t　／　7t　；＄　10’5

Analytic　solution：
2　　
O

q
ハ
D

一十2－　
O
P
O
　
1

ーノπ＝　
q

　
，　
P
B （p，　q　＝　1，　3，　5，　一・　）

　Fig．11－7は，4種類の推定値B。＝0．03，0．04，0．05，0．06に対して実行した反復計

算の過程で，式（11－71）で定義した1△λ／λ1がどのように変化したかを示している。各

々のケースで，ηは3．14，1．33，0．491及び0．0356の値を持つ。B・＝0．05と0．06

のケースでは，各々，わずか5回と6回で収束しており，両者ともη〈1．0であること
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Fig．11－8　Comparison　of　internal　potential　distributions　（1）
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り，さらに高次のモードについても計算値は解析解を良く再現している。
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Fig．11－9　Comparison　of　internal　potential　distributions　（2）

11．7　まとめ

　　中性子源反復計算に多重相反境界要素法がはじめて適用された。境界積分方程式中にお

いて反復m回の核分裂中性子源に起因する領域積分は（m－1）個の境界積分の級数に変換さ

れた。これらの境界積分は，零次から（m－1）次の高次基本解及び過去の（m－1）回の反復で

計算された境界上の中性子束と中性子流を使って計算される。実効増倍率は第9．2節に述

べたように境界積分の漸二三から計算できる。以上により，多重相反法では領域内部の離

散化が全く．不要となり，境界要素法の利点が最大限に活かせる。さらに，二重相反法のよ

うに中性子源分布を既存の関数で展開する必要がない。

　　ここで用いている中性子源反復法にはWielandtの原点移動法が組み合わされている。

この方法では，多重相反計算の収束安定性を保証する条件式（11－38）を満足するように実

効増倍率keffの推定値λeを入力する必要がある。推定値λeがkdiの真値に近いもので

あれば，収束安定条件は自動的に満足され，かつ，中性子源反復は極めて早く収束するこ

とが明らかにされた。

　臨界計算のためにここで開発した方法は，わずかの修正でHelmholtz方程式で記述され

る一般の固有値問題に対しても適用可能であることが実証された。特に，Wielandtのアル

一118一

ゴリズムを積極的に活用することにより，基本モード固有値のみならず複数の高次モード

固有値及びそれらに対応するポテンシャル分布が容易に計算できることが示された。＿般

固有値問題に対して多重相反計算の収束安定性を確保するための条件として，B。2＜B2／2

が与えられた。ここに，Bは波数の下値，　B。はその推定値である。
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第12章　多重相反境界要素法による正多角形のバックリング表式の導出

　本章では，正多角形の幾何学的バックリングを記述する数学的な表式を導き出すために

第11章で紹介した多重相反境界要素法を応用する。ここでの応用例は正多角形に限って

いるが・ここで与える手法は一般のいかなる不規則幾何形状に対しても適用可能である。

著者による既報（1）には本章に関連したさらに詳しい記述がある。

12．1正多角形の幾何学的バックリングに関する考察

　裸の均質体系に対する幾何学的バックリングは，Helmholtz方程式

　　　　　　　　V2　qb　（r）＋Bg2¢（r）＝O　（12－1）
の最小固有値と定義されており，通常，中性子束分布φ（r）は体系の境界で零とする境

界条件が課せられている。考えている体系の形状と寸法に対して幾何学的バックリングが

既知であれば，

　　　　　　　　　Bm2　＝＝　（v£f一　Za）！D．　（12－2）

で定義される材料バックリングBm2と大小比較することにより，この体系が超臨界か未

臨界かの判定を簡単に下すことができる。材料バックリングは体系の物質組成から計算さ

れる．もし幾何学的バックリングが種々の幾何形状に対して簡便な表式で与えられていれ

ば，幾何学的バックリングと材料バックリングのこのような比較法は臨界安全上，極めて

有用である。

　平板．長方形，円，直方体，球，円筒などのいくつかの単純な幾何形状に対しては，幾

何学的バックリングの簡単な数学的表式が与えられている〔2）。これらの幾何形状では，

2次元または3次元体系においても，中性子束分布φ（r）が1次元成分に容易に分離で

きるからである。

　さらに複雑な幾何形状に対しては，離散化解法を使って式（12－1）を解けば幾何学的バッ

クリングを計算できる。多重相反境界要素法はこの作業に適している。多重相反境界要素

法の何よりの利点は，境界のみを離散化すればよいことであり，領域内部のメッシュ分割

が不要である。この特徴は，幾何学的バックリングの一般的表式を導出するための広範な

サーベイ計算に有効である。この作業では，多くの寸法と形状について頻繁に入力データ

を修正する必要があるからである。領域内部の離散化に基づく差分法や有限要素法では．
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入力データを迅速かつ効率的に修正するのは手軽ではない。これに対し多重相反境界要素

法では，幾何形状の変化に応じて入力データを修正するのは比較的容易である。

　日本原子力研究所で実施された一連の臨界実験の結果（3）から，正多角形の幾何学的バ

ックリングは，外接円の半径R。の二乗に反比例することが示唆されている。即ち，

　　　　　　　　　　　　　　　Bg2　’N・　（aNIRe）2　（12－3）

のように表現できる見通しを得ている。ここにaNは正多角形の種類，即ち，正多角形の

辺の数で決まる定数である。正方形の幾何学的バックリングは，一辺の長さをしとする

時2（πノL）2で与えられる（2）から，a。の値

はπとなる。また．半径Rの円に対して

幾何学的バックリングがBg2＝（2．405／R）2

となることが知られている〔2）から，しが無

限大の時，aNは2．405の値を持つ。

　正多角形の幾何学的パフクリングを考察

するために，Fig．12－1を見てみよう。この

図では，典型的な正多角形についてその外

接円と内接円をあわせて描いている。ここ

で，考えている正多角形と外接円，内接円

及び正多角形と同一面積を有する円との間

には，以下の関係があると仮定する。

　（A）正多角形のバックリングは，外接円

　　　のバックリングより大きく，内接円

　　　のバックリングより小さい。

　（B）正多角形のバックリングは，その正

　　　多角形と等しい面積を有する円のバ

　　　ックリングより大きい。

Regular
Tria－ngle

Regular
Pentagon

　　Regular
　　Octagon

Fig．12－1

Square

Regular
He5kagon

Circle

Typical　regular　polygons
with　circumscribed　and
inscribed　circle

仮定（A）の意味するところは，式（12－3）におけるaNの真値は

　　　　　　　　　2．405　〈　aN　〈　2．405xRc／Ri，　（12－4）

の範囲にあるということである。ここで，R。とR1は各々，外接円及び内接円の半径で

ある。正多角形の辺の数をNとすれば，RcとR，の間には，

　　　　　　　　　　Ri＝Rc・cos（7t　／N），　（12－5）

一一
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　　　　　　　　　（N／2）Rc2sin（2　7t　／N）

即ち，

　　　　　　　aN2＞18．171ノ｛（N／2）sin（2π／N）｝

のようになる。仮定の（A）と（B）を併せると，不等式

の関係がある。N個の辺を持つ正多角形の面積は，

　　　　　　　　　AN　＝　（N／2）Rc2sin（2　7u　／N）

で与えられる。また，A・と等しい面積を有する円のバックリングBe2は，

　　　　　　　Be2　＝　（2．405）2／（AN／7t　）＝　18・1711AN

のようにかける。仮定（B）はBe2＜Bg2ということであるから，

　　　　　　　　　　　　18．171
　　　　　　　Be2　＝一7；．；：　：±lrL：一：一1＝一；一：．．A，n　．　．　．　A　m．　〈　Bg2＝　（aNIRe）2　，

（12－6）

（12－7）

（12－8a）

（12－8b）

　　　　　　　　18．171　2．405　　　　LN　E，／trt．　．2z．〈aN〈一：：一：一：一；’i7一一一＝一UN　（12－g）
　　　　　　　（：一）sin（一TT．）　cos（；’）
　　　　　　　2　　　　　　　　　　　N　一N
が得られる。幾何定数aNの存在範囲は式（12－9）から予測できる。典型的な正多角形に対

する結果をTable　12－1に示す。式（12－9）を導くために設定した仮定の妥当性は，次節に

おいて多重相反境界要素法を使った詳細解析の結果から確認される。

Table　12－1　EStimates　（rf　G（xxnetric　Constants　fcr　Varicvs　Regu｝ar　PO］ygons

Number　of
Sides　（N）

　Ri／Rc　Volume　Fraction　Geornetric　Constants
＝cos（z／N）　ANI（zRc2）　’）　LN　〈　aN　〈　UN　”）

3
4
5
6
7
8
9
1
0
1
1
1
2
。
・

（Triangle）

（Square）

（Pentagn））

（Hexagon）

（Octagon）

（Decagon）

（Circle）

O　．5

0．7071

0．8090

0．8660

0．9010

0．9239

0．9397

0．9511

0．9595

0．9659
1　．0

O．4135

0．6366

0．7568

0．8270

0．8710

0．9003

0．9207

0．9355

0．9465

0．9549

1．0

3．740　〈　aN　〈　4．810

3．014　〈　a．　〈　3．401

2．764　〈　aN　〈　2．973

2．644　〈　aN　〈　2．777

2．577　〈　aN　〈　2．669

2．535　〈　aN　〈　2．603

2．506　〈　aN　〈　2．559

2．487　〈　aN　〈　2．529

2．472　〈　aN　〈　2．507

2．461　〈　aN　〈　2．490

　　　aN＝　2．405

’）　AN　＝　（N／2）Rc　2sin（2　7t　／N）　．
＋＋）

L．＝一
18．171
　　．　U．　＝一
2n

2．405

一123一

N
（T一一）sin（一一一一一）

2　　　　N
　　　COS（一）
　　N
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12．2　多重相反境界要素法による幾何学的バックリング表式の導出

　正三角形，正方形，正五角形，正六角形及び正八角形を典型的な正多角形の例として取

り上げる。これらの幾何学的バックリングを計算するために，2次元体系でエネルギー1

群の中性子拡散方程式を多重相反境界要素法を使って解く。

　境界要素モデルを簡単にするため，正三角形以外の正N角形は対称性を使ってN個の二

等辺三角形に等分割する。この時，個々の二等辺の長さは元の正N角形の外接円半径に一

致している。正三角形については6個の小さな直角三角形に分割する。境界要素解析は，

分割された小三角形の一つに対して行う。小三角形の2辺については零中性子流，残りの

1辺には零中性子束の境界条件を設ける。二二は，各々，30個の線形境界要素に分割し，

かど点には2個の節点を設けることにより合計93個の節点を用いる。Fig．12－2は，正六

角形に対する離散化を示している。
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Fig．12－2　Boundary　element　segmentation　for　a　hexagon．　Each　side
　　　　　of　the　small　triangle　is　divided　into　30　linear　boundary
　　　　　elements　for　actual　computations．

　多重相反境界要素法は境界のみを離散化すればよいので，形状データの作成は極めて容

易である。さらに，体系の寸法，形状の変更に伴う入力データの修正も簡単である。ここ

ではまず，外接円半径が1．Ocmである正多角形を考え，その小三角形の境界要素節点の

座標を与える。基準となるこの座標データをいったん決めれば，任意の寸法の正多角形の

境界要素節点の座標は外接円半径を与えるだけで比例により自動的に計算できる。

　幾何学的バックリングを与えるための解析では，仮定する核定数は任意の値でよい。計

算の過程で実効増倍率kUtが調整されて，

　　　　　　　　Bm2　＝（v　£f／keff一　Z　a）ID　（12一　10）

で定義される材料バックリングが幾何学的バックリングに一致するからである。一連の解

一一 P24一
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　　　　　　　　　　　　　　Za＋　DB2

のように見積ることを推奨できる．バックリングB2は未知であるが，その近似値は前節

で導いた不等式（12－9）を利用して与えることができる。ここでは，式（12－9）で定義した量

LNとU。を使って，バックリングを

　　　　　　　　　　　B2一一v（W’＋RU”）2，　（12－12）

のように仮定する。

　典型的な正多角形に対する計算結果の例をTable　12－2に示す。良好な推定値λeによ

るWielandt加速のおかげで中性子源反復は全てのケースで早い収束を示している。一連

の反復計算の打ち切りは，

　　　　　　　　　　1／A　（”）　＝　1／kdi　（M）　一一　1／7te

で定義される量λ〔m）に関して

　　　　　　　　1（　A．　（M）　一　A　（M－i）　）／　7k．　（m’i）　1〈　10－5

を収束判定条件とした。Table　12－2に掲げるλeの値は全て式（12－11）と（12一一　12）から決

定した。正方形に対する幾何学的バックリングの計算値は（π／Rc）2から得られる解析値

と良く一致している。

　いずれの正多角形でも，外接円半径RcとB，の計算値との積は，多角形の寸法によら

ず一定である。この事実は，正多角形の幾何学的バックリングが外接円半径の二乗に反比

例していることを示している。このことは，x軸に（1／Rc）2をとり，　y軸にバックリン

グの計算値を示すFig．12－3からも立証できる。どの正多角形においても，計算値は原点

を通る直線上にプロットされている。したがって，正多角形の幾何学的バックリングは，

　　　　　　　　　　　　　　Bg2＝（aN／Rc）2　（12－13）
の形式となることが結論できる。幾何定数aNはaN・　B，・R．から，または，　Fig．12－3

の直線の傾きから求めることができる。幾何定数aNの評価結果をTable　l2－3に要約す

る．a。の値は全てTable　12－1に示した存在範囲の中にあることがわかる。これによっ

て，前節で与えた仮定（A）と（B）が妥当であることが確認された。

析では同一の核定数の組：vΣfニ0．015，Σa＝0．01及びD＝1．0を用いた。

　第11章で示した多重相反法の定式化ではWielandtのアルゴリズムを併用しているた

めに，k前の推定値λeが必要である。λeの値がkeffの真円に近ければ中性子源反復の

収束が極めて早いことが知られている〔4）（5）。このことから，λeの値を

　　　　　　　　　　Ae　’N’　一F一1L？IZil；一sm一：．．　（12－11）

一一一@1　2　5一
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Table　12－2　Examples　of　Buckling　Calculation　Results

（］cxxnetry Rc
（rm）

U）　No．　of　keff
　　　Iterat　ion

　Bg2
（㎝一1）

aN’N”

Rc’　Bg

T　ime　“　“）

　（s）

Triangle 　5．0

10．0

20．0

50．0
1　OO　．O

O．020

0．078

0．27

0．87

1．27

に
り
5
r
O
5
r
O

O．02106
0．08085
0　．27838

0．88125
1　．27602

7．0213－1＋）

1　．7553－1

4　．3883－2

7．0213－3
1　．7553－3

4．190

4．190

4．190
4．190

4．190

13．52

13．61
13　．69

13　．76

13．78

S（iuare 　5．0

10．0

20．0

50．0
1　OO　．O

O．036

0．13

0．42

1．06

1．36

に
」
只
り
r
D
「
D
r
O

O．03705　3．9487－1
0．13797　9．8718－2
0．43253　2．4680－2
1．07537　3．9487－3
1．36523　9．8718－4

3．142

3．142

3．142

3．142

3．142

13．47

13．54
13　．65

13　．86

13．82

Pen寸ag㎝ 　5．0

10．0

20．0

50．0

100．O

O．044

0．16

0．49
1　．13

1．39

に
U
【
」
5
■
4
4
・

O．04568　3．1838－1
0．16742　7．9594－2
0．50170　1．9899－2
1．13776　3．1838－3
1．38941　7．9595－4

2　．821

2　．821

2．821

2．821

2．821

13　．43

13．57

13．82
9　．93

9．86

　5．0

10．0

20．0

50．0
1　OO　．O

O．049

0．18

0．53

1．16

1．40

r
O
4
r
D
r
D
4
・

O．05062　2．8632－1
0．18387　7．1580－2
0．53773　1．7895－2
1．16612　2．8632－3
1．39980　7．1581－4

2．675

2．675

2．675
2　．675

2．675

13　．38

9．59

13．77

13．99

9．91

betagon 　5．0

10．0

20．0

50．0

100．O

O．055
0．20

0．57

1．19

1．41

」
4
4
に
」
「
0
5

O．05565　2．5955－1
0．20030　6．4887－2
0．57207　1．6221－2
1．19091　2．5954－3
1．40858　6．4899－4

2　．547

2．547
2　．547

2　．547

2．548

9．56

9．61

13　．83

13　．95

13　．98

＋）　Read　as　7．0213×10－1．

＋＋）　Us　ing　FACOM　M－780　comμ1愉　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・

　N個の辺を持つ正多角形の面積は，式（12－6）のように外接円半径の関数として与えるこ

とができる。式（12－6）と（12－13）を組み合わせてRcを消去すると，面積は

　　　　　』　A・　・　ll・sin（㍗）・（9tk》・　　　　　　（12－14）

のように幾何学的バックリングの関数として与えられる。式（12－14）中の幾何学的バック

リングBg2を材料バックリングBm2で置き換えた

　　　　　　　　　轟一募・sin（誓）・（驚）・　　　　　　（12－15）

で定義される量は，設定した材料バックリングの下での最小臨界面積を与える。典型的な

　　　　　　　　　　正多角形に対するANの値をTable　12－3に併記する。
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Fig．12－3　Calculated　bucklings　as　functions　of　radius　of　circumcircle

Tab　le　1　2　一　3 Summary　of　Bucklings　for　Typ　ica　l　Regu　lar　Polygons

　　　　　　Bg2　＝　（aNIRc）2

Geometry
Number　of　Geometric
Sides：　Constant：

　Minimum
Critical　Area
　　　　　　　AN

　Triangle
　Square
一　Pentagon

　Hexagon
　Octagon
　Circle

3
4
5
6
8
。
。

4．190

3．　142（z　）

2．821

2．675

2．547

（2．405）

22・81／Bm2

19・74／Bm2

18・92／Bm2

18．59／Bm2

18・35／Bm2

18．17／Bm2　”

　　　　　“）　calculated　as　2．4052×7t／Bm2

　Fig．12－4は，半径30cmの円に内接する正三角形の内部に引いた線ABに沿った中性

子束分布を描いたものである。線分AB上の大半の個所では中性子束分布は上に凸である

が，ABの右端，即ち，三角形の頂点の近傍では下に凸となっている。このことは，2次

元平面においてHelinholtz方程式を満足する幾何学的バックリングが，たとえ，一定値

Bg2＝（aN／Rc》2であっても，その1次元成分は一様ではなく，多角形領域の内部で正にも
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負にもなり得ることを示唆している。いいかえれば，正方形以外の正多角形では，2次元

バックリングBg2をx方向と　y方向に一様な成分B．2とB．2に分離することはでき

ない。即ち，Bg2≠B．2＋B．2である。唯一，正しい関係式は，　B．2とB。2に場所依存性

を持たせたBg2ニB．2（x，y）＋B．2（x，y）である。
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Fig．12－4

　　　10　20　30　40　Position　along　the　line　AB　（cm）

Flux　distribution　in　a　regular　triangle

　正多角形に対する幾何学的バックリングは，外接円半径R。を用いて，　Bg2ニ（aN／R。）2

のように与えられることがわかった。定数a。は，正方形に対してπ，無限個の辺を持

つ正多角形とみなされる真円において極限値2．405となる。多重相反境界要素法による

広範な解析により，正三角形，正五角形，正六角形及び正八角形に対するaNの値は，各

々，4．190，2．821，2．675及び2．547と計算された。多重相反境界要素法は，正多角形

のみならず任意の形状を有する体系の幾何学的バックリングを評価する上で有力な解析手

段であると考えられる。
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第13章　　結　　論

　本研究は，近年，多くの工学分野で発達している新しいコンピュータ解法である境界要

素法を中性子拡散問題に適用する初めての試みである。本研究で示した定式化には，他の

工学分野で開発された一般的な境界要素技術のみならず中性子拡散方程式を対象とするた

めに独自に考案したアルゴリズムが多く含まれている。

　本研究により得られた主な成果は次のようなものである。

（1）　中性子拡散方程式に対応する境界積分方程式が導かれ，デジタル計算機による解が

　得られるように境界要素による離散モデルが与えられた。これによって境界要素法を

　用いて中性子拡散計算を行う基本算法が初めて確立され，境界要素法の中性子拡散計

　算への応用に関するその後の発展への道が拓かれた。

（2）　2次元問題の定式化においては，境界積分を解析的に実行するため，Bessel関数及

　び変形Bessel関数の取扱いに種々の工夫が図られ，特異点近傍での数値積分の困難を

　取り除いた。Besse1関数や変形Bessel関数に対する解析的な積分の技法は，他の分野

　での境界要素法研究では深く取り上げられることのなかった部分である。

（3）　Gaussの発散定理及びGreenの第2公式と中性子拡散方程式の性質を利用して，一様

　中性子源，減速中性子源に起因する非斉次の領域積分項が各々等価な境界積分に変換

　された。これによって，これらの中性子源に基づく中性子拡散問題については領域内

　部をメッシュや要素に分割する必要がなくなった。

（4）　中性子束と中性子流の連続条件を用いることによって多領域問題への拡張を可能と

　した。また，薄い帯状領域内の中性子午分布を1次元中性子拡散方程式の解析解で近

　似することにより，軽水炉の炉心門門等，薄い帯状領域を挟む問題の効率的な取扱い

　を容易にした。

㈲　　実際の軽水炉への境界要素法の応用例として，炉心と反射体の境界における境界条

　件を中性子エネルギーに関して行列形式で精密に与えることに成功した。この行列形

　式の反射体境界条件を設定することにより，通常の差分計算において反射体領域に全

　　くメッシュを設けないにもかかわらず，極めて精度の高い実効増倍率と中性子束分布

　の結果を得ている。

⑥　　核分裂中性子源に起因する非斉次の領域積分項を等価な境界積分に変換するため，

　二つの技法，二重相反法と多重相反法が初めて適用された。二重相反法と多重相反法
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　　は・他の分野の研究者により主としてPoisson型の方程式の解法を目的として開発さ

　　れたものであり．Helmholtz型ないしは固有値問題の性格を持つ中性子拡散問題にはそ

　　のままの形では適用できないという問題点があった。これらに対して，Helmholtz型固

　　有値問題に対応した定式化を導くとともに著者独自の改良を施すことによって，中性

　同源反復に基づく臨界計算への応用が初めて可能となった．

（7＞　二重相反法の臨界計算への応用においては，炉内の中性子源分布をFour　i　er級数に

　展開し，個々の展開項である三角関数を中性子拡散方程式のソース項とするときの特

　解を見出すことが技法上の骨子となっている。この場合，　Four　i　er級数の展開係数を

　いかに与えるかが重要である。本研究では，この展開係数を境界積分に基づく口渇式

　から自動的に与えることに成功した。Poisson型方程式を対象とする従来の二重相反法

　では，展開係数は一般に入力条件として外部から与える必要があった。展開係数を計

　算プログラム内で自動的に決定するアルゴリズムは著者独自の考案であり，二重相反

　法の研究では過去に例がない。

（8）　Helmholtz方程式及び修正Hblmholtz方程式が満たすべき一連の高次基本解は多重相

　反法を中性子源反復計算に適用するために不可欠であるが，これらがどのような形式

　で与えられるかはこれまで明確にされていなかった。本研究では，2次元問題におけ

　るL次の基本解は，L次のHanke　l関数または変形Bessel関数に距離のL乗を掛け合わ

　せた量を用いて記述されることを初めて示した。これにより，中性子源反復の第m回

　において核分裂中性子馬に起因する領域積分は（m－1）個の境界積分項からなる有限級

　数に変換できるようになった。Helmholtz方程式及び修正Helmholtz方程式の高次基本

　解に基づく多重相反法の定式化は世界初の試みである。

（9）　多重相反法において核分裂中性子源に起因する領域積分が境界積分の級数に変換さ

　れたことに関連して．この級数の収束安定性を保証する条件を与えた。さらに，実効

　増倍率の推定値に基づく仮の核分裂中性子源を元の中性子拡散方程式の両辺から差し

　引く，いわゆるWielandtの原点移動法を適用すれば，上記の収束安定条件が自動的

　に満足されることを示した。また，この収束安定条件は計算プログラムの内部で容易

　に判別できるので級数の数値的な発散を避けることができるようになった。このよう

　な収束安定性の問題は，多重相反法に特有の現象として他の工学分野においても議論

　の対象となっており，本研究における成果は一般の境界要素法研究の進展にも貢献し

　たと考えられる。

一一 P31一



㈹　　さらに，二重相反法と多重相反法の両方に共通して，中性子源反復過程の実効増倍

　率を中性子流に関する境界積分の漸化式で与えられることを示し，テスト計算におい

　てその有効性を立証した。この方法では，実効増倍率を求めるのに差分法や有限要素

　法のように中性子束分布の領域積分を実行する必要がなくなり，領域内部をセル分割

　しない境界要素法の利点が最大限に活かせるようになった。

⑪　　多重相反法の応用例として，正多角形の幾何学的バックリングに対する一般的な表

　式が正多角形の外接円半径の二乗に逆比例することが極めて容易に示された．ここで

　用いた幾何学的バックリングの評価手法はあらゆる幾何形状に対して無修正で適用可

　能であり，臨界安全性研究などにおいて有用である。これは，境界要素法が一般の不

　規則幾何形状の問題に対して極めて有効であることを実証する好例でもある。

　本研究の成果は，軽水炉における炉心／反射体境界条件の評価，正多角形の幾何学的バ

ックリング表式の導出など．すでに具体的な炉物理問題の解析に使用されるに至っている

が，実用的な応用範囲を一層拡大するために今後さらに以下の項目について研究を進展さ

せたいと考えている。

（1》　核分裂中性子源に起因する領域積分項を等価な境界積分に変換するのには多重相反

　法が将来的にも最も有望な方法と考えられる。したがって多重相反法の応用発展を今

　　後の最重点課題の一つとしてとらえたい。多重相反法の多群問題への拡張はまず着手

　　すべき課題である。さらに，臨界安全性研究の分野で遭遇する，より現実的な3次元

　　問題を解析できるように．3次元アイソパラメトリック境界要素に基づく多重相反計

　　算コードの開発を予定している。このアイソパラメトリック境界要素を用いると，燃

　　料溶液タンク内の液面が波打った状態もモデル化できるなど，従来の計算コードでは

　　困難であった複雑幾何形状の問題を自在に扱える利点がある。

（2）　多領域問題への拡張は，基本的に中性子束と中性子流の連続条件の適用だけでなさ

　　れるものであり，定式化という面では解決済みである。しかし，領域数が極めて多数

　　となり未知数の数が増えると離散化によって得られる連立1次方程式の解法に必要な

　　計算機容量が増大し，古典的なGauss消去法に頼る場合は数値誤差も無視できなくな

　　る。差分法では連立1次方程式を構成する行列は一般に三重対角であり，有限要素法

　　では比較的規則性のあるバンド行列となることから，各々の行列の特性に適合した解

　　法が開発され，計算機容量や数値誤差の問題を克服している。一方，境界要素法で多

　　領域問題を扱った場合は，バンド行列とはなるものの極めて規則性に乏しいため，こ

一132一
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　のような行列に最適な解法が未だ提案されていない。境界要素法に向いた連立1次方

　程式の解法サブルーチンの開発こそが，将来，境界要素法の飛躍的発展を実現する鍵

　と考えられる。これは原子炉物理のみならず境界要素法一般に共通の課題である。

（3）　本研究では定常状態の中性子拡散方程式のみを解析の対象としたが，さらに時間依

　存の問題，中性子動特性方程式の解法についても境界要素法を応用できる余地が残さ

　れている。中性子動特性方程式で遅発中性子に関する項を除外した部分に対しては基

　本解が存在する。この基本解は時間変数も含んだ形式になっているので時間軸に関し

　て厳密な扱いが可能となり，数値的不安定に陥りやすい従来の時間ステップ法を使わ

　なくてすむ。遅発中性子に関する項はそのままでは非斉次の領域積分項となるが，こ

　れを何らかの境界積分形式に変換するために，本研究で示した二重相反法または多重

　相反法の知見が参考になると考えられる。

　境界要素法を用いて中性子拡散方程式を解こうとする際の理論面での課題は，本研究で

ほとんど解決されるに至ったと考えられる。しかしながら，本研究で取り上げた計算例は

比較的簡単なものに限られている。極めて多数の領域からなる問題に対しては，上記の②

に述べたような困難があり，差分法や有限要素法と比肩できる水準には必ずしも達してい

ない。境界要素法の応用範囲を拡大するためには，境界要素法そのものの理論的研究もさ

ることながら関連する技術的な課題に取り組まざるを得ない。これは，境界要素法の原子

炉物理への応用というよりも境界要素法そのものに課せられている課題である。境界要素

法は，いわば発展途上の計算法である。それでも境界要素法の持つ種々の利点には捨てが

たいものがある。幸いなことに，境界要素法については極めて多くの工学分野で依然とし

て精力的な研究開発が進められている。それらの研究開発の現状を絶えず注視し，培われ

た知見を取り入れることによって，将来の飛躍的な進展が期待できるのではないかと考え

られる。
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図書出版㈱が企画していることを知り，著者も早速受講したものである・この時の講師・

富久泰明先生による懇切丁寧なご指導が，著者をして境界要素法研究に没頭させる端緒と

なった。通信教育終了後も先生との文通は続き，境界要素法による中性子拡散プログラム

の試作を志してから著者が抱いた数々の疑問にいちいち助言され，また，内外の資料を送

っていただくなど，ご支援をいただきました。紙面を借りて厚くお礼申し上げます．

　本研究における成果の大部分は著者が自作した一連の境界要素プログラムに基づいてい

るが，数値計算の一部は以下の諸氏の助力による。昭和59年当時t；日本情報サービス㈱に

おられた河村隆二氏（現㈱情報数理研究所）には，第7章における有限要素法による比較

計算をお願いした。㈱日本総合研究所の松井泰氏は，第8章で記述した行列型の境界条件

が扱えるように差分法コードCITATIONの修正を担当された．第7．5節の数値計算に用い

た3次元境界要素法プログラムの作成は，㈱構造計画研究所の藤又三二の努力に負うとこ

ろが大きい。以上の方々に深く感謝致します。

　境界要素法の研究を深めるためには原子力以外の種々の工学分野から幅広く情報を入手

する必要があった。この意味で，境界要素法研究会（JASCOME）を通じて多くの大学の先

生方とお近づきになれたのは幸運だった。中でも研究会代表，信州大学の田中正隆教授に

は，研究発表等．交流の機会を数多く与えていただきました。名古屋大学の神谷紀生教授

には固有値問題及び多重相反法に関連して有益な助言を受けました。このほか，日本大学

の登坂宣好教授，東京理科大学の大西和栄教授，北海道大学の本間利久教授はじめ皆様に

は大変お世話になりました。これら諸先生のご指導ご鞭燵に感謝致します。

　著者の境界要素法研究が格段に進展したのは，昭和62年暮れより1年間，科学技術庁の

原子力留学生として英国Southampton市郊外にあるComputational　Mechanics　Institute
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（CMI）に滞在中のことだった。　CMIは境界要素法研究のメッカ，所長のCarlosA．

Brebbia博士は境界要素法の始祖として有名であり，著者の憧れであった。実は，昭和60

年に来日中のBrebb　i　a博士と面談する機会があり，著者の稚い研究に関心をお寄せいただ

いたことが留学実現の伏線となったものである。CMI所長室で幾度となく博士とマンツ

ーマンの討議をさせていただいたことは，生涯忘れ得ぬ貴重な体験となった。著者による

境界要素法関係論文の大半は，博士によるこのようにきめ細かい研究指導と数々の助言の

賜物であり，そのご指導は現在も続いている。あらためて深甚の謝意を表します。

　CMIでは，さらにMoha㎜ed　H．　Aliabadi博士はじめ若い研究指導者と世界中から集

まった気鋭の同僚に多く恵まれ，真に実りある時を過ごすことができた。特に，Polandの

Silesian大学から滞在中のAndrzej　J．　Nowak博士は当時，多重相反法の基礎概念を世界

に先駆けて完成させており，博士からの刺激と現在に至る密接な文通がなければ第11章に

述べた多重相反法の臨界計算への適用に関する研究はあり得なかったeまた．第9．2節に

記した任意幾何形状の面積を境界積分で求める計算手法はイラン出身のSiad　M．　Niku博

士のご教示による。Raghpat　S．　Bains博士（現在，科学技術庁フェローシップ研究貝とし

て日本原子力研究所に滞在中）には著者の拙い英語論文をしばしば査読していただいた。

さらに，Paulo　Azevdo，　Degivaldo　Defigueredo，　Tania　Defigueredo，　Eliane　Portela，

Andre　Neves（以上，ブラジル），Artur　Portela（ポルトガル），Zhao　Zhiye（中国）ほ

かの留学生仲間と交わした数々の討論は極めて有益であり，想い出深いものがある。日本

から著者より先に滞在中の高橋進（日産自動車㈱），速見謙（当時日本電気㈱，現東京大

学工学部）の両氏には私生活面も含めてひとかたならぬお世話になった。これら諸兄のご

指導に対し，深い感謝の意を表します。

　最後に，著者が所属していた旧日本原子力船研究開発事業団技術部及び日本原子力研究

所原子力船技術部の部長を歴任された二村嘉明，石塚信，八巻治恵の各氏，また，技術第

1課長及び試験課長を歴任された原山泰雄，後藤一男，落合政昭の各氏による本研究への

支持と励ましに深く謝意を表します。とりわけ，石塚信氏（その後，日本原子力研究所理

事等を歴任）からは上記の原子力留学の機会を与えられるなど，格別のご厚情を賜りまし

た。厚くお礼申し上げます。さらに，現在著者が所属している燃料サイクル安全工学部の

小林岩夫部長，内藤淑孝次長には，境界要素法研究のさらなる進展を図る上で絶好の研究

環境を与えていただいております。終わりにあたり，心より感謝申し上げます。

　　　　　平成6年7月

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　著　者
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