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1，1　本研究の目的と意義

　今日，さまざまな分野で機械の高速化，大型化が進んでおり，またエネルギー

コスト低減の点から軽量化の努力が続けられている．それにともなう安全性，信

頼性への要求は年々厳しくなっており，従来はあまり問題とならなかったような

レベルの振動が重要な問題となっている．加えて，開発期間の短縮のためにも設

計段階でその振動特性を正確に把握する必要性が高まっており，計算効率が高く，

精度の良い振動解析法が求められている．その際，解析対象を数学モデルに置き

換え，そのモデルに対して誘導した微分方程式を解析的（ここで言う「解析的」

とは，節点座標値や境界条件，荷重条件を与えれば解析の途中のプロセスをよく

知らなくてもその部分はコンピュータを使ってブラックボックス的に解が得られ

る有限要素法などのような「数値的」手法に対して用いたものであり，厳密解だ

けでなくリッツ法などにより得られる級数の形で表された近似解や伝達マトリク

ス法のように数値積分を用いて得られるものも含む）に解くことができれば，解

の持つ物理的な意味も把握しやすく好都合である．はり，板，殻等の機械構造物

を構成する基本的な形状要素に関しては，これまで数多くの研究が成されてきて

おり，解析的手法も微小振動の範囲ではほぼ確立され，それらの個々の振動特性

はかなり正確に予測できるようになってきている．

　一方，機械は一・般に複雑な形状をした構造物であるが，それらを力学モデルに

置き換えると，前述のはり，板，殻等の組み合わせからなる「接続系」とみなす

ことができる．そしてそのような接続系を解析的に取り扱うには困難をともなう

ことが多く，そのため，これまでは系を等価なばねと質量とに置き換えて大幅に

簡略化したモデルを解析対象とし，その妥当性は実験との比較を行うことによっ

て検証する方法，あるいは有限要素法などを用いた離散的な手法により振動解析

が行われることが多かった．しかし，等価ばね，質量モデルによる方法は，系の

振動特性の大まかな傾向をつかむのには簡単で便利な方法であるが，実機に生じ
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る複雑な振動現象までも再現することは困難であり，また有限要素法は，節点数

を多く取り，適切な要素を用いて解析を行えばかなり複雑な対象物でも扱うこと

が可能であるが，その場合計算量が膨大となるため，材料定数などのパラメータ

を変更しての繰り返し計算には不向きであることや，形状を変更すると大量の形

状データの再入力が必要となるなど，必ずしも効率的な乎法とは言えない．した

がって，接続系の振動解析に対して，　「等価ばね，質量モデルを用いた方法より

自由度が多く，必要に応じた（解析の対象として取り上げるべき）振動現象を考

慮した解析が可能」であり，「有限要素法より計算効率が高く，得られた解の物

理的な意味が把握しやすい」解析法の導入が強く要請されている．

　このような状況を踏まえ，本研究では接続系の例として発電用の蒸気タービン，

航空機のジェットエンジンなどに見られる構造をモデル化したディスクとブレード

の接続系を取り上げ，その振動解析法と振動特性についての基礎的な研究を行う．

ここでは，ディスクを，内周が固定され，外周が自由な有孔円板とし，ブレード

はディスクの外周上に取り付けられ，長方形断面を有するはりとしてモデル化

し，その接続系の振動問題を扱う．このような接続系ではディスクとブレードの

連成振動が問題となるため，以下では本論文で扱う力学モデルを「ディスク・ブ

レード連成系」と呼ぶこととする．

　このディスク・ブレード三二系について特徴的なことは，実際のタービンではブ

レードの数が数十から百以上となるため，接続されるサブシステム（ディスクとブ

レード）の数が非常に多くなることである。そのため，これらを有限要素法などで

解析する場合，その計算規模は莫大なものとなり実用的でないため，従来は系の

周期対称性を利用し，系の一部分を取り出した解析が行われてきた．このような

取り扱いの可能な系（全てのブレードが同一で，系に周期対称性が成り立つとみ

なせる系）をチューン系という。しかし，実際のシステムでは工作誤差や材料定数

のばらつきなどにより個々のブレードの特性はわずかに異なっている．このよう

なばらつき（ミスチューン）のある系をミスチューン系と呼ぶが，近年，このミ

スチューンの影響を考慮したブレードの設計が必要とされるようになってきてい

る．ミスチューン系では系の周期対称性はもはや成り立たず全区にわたる解析が

必要であるため，ミスチューンの影響を含んだ取り扱いのできる効率的な振動解

析法が求められている。

翻．
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　ディスク・ブレード連成系の振動解析に求められている以上のような点を考慮し

て，本研究ではエネルギー法の一種であるリッツ法を用いて振動解析を行う．リッ

ツ法では，変位を境界条件を満たす連続関数（試験関数と呼ぶ）の級数で表すた

め，　「等価ばね，質量モデルを用いた方法より自由度が多く，対象として取り一ヒ

げるべき振動現象を考慮した解析が可能」であり，対象物全体にわたる変位を表

す関数を用いるので，　「有限要素法より計算効率が高く，得られた解の物理的な

意味が把握しやすい」解析法であるといえる．そして，はり，板，殻等の簡単な

形状要素の対象物については，シンプルな試験関数で境界条件を満たすことがで

きるために広く用いられている古典的と言える手法である．ただし，接続系の解

析にあたっては接続条件の取り扱いが容易ではなかったため，従来はあまり用い

られてこなかった．しかし最近になって，接続部分に仮想的なばねを導入するこ

とにより，接続条件の取り扱いが容易であり，試験関数の選択も非常に簡単にな

ることが示され，それ以降はりの接続系，長方形板の接続系，円筒殻と円板の

接続系など様々な接続系に対して適用されるようになってきた．また，リッツ法

では最終的に得られる振動数方程式は行列の固有値問題に帰着されるが，接続系

の場合には取り扱う計算の規模が個々の場合より大きくなるために，固有値計算：

における数値計算の安定性の点からも試験関数の選択が重要になる．ディスク・

ブレード連成系においては，接続されるブレードの数が非常に多いたあ，数値計

算を安定して行うためには試験関数の選択に特に注意が必要である．本論文では

この問題について詳しい検討を行う。

　以上のそれぞれの問題点について検討を行い，ディスク・ブレード連語系のよう

な多くのサブシステムが接続されている系の振動解析をリッツ法により安定して行

うための方法について論ずるとともに，ディスク・ブレード連成系の振動現象に

ついて，様々な振動数，振動モードに関するデータを提供し，それらをもって接

続系の振動解析法ならびにディスク・ブレード連込系の設計における有用な指針

を与えることを本研究の目的とする．

tt〈s

韓

1．2　従来の研究の概要と本研究の位置づけ

ター・ビンディスク・ブレード系の振動問題はタービンシステムの信頼性に関わ
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る重要なテーマとして，これまで数多くの研究が成されてきた。例えば，繁木らω

は心頭のブレードをラッシングワイヤで綴った群翼の振動をマイケルスタッドの

方法を用いて解析し，田中（2）は伝達マトリクス法を用いて変断面ブレードと半径

方向に厚さの変化するディスクとの連成振動を調べており，Huang（3）は伝達マト

リクス法を用いて剛体円板に取り付けられたブレードの自由振動と強制振動を解

析し，さらに志賀（4）はディスクとブレードのせん断変形及び回転慣性を考慮し，

伝達マトリクス法を用いた解析を行っている．また，道村ら（5）（6）は有限要素法，

名村（7）（8）は伝達マトリクス法，OmprakashとRamamurtiはリッツ法（9），有限要素

法（10），Balasubramanianら（11）は有限要素法を，それぞれ系の周期対称性を利用し

て系の自由度を減らす，いわゆるサイクリックシンメトリーの手法と組み合わせ

た方法によりディスク・ブレード系の振動解析を行っている．これらに対し，

WagnerとGriffin（12）は弾性円板上に取り付けられた綴り翼の応答を，周期対称に

配置され，ばねで結ばれた弦を用いた類似モデルにより解析している．さらに，

斎藤ら（13）は，複合周期構造を有するタービンブレードのディスクとの連成がない

場合の振動特性を，周期性を利用して次数を縮小した伝達マトリクス法により調

べている．また，Wildheim（14）はディスク，ブレード連成系に限らず周期対称性の

ある構造物に励振力が作用する場合の共振条件について調べており，Lueschcnと

Bergman（15）は同一のはり，板などがばねで結ばれた周期構造の自由振動をグリー

ン関数を用いて調べている．

　一方，タービンの高速化，大容量化に伴い，製作誤差や，材料定数のばらつきな

どに起因するブレード間のわずかな違い，すなわちミスチューンによる影響を考慮

した振動解析が必要とされるようになってきたが，このような周期対称性の崩れ

た系には，前述のサイクリックシンメトリーのような手法はもはや適用できない．

これに関しては，Ewins（16）～（ユ9），　El－BayoumyとSrinivasan（2・）は，ブレードを2自

由度・あるいは1自由度で表したシンプルなモデルを用いて調べており，Stange

とMacBain（21），　Crawley（22）は実験的にミスチューン現象を調べている．また，

KhaderとMasoud（23）は弾性シャフトに取り付けられた剛体円板にミスチューン

のある弾性ブレードが配置されている系の自由振動について，シャフトとブレー

ドをはりとして扱い，ラグランジュの方程式を用いた解析を行っており，

　　　　　　　　　　　　　　　　一4一
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Rzadkowski（24）～（26）はディスクを厚板として扱い，ブレードのねじりなどを考慮し

たより実態に近いモデルにリッツ法を適用して解析している．さらに，金子ら（27）

はミスチューンのあるブレード，ディスク系を置き換えた等価ばね一質量系にモ

ンテカルロ法と感度解析法を適用して応答解析を行っている．また，ミスチュー

ンのある系のフラッタ現象については，KazaとKielb（28）（29），　DugundjiとBundas（30）

が調べている．一方，ディスク・ブレード系以外にも，構造の周期対称性が崩さ

れたことにより生じるモードの局所化現象についても精力的な研究がなされてい

る．HodgesとWoodhouse（31）はばねで結ばれた振動子列をレーーリー法を用いて扱

い，ValeroとBendiksen（32）はシュラウドで結ばれた翼列を有限要素法により解析

し，WeiとPierrc（33）（34）は剛体円板に取り付けられシュラウドで結ばれたブレード

を摂動法により調べている．また，Bendiksen（35）は大規模な宇宙用のアンテナな

どにみられる構造を！自由度のモデルで扱い，そのモデルに摂動法を適用し，

CornwellとBendiksenはこのモデルを多自由度系に拡張してリッツ法と有限要素

法（36），リッツ法（37）を用いた解析を行っており，さらにPierreとCha（38）はばねで結

ばれたはりについて摂動法を用いた解析を行っている．

　このように，タービンディスク・ブレード系あるいは周期対称構造物の振動に関

する研究はチューン系，ミスチューン系ともにさまざまなアプローチにより行われ

ていることが分かるが，以上に挙げた文献は大胆な簡略化を行って大幅に自由度を

減らしたモデルを扱ったものや，ブレードの数が少ない場合のみを扱ったものが

多く，ミスチューンを含む実際的なタービンディスク・ブレードの振動問題を

扱うことのできる手法が確立されているとは言いがたい状況である．そのため，

本研究ではディスクとブレードをそれぞれ弾性円板，はりとして扱い，リッツ法

を用いて解析を行う．その際ブレードの数が多い（100本以上）場合にも対

応可能な手法を確立するための検討を行う．

　一方，リッツ法では用いる試験関数は幾何学的境界条件を満たしていなければな

らないが，このようなディスク・ブレード連投系を扱う場合にはさらにディス

クとブレードの接続点における接続条件も満足する必要があるため，試験関数の

選択が難しくなる．この点に関して，YuanとDickinson（39）は2本のはりの接続系

について，接続点に変位と回転角のそれぞれの差に比例する仮想的なばねを導入
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し，そのばねこわさを十分に大きくすることで両者の接続条件を満たすことがで

き，さらにその場合用いる試験関数には，両端が自由の幾何学的境界条件を満た

す「べき関数」　（試験関数としては最もシンプルな形の関数）を用いれば良いこ

とを示した．彼らはその手法を用いて長方形板の接続系（40），ステップ状のはりお

よび板（41），二重円筒殻を含む円筒殻と円板（42）の接続系の解析を行っている．ま

た・ChengとNicolas（43）は円筒殻と円板の接続系の自由振動，　Cheng（44）は円筒殻と

円板の接続系の構造的な振動と円筒内の音場との関係について，それぞれ仮想ば

ねを導入したリッツ法を用いて解析している．

　さらに，リッツ法による振動解析では，最終的に解かれる振動数方程式は行列の

固有値問題として得られるが，接続される構造物の数が多く，行列のサイズが大き

くなると数値計算の際の丸め誤差などのために固有値（固有振動数）を正しく計算

することが困難になり，場合によっては計算そのものを続行することができなくな

る．計算する行列の形や特性は用いる試験関数により決まるため，試験関数の選

択は数値計算の面からも重要な問題である．この点に関連してBhat（45）はグラム・

シュミットの直交化法により構成される直交多項式を試験関数に用いることを提

案し，長方形板の固有振動数を求めている．このような直交性のある関数を用い

れば，運動エネルギーから導かれる係数行列が対角行列となるため，数値計算上

の特性の大幅な改善が期待できる．この手法を用いて解析を行っている例として

は他に，Bhat㈹が先端に付加質量を持ち，回転するはりの自由振動を調べてお

り，Rajalinghamら㈹は，だ円板の固有振動数と振動モードを求めている．また，

KimとDickinsonはさまざまな複雑な影響を受けるはり（48）（付加質量を有し，内

部に支持点を持ち，断面積が変化する），円板（49）と扇形板（50）（それぞれ内部に線

状の支持部を持ち，板厚が変化し，直交異方性を有する）の自由振動を調べてお

り，Lamら（51）は，切り欠きのある異方性長方形板の自由振動を解析している．さ

らにLiewとLam（52）～（55），　Liew（56）～（58），　Lamら（59）はBhatの提案した方法を拡張し，

2変数の直交多項式を試験関数に用いたりッツ法をさまざまな形状，境界条件，

付加条件（異方性や集中質量，内部支持など）をもつ板の自由振動解析に適用し

ている．

　以上から分かるように，リッツ法を用いて接続系の振動問題を扱ったものには，
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本研究で取り上げるディスク・ブレード連成系のような非常に多くのサブシステ

ムからなる系を対象としたものは見当たらず，また，そのような接続される構造

物が多く計算が大規模となるような系をリッツ法で解析する際には．Bhatの提案

している手法を用いれば数値計算上の特性の改善が期待できることが分かる．本

研究では，これらの点について検討を行い，仮想ばねを導入して接続条件を扱う

方法と直交性のある関数とを併用することで，解析ならびに数値計算上の大きな

メリットが得られることを明らかにする．

1．3　各章の構成と概要

　本論文は全6章で構成されている．以下にそれぞれの章の概要を具体的に示す．

　第2章は，ディスク・ブレード平成系のような多くのサブシステムが接続され

ている系の振動解析をリッツ法により安定して行うための方法について，基本的

な検討を行う章である，本章ではまず，本論文の第2章，第3章，第5章で用い

られるリッツ法についてその概略を述べ，以降の解析において基礎式となるディ

ス久ブレードそれぞれのエネルギーの表示式を与える。次に，接続系の振動解

析をリッツ法で行う際に問題となる境界条件と接続条件の取り扱いについて，変

位関数に用いる試験関数の幾何学的境界条件に接続条件を取り込む方法と，仮想

ばねを用いて接続条件を満たす方法について，その妥当性と有効性，あるいは問

題となる点を比較，検討する．

　第3回忌は，接続点に仮想ばねを導入して接続条件を満足させ，変位関数の試

験関数に直交性のある関数を用いた方法でディスク・ブレード連成系の自由振動

の解析を行う．本章ではまず，仮想ばねによるポテンシャルエネルギーを考慮

した系の各エネルギーを示す．次に，グラム・シュミットの直交化法による直交

多項式の構成の手順を示し，それを用いてブレードに対する試験関数を構成する．

ディスク部分の試験関数としては，有孔円板の固有関数を用いる．これはブレー

ドを持たない一一様円板の自由振動を解いて得られる関数で，半径方向関数はベッ

セル関数の和の形で表され，周方向関数は三角関数（ここでは余弦関数を用いる）

で表される．いずれの関数も直交性を持つ関数である．その後，リッツ法の手続き

にしたがって振動数方程式を導出する．ここで用いられる手法により，振動数方
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程式の右辺の係数マトリクスを対角マトリクスとすることができ，大規模で複雑な

問題に対しても安定して数値計算を行うことができる．また，本章で1よ円板一ヒ

に付加部材が周期対称に配置されている場合には，円板の振動形は周方向波数成

分と付加部材の数との間に成り立つある特定の関係を満たすいくつかのグループ

（型）に分けられることを明らかにする．そして，数値計算を行って系の固有振

動数パラメータ，振動モードを求あ，ディスク・ブレード連成系の振動が，ディ

スクあるいはブレードのどちらか一方の振動変位が卓越するそれぞれの主振動モー

ドと，両者が共に大きく振動する語論成モードとから成ることを示す．また，シュ

ラウドの有無による振動数パラメータや振動モード形への影響，ブレードの本数

と振動数パラメータの関係，などについて調べる．さらに，ブレードの長さとディ

スクの半径との比を変えて振動数パラメータの計算を行い，強連成モードはディ

スクの固有振動数とブレードの固有振動数が接近するときに，特定のモードの振

動数曲線が方向転換（ヴィーリング）するために生じたものであることを示す．

　第4章では，ディスクあるいはブレード上の一点に調和的な集中外力が作用す

る場合を考え，そのときの系の定常応答の解析を行う．ここで行う応答解析は実

際のタービンシステムに作用する励振力による応答をシミュレートするというよ

りも，系の持つ基本的な振動特性を応答特性の面から調べることを目的としたも

のである．本章では，調和外力による定常応答を求めるたあに，系の各エネルギー

に加えて調和外力による仕事を求め，ラグランジュの方程式を用いて系の運動方

程式を導く．その際に，ディスクとブレードそれぞれの曲げこわさを，内部減衰

を考慮した複素量で近似する．また，変位の試験関数については，第3章と同じ

く，ディスク部分に対しては有孔円板の固有関数，ブレード部分に対してはグラ

ム・シュミットの直交化法により構成した直交多項式を用いた級数でそれぞれ近

似する．そして，得られた定常応答を決定する方程式を用いて数値計算を行い，励

振振動数に対する系の応答曲線を求め，第3章の解析で得られたディスク・ブレー

ド連成系の基本的な振動特性が応答曲線に現れることを示すとともに，内部減衰

の大きさ，励振点の位置，シュラウドの有無，ディスクとブレードのこわさ高等

が応答変位，共振振動数，反共振振動数などが系の応答特性に与える影響につい

て調べる．

　第5章では，回転の影響を考慮した，ディスク・ブレード連記系の自由振動解
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析を行う．本章ではまず，遠心力によるポテンシャルエネルギーの評価をディ

ス久ブレードそれぞれについて行い，その表示式を導出する．その後，前章ま

での解析と同様にして，接続点に仮想ばねを導入し，直交性のある関数を試験関

数に用いたりッツ法により振動数方程式を導く．このとき，本章ではより一一般的

なタービンディスク・ブレード系のモデルを考え，ディスクの周方向の変位関数

を余弦関数と正弦関数の両者を考慮して展開する．また，ブレードの試験関数と

ともにディスクの半径方向の試験関数にもグラム・シュミットの直交化法により

構成される直交多項式を用いる．これらを用いたりッツ法により導かれた振動数

方程式を数値的に解いて，固有振動数パラメータ，振動モードを求める．本章で

は・得られた解の一部について，市販されている有限要素法（FEM）ソフト

（NISAII）による計算結果との比較を行い，本解析法の妥当性を確認すると

ともに本解析法が数値計算において非常に計算効率の高い手法であることを示す．

また，回転速度やブレードの本数，シュラウドの有無などなど，さまざまな条件

を変化させて数値計算を行い，それらが振動数，振動モードに与える影響につい

て考察を行う．さらに，本章ではシュラウドの質量を考慮した解析も行い，その

ような場合でも直交多項式の構成には特別の技巧は不要であり，また直交性も完

全に満たされることを示す。そして，シュラウドの質量や取り付け位置などが振

動数パラメータに及ぼす影響について調べる．

　第6章は結論であり，本研究を通じて得られた成果を取りまとめている。
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第2章　リッツ法による力学モデルの定式化と

　　　　　　　　　接続条件の検討

2．1　緒　言

　振動解析においては，対象とする系が複雑になると直接運動方程式を導くこと

が困難になるため，エネルギー原理に基づいた手法が採られることが多く，近年

ではコンピュータの発達と相まって有限要素法が広く用いられている．有限要素

法は，節点座標値や境界条件，荷重条件などを与えれば解析の途中のプロセスを

特に意識しなくても解が得られ，ブラックボックス的に使える汎用性の高い数値

解析手法であり，様々な対象を扱うことができるプログラムが数多く開発されて

市販されているため，更なるコンピュータの発展とともに今後もますます身近な

解析ツールとして利用されていくものと思われる．しかし，解析の途中のプロセ

スを意識せずに済む反面，そのために得られた結果の物理的・工学的な見通しが

良くないこともあり，また，解析対象とする系が複雑になるにつれ，有限要素モ

デリングの違いによる解析結果の差やモデリングや数値計算に要するコストなど

が問題となり，形状や材料などを変更してのパラメータスタディを行うのには必

ずしも適しているとはいえない．

　それに対し，本研究で用いるリッツ法は，近似解法ではあるが対象とする系を

連続体として扱い，求める関数（通常は変位を表す関数）を物理的な意味づけの

しやすい既知関数（試験関数）の級数で近似するため，形状や材料の変更にも対

処しやすく，計算量も比較的少なくて済む．したがって，モデルの特性をよく表

現する（振動変位をよく近似し，境界条件を満たす）関数をうまく見つけること

ができればパラメータスタディなどの繰り返し計算には非常に有利である．ただ，

対象とする系が複雑になると境界条件（異なる構造要素の接続系の場合は，さら

にそれらの接続条件も加わる）を満たす試験関数を見つけることが難しくなるた

め，コンピュータの発達した今日では有限要素法が用いられることが多いのが現

状のようである，本研究の主要な目的のひとつは，ディスク・ブレード連成系の
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ような複雑で，計算も大規模になる系に対してリッツ法を用いるための試験関数

の選択，ならびに接続条件や境界条件の取り扱いについて有益な指針を与えるこ

とであり，本章ではそのための基礎的な検討を行う．

　本章でははじめに，以降の第3章，第5章で用いられるリッツ法についてその

概略を述べる．次に，リッツ法はエネルギー法の一種であるから，解析における

基礎式として，ディスク，ブレードそれぞれのエネルギーの表示式を与える。さ

らに，ディスク・ブレード連成系の解析において重要となる両者の接続条件の取

り扱いについて検討する．接続条件の取り扱いとしてはまず，用いる試験関数の

幾何学的境界条件に変位と傾きの連続条件を取り込むことが考えられる（60）（61）．こ

れに対し，接続点に仮想ばねを導入し，それによって変位や傾きのずれを拘束す

るという方法も提案されており，はりの接続系（39）（41），平板の接続系（40），円板と殻

の接続系（42）～（44）などに適用されている，そこで本章では，試験関数の幾何学的境

界条件に接続条件を取り込む方法に関しては，はりの接続系とディスク・ブレー

ド接続系について，また，仮想ばねを用いて接続条件を満たす方法に関しては，

はりの接続系ついて，それぞれ実際に解析と数値計算を行いその妥当性と有効性

について検討する．

2．2　　リッツ法

　リッツ法は数学的には変分法の直接解法のひとつで，与えられた汎関数を停留

化する関数をオイラーの微分方程式を経由せずに直接定めるものであり，様々な分

野で使われている．力学の問題では，エネルギー原理が成り立ち，エネルギー

が汎関数となるため，エネルギー法（の一一・種）とも言われる．振動問題において

も連続体の自由振動を解く際の近似解法としてしばしば用いられる．この場合の

リッツ法では，運動エネルギーの最大値とポテンシャルエネルギーの最大値との

差が極小（実際には極値化）になるように未知関数を定める。本論文では，タ＿．

ビンディスク，ブレードをそれぞれ有孔円板，はりとしてモデル化し，その力学

モデルにリッツ法を適用して解析を行う．そこで本節では，リッツ法を用いて振

動解析を行う場合の解析手順の概略を示す．

　対象とする系の振動変位をw（x，t）＝wてx）sjn（co・t＋φ）とし，系の運動エネルギー

一11一



。自白滋一箇騒轍繍繋誌9轟鑛鞭　麟懸

一一e　一1・．

慰
纂

をT，ひずみエネルギーをUとするとき，それぞれの最大値の差し＝　Tm、x一〔ノm、、（ラ

グランジュ関数）を停留化（極値化）するような変位関数W（．x）を求めることを考

える．その際，リッツ法では，va（x）を幾何学的な境界条件を満たす既知の試験関

数ん。（x）と未知係数amnを含む級数として次式のように展開する（2次元問題の場

合，すなわちx＝｛xy｝Tのとき）。

　　　　　　　　　　　W（X）＝W（X，Y）＝］X）　2）　”mnf．．（X，Y）　（2・1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　m＝1　n＝1

そして，その項数を有限項M，Nで打ち切ってラグランジュ関数の停留条件式，

　　　　　　　　　　　OL
　　　　　　　　　　　ii／i；i：，，一〇，　（k－1，2，…，M，1－1，2，．．．，IV）　（2．2）

を用いると，未知係数amnに関するMN本の連立一次同次方程式が得られ，それら

を整理すると次のような一般固有値問題となる．

　　　　　　　　　　　　　［K　］｛amn｝　＝Z［M　］｛amn｝　（2．3）

ここで［」K］・【M］は既知量からなるMN次のマトリクスである．この固有値

λ＝ω2より系の固有振動数ωが求められ，各固有値に対応する固有ベクトルとし

て未知係数a　が定まる．
　　　　　　mn

　ここで，変位関数〃（x）を，対象とする系の全体にわたる変位形を表す関数であ

るものとして，xに関する連続関数ブ（x）で展開すれば，得られた変位を任意の点x

について計算できるので，これは解析対象を連続体として取り扱うことになる．

一方，系を有限個の部分要素に分割して，それぞれの分割点における変位をm（x）

として離散化し，上記の手法により各点の変位を求めるのがいわゆる有限要素法

であり，その場合分割点と分割点の間の点の変位は適当な次数の多項式（区分多

項式）で補間する．したがって，リッツ法の試験関数として区分多項式を用いる

のが有限要素法であるということができるが，本論文では試験関数に系の全体，

あるいは部分構造全体にわたる連続関数を用いるものをリッツ法と呼び，有限要

素法と区別する．

　リッツ法で得られる解は，級数展開の項数を有限項で打ち切っているために近

似解であるが，採用する項数を増やすとこの近似解は高い値をとりながら正解に
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一様収束することが知られている．また，試験関数は境界条件を満たすどのよう

な完全関数系から選んでもよいが，求まる近似解の精度や数値計算の成否は採用

する試験関数の形に大きく依存するため，その選定には特に注意が必要である．

2．3　ディスク，ブレードのエネルギーの評価

　ここでは，以下の解析を行うための基礎式として，ディスク，ブレードそれぞ

れのエネルギーの表示面を示す．

　図2－1にここで扱うディスクと座標系を示す．ディスクは，外半径，内半径，

板厚がそれぞれa，b，　hの有孔円板であり，座標系は，ディスクの中心に原点を

もつ円柱座標系Od－rθzを用いる．ディスクの板厚は半径に比べて十分小さいもの

とし，ディスクの変位は面外方向変位142dのみを考える．この変位は小さいものと

すると，通常のいわゆる薄板理論（古典板理論）に基づくディスクの曲げによる

ひずみエネルギ’一一　UdO，および運動エネルギーTdOはそれぞれ次のように表される．

Td・＝

審〔鶏）撫（2・4）

（2．5）

ただし・Ddはディスクの曲げこわさで，ヤング率Edとポアソン比ンを用いて

Dd＝Edh3／12（1一ン2）と表され，▽2ニ∂2／∂r2＋∂／r∂r＋∂2／r2∂θ2はラプラスの演算子，

ρdはディスクの密度である．

　次に・図2－2にブレードと座標系を示す．ブレードは断面積一定の長方形断

面をもつはりであるとし，長さ，幅，高さをそれぞれ1，bb，　hbとする．座標系は

ブレードの中心に原点をもつ直交座標系Ob－xyzを用いる．ブレードの曲げによる

変位はx－z平面内のみで生じるものとする．ブレードの長さに比べて他の寸法は

小さいものとし，z方向の変位Wbのみ考える。1・Vbは小さいものとすると，はり理

論に基づくブレードの曲げによるひずみエネルギーσb・，および運動エネルギー
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図2－1　有孔円板と座標系
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TbOはそれぞれ次式のようになる．

（2．6）

　
血

2

醜
同
μ
4
2

孟
認ρ0
2

（2．7）

ここで，E，はブレードのヤング率であり，1b＝bbhb3／12はブレード断面の中心線に

関する断面二次モーメント，ρbは密度，Aは断面積である．

2．4　連関系における境界条件と接続条件の取り扱い

　はり，板，殻などの単一の形状要素で表すことのできる構造物に対しては，そ

れぞれの形状に対するひずみエネルギー，運動エネルギーを評価し，2．2節で

述べた手順に従って解析が進められる．その際試験関数としては境界条件を満

たすように選ばれた三角関数，べき関数，はりや円板の固有関数などが用いられ

ることが多い・しかし，それらの形状要素を二つ以上接続して構成される接続系

（西成系）では，接続位置における幾何学的条件（変位，傾き）の連続性，およ

び力学的条件（モーメント，せん断力）の連続性を満たさなくてはならないため

に，用いる関数の選択が難しくなる．一・般に，幾何学的連続条件と力学的連続条

件の両者を満足させることは困難であるため，通常は幾何学的な連続条件のみを

考慮した解析が行われる．本論文においても，接続条件としては幾何学的連続条

件のみを考えるものとする．ここでは，二種類の要素からなる接続系について，

変位関数の幾何学的境界条件に接続条件を取り込む方法と，接続点に仮想ばねを

導入して接続条件を満たす方法について述べる．

2・4・1　接続条件を変位関数の幾何学的境界条件に取り込む方法

　この方法では・要素1の先に要素2が接続されているものとし，要素2の変位

は要素1との変位と傾きの連続性を満たすような形で近似される．各要素の変位

関数は，例えば次式のようになる．
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め
　
（
　
％
M
Σ
祠

　
トメ
　
W

（2．8）

　　　　　　　　　　W2（X）＝Wl（XO’Wi（Xo）（X’Xo）’：li　b．g．（X）　（2．9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n＝1
式（2．9）の右辺第1項，第2項は，それぞれ接続点x＝x。での要素1と要素2の変位

と傾きの連続条件を表している．

　以下ではこの手法を用いて，2本のはりを接続した系と，ディスク・ブレード

連成系について自由振動解析を行う。

2．4．1．1　2本のはりを接続した系の解析（61）

　ここで考えるはりの接続系を図2－3に示す．この系は，L，，　L2の二つのはり

から構成されており，それぞれのはりの長さを11，12，全長は1とする．はりの変

位をwとし・はりL1に関する諸量には添字1を，　L2に関する諸量には添字2をつけ

ると，はりの各エネルギーの最大値は式（2．6），（2．7）より次式のようになる．

砿一晩β團dξ

雪＿＝麦Z‘f，PW，2dξ

（2．10）

（2．11）

　　　　　　　　　　　　　ろ＿＝圭μ・え4躯2dξ

ただし，以下のような無次元量を用いている．

（2．12）

（2．13）

一17一

、監・　，

’鑛羅灘



町冒一’r圃帰

野，即1卍艶tTt

vewド］．嘱耳塵．）

嘔

気
「

，
撒
．

し

繍

ビ
・
監
爵

，
β
－

　
W
魚鱗、

ほ
　

欝
∵

遜
慰
，
灘
　

、
灘

’、

?
［

、
凱
農
阻
．
、

Z

笏

五1　　　　　　　　　　　　　　ム2

1
1

1
2

●

2本のはりの接続系と座標系3図2

一18一

羅
、
縢

．
7蝦♪

．
　
－
「
瀞

■
織

　　　・’J’

　繍　纈
＃
l
l
，

、
　
ラ

響
吊

・
難
．
，講鍛

・

、
，
灘
課

　　　璽

層
欺
　
ア

仙
凄
　
、



』磯灘灘鑛灘

　　　　雪湿こ

藻鐵懸懇盗難議羅i難灘 ll　D

ξ＝x〃・β＝1，11，呪・（ξ）sinω∫＝w，（κ，の〃　（∫＝1，2），

（Ul，　U2，　Tl，　T2）二
黶iσ10・U20・TIO・ろ0）

え4＝ρ1バ114ω21E1ろ，μ。＝P，A，／ρ，A，，μ1＝貼／E1ろ

（2．14）

ここで，λは無次元振動数パラメータであり，μo，μ1はそれぞれ2本のはりの

単位長さあたりの質量の比，こわさ比である．

　次に，L1，　L2の変位を次式のように展開する．

　　　　　　　　　　　　　　　　　レ
　　　　　　　　　　　　　Wl（の＝Σ　”m　dim（b　　　　　（2．15）

　　　　　　　　　　　　　　　　m＝1

　　　　　　　％（ξ）ニ㎎（β）＋卿（β）（ξ一β）＋Σわ．歎（ξ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れニ　　　　　　　　　　　M　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＞　　　　　　　　　　　　　　　　（2．16）

　　　　　　　　　　＝爲σ切［φ加（β）＋φ二（β）（ξ一β）」＋暑う訊（。

式（2．15），（2．16）を式（2．10）～（2．13）に代入し，L＝（：τ1m、x＋1「2m。x）一（Uim。x＋σ2m、x）の

停留条件

　　　　　　　　　篭＝・・話＝・・（k＝1・2・…M，　1＝1・2・・…N）　（2．17）

より次式を得る．

敬111｝；・4
醒
　
η

α
　
、
0

め
　
り

〆
隅
嘘

螺
瑠

ここで，各マトリクスの要素は，

　　　　　　　　　　　　Uhk）　＝f，fi　dim／／（b　¢k／／（bd4

ulb＝μ1伊畑伽ξ

（2．18）

（2．19）

（2．20）

一一 P9一

，



燈）＝∬φ鷹（のΦ，（のdξ

＋p，　fpi　［　O．（fi）　＋　¢A（fi）　（4一　P）］［　¢k（　fi）　＋　diki（　fi）　（4“　fi）］d4

　　　Tn（k）＝pofpi　Y．（O［¢k（P）“¢ki（P）（4－P）］d4

瑠＝μ・ぢ剰φ胡（β）＋φi（β）（ξ一β）］dξ

T・（b；μ・癖（鋼（bdξ

（2．21）

（2．22）

（2．23）

（2．24）

である．

　式（2．15），（2．16）中の試験関数として，ここでは次のようなべき関数を用いる．

　　　　　　　　　　　　　　¢．（〈　）＝‘12（jB－bM－i　（2．25）

　　　　　　　　　　　　　yT．（　4）　一（4一　p）2　（1　一〇n－i　（2．26）

この式（2・25），（2・26）を式（2・19）～（2．24）に代入することにより，式（2．18）の固有

値として系の振動数パラメータλが得られる．さらに，各固有値に対する固有ベ

クトルとして未定係数｛am　bn｝Tが求められ，それらを式（2．15），（2．16）に用いる

ことにより系の振動モードが計算できる．固有値計算の手順としては，まず式

（2・18）の一般固有値問題について右辺のマトリクスをコレスキー分解して標準固

有値問題に変換し，それに対して，ハウスホルダー・二分法，QR法などが適用

されることになる・本論文では主にハウスホルダー・二分法に基づくサブルーチ

ンを用いる．

　表2－1にμ。＝μ1＝1，β＝O．5とした場合の，式（2．15），（2。16）中の級数の項数

M，Nによる振動数パラメータの収束状況と式（2．18）の右辺のマトリクスをコレス

キー分解したものの残差ノルムllR　ll，を示す．この残差ノルムは，

わ
　

の

婿
循
螺
瑠
ET （2．27）
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表2－1 2本のはりの接続系の振動数パラメータ

@　　　【μ。＝μ1＝1， β＝0．5】

λの収束状況

（M，N） 1st

　　　　λ

Qnd 3rd 4th llR　l11

（4，4）

i6，6）

i8，8）

i10，10）

1，875

P，875

P，875

P，875

4，694

S，694

S，694

S，694

7，860

V，855

V，855

V，855

11，072

P1，000

P0，996

P0，996

2．8×10－17

Q．8×10一17

Q．8×10－17

Q．8×10－17

Exact 1，875 4，694 7，855 10，996 0
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とすると・式（2・・8）の固有値問題を鰍際に，T＝T，T，］tの形にコレスキー分解をし

（ここで・T・は下三角マトリクス，T」はT、の媚行列），その分解糸課丁。，　TI：・

　について，残差ノルム

　　　　　　　　　　　R＝T一酵≡［％］（らノ；1，2，．．．，isize）　　　（2．28）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　むなヨ
　　　　　　　　　　　　　　　ilRl11＝聾曙圃　　　　（2・29）

すなわち・残差行列の額素の絶対値について列和の最大値を計算したものであ

り・コレスキー分解における計賭麗図るひとつの尺度である．ただし，紘，

はマトリクスTのサイズを表し・この場合は燃である．この残差ノルムがノ1、さ

いほど計賭度縞いことを示している・ここで用いた試験関数は，Φ胡（ξ）は

ξニ。で固定された片持ばり・yTn（ξ）1まξ＝βで固定された購ばりに対する試験関

数であるため・Li，　L・の各部分の材料，断面形状力洞じならば，簾系の騒は

一本の糠な購ばりの麟と同等になるはずである．表2－1より，鰭系の

振動数パラメータλは少ない項数で厳密解である一様な片持ばりの振動数パラメー

タの値に収束することが分かる・また，残差ノルムの値も小さく，平な搬で

コレスキー分解が行われていることを示している・次に，表2－2にμ。＝μ1＝1，

MニN＝7としたときの・接続点の位置βeこよる理数パラメータの変化を示す．こ

の糊のβに対してはλの変化は認められず，安定してλの計算ができることが

分かる・また・図2－4はμ。＝μ1＝1，β＝・．5とした場合の簾系の騒モードを

実線で，糠な片持ばりの騒モードを点線で示したものである．両者はほとん

ど一致しており，図からはその差は判別できない．

　以上より，はりの接続系に対しては，本節で述べたような接続条件の取り扱い

によって十分な精度で解析ができることが分かる．
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表2一2鰍点の位鄙による2本のはりの接続系の樋数パラメータZの変化

　　　　　　　　　　　　　（M＝7，　N＝7，　Uo＝　pt　i＝1］

z

B 1st 2nd 3rd 4th

O．3

0．4

0．5

0．6

0．7

1．875

1．875

1．875

1，875

1．875

4．694

4．694

4．694

4．694

4．694

7．855

7．855

7．855

7．855

7．855

10．996

10．996

10．996

10．996

10．996
Exact 1．875 4．694 7．855 10．996
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2．4．1．2　ディスク・ブレード連成系の解析（60）

　図2－5に，ここで扱うディスク・ブレード連成系を示す．この系は外半径，

内半径，板厚がそれぞれa，わ，hのディスクの外周上に，　P本のブレードが接続さ

れている．ブレードは断面積一定の長方形断面をもつはりであるとし，p番目のブ

レードの長さ，幅，高さをそれぞれlp，　bbp，　hbp（pニ1，2，＿，p）とする．座標系は，

ディスクの中心に原点をもつ円柱座標系Od－rθzを用いる．ディスク，ブレードの

変位は面外方向変位のみ考えるものとし，それぞれ1・Vd，　Wbpとする．このとき，

ディスク，ブレードそれぞれのひずみエネルギー，運動エネルギーの最大値は式

（2．4）～（2．7）より以下のように表される。

嘱副（VZW，）2－2（1襟篇＋謝

Td＿＝¥柚酢2ηdθdη

　　　　　　　　　　　三一竃画塾dη

ただし，以下のような無次元量を導入してある．

　　　　　　n＝r／a，　fi＝b／a，　a．＝1．la，

　　　　　　　　　　　　　　p　p

　　　　　　Wd（r・・e・∫）＝a　Wd（η・のsinω∫・Wbp（r・t）＝aWbp（η）sinωち

　　　　　　（Ud，　Ub，　Td，　Tb）＝一BtT．（UdO，　ubO，　TdO，　TbO），

　　　　　　　　　　　　　　d

　　　　　　ラ2＝一圭一＋■」≧＋⊥正

　　　　　　　　en2　n　On　n2ae2

脹吻（2．3。）

（2．31）

（2．32）

（2．33）

（2．34）

また
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図2－5　ディスク・ブレード連成系と座標系

一26一

繊懇懇叢叢綴織1鑛1編綴i難灘灘．・灘灘灘懸羅鑛．灘．締 難・・鍵盤



　　灘、一
　　　　三二i．．輸、　　房灘

■圃■」M．＿　　　　　一畢・．、　　　’藁・・

　　　　，i．，，ii，，．一

．無一霞講

’　ｮ灘灘ii灘灘鑛騨灘灘羅灘欝灘響難詰翻三三1

　　　　　　　　　　　　　　一尻ん　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一ρbP・4P
　　　　　　　　　　　　　ε・＝一Zid　t’Yp一ρdha　　　　（2・35）

である・ここで・ノS4＝　P　dha4　tO　2／Ddは無次元振動数パラメータであり，　Ddはディス

クの曲げこわさで，ヤング率Edとポアソン比ンを用いてDd＝Edh3／12（1一ン2）と表さ

れ，ρdはディスクの密度であり，Ebp，1bp＝bbphbp3／12，　p　bp，　Apはそれぞれ二ρ番目の

ブレードのヤング率，中央線に関する断面二次モーメント，密度，断面積である．

　ここで，ディスク，ブレードの面外変位を次のように展開する．

　　　　　　　　　　　　　　　ルゴ　ハア
　　　　　　　　　　　％（η，の＝ΣΣ・隈。φ溺（η）c・sne　　　　（2．36）

　　　　　　　　　　　　　　　m＝1n＝O

　　　　　　　　　　　　　　　　Rp
　　　　Wbp（η）＝Wd（1，eR＋％（1，ep）＋Σわ．勤（η）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P　　　P　　　　　　　　　　　　　　　　r＝1　　　　　　　　　　　　　　　　ア
　　　　　　　　　　　ハド　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゑ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア　　　　　　　二需α一（η）［φm（1）＋φA（1）（rp　一1）］c・sη略嬬（η）（2．37）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P

式（2・36）・（2．37）を式（2．30）～（2．33）に代入し，L＝（Tdm、x＋：τbmax）一（σdm、x＋Ubm。x）の

停留条件

銑＝・・岳＝・・（k－1・2・・…M・　1＝・・2…’・N・　Sp＝1・2・一・，Rp・P＝1・2・・…P）（2．38）

　　　　　　　ρ

より次式を得る．

0働
㎜ひ

か0

IZ，：”／－A4

I
Z
，
：
”
／

（2．39）

難
婆

鑛

櫛
醐

あるいは

　
4
1
△

σ留。

・ガ

Il，1”｝二

I
Z
，
：
”
1 （2．40）

ただし，各マトリックスの要素は
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　　　　　　　　　痢

　　　　　　　　　　　　　〔

　　　　　　　　　　　ガ＝ε。五

囎＝鰯φ川Φ鳶ηdη

　　ア
＋爵ηC・SπらC・s蝋1＋〃

dη

，
⊥
、
η
一
刊
」
阿

望
η
ノ
一
2
η
η
～
η

虻
2
η
　
φ
鳶
　
丑
η

直，
φ
　

φ
　
一

画緬
Ψ
5
ρ
の碇町擁嘱

鮭
ゲ

　　　　　　　　　　　　｛¢m（1）　’　¢A（1）（　’7　一一　1）］［¢k（　1）　’　¢k／（　1）（　’7　一1）］　d　’7

　　　　　　　　撃γ，c・s1ら∬＋肱［φk（1）＋φ（（1）（η一1）］dη

　　　　　　　　TiS．R　＝　7，　cosn　e，　fii“”P　Y’，．　［　¢．（1）　＋　¢S（1）　（n　一1）］dn

　　　　　　　　　　　　　ガ＝γP　f11＋勘覧dη

である．なお，以下の記号を用いている．

　　　　　　　　　　　　　　弔：轡

ここでは，半径方向の試験関数には次のような関数を用いる．

　　　　　　　　　　　　　　¢．（n）　一（　，7　一　／3）2　，7m－i

　　　　　　　！ITr，（　n）　＝　Sin［Ab　r．（n　一1）］　’Cl　r，　COS［lb　r，（n　一1）］

　　　　　　　　　　’　C2　r．　Sinh［Zb　r一（n　一　1）］　’C3　，i　COSh［Zb　，一（　ny　’　1）］

　　　　　　　　　　　　p　一一p　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p　v’p

た長さがαPの片持ばりの固有関数である・λb，p

　　　　　　　　　　　　　　　　　－28一

（2．41）

（2．42）

（2．43）

（2．44）

（2．45）

（2．46）

（2．47）

（2．48）

（2．49）

このΦ栩は・η＝βで固定された片持ばりの試験関数であり・彰Pはηニ1で固定され

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　は長さ1の片持ばりの振動数パラ
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毫鎌’ @　　　・
　：・．鰯、i羅雛．

ecL，．．

．
義
配
唖

メータλ・pを用いて，λ・rp＝萄α。と表される・また・λ，p・C1，p・C、，p’C，r，は片

持ばりの自由振動を解いて得られる既知定数である．

　表2－3に，式（2．36）の級数の項数M，Nによるディスク・ブレード二成系の振

動数パラメータAの収束状況を8本の同一形状のブレードを持つ系について示す．

計算は，円板が主として振動するモードのうち，節直径が1，節円が0のモード

について行った．ここでは，α＝1，γ＝1．290×10－2，ε＝1．174×10－2
　　　　　　　　　　　　　　　　p　　”　fp　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p
（p＝1，2，＿，8），β＝0．3とし，式（2．37）中の級数の項数は全てのブレードについて同

一の値Rp＝R＝5とした．ただし，式（2．39）ではなく式（2．40）を用いて計算してい

る・これは，式（2．39）の右辺の係数マトリクスの性質が悪く，コレスキー分解が

困難なためである．式（2．40）を用いれば，コレスキー分解すべき行列は式（2．40）の

左辺であり，ブロック対角行列であるので数値計算上の性質が改善され，コレス

キー分解が可能になる．この表中のllR　111は

0働
㎜σ

㊥
’
・
ひ0
1U （2．50）

雛
　
鰍
噂

に対し・σ＝Uしこ1」の形にコレスキー分解をし（ここで，　u．は下三角マトリクス，

σ」はu．の転置行列），その分解結果OL，　OJについて，残差ノルム

　　　　　　　　　　R＝U一晩可≡團・（2・ノ＝1・2・…・isize）　　　（2．51）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヒキレ
　　　　　　　　　　　　　　llRll，＝maxΣ1αウ1　　　　　（2・52）
　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ　H

を計算したものである．ただし，isizeはマトリクスuのサイズを表し，この場合

はM×（2V＋1）＋P×Rである．この表より，ディスクの半径方向試験関数の項数は

M』6項程度で収束していると判断できるが，周方向関数の項数はN＝20を超えても

まだ五の値は変動していることが分かる．これは，円板上に周期対称に付加物が付

加された系においては，円板の振動は周方向波数と付加物の数との間の特定の関

係を満たすような形で生じ，ひとつの振動モードに全ての周方向波数成分（級数

の全項）が関与するわけではないためである．これについては，第3章で詳しく
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述べるが，そのような円板の振動形は関与する周方向波数成分の組合せによりグ

ループ分けすることができる．そしてそのような振動形の種類は，接続されるブ

レードの本数とともに増加し，P本のブレードを持つ系の場合【P／2］＋1とおり生じ

る（［x］はxを超えない最大の整数）．したがって，ブレードがはりとしてのn次の

振動形で振動する場合，ディスクの振動形はそれぞれに対してrp／2］＋1とおり生じ

るので，ディスク・ブレード連成系のブレードの主振動モード（ブレードの振動

が卓越する振動モード）の振動は［P／2］＋1とおり存在することになる．これに関し

て表2－4には，M＝6，　N＝24とし，他のパラメータは表2－3の場合と同じ値を

用いた場合の振動数パラメータAを，ブレードの本数Pとともに示す．これより，

ブレードの数が増加すると，質量効果によりAの値が低下することが分かる．さら

に，ブレードの本数が増しても，ブレードの主振動モードの振動数の数は6とお

りのままで，ディスクがほとんど動かずにブレードのみが振動するモード（重解，

A＝1．831）の数が増えていることが分かる．これは，表中の11R　i11の値が10－11の

オーダと大きいことから，コレスキー分解された行列の精度が十分でないために，

その後の固有値計算において本来分離されるべき固有値が分離されず智北となっ

たものと考えられる．したがって，本節の解析法によると，ブレードの本数が8

本より多い場合には全ての固有値を正しく計算することが困難になるといえる．

麗
麗
　
　
掌
猷
簿

　
　
　
瀦
　
鰻

N・

　以上より，接続条件を試験関数の幾何学的境界条件に取り込む方法では，はり

どうしの接続系については問題ないが，ディスク・ブレード連成系に対しては数値

計算上のトラブルが生じ，正しい解を求めることが困難になることが明らかになっ

た・この困難は，主としてコレスキー分解におけるトラブルであり，ディスク・

ブレード混成系の計算においては密行列のコレスキー分解は困難であり，分解さ

れる行列が対角行列に近いほど計算が容易になるためブロック対角行列とすれば

コレスキー分解は一応可能だが，その精度が不十分なたあ，その後の固有値計算に

おいて正しい解を得ることが困難になる．
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表2－4　ディスク・ブレード連成系の振動数パラメータA

［ap＝1， 7．＝1．290×10－2，　e，＝1．174×10－2，　R，＝5（p＝1，2，．．．，P），

　　　ノ匠＝6，2V＝24，β＝0．3，ン＝0．3】

Mode 8

　P

16 32

㎜㎜
葡
澱
忽
”
四
温
温
温
鎚
船
紹
梯
超
部
品
超
紹
超
部
船

1
　1
　
　
1
　
1
　
1
　
1
　
1
　
1
　
1
　
1
　
1
　
1
　
1
　
1
　
1
　
1
　
1
　
1
　
1
　
1

IIR　II， 1．8×lo－ii 1．8×lo－ii 1．8×lo－ii
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2．4．2　仮想ばねを用いて接続条件を扱う方法

　本節で述べる方法は，接続点に仮想ばねを導入し，そのばねこわさを十分大き

くとることによって接続の条件を満足させるものである．ここでは，はりの接続

系について取り上げ，この手法による解析手順と実際の数値計算における解の計

算状況について調べる．

　図2－6に，2本のはりからなる系を示す．2．4．1．1節との違いは，2本の

はりのそれぞれの中央に原点を持つ二つの局所座標系Oi－xizi（i一．一一1，2）をとること

と，Xl＝一11／2に固定端の境界条件を満たすための変位と回転角に比例するばねこわ

さkrlo・kRloを導入し，また2本のはりの接続点に接続条件を満足させるための変

位の差と回転角の差に比例するばねこわさkT20，　kR20を導入することである．

　この場合，系に蓄えられる各エネルギーの最大値は以下のようになる．

　　　　　　　　　　　　暢順劉d引　（2・53）

鱈㎜＝1 a4

2　（1＋a）‘

膿酵dξ1

ろ＿＝圭μ・
3
α

（1　＋　a）4

λ4

（2．54）

（2．55）

（2．56）

　　　　　　　U，　．．　＝S［kr1　BI7　’kRi　Wii2L，．一1／2

　　　　　　　　　＋g［kr2（Wi　一a　W2）2　＋　kR2（Wii　’W／2）2］6，　．i／2，　e，．一v2　（2・57）

ただし，u、は仮想ばねに蓄えられるポテンシャルエネルギーであり，各式には以下

のような無次元量を用いている．
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図2－6　仮想ばねを用いた2本のはりの接続系と座標系
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　　　r，蔑；強z■■圃■脚卜　’

　　　　αニち”1・ξ，＝Xi／　li・Wi（ξ、）sin　t・t　＝Wi（Xi・t）／1i（i＝1，2），

　　　　kr，　一kr？1，3　／E，1，，　kR，　一kR？1，　／E，1，，　kr，　一krgli3　／E，1，，　kR，　一kR：1，　／E，1，　，

　　　　（U，，　U，，　T，，　T，）一一　l11’；一．　（U，O，　U，O，　7！，P，　7P，　）

　　　　　　　　　　　EIII

また，λ，μ。，μ1は次のような無次元量である．

　　　　　　　　　　畷’ω2・擶μ1＝錆

ここで，Ll，　L2の変位をそれぞれ次式のように展開する．

　　　　　　　　　　　　　　　　　レ
　　　　　　　　　　　　　Wl（ξ1）＝Σα海φ蹴（ξ1）

　　　　　　　　　　　　　　　　m＝1

　　　　　　　　　　　　　耽（ξ2）＝Σわ．勤（ξ2）

　　　　　　　　　　　　　　　　n＝1

（2．58）

（2．59）

（2．60）

（2．61）

このように，仮想ばねを導入することにより，境界条件や接続条件を特に意識せ

ずに変位関数の試験関数を選択することができる．そのため，シンプルな形の試

験関数を用いることができ，解析が非常に簡単になる．ここで考えている系につ

いては，Ll，　L2とも両端自由のはりに対する試験関数を用いればよい．式（2．60），

（2．61）を式（253）～（2．57）に代入し，L＝（Tim。x＋T2m。x）一（σ1m、x＋U2m、。＋σ，m、x）の停

留条件，

　　　　　　　　　ll／iZI　一〇，　8：tl　一〇，　（k－1，2，．．．，M，　1－1，2，．．．，N）　（2．62）

より次式を得る．

㈹
η

㈹
胴
ひ

⑦
π
σの海

Ig．ml．，4

配
π

α
ゐ

　
の
螺
。

（2．63）

ここで，各マトリクスの要素は，
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■1直．． 　　・．羅筆，凄灘△玉二一一
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Uliki）＝f－i，112，　¢mi／（　4i）　¢k／／（　4i）d4i

＋［kT・　d’md’k“kR・　d’m’¢k／L1。．1μ＋陳φ幽φ脱／φ々1］ξ1．112（2．64）

礁＝一［α鶴φ凡幅’％／］41．112，を．112

喋瑞鵯）1？lii（　42）d4・＋［硫男＋嫡ノ男1岬

喫＝一［akT，　¢．，　！Ui’kRe　dim／　！ITi／　］ξ、．i／2，　e，．．1／2

7！iS15）＝’i’itrkpi．．4f一’i／i22dim（4i）¢k（4i）d4i

　　Poa3T．（の＝

　　（1　＋　a）4

君簿（ξ2）男（ξ2）d4，

（2．65）

（2．66）

（2．67）

（2．68）

（2．69）

である．

　さて，式（2．63）よりこの問題の場合でコレスキー分解される右辺の係数行列は

一般にブロック対角行列となるが，前節の計算結果より，ディスク・ブレード鈴

成系などに対してはブロック対角行列に対するコレスキー分解の精度が十分では

なくなる場合があることが分かっているため，ここでは右辺の係数行列が対角行

列になるような関数，すなわち直交性を持つ関数を試験関数として用いることを

考える。はりについては固有関数が存在し，それらは直交性を有するが，ここで

はグラム・シュミットの直交化法を用いて構成される直交多項式を用いる．これ

については第3章で詳しく述べるが，両端が自由なはりについては次の漸化式か

ら得られる．

　　　　　　　　　　　　　　　　F，（4）　一1　（2．70）

F，（b　一（　4－B，）F，　（　4）　， （2．71）
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fJ．dis：t　，：・．r？，，z，fh；’i　L3　rt：．’t　’：，E，　i・tFl　・’　“L・　：r“：：

　　　．i．its’z一．）
，i，，it，）

F，（　4）　一（　4－B，）　F，　．，（　〈D　一C，　F，　一，（　4）　，　（i　一3　，4，．．．）

（2．72）

　　　　　　　盈下、dξ’C’＝f．1／1，F，一，dξ熔2dξ（2’73）

ここでFi（ξ）は，　L，に対してはF，（ξ）＝Φ〆ξ1）であり，　L2に対してはF，（ξ）＝y．（ξ，）

である．こうして構成された直交多項式は，次のような直交条件を満たす．

　　　　　　　　　　　f－1’7，”i（4）”」（4）d4＝（gO，，，　［i’　；］　（2・74）

ただし，gヴは0でない定数であり，正規化されている場合は1である．これらを

式（2．64）～（2．69）に用いて数値計算を行う．

　表2－5は，μ。ニμ1ニ1，α＝1とした場合の，式（2．60），（2．61）中の級数の項数

M，Nと仮想ばねのばねこわさkT，，　kRi，　kT2，　kR2による振動数パラメータの収束

状況を示す．この表より，級数の項数M，！Vの値とともに振動数パラメータは高い

値をとりながら収束し，（M，N）＝（10，10）以上とれば4次モードまでについて収

束したとみなすことができる．また，仮想ばねのばねこわさを大きくしていくと，

振動数パラメータは低い値をとりながら収束し，々ri＝kR1＝kr2＝kR2＝107で厳密解に

小数点以下3桁の範囲で一致する．ただし，これらのばねこわさをあまり大きく

すると，低次の振動数から数値計算上の不安定を生じて，振動数パラメータが一

定値に収束せず振動挙動を示すことが分かる．ここでは試験関数に直交多項式を

用いているため，式（2．63）の固有値問題を解く際にコレスキー分解される右辺の

係数行列の残差ノルムを調べてみると，ばねこわさの大きさに関わらず2．8×10－17

と非常に小さい値となっており，コレスキー分解は支障無く行われていると思わ

れることから，この数値上の不安定はマトリクス要素中に非常に大きなオーダの

要素が存在することに起因するコレスキー分解後の固有値計算時のトラブルであ

ると考えられる．そのため，完全に剛結の場合は接続点のばねこわさは無限大で

あるが，解の収束状況と数値計算の安定性を考えると仮想ばねのばねこわさは

106～107程度が妥当であるといえる．

　なお，この仮想ばねを用いた場合の接続位置における幾何学的条件（変位，門

脇ξ璋1dξ 雌君．1梱ξ環犀1dξ

一37一
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表2－5 仮想ばねを用いて2本のはりを接続した系の振動数パラメータλの収束状況

（　pt　o＝　nc　1＝1，　a＝1］

kTi＝kR，＝kT2＝kR2 （M，ノ〉） 1st 2nd 3rd 4th

10s （4，4）

（6，6）

（8，8）

（10，10）

（12，12）

1．876

1．875

1．875

1．875

1．875

4．714

4．694

4．694

4．694

4．694

8．668

7．859

7．854

7．854

7．854

14．766

11．070

10．994

10．994

10．994

1o6 （4，4）

（6，6）

（8，8）

（10，10）

（12，12）

1．876

1．875

1．875

1．875

1．875

4．714

4．694

4．694

4．694

4．694

8．669

7．860

7．855

7，855

7．855

14．769

11．072

10．996

10．995

10．995

夢
1

107 （4，4）

（6，6）

（8，8）

（10，10）

（12，12）

1．876

1．875

1．875

1．875

1．875

4．714

4．694

4．694

4．694

4．694

8．669

7．860

7．855

7．855

7．855

14．769

11．072

10．996

10．996

10．996

1o8 （4，4）

（6，6）

（8，8）

（10，10）

（12，12）

1．876

1．875

1．875

1．875

1．877

4．714

4．694

4．694

4．694

4．694

8．669

7．860

7．855

7．855

7．855

14．769

11．072

10．996

10．996

10．996

109 （4，4）

（6，6）

（8，8）

（10，10）

（12，12）

1．876

1．875

1．876

1．876

1．888

4．714

4．694

4．694

4．694

4．695

8．669

7．860

7．855

7．855

7．855

14．769

11．072

10．996

10，996

10．996

1oio （4，4）

（6，6）

（8，8）

（10，10）

（12，12）

1．876

1．878

1．880

1．780

1．768

4．714

4．694

4．694

4．701

4．677

8．669

7．860

7．855

7．857

7，854

14．769

11．072

10．996

10．995

10．993

Exact 1．875 4．694 7．855 10．996

　　　　　　　　ノ

鍵鐸
eq　es灘灘、．．．

　㌦陶囎．欝婆．灘’難

一
83

一

．
　
．
卍
臨

詮
　
　
、

ρ
．

欝・灘繕魏魏懇wa灘懸灘．
津
’
謀

．鱒灘　
一



　　　鴛勲考

■■直＿．、

　　　　ii一，，i．，，，h一一

Lve・rwtlg・sme・v

騰，叢叢難懇懇騨難欝辮i難糞1；灘｝繊懸懇灘懸灘灘欝灘・
鞭
．

些蜷．

き）の連続性，および力学的条件（モーメント，せん断力）の連続性に関しては

YuanとDickinson（41）がはりの接続系と平板の接続系について調べており，そこで

は，変位，傾き，モーメント，せん断力のいずれもが連続性を持つことが示され

ている．

2．5　結　言

　本章では・まずはじめにリッツ法についてその概略を述べ，次にブレードとディ

スクのひずみエネルギー，運動エネルギーの表示式を示した。また，接続系にお

ける境界条件と接続条件の取り扱いについて述べ，変位関数に用いる試験関数の

幾何学的境界条件に接続条件を取り込む方法に関しては，はりの接続系とディス

ク・ブレード接続系について，また，仮想ばねを用いて接続条件を満たす方法に

関しては，はりの接続系ついて，それぞれ解析を行いその妥当性と有効性につい

て検討した．ここで得られた結果を要約すると以下のようになる．

懇
鶏
繊

［1］　接続条件を変位関数の幾何学的境界条件に取り込む方法に関して．

（1）はりの接続系については，解の収束性，精度，計算の安定性ともに良好で

　　　ある．

（2）ディスク・ブレード連成系については，通常のリッツ法の手順で得られる

　　　式（2．39）の固有値問題は，運動エネルギーから導かれる右辺の係数マトリ

　　　クスの特性が悪くコレスキー分解が困難となる．そのため分解される行列

　　　がブロック対角行列となる式（2．40）を用いて計算を行ったが，ブレードの

　　本数が増加するとコレスキー分解結果の精度不足に起因すると思われる数

　　値計算上の問題により，全ての固有値を正しく求めることが困難になる．

（3）この方法によると，ひずみエネルギーから導かれる係数行列がブロック対

　　角行列となるが，これを完全な対角行列の形にするには微分演算子を含ん

　　だ形での直交性を有する関数を用いる必要があり，一般にそのような関数

　　を簡単な形で構成することは困難である．

一39一
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［2］仮想ばねを用いて接続条件を扱う方法に関して．

（1）変位と傾きの差に比例する仮想的なばねを導入し，それらに蓄えられるポ

　　　テンシャルエネルギーを考慮することにより，接続条件，境界条件を扱う

　　　ことができることをはりの接続系を例として示した．

（2）　仮想ばねを導入することで，変位関数の試験関数は，境界条件や接続条件

　　　を特に意識せずに選ぶことができることからシンプルな形の関数を用いる

　　　ことができ，解析が簡単になる．またこのとき，運動エネルギーから導か

　　　れる係数マトリクスは一般にはブロック対角行列となるが，直交性のある

　　　関数を用いれば完全に対角行列とすることができる．したがって，仮想ば

　　　ねを用いて接続条件を扱う方法と直交性のある関数とを併用することで解

　　析ならびに数値計算上の大きなメリットを得ることができる．

（3）仮想ばねのばねこわさを大きくしてゆくと振動数パラメータは厳密解に低

　　　い値をとりながら収束してゆくが，ばねこわさを大きくし過ぎると，固有

　　値計算において数値的な不安定が生じ，正しい解が得られなくなる．その

　　ため解の収束状況と数値計算の安定性を考えると仮想ばねのばねこわさ

　　は，はりの接続系に対しては106～107程度が妥当である。

”
織
霧
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第3章ディスク・ブレード二成系の自由振動

懸
織
醸
蹄
騒
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3．1　緒　言

　蒸気タービン等にみられる構造は，円板の外周部に等間隔にはりが取付けられ

たディスク・ブレード連刷系としてモデル化できる．このような接続系には連成

振動が生じ，全系の解析は一般に大規模で複雑なものとなる．そのため，従来こ

のような系を連続体あるいは多自由度系として扱う場合には，構造の周期対称性

を利用して自由度を減らした系に伝達マトリクス法（3）（4）（7）（8），有限要素法（5）（6）（1・）（11），

あるいはリッツ法（9）等を適用する方法が採られてきたe

　このような異なる構造要素からなる系の全系にわたる解析をリッツ法で行う

際特に問題となるのが第2章で述べた接続条件，境界条件の取り扱い，なら

びにそれらを満たす適切な試験関数を見つけることである．これ以降，本論文

では第2章の結果を踏まえ，仮想ばねを接続点に導入して接続条件を満足させ，

試験関数には直交性のある関数を使用することにより解析を行う．

　本章で行う解析において用いる変位関数の試験関数には，ディスクに対して

はブレードを持たない一様な円板の自由振動を解いて得られる円板の固有関数

を，ブレードに対してはグラム・シュミットの直交化法を用いて構成される直交

多項式を採用する．これに関して，Bhat（45）はこの直交多項式を試験関数に用いる

ことを提案し，長方形板（45），先端に集中質量を有する回転ばり（46）などの振動解析

を行っている．

　本章ではまず，仮想ばねによるポテンシャルエネルギーを考慮した系の各エネ

ルギーの評価を行う．この仮想ばねの導入により，用いる変位関数を接続条件を

特に意識せずに選ぶことができる．次に，グラム・シュミットの直交化法により

直交多項式を構成するための手順を示し，それを用いてブレードに対する試験関

数を構成する．その後，リッツ法の手続きにしたがって振動数方程式を導出する．

この方法により，振動数方程式のうち運動エネルギーから導かれる係数マトリクス

（質量マトリクスに相当）を対角マトリクス化でき，大規模で複雑な問題に対し

驚
，
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ても安定して数値計算を行うことが可能となる．さらに，ディスク上に付加部材

が周期対称に配置されている場合には，そのディスクの振動形は周方向波数成分

と付加部材の数との問に成り立つある特定の関係を満たすいくつかのグループ

（型，タイプ）に分けられることを明らかにする。そして数値計算を行ってこれ

を確認するとともに，系の固有振動数パラメータ，振動モードを求め，ディスク・

ブレード連成系の振動が，ディスクあるいはブレードのどちらか一方の振動変位

が卓越するそれぞれの主振動モードと，両者が共に大きく振動する強転成モード

とから成ることを示す．また，シュラウドの有無による振動数パラメータや振動

モード形への影響，ブレードの本数と振動数パラメータの関係，などについて調

べる．

鞭
購

オ
鰍

瀧．．．

3．2　仮想ばねによるエネルギーを考慮した定式化

3．2．1　ディスク・ブレード連成系のエネルギー

　ここで取扱うディスク・ブレード連晶系を図3－1に示す．座標系として，ディ

スクの中心に原点を持つ円柱座標系Od－rθzと，それぞれのブレードの中央に原点

を持ち，ブレードに沿う局所座標系0バκゐ（ろ軸はz軸に平行であるとする）を用

いる．ディスクは外周にP本のブレードが接続された有孔円板で，その外半径，内

半径および板厚をそれぞれa，b，　hとする．また，ブレードは長方形断面をも

つ断面積一定のはりであるとし，p番目のブレードの長さ，断面積，周方向の接続

位置をそれぞれ，lp，　Ap，θp（p＝1，2，…，p）とする．ここでは，系の変位Wはz軸方

向のみに生じるものとする．また，ディスクとブレードとの接続点に変位と回転

角の差に比例するばねこわさkTp・，　kRp・を導入する．さらに，ρ番目のブレードと

p＋1番目のブレードとの間に変位の差に比例するばねこわさk、oを導入する。図

3－1ではこのばねはブレードの面内変位を拘束するかのように描いてあるが，

これは立体的に描くと図が煩雑になるために模式的に表したものであり，ブレー

ドの変位はディスクの面外方向（z軸方向）成分のみ考えているため，このばねも

z軸方向変位の差を拘束するものである．図3－1左図では，z軸方向のばねを点

線で表している．また，このばねは実際のタービンにおけるシュラウドを想定す
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図3－1　ディスク・ブレード連成系と座標系
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　幽騨灘灘灘
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繊鍵盤響灘響1灘灘灘鐸1識灘鐡織繕灘響醤霧

るためのものである・いま，ディスクに関する諸量には添字d，ブレードに関する

日量には添字bを付けるものとすると，ひずみエネルギーび〕，運動エネルギー7つは

式（2．4）～（2．7）より

　　　　　　　　　　　　　　　　糊醜

　　　　　誓糞

Ub・二S脇f．1

Td・＝壁蝋

iR（　ox．2

勉）2rdθdr

2

蕃〔篇ルθΦ（3．、）

（3．2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．3）
　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　Tb・回書ρ♂ρ雌團醜　　（3・4）

となる。また，ばねによるポテンシャルエネルギーσ、0は以下のように書ける．

紘。＝一Σ虫卵2＋磯〔OWd　1P
2ρ・1

　1P
　　
2P。1

　er　ex
　　　　　p

b＝Xsp，　Xp．1＝X＄p．1

111til：￥ibp）21，．．，e－ep

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x．　＝　一1），t2

　　　　　　　　　　ill．？i　［kSOp（Wbp－Wbp＋i）2L．．．，，，　x，．，．x＄，．，　（3．5）

ただし，κSpはP番目のシュラウドの位置を表す。ここで，次のような無次元量を

導入する．

n＝r／a，　4p＝xp／lp，　fi＝b／a，　ap＝lp／a，　V2＝a2v2，

Wd（η・のsinωt＝Wd（r・e・　t）1a・㌦（ξ．）　sin　wt＝　Wb，（Xp・t）／1，，

（Ud，　Ub，　Td，　Tb，　U，）＝一BE（UdO，　ubO，　TdO，　TbO，　u，O），

kTp＝
轤o・kRp＝詔P・kSp＝跨峨

（3．6）

これらを用いて式（3．1）～（35）を無次元化し，その最大値を求めると，以下のとお

りとなる．
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m

一
π2’1βM

1
所

ESi（一il／eS3）r／］ndedn　（3．7）

ただし，

p
Σ
囲

1
一
2

　
篇
　
㎜

σ
、

p
Σ
廻

1
一
2

　
十

　　2P・1α｝　∂弓

Td一二T五4夋ﾎ％2ηdθdη

Tb一か碧硯髭鴎dξ，

　　　　　　　　　d　OPVbp

ヂ㌦

撃
р

・一
¥那（Wd一一Wbp）2＋鴫

”ll；1．iii　［kSp（Wbp－」Vbp．i）2　］

P母αpη∂し
p
「
一
1
」

　
ゆ

囲もd場侮ケ

ρ
ρ
一”

）2in．i，e＝ep

　4p＝一112

（3．8）

（3．9）

（3．10）

　　　　　　　　　溜＝ρ穿ω2・％Dd。・Yp一ρdh。

であり，耽p．1＝耽1とする．ここでAは系の無次元振動数パラメータ，ε
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　グ
それぞれ・ディスクと各ブレードの曲げこわさの比，質量比に関する無次元量で

ある．

3．2．2　変位関数

　いま，ディスクとブレードの変位をそれぞれ次式で近似する．

　　　　　　　　　　　　　　ルダ　ガ
　　　　　　　　　　％（η・の＝ΣΣA．n　di　mn（η）c・sne　　　　　（3．13）

　　　　　　　　　　　　　m＝1n＝O

　　　　　　　　　　　　Wbp（ξノ；ΣBr　yTr（ξP）　　　　　　　（3．14）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ　　　ρ　　　　　　　　　　　　　　　rp＝1

　　　　　　　　　　　　　　　－45一
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（3．11）

（3．12）

γPは
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ここで，Φ脚（η）　は，境界条件を満たす円板の固有関数であり，次式で与えら

れる．

　　　　φmn（η）＝Jn（il・・η）＋CimnYn（7t　．．η）＋C2m。ln（Z　mn　ny）＋C3　m。K　。（Z　m。　n）（3．15）

ただし，J。・Ynは第1種・第2種のベッセル関数，　In，　Knは第！種，第2種の変

形されたベッセル関数であり，λ　4＝　P　dha4　ca　d2／Dd，　C1，　C2，　C3は，内周が固定さ

れ，外周が自由な円板の固有値問題を解いて得られる無次元振動数パラメータ

（ωdは円板の円振動数）と係数である．また，彰（ξ）は以下で述べるグラム・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア
シュミットの直交化法を用いて構成される直交多項式であり，Amn，、Brは未知の

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P
係数である．

3，3　直交多項式の構成

　リッツ法では得られる解の精度は用いる許容関数の項数に依存するが，通常

用いられる「べき関数」では運動エネルギーから得られる係数行列がブロック

対角行列となるため，ディスク・ブレード連山系においては第2章で述べたよ

うに項数が多くなると悪条件となり，数値計算が困難になる．一方，直交性の

ある関数を用いればその行列は対角行列となるため，悪条件を避けることがで

きる．そこで，本節では以下の解析で使われる直交多項式の導出を行う．

　グラム・シュミットの直交化法の手続き（63）によれば，線型独立な関数系

　　　　　　　　　　　　ger，　（x），　gfiri，（x），．．．，　iiPr，（x），．．．　（3．16）

が与えられ，また関数の内積（軌，ψノ）が定義されているとき，それらの線型結合

で直交関数系

　　　　　　　　　　　　qi（x），　q2（x），…，q，（x），…　（3．17）

を以下のようにして構成することができる．まず

　　　　　　　　　　　　　　　qi（X）＝Vi（X）　（3．18）

と定める．次に
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（qi，　ql）

となる。次に

　　　　　　　　　　　　ip3（x）　＝　q3　（x）　＋b32　ep2（x）　＋b3i　ipi（x）

とおき，これがql，　q2と直交する条件，（q1，q3）＝0，（q2，　go3）＝0より

　　　　　　　　（¢i　，　op3）　＝（　qi　，　¢3）　＋b32（　opi　，　ip2）　＋b3　i（　qi　，　op　i）　＝O

　　　　　　　　　　　　　　q2　（X）＝V2　（X）　＋b2i　epi　（X）　（3．19）

とおき・q2がψ・に直交するように定数b21を定める．そのために，902とψ1の内積

を作ると

　　　　　　　　　　　　（qi，　q2）　＝（qi，　V2）＋b2i（ipi，　qi）　（3．20）

これが0となるためには

　　　　　　　　　　　　　　　　b，，一一一［｛t：i－i－13iiepq2））　（3．21）

であればよい．したがって

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（opi，　q2）
　　　　　　　　　　　　　q2（x）　一　q2　（x）　一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　qi（X）　（3　．22）

（　q2　，　q3）　＝（　op2　，　q3）　＋b32（　q2　，　ip2）　＋b3i（　ip2　，　op　i）　＝O

　　　　　　　　　　　　　　　　（t．；1－is；i‘，　a“j　q2（x）一一it’si－ilasiie’i

となる．以下同様にして，次式を得る．

　　　　　　　　　　　　姻＝ψμ）一舞鴇謬ψノω

次に，この式を用いて関数系

（3．23）

（3．24）

（3．25）

を得る．ここで，アンダーラインを付した項は直交性より0となるので，結局

　　　　　　　　　　　　b32＝1舞i畿i・b3・ilii謝　　（3・26）

となる．したがって

　　　　　　　　　　　　　　　（op2，　q3）　．．　／．．，　（qi，　V3）
　　　　　　　　　q3（x）一V3（x）一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q，（x）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．27）

（3．28）
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　　　　　　　　　　　F，　（x），　xF，　（x）　，．．．　，x　i－iF，　（x），．．．　（3　．29）

を直交化することを考える（45）．ここでは，関数の内積を

　　　　　　　　　　　　if，　g）　一fw（x）rtx）g（x）　dr　（3．30）

と定義する．ただし，w（x）は任意の重み関数で，問題に応じて選ばれる関数であ

る・まず開始関数F1（x）を

　　　　　　　　　　　　　　Fi　（X）　一Fi　（X）　（3　．31）

と定め，式（3．28）を用いると

　　　　　　　　　　　　　　　　　（Fi，xFl）
　　　　　　　　　　　F，（x）一xF，（x）一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F，（x）

＝xF，（x）一

　　　　fwF12dr

＝xF，　（x）　一B，　F，　（x）

（F，，F，）

fwxF12dr
F，（x）

（3．32）

国
難
、

となる．さらに

　　　　　（F2，x2Fl）
F3（x）＝x2Fi一

＝B2xFl＋xF2一一）一L’： ≠煤G一itsLL：一1L’i，ii）‘’F2一一：’一ZiilS：：一Ui’一F’2’i－il）”‘2’Fl

＝B22Fl　＋B2F2　＋xF2一o唯i舞嘱綾i舞；＋等…劃ろ

　　　　　　　橿会i舞鉾綺i会；＋舞寄｝F1

＝xF2一．（itllil．z－illll？．2，X．F，，2．）F2一．！lltlll－1！Ililll！1，X”F2．）F

鱈，ろ）ろω一（Fl，x2FliF，，F，））F1α）

　　（F2，B2xFi＋xF2）．　（Fi，B2xFi＋xF2）

　　

@　

@　

@　

@　

（F，，F，）

fwxF22（ix

　　　　　　　　fwF22dr　j’Z　fwF12dr　“1

　　　　　　＝　（x　一B3）F，　一　C，　F，

となる．以下についても同様な計算から

　　　　　　　　　　　　　F，　（x）　＝　（x　一B，）F，　（x）

　　（Fl，Fl）　‘i

F2一一，Lt！lljENIIfllxFIF2drF

（3．33）

（3．34）
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F，（x）一（x－B，）F，一，（x）一C，F，一，（x）　（i－3，4，．．．）
（3．35）

　　　　　　Bi一一｛／IIXiilil（f．）f．41i（．ix・ci一一L’illlliliil？fE！！（e）f．3，iS，i；12dr一一lft／II［IX：ligl，（f，）；ii－igli　（3・36）

なる漸化式を得る．ただし

　　　　　　　　　　　　　κF1ω＝B2F1ω＋F2（x）　　　　　（3．37）

の関係を使った．これらの漸化式より構成される直交多項式、F，（x）は次の直交条件

を満たす．

　　　　　　　　　　　　fw（x）F，（x）F，．（x）（ix一（gO，　（（ll’．1））　（3．3s）

ただし紛は0でない定数であり，Fi（x）が正規化されている場合には！である．

　これらの漸化身より構成される直交多項式をリッツ法の試験関数に用いる場合

には，開始関数Fl（x）として系の幾何学的境界条件を満たすような関数を選ぶ．ま

た，式（3・30）の重み関数w（x）は問題に応じて選ばれる関数であるが，例えばはり

の断面積や板の厚さ，密度などが変化する場合にはその変化を表す関数を重み関

数として用いればよく，ディラックのδ関数を含む関数を用いれば集中質量など

を有する場合を扱うこともできる．ここで扱う問題のように断面積が変化しない，

両端が自由の境界条件を持つブレードの場合には重み関数ならびに開始関数は非

常に簡単な形となり，ともに！とすればよい（45）（52）．したがって

　　　　　　　　F，（X）　＝一　Y’，，（4p），　X14p，　i一＝rp，　W（X）11，　Fi（X）il　（3．39）

となる．ここで彰p（ξp）は，次式の直交関係をもつ．

　　　　　　　　　　伽ξ脚dξPニ｛1隅　　（3・4・）

ただし9rsは。でない定数であり・％（ξ，）が正規化されている場合に1ま1である．

繋・
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3，4　リッツ法による振動数方程式の導出

式（3．13）～（3．15）で与えられる変位関数を式（3．7）～（3．11）の各エネルギーに代入

し，L＝（：τdm。x＋：τbm。x）一（σdm、x＋σbm、x＋σ，m、x）の停留条件

　　　　　　OL　A　eL
　　　　　　OAkl　’　OB，

　　　　　　　　　　　　p

を用いると，以下のような振動数方程式が得られる．

＝O，　一VjitL＝O，　（k＝1，2，・・．M，　Z＝O，1，．．．，N，　s．＝1，2”．，R．）

。

π
　
ρ

・
ガ

（3．41）

（3．42）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p
この一般固有値問題の固有値として振動数パラメータAが得られ，各固有値に対応

する固有ベクトルとして未知係蜘一馬｝Tが定まる．なお，式（3．42）略係数行

列の部分行列の要素は以下のとおりである．

蜘塵φ姦η＋v（φ孟φゑ＋勅

　　　　　　　　　1／　x　．x　t／／一vn2台目t！iil！！i1！ig1一±一g！1！！｛！i1！Zli］！in’ndikn’dimndiE’A）．［i．2n2（i－v）］一gl（b！t！一S11gi！n¢（）i

　　　　　　　　　　　η2　　　　　　　　　　　　　η3
　ア
＋恥φ一φ観。・sηら。・s1ら＋鰐φゑ・φゑ。・sηら。・s1ら］η。1

　　　　　　n　　　　　　　　　　　　　　n
一（3　一2　v）n2（φA”φim＋！！i・e！t！！！ll！2n¢in＋n2［n2＋2（i一明％φ㎞

撃
с
ﾅ

礁桝φ謁C・slep＋一触。φ鑑

螺＝一

ここで，a．は

　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　cosle
　　　　　P　Pap　”M　rp　p

kTp　dimn　！Us．　cosn　ep　＋　一il－kRp　¢A．　g？．（’．cosn　ep

　　　　　　　　　p

囎鰐φ一φ㎞ηdη

ガ＝彊脆勤，靴，dら
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n＝1，　e．＝一1／2

］n＝1，　e，＝一112

（3．43）

（3．44）

（3．45）

（3．46）

（3．47）
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であり，0’は

φゑ。＝ d¢

助
望　
d

i！L．．diizi．．s！2igi｛e1！¢mn

　）　一　mn

望！＝一
「pdら

・勤，”＝

　　　’dn2

d2望
　　rp

dら2

（3．49）

を表す・また・式（3・42）の左辺の部分行iliif　［　Ur。（s・）］は，・でない螺を持つブ・ッ

クを＊で表すと

國＝

＊　　＊

＊　　＊　　＊

　＊　　＊　　＊

＊

＊

＊　　＊　　＊

　＊　　＊

（3．50）

という形をしている．つまり，対角線とそのすぐ両隣のブロックならびに行列の

右上隅と左下隅のブロックに0でない要素を持ち，それ以外の要素が全て0であ

るような行列である・そのうち・対角ブ・ックの要素をu，p・（s・），対鰍より上の

フロックの螺をU・pu　（Sp）・対鰍より下のブ・ックの螺をU，P1　（・p）　，｛！するとそれら

はそれぞれ

　　　p
＋hp脳，＋コぬP畦瓢

喝啄dら

　　1

　
　
　
　
P

　
　
　
＝

　
　
　
ち

　
　
ε
ρ

％
，D

　
　
戸＋

p
偽
　
十

ら；一1μ

　
　
　
d

　
　
　
P

　
　
　
＝

　
　
　
d

　
　
　
ら

　
　
　
炉

　
　
　
「
グ

　
　
ξ
一　　
5
p

　
　
d

　
　
ρ
始一

　
　
一
　
＝9（U

　
　
p

（3　．51）

（3．52）
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　　　　　　　　　　嬰一輪峨乱．＿P、　（3・53）

である．ただし，彰0二彰〆kSO＝kSpとする．

　なお，式（3．15）のΦmn（η）は円板の固有関数であるため，次式のような直交性を

持つ．

　　　　　　　　　　偽（η）φk・（η）ηdη＝｛象隅　　（354）

ただしfmkは0でない定数であり，Φmn（η）が正規化されている場合には1である．

これより・式（3・46）のマトリクスは対角行列となり・また，彰。（ξ．）は式（3．4・）で

与えられる直交性をもつので式（3．47）のマトリクスも対角行列となる．したがっ

て・振動数方程式（3．42）の右辺の係数マトリクスは完全に対角行列となる．

3，5　ディスクとブレードの期成条件

　振動数方程式（3．42）の左辺の行列は式（3．43）～（3．45）に示されるような項を含ん

でいる．これらのうち，式（3．44）と（3．45）はディスクとブレードの連成項であり，

式（3・43）のΣの付いた項はブレードが接続されたことによるディスクのポテンシャ

ルエネルギーへの影響を表す連成項である．したがって，これらの項が0でない

ときにディスクとブレードの猷繭が生じる．このうち，式（3．43）のΣの付し・

傾についてみてみると・その形からkTp，　k・。が。でなくてもブレードの本数Pと

n・1の組合せによってその項が0になることがある．すなわち，1本目のプレ＿

ドの接続位置を角度の基準にとり（θ1＝0），各ブレードがディスクの外周上に

等間隔に鰭されているとするとθ，一2πψ一1）／Pであり，式（3．43）のΣの付し・た

項はブレードの本数Pとn，1の組合せによって，いくつかの決まった値のみとるこ

とになり・連成振動を生じる場合にはその値により振動モードを分類することが

できる・以下ではディスクとブレードの連成振動が生じる場合の、Pとn，1との組合

せと，そのときの振動モードとの関係について述べる．

系の髄に醐対称性備たされている場合鶴ん・。はそれぞれ淀値となる

一52一
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s一　　　　嗣■圃■■ロー一一

ため・次の式について考えるだけでよいことになる．

変形して，

　　　　　　　　　　　P

　ア
f＝ΣC・snθ，　C・slθP

　P＝1

寿謝・s 2πw＋Qp＋c・｛2割

　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

を用いて式（3．56）の右辺の各項を変形すると

　　　　P　　　　　　　2rr（n＋b

（3．55）

（3．56）

ただし，ここで考えている式はディスクとブレードの接続点における仮想ばねの

ポテンシャルエネルギーから得られる式であるので，対称性より1≦nの場合のみ

を考えれば充分である．次の公式（64）

　　　　　　　　　　　ア
　　　　　　　　　　碧。・scp＝c・sc（P＋1）s血ぜ／sing　　（3・57）

ΣC・S

P＝1

ア

ΣC・S
P＝1

P

pl＝cosl－2－Z’1！！1！±111（”’b．！llt2t一1）’1）

　　　　　P　　　2

mp．（n　bpl．，．，［2－z．！i1111一：Q（n－b一111t2±12＋i）

　P　l　I　P　2

s珂π（n＋の］／叫π（多＋の

sin［T（n－1）］／si樫

（3．58）

（3．59）

となり・kを0≦kなる任意の整数とすると，fは周方向波数成分n，1の組合せに

よって次の3通りの値をとることになる．

（1）n±1＝kPのとき，　f＝P．

（2）n＋1＝　kPかつn－1≠k・Pのとき，またはn＋1≠kPかつn－1＝・k・Pのとき，

　　　ノニ・P／2・　（k’は0≦k’≦kなる任意整数）

（3）n±1≠kPのとき，ノ＝0．

これらを満たすn，1の組合せから，ディスクの振動形は接続されるブレードの本

数Pに対して次のような（P／2］＋1通り（［x］はxを超えない最大の整数）のグループ

に分かれることが示される．

一53一
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　（a）pが奇数の場合，

　　　f＝pとなるのはn，1＝kPのとき（S型）．

　　　f・＝p／2となるのはn，　1＝kP±iのとき（D型）．　（i＝1，2，…，（p－1）／2）

　　　ただし，0≦n，0＜P－1．

　（b）pが偶数の場合，

　　　f＝、pとなるのはn，1ニkPのとき（SSl型），

　　　または，n，1＝（2k＋1）p／2のとき（SAl型）．

　　　f＝P／2となるのはn・1・kP±iのとき（D型）．（i－1，2，…，（P－2）／2）

　　　ただし，0≦n，0＜1・一2．

表3－1にこれらの結果をまとめて示す。なお，S型は対称軸に関して対称なモ＿

ド，D型は縮退したモードを表し，　Sl，　Atはとなりあった2本のブレードの間の

角度を2等分する直径に関して対称，逆対称なモードを表す。

　このように，ディスクとブレードの連成振動においては，各モードについて，

上記の関係を満たす特定の周方向波数成分どうしのみが関与することになるが，

これは構造の周期対称性が成り立つ場合の特徴であり，この性質を利用すると式

（3・13）のディスクの試験関数において，着目する振動モードに無関係な周方向波

数成分を除外することができるため，計算に用いられる行列のサイズを縮小する

ことができる・関与する周方向波数成分はD型モードについてはi（これを以降で

はD型モード指数と呼ぶ）を与えると［（、P－1）／2］通り，　S型モードについては1通

り（Pが奇数）または2励（Pが1禺数）それぞれ臆鰹撫＝・，1，2，…）に対して

定まる・これらの結果は，ブレードが接続されたディスクに特有のものではなく，

周期対称に付加物あるいは拘束を有する円板に対しても一般に成り立つことであ

る（65）～（70）．また，斉藤ら（13）は複合周期構造を持つタービン翼の固有モードの円周

方向の特性について考察を行い，ここに述べたのと類似の結果を得ている．

　なお，一般に円板の振動は，ある直径が対称軸となる場合，その直径に関して

対称なモードと逆対称なモードとが生じ，それらを全て表すためには周方向変位

関数に余弦関数と正弦関数を同時に考慮しなければならない．しかし，本章で扱

うような周期対称性が満たされる系の場合，節直径を有する振動形については対

一54一
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表3－1　ブレードの本数，周方向波数成分とディスク・ブレード連成振動

　　　　　　　　　　　　　　のモード形との関係

P n，　1 ア Mode　Type

　　　kP±i，　（i＝1，2，．．．，（P－1）／2，　1〈P）

　　　　　　　another　number

P

P／2

0

　　　　　S一一type

　　　　　D－type

no　coupled　vibrations　occur

even 　　　　　　　kP

　　　　　（2k＋1）P／2

kP±i，　（i＝1，2，．．．，（P一一2）／2，　2〈P）

　　　　another　number

p
p
槻
・

　　　　　SSLtype

　　　　　SA’一type

　　　　　D－type

no　coupled　vibrations　occur
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称モードと逆対称モードの固有振動数は一致し，余弦関数のみを考慮して求める

ことができる，そのため，本章の解析においては周方向変位関数を式（3．13）のよ

うに余弦関数で展開している．

3．6　数値計算と考察

　ここでは，式（3．42）の振動数方程式を用いて数値計算を行い，ディスクの外周

上に周期対称にブレードが接続されている系の自由振動について調べる．以下で

用いる各パラメータの値は，ディスクの内外半径比β＝0．3，ポアソン比ン＝0．3，

接続されているブレードは長方形断面を有する全て同一なブレードであり，ディ

スクの外半径との長さ比α＝1，曲げこわさ比ε＝1．2×10－2，質量比に関する無
　　　　　　　　　　　　P　．i　r－N　一　．　一r．　p

次元パラメータγ＝1．3×10”2とする．また，1番目のブレードの取り付け位置は
　　　　　　　　p
θ1＝0とする．

3．6，1　数値計算精度の検討

　表3－2に，ディスクの半径方向変位関数の試験関数Φmnの項数Mと，接続点に

おける仮想ばねのばねこわさを変化させたときの系の固有振動数パラメータAの収

束状況を示す．この計算には3．5節で述べた連管条件を満たすnのうち3項を用

いた．この表をみると，仮想ばねのばねこわさの値を大きくしてゆくとAは低い値

から高くなりながら収束し，一方Mを増やしてゆくとAは高い値から低くなりなが

ら収束することが分る．ただし，ばねこわさの値を大きくし過ぎると第2章2．4．

2節と同様の数値的な不安定が生じ，振動数パラメータを正しく計算することが

困難になる・例えばこの表の・kTp＝kRp＝108の場合のSSL1・SAL1モードの振動

数パラメータはkTp＝kRp＝106の場合よりも低くなっているものが多く，kTp＝kRp＝10iO

とすると解そのものが得られない場合がある（表中で一と示されているもの）．

得られる解の収束状況と計算の安定性から判断して，以下の計算ではM＝7，

kTp＝kRp＝106を採用する．ブレード部分の直交多項式の忌数については，第2章2．

4．2節の表2－5の片持ばりに対する収束状況から，．R＝10を採用する．

一56一

躍欝響罫 醗鷹 野’ Ai灘　　x 難灘



■ロ圃9■トー

　　　表3－2　ディスク・ブレード連成系の振動数パラメータの収束状況

（p＝8，　B＝O．3，　a．＝1．0，　e．＝1．2×10－2，　7．＝1．3×loh2，　ks．＝o，　y＝O．3，　R，＝lo］

Mode M 102 104

kTp＝kRp

　lo6 108 10io

SS’一1

4
，
5
〆
0
月
1
8

1．780

1．779

1．779

1．778

1．778

1．781

1．780

1，779

1．779

1．778

1．781

1．780

1．779

1．779

1．778

1．778

1．779

1．781

1．777

1．779

1．694

1．682

1．700

SA’一1

4
，
5
！
0
7
’
8

1．813

1．812

1．812

1．811

1．810

1．814

1．813

1．812

1．812

1．811

1．814

1．813

1．812

1．812

1．811

1．813

1．816

1．813

1．810

1810

1．686

1．698

1．687

SS’一2

4
，
5
〆
0
月
1
8

2．603

2．603

2．603

2．602

2．602

2．603

2．603

2．603

2．602

2．602

2．603

2．603

2．603

2．602

2．602

2．603

2．603

2．601

2．601

2，．　600

2．481

2．464

2．705

2．515

2．541

SA’一2

4
5
r
O
門
1
8

4．246

4．244

4．243

4．242

4．242

2．253

4．252

4．251

4，250

4．249

4．253

4．252

4，251

4．250

4．249

4．253

4．252

4．251

4．250

4．249

4．257

4．256

4．267

4．264

4．268
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3．6．2　周方向波数成分と固有ベクトルのノルム

　図3－2（a）～（q）に，8本のブレードを有する系の振動数パラメータと対応する

係数4mnのノルムを示す．この計算には，ディスクの周方向試験関数はn＝0～24の

全ての波数成分を用い，シュラウドばねこわさはkSp＝0（p＝1，2，．．．，8）とした．この

ノルムは各振動モードにおけるディスクの各周方向波数成分の関与の度合いを示し

　　　　　　　　　　　　　　　レ
　　　　　　　　　　　　11Am。ll＝2）　IAmn1　’（n＝O，1，…，M　　　　（3・60）

　　　　　　　　　　　　　　　m＝1

より求められる・ただし・最大値が1となるように正規化してある．また，hNは

ディスク部分と，ブレード部分の固有ベクトルのノルムの最大値の比

　　　　　　　　　　　　　　　　　m則閑
　　　　　　　　　　　　　　　hN＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．61）

　　　　　　　　　　　　　　　　　噸xl臥　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

ただし

　　　　　　　　　　　　　　　ゑ　　　　　　　　　　　　1剛＝£國，（P＝1，2，．．．P）　　（3．62）

　　　　　　　　　　　　　　　r＝1　　　　　　　　　　一一一　　一一一＿．三

であり，そのモードにおけるディスクの振幅とブレードの振幅の大小関係を大ま

かに知る目安として示してある．この図で，（a）～（e）は，片持ばりとしての1次振

動が卓越し，（1）～（o）は，片持ばりとしての2次振動が卓越したブレードの主振動

モードであり，（g）～（j）はそれぞれ，節直径が1本，0本，2本，3本の円板単独

の振動モードの固有振動数に近いため，ディスクの振動が卓越したディスクの主

振動モードである．以上の各モードは，円板あるいは片持ばりの単独の固有振動

数に近い値をもつディスクあるいはブレードの主振動モードであるが，（k），（q）

は円板や片持ばりの単独の固有振動数とは異なる値をもつモードである．この図

から明らかなように，3．5節の連成条件に合うようなnの値どうしのみがそれぞ

れの固有振動数における係数4mnに関与していることが分かる．そのため，対応す

る振動モードの型を図引に示してあり，記号SSLI’，　SA・「ノ，　DUはそれぞれ3．5

節で述べたSS’型，　SAl型，　D型のノ次モードを表し，特にD型のi（この場合で

はi＝1，2，3）はD型モード指数である．なお，（f）と（p）は，hNの値が非常に小さい

　　　　　　　　　　　　　　　　一58・一
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ことから分かるように，ディスクの変位がブレードの変位に比べて非常に小さく，

ブレードのみが振動しているとみなせるようなモード，すなわち連成振動は生じ

ていないとみなせるモードで，これをB－jのように表す．（非常に小さいものの

中での最大値で正規化しているため，このようなノルムの分布になっている．）

　同様に，16本のブレードが接続されている系の振動数パラメータと対応する

係数Amnのノルムを図3－3（a）～（y）に示す．この計算にも，ディスクの変位関数

の周方向試験関数はN＝0～24まで全ての波数成分を用い，シュラウドばねこわさ

はkSp＝0（P＝1，2，＿，16）とした．図3－2の場合よりもブレードの本数が増えたた

め，言成振動の型も増加し（D型モード指数はi＝1～7の7通り）ている．ここ

で，（a）～（i）が片持ばりとしての1次振動，（p）～（u），（w）～（x）は片持はりとして

の2次振動がそれぞれ卓越したブレードの主振動モードで，（k）～（n）はそれぞれ，

節直径が1本，0本，2本，3本の円板単独の振動が卓越したディスクの主振動

モードである．また（o）と（y）は円板や片持ばりの単独の固有振動数とは異なる値

をもつモードであり，（j），（v）はブレードのみが振動するモードである．この図か

らも・連吟振動をするモードにおいては，3．5節の連成条件に合うようなnの値：

どうしのみがそれぞれの固有振動数における係数4mnに関与していることが分か

る．

　さらに，これらの図から，ブレードの主振動モードでは複数の波数成分の影響

を受けているのに対し，ディスクの主振動モードにおいては関与する波数成分の

うちの一つの成分の影響が大きいことが分かる．しかし，いずれの場合も高次の

波数成分の関与は小さくなっており，自由振動の解析においては，ここに示した

振動数の範囲では低次から三つ程度の周方向波数成分を用いればよいといえる．

このように周期対称な系の自由振動に関しては，着目するモードに関与する周方

向波数成分のみ用いて計算すればよく，数値計算：の規模が大幅に縮小できること

が分かる．そこで，以下本章ではN＝24とし，数値計算に用いるディスクの試験関

数中の周方向波数成分には，n＝O～24のうち低次から3項を採用するものとする．
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　3．6．3　固有振動数と振動モード

　　表3｝3に8本のブレードを持ち・シュラウドのない（k・，ニ・；Pニ1，2，…，8）

ディスク・ブレード連成系の固有振動数パラメータを低次から順に示す．この表

でAが二通り示されているが，左側のものは周方向波数成分をnニ0～24の全てを用

いて計算した値であり，右側のものはそのモードに関与するnのうち表に示されて

いる3項だけを用いて計算した値である．また，単独のディスクおよび片持ばり

の固有振動数パラメータの値も併せて示す．この表から分かるようにこの計算例

では，単独のディスクの節直径4本の振動モードと片持ばりの2次モードの固有

振動数パラメータの値が接近した値となっているが，このような場合には連成系

の固有振動数パラメータにはディスク（あるいは片持ばり）単独の振動数から分

化した振動数が生じる・表3－3の中のSAL2とSAL3がディスク単独の場合の節

直径4本のモー・ド（あるいは片持ばりの2次モード）から分化した振動数であり，

このように分化した振動数は基となる振動数より低いものと高いものとに分かれ

て生じる・図3－4に表3－3の各固有振動数における系の振動モード形を示す．

この図より，各振動モード形はディスク部分の振動形が図3－2で卓越している

周方向波数成分に対応した節直径をもつ振動形状になっていることが分かる．

また，上述の分化した振動モードはディスク部分とブレード部分の振動が同位相の

ものと逆位相のものになっていることが分かる．さらに，この分化した振動モ＿

ドは，ディスクとブレードがそれぞれ大きく振動し，そのどちらか一方の振動が

卓越しているわけではないことから，これを強連成モードと呼ぶことにする．

表3－4に・8本のブレードを持ち・それぞれのブレードの先端（ξ，．＝・5）

どうしが全周にわたってシュラウドばねで拘束された（綴られた）系の振動数パ

ラメータを示す．Aが二通り示されているのは表3－3と同じ理由である．シュラ

ウドばねのばねこわさはkSp＝106（p＝1，2，…，8）とする．表3－3と比べると，系の

固有振動数のうちで片持ばりの1次，2次固有振動数付近にあるのはそれぞれ一

つずつ（SSL1，　SSL3）だけであるが，これはブレードが全周にわたって綴られ

ているためにディスクの周方向波数が0（節直径0本）の成分が卓越する振動モー

ドとのみ連成するためである。一一方，固定一単純支持の境界条件を持つはりの1

次固有振動数パラメータの値の付近に複数の連成モードの固有振動数が現れてい
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　　　表3－3　ディスク・ブレード連成系の振動数パラメータ

（P＝8，　B＝O．3，　a，＝1．0，　E，＝1．2×10－2，　7．＝1．3×10－2，　kT，＝kR，＝106，　ks，＝O，

　　　　　　　　　　v＝O．3，　M＝7，　N＝24，　R．＝10］

Mode n

Uniform　Disk　Cantilever
　（m　．，nd）X　Beam

Dl－1

SS’一1

D2－1

D3－1

SALl

B－1

Dl－2

SSL2

D2－2

D3－2

SA’一2

SSL3

Dl－3

D2－3

D3－3

B－2

SA’一3

1．775

1．778

1．787

1．807

1．811

1．838

2．586

2．602

2．825

3，582

4．250

4．553

4．557

4．565

4．580

4．601

4．977

1．777

1．779

1．790

1．809

1．812

1．838

2．586

2．602

2．825

3．582

4．250

4．556

4．565

4．573

4．589

4．601

4．977

1，7，9

0，8，16

2，6，10

3，5，11

4，12，20

1，7，9

0，8，16

2，6，10

3，5，11

4，12，20

0，8，16

1，7，9

2，6，10

3，5，11

4，12，20

2．560　（O，1）

2581　（O，O）

2．821　（O，2）

3．644　（O，3）

4．698　（O，4）

1．838　（lst）

4．601　（2nd）

・㎜

�
ﾑ
‘
、

　
禦

聴
襲
職

饗

Xm．　；　Number　of　Nodal　Circles，

　nd　；　Number　of　Nodal　Diameters．
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（a）　ノ1＝1．777　　Dl－1

（b）　ノ1＝1．779　　SS’一1

（f）　A－1．838　B－1

（g）　A＝2586　Dl－2

（c）　ノ1＝1．790　　D2－1 （h）　A－2．602　SS’一2

（d）　ノ1＝1．809　　D3－1

（e＞　ノL＝1．812　　SA’一1

（リ　ノ1＝2。825　　D2－2

（1）　ノ1＝3．582　　D3－2

図3－4　8本のブレードを持つディスク・ブレード連成系の

　　　　　　　　固有振動モード（その1）

　【P＝8，　β＝0．3，　α＝1，　ε＝1．2×10－2，　γ＝ユ．3×10”2，
　　　　　　　　　　ア　　　　　　ア　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア　　kTp＝kRp＝106，　k・pニ0，・＝0・3，　M＝7，　N＝24・R。＝10】
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（k）　ノ1＝4．250　　SA’一2

（1）　A－4．556　SS’一3

（m）五＝4．565　D事3

（o）　ノ1＝4．589　　D3－3

（p）　ノ1＝4．601　　B－2

（q）　ノ1＝・4．977　　SA’一3

（n）　ノ1＝4．573　　D2－3

　　図3－4　8本のブレードを持つディスク・ブレード連自棄の

　　　　　　　　　　固有振動モード（その2）

　　　［？＝8，　X9＝O；3，　a．＝1，　E．＝1．2×10一“2，　7．＝1．3×10－2，

　　　　kT．＝kR．＝106，　ks．＝O，　v＝O．3，　M＝7，　N＝2」4，　R．＝10］
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直　　　ヲーター一一　．了．一

表3－4　全周をシュラウドで綴られたディスク・ブレード連成系の振動数パラメ＿タ

　　　　（P＝8，　」（9＝O．3，　．a，＝1．0，　E，＝1．2×10－2，　’）t，＝1．3×10－2，　kT．＝kR．＝106，

　　　　　　　　ks，＝106，　gs．＝O．5，　u＝O．3，　M＝7，　N＝24，　R．＝10］

Mode n

Uniform　Disk
　（m．，nd）X

Uniform　Beam

SSLI

B－1

Dl－1

SSL2

D2－1

D3－1

SA’一1

B－2

Dl－2

D2－2

D3－2

SSL3

B－3

SA’一2

1．778

2531

2．602

2．771

3．450

3．697

3．8488

3．8494

3．865

3．980

4．553

4．758

1．779

1．838

2．531

2．602

2．771

3．451

3．697

3．849

3．856

3．871

3．985

4．556

4．601

4．758

O，8，16

1，7，9

0，8，16

2，6，10

3，5，11

4，12，20

1，7，9

2，6，10

3，5，11

0，8，16

2．560　（O，1）

2．581　（O，O）

2．821　（O，2）

3．644　（O，3）

4，12，20　4．698　（O，4）

1．838　C－FXXIst

3．849　C一一sXXlst

4．601　C－F　2nd

　Xm．　；　Number　of　Nodal　Circles，

　　nd　；　Number　of　Nodal　Diameters．
X）KC－F；　Clamped－Free

　　C－S；　Clamped－Simply　Supported．
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　ノ栂、吋記念襲総懸驚霜鞠

るが，これはブレード先端のシュラウドばねがブレード先端に単純支持と同様の

効果を与えているためである．また，この場合，固定一単純支持はりの1次固有

振動数とディスクの節円0，節直径3本のモードの固有振動数が近いため，この

二つの振動成分を持つ固有振動数の分化が生じる．この表中のD3－1モードとD3－

2モードが分化した振動数である．また，表3－3，図3－4中のシュラウドのな

い場合の分化した振動数（A＝4．250，ノ1＝4．977）は，この場合には認められない．

　図3－5に，表3－4の各固有振動数に対応する振動モード形を示す．薬掛に，

振動していない場合のディスク面に平行な仮想のリングを点線で示した．この仮

想のリングが各ブレード先端を通ることから，ブレード先端間の相対的な変位が

ほとんど0であることが確認できる．この図からも，分化したモードの振動モ＿

ドはディスク部分とブレード部分それぞれが大きく振動する強縮成モードであり，

またその振動はディスクとブレードが同位相のもの（分化した振動数のうち低い

方のモード）と逆位相のもの（分化した振動数のうち高い方のモード）になって

いることが分かる．

表3－5に・16本のブレードを持ち・シュラウドのない（k・，＝・；P＝1，2，．．．，

16）ディスク・ブレード連成系の固有振動数パラメータを低次から順に示す．ま

た，表3－6に16本のブレードを持ち，それぞれのブレードの先端（ξ、＝05）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア
どうしが全周にわたってシュラウドばね（kSp＝106；P＝1，2，…，16）で拘束された

系の振動数パラメータを示す．両者ともAの値が二通り示されているのは表3＿3

の場合と同じ理由である・これらの表をブレードが8本の場合と比べるといずれ

もD型モード指数が増加するため連菌振動モードの種類が増加していることが分

かる・また，ブレードの主振動モードの振動数の幅（ブレードの主振動モ＿ドの

振動数のうち，いちばん小さいものといちばん大きいものの差）も拡大している

ことが分かる・ディスクの主振動モードの振動数に関しては，ブレードが8本の

場合よりも低くなっているもの（表3－3，3－5のD3＿2モード，表3＿4，表

3－6のDl－1，D2－1，D3－1モード），高くなっているもの（表3－3，3＿5の

SSL2・D1－2・D2－2モード，表3－4，表3－6のSSL1モード）がある．ま

た，強鼠紙モードについては，分化した振動数の差が大きくなっていることが分

かる・すなわち，強連成モードのうち低い方のモードの固有振動数は8本の場合
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　図3－5　8本のブレードを持ち，全周にシュラウドを有する

　　ディスク・ブレード連成系の固有振動モード（その1）

　　［P＝i　E｝，．　B．　一一一　O・3，　．　ae＝1，　E　，＝1．2×　lo－2，　7　．＝1．3　×　lo”2，
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　図3－5　8本のブレードを持ち，全周にシュラウドを有する

　　ディスク・ブレード連成系の固有振動モード（その2）

　　（P＝．8r．　19」一一“O・3｛．aer’1，　E，＝1・2×10－2，　7．＝1．3×10“’2，

kT，＝kR，＝106，　ks，＝106，　一№刀D＝O．5；　v＝O．3，　M＝7：　N＝24，　RilO］
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　　　　　表3－5　ディスク・ブレード連成系の振動数パラメータ

［P＝16，　」B＝O．3，　a，＝1．0，　i．＝1．2×10－2，　7．＝1．3×一10－2，　kT，＝kR．＝106，　ks，＝O，

　　　　　　　　　　　　　　　v＝O．3，　M＝7，　N＝24，　R．＝10］

Mode n
Uniform　Disk　Cantilever
　　（m，，nd）X　Beam

1，15，17

0，16，32

2，14，18

3，13，19

4，12，20

5，11，21

6，10，22

　8，24

7，9，23

1，15，17

0，16，32

2，　14，　18

3，13，19

4，12，20

5，11，21

6，10，22

7，9，23

　8，24

0，16，32

1，15，17

2，14，18

3，13，19

4，12，20

2．560　（O，1）

2．581　（O，O）

2．821　（O，2）

3．644　（O，3）

1．838　（lst）

4．698　（O，4）　4．601　（2nd）

Xm，　；　Number　of　Nodal　Circles，

　nd　；　Number　of　Nodal　Diameters．
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表3『6鯛をシュラウドで綴られたディスク・プレー漣成系の繭数パラ／一タ

　　　　［P＝　16，　E　＝O．　一3一，　．　a　？i　1．O，　E　．＝1．2　×　10－2，　7　．＝1．3　×　lo－2，　kT，　＝k　R，＝lo6，

　　　　　　　　ks．＝106，　gs，＝O．5，　y＝O．3，　M＝7，　N＝24，　R．＝10］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p

’

Mode
Uniform　Disk
　（Mc，nd）X Uniform　Beam

SSLI

　B－1

Dl－1

SS’一2

D2－1

D3－1

D4－1

D5－1

D6－1

D7－1

SA’一1

B－2

Dl－2

D2－2

D3－2

SSL3

B－3

D4－2

1．738

2．506

2．620

2．731

3．358

3．697

3．767

3．790

3．7996

3．800

3．849

3．892

3．927

4．090

4．571

4．758

1．737

1．838

2．506

2，620

2．731

3．358

3．697

3．767

3．790

3．7996

3．800

3．849

3．892

3．927

4．090

4．567

4．601

4．758

O，16，32

1，15，17

0，16，32

2，14，18

3，13，19

4，12，20

5，11，21

6，10，22

7，9，23

8，24

1，15，17

2，14，18

3，13，19

0，16，32

2．560　（O，1）

2．581　（O，O）

2．821　（O，2）

3．644　（O，3）

4，12，20　4．698　（O，4）

1．838　C一一一FXXIst

3．849　C一一SXXlst

4．601　C－F　2nd

　※m。；Number　of　Nodal　Circles
　　　　　　　　　　　　　　　　　シ　　nd；Number　of　Nodal　Diameters．
※※C一・F；Clamped－Free，

　　C－S；Clamped－Symply　SupPorted．
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よりさらに低くなり滴い方のモードの固有騒数はブレード8本の場合よりさ

　らに高くなる．

　　次に8本のブレード鮪する系にお1ナる，ブレードの長さとディスクの夕伴

径との比ev　Pによる騒数パラメータの変化を図3－6に示す．ここで横線で横

軸に平行に引かれた線はディスク単独の固有回数パラメータ洞じく細線で図

の左上から右下に向かう曲線は片持ばりの固有命数パラメータを表す．これを

みると・ディスク・ブレード猷系の忌数・eラメータ曲線のなかには，単独の

アィスクと片持ばりの振動数の曲線が交差する点の付近で大きく方向転換するも

のが謝られる・この図を騒モ’・一’　F’のタイプ別に表したのが図3－7である．

これをみると例えば（a）のSS，タイプの振動紬線1まディス蝉独の（m。，n、）＝（。，。）

モードと片持ばりの1次の騒紬線の交点付近で方向転換しているが，そのほ

かの交点の付近では方向下していなし・ことがわかる（m。，n、はそれぞれディス

クの節騰鮪騰）・同様に・一SAIタイプで高跳ディスクの（・，4）モードと

片持ばりの翻数曲線の交田田で方向轍しており，D、，D2，D3タイプはそ

れぞ禅独ディスクの（・，・）・（・，2），（・，3）モードと片持ばりの交鮒近で方向轍

している・この結果から・ディスク・ブレード獣系略モードタイプの翻数

曲線はそのモードに関与する周方向波数成分に徹する髄徽の単独ディスク

の脚数鹸と片持ばりの捌紬線との交点付近で方向轍を起こすことが分

かる・また・これまで述べてきた強連成モードは，SA，タイプの騒数曲線が方

向転換して生じたものであることもこの図から分かる．

なお・このような騒紬勧方向轍はrCUrVe　Veering（ヴィーリング）」

と呼ばれ・ディスク・ブレード獣系のような聯的な甑のある系（71）一（73）や，

単独の構造物（74）～（76）においても平板のアスペクト比など，系のパラメータの変化

によって二種類の振動モードの振動数が接近するような場合においてみられる．

このようなヴィーリングが生じるとその前後でモードの入れ替わりが生じる。ま

た，ヴ仁リングしている領域ではモード形はわずかなパラメータの変化でも大

きく変化することから，モードの局所化と関連した研究もなされている（77）（78）．
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3．7　結　言

　本章では，ディスクの外周にブレードが接続された系の自由振動をリッツ法を

用いて解析した・変位関数の試験関数として，ディスク部分に対しては静止円板

の自由振動を解くことによって決定され，ベッセル関数と三角関数で表される円

板の固有関数を用いた．また，グラム・シュミットの直交化法を用いて直交多項

式を構成する方法を示して，その手法により構成される直交多項式をブレードの

試験関数として用いて解析を行った．その際ディスクとブレードの接続点に仮

想ばねを導入して接続条件を満足させた．この方法により得られた振動数方程式を

数値的に解いて，周期対称性を有するディスク・ブレード連成系の振動数パラメー

タならびに振動モードを計算し，以下のような結論を得た．

（1）本章で述べた手法により，用いる試験関数が簡単であると同時に，系の運

　　　動エネルギーより導かれる係数行列を対角行列化することができ，数値計

　　　算を安定して行うことができる．

（2）ディスク上に周期対称に付加物が配置されている場合のディスクの振動形

　　　は，周方向波数と付加物の数との間の特定の関係を満たすような形で生じ

　　　ることを示し，数値的に確認した．そのために，ブレードの主振動モード

　　　の数は・ブレードの本数とともに増えることを示した．

（3）ディスク，ブレードそれぞれ単独の固有振動数が接近している場合には振

　　　動数の分化が生じ，両者の強連成モードが生じる．そして，この強連成

　　　モードにはディスクとブレードが同位相で振動するモードと逆位相で振動

　　　するモードの二つがあり，それぞれもとの固有振動数より低い値と高い値

　　　を取る。

（4）各ブレードの先端を全周にわたってシュラウドで結んだ場合，ブレードの

　　　主振動モードは，ブレードが片持ばりとしての振動をする場合と固定一纏

　　　持ばりとしての振動をする場合の2通り生じる，

（5）ブレードの本数が増えるとブレードの主振動振動数の幅は拡大し，また強

　　二成モードの場合には分化した固有振動数の差が大きくなる．

（6）ブレードの長さとディスクの外半径との比による振動数パラメータの値を

　　プロットすると，各モードの振動数曲線は，そのモードに関与する周方向

　　波数成分に一致する：節直径数の単独ディスクの振動数曲線と片持ばりの振
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動数曲線との交点付近でヴィーリングを起こす。そして，本章で説明した

強連成モードが生じるのは，このような振動数曲線のヴィーリング現象で

あることを明らかにした．
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第4章　ディスク・ブレード連吟系の定常応答（79）

4．1　緒　言

　前章までは・ディスク・ブレード連成系を連続体としてモデル化し，エネルギ＿

法を用いて振動解析を行うための接続条件，境界条件の取り扱いに関する問題に

ついて述べてきた・そして，ディスクとブレードの接続部に仮想ばねを導入する

ことと，直交性のある関数を試験関数として用いることで解析が容易になり，ま

た数値計算を安定化させることができることを示し，周期対称性のあるディスク・

ブレード連成系に関して基本的な振動特性を明らかにした。一・方，実際の蒸気ター

ビンシステムなどにおいては，流体中を回転することによる流体励振力を始めとす

るさまざまな励振力を受けながら運転されるため，自由振動特性（固有振動数，

固有モード）だけでなく，系の周波数応答特性をも把握することが重要となる．

しかし，実機に作用するような規則的，あるいは不規則な励振力の振舞いは非

常に複雑であり，それらの予測技術，モデル化技術はそれ自身が現在進行中の重

要な研究テーマとなっているため（28）～（3・）・（80）（81），本論文では深くは立ち入らない．

ここでは・最も単純な励振力として，ディスクあるいはブレード上の一点に調和

的な集中外力が作用する場合を考え，そのときの系の定常応答を解析する．した

がってここで行う応答解析は，実際のタービンシステムに作用する励振力による

応答をシミュレートするというよりも，系の持つ基本的な振動特性を系の応答と

いう観点から調べることを目的としている．

　そのために本章では・系の各エネルギーに加えて調和外力による仕事を求め，

ラグランジュの方程式を用いて系の運動方程式を導く．その際に，ディスクとブ

レードそれぞれの曲げこわさを，内部減衰を考慮した複素量で近似する．また，

変位の試験関数については，第3章と同じく，ディスク部分に対しては有孔円板

の固有関数ブレード部分に対してはグラム・シュミットの直交化法により構成

した直交多項式を用いた級数でそれぞれ近似する．数値例として，8本のブレー

ドがディスクの外周に周期対称に取り付けられた系について数値計算を行い，励

一80一
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振振動数に対する系の応答曲線を求める．そして，第3章の解析で得られたディ

スク’ブレード連成系の基本的な振動特性が応答曲線に現れることを示すととも

に，内部減衰の大きさ，励振点の位置，シュラウドの有無，ディスクとブレード

のこわさ比等が応答変位，共振振動数，反共振振動数などの系の応答特性に与え

る影響について調べる．

4．2　ラグランジュの方程式を用いた運動方程式の導出

　図4－1に，本章で扱う調和外力による励振を受けるディスク・ブレード平成

系を示す・各ブレードはディスクの外周上に等間隔に取り付けられているものと

し・ディスクとブレードの接続条件は接続点に変位と回転角のそれぞれの差に比

例する仮想ばねを導入して処理する．用いる座標系，記号等は第3章とまったく

同じであるが，調和外力の作用点を添字0を付して表す。すなわち，励振力がディ

スク上に作用する場合はその位置を（r。，θ。），ρ番目のブレード上に作用する場合

には（xpo）とする．

　系の振動変位はディスクの面外方向変位vaのみを考えるものとすると，ディス

ク，ブレードそれぞれに蓄えられる各エネルギーは以下の式で与えられる．

Ud・・
渇ﾜ（1一の怪〔砦＋幕〕一

　　　　　　　　喝書簡雌〔劉醜

　　　　　　　　　Td・＝学煩讐〕2アdθdr

　　　　　　　　Tb・＝志雄ρ♂P雌圏咋

謝1ルdθΦ（4．、）

（4．2）

（4．3）

（4．4）

一81一一
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図4－1　調和励振力を受けるディスク・ブレード連成系と座標系
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　　　　　　　　紘0＝麦妻虜（wd　一Wbp）2＋礁〔篶）2　1，．a，e＝ep

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゲイノ　

　　　　　　　　　＋圭書騰（脚2し＿　　（45）

ただし・δ・はディスクの曲げこわさでディスクのヤング率左、，ポアソン比をレと

してD，＝E，h　3／12（1一レ2）と表され，　E，，1bはブレードのヤング率と断面二次モーメ

ントである．ここでは，内部減衰を考慮してE，，E，を次式の複素量で表す．

　　　　　　　　　　　Ed；Ed（1サδd）・4，＝Ebp（1ザδbρ　　　（4．6）

ここで・ノは虚騨位・E・・E・．は各ヤング率の実数部であり，δ、，δ，．は任意の

振動数における実部と虚部の比を表す定数で材料の内部搬の大きさを表す．以

下の解析の簡略化のために次のような無次元量を導入する．

また・励振力として調和外力を考え，その脹動蜘，を用いて時間に関する轍

元量τおよび無次元振動数パラメータAfを次のように定義する．

　　　　　　　　　　　　　τ＝ωft・　44＝ρ芸α4ω～　　（4．8）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d

これらを用いて式（4．1）～（4．5）を無次元量で書き直すと，以下のとおりとなる．

Ud＝（1斗プδd@2） （軌）2－2（1－v）塑甦．

　　　　　　　en2〈nOn
％
ゲ
ヂ
∂
）V一σ

ηdθdη

、
　
　
ノ

耽
弓∂

取
引
劇

画
〕

（4．9）

（4．10）
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1

　　　　　　　　　P　l　／AW　A　III　X2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n＝1，e＝　ep
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ら＝一112
　　　　　　　　　1：

　　　　　　　　2p“．i　t　FN　OP　OP’i’　Jgp＝gsp，　ep．i＝esp．i

ただし，各エネルギー，変位は次のような無次元化を行っている．

　　　　　　　（Ud，　Ub，　Td　，　Tb　，　U，）＝BT，　（UdO，　UbO，　TdO，　TbO，　u，O）

　　　　　　　　　　　　　　　　　d

　　　　　　　VVd（r・e・t）＝aWd（η・e・τ）・㌦（κノ）＝aWb，（ら，τ）

また，

　　　　　　　　　e．＝一ll’1；i2e’L．”・y，＝一ft’；fi2riill；S・Dd＝k，，dh．一i2

　　　　磯淵讐〕2ηdθdη

　　　　砲か淵警〕2d　4，

Us＝ G鶴（Wd一一VVbp）2＋kRp〔画一為〕

’一

奄r；｛．？i　［kSp（VVbp－Pvbp．1）2　］

（4．11）

（4．12）

（4．13）

（4．14）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．15）

であり，εp，γpはそれぞれρ番目のブレードとディスクの曲げこわさの比，質量

の比に関する無次元量である．なお，耽P．1＝Wb1とする．

　ここで，ディスクとブレードの変位を次のように近似する．

　　　　　　　　　　　　　　　ア　ハド
　　　　　　　　　Wd（η・θ・τ）＝ΣΣφmn（η）c・snθA．n（τ）　　　　（4．16）

　　　　　　　　　　　　　　m＝1n＝O

　　　　　　　　　　　㌦（ら・τ）；Σ勤（ら）Br（τ）　　　　　　（4．17）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ　　　　　　　ρ　　　　　　　　　　　　　　　　rp＝1

ここで，Φ加。（η）は，境界条件を満たす円板の固有関数であり式（3．15）で与えら

れる・％（ξP）はグラムーシュミットの直交化法を用いて構成される直交多項式で，

式（3・34）～（3・36）・（3・39）より得られる・また・Amn（τ）・　B，p（τ）は未知の時間関

数である．なお，本章においても，系には構造の周期対称性が満たされているもの

　　　　　　　　　　　　　　　　一84一

’5嘱一
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　とする・さらに以下の数値計算で励振力をディスクの対称軸上に作用させること

を念頭におき，対称振動のみが励起される場合に問題を限定して扱うものとして

いるので，ディスクの周方向変位関数を式（4．16）のように余弦関数で展開してい

る．

　次に，調和励振力を受けるディスク・ブレード連成系の運動方程式を導くため

に，次式で与えられるラグランジュの方程式を用いる．

　　　　　　f．（iffth）一ziitt＋ifftiU　一Q．・　（k－1，2，．．．M，　1－o，i，．．．，Ab

　　　　　　誰岡一考蜀紘・（Sp　＝1，2，・・．R，）　i　（4’18）

ここで，2ki，9spはA　kl，　B，pを一般化座標とする一般化力であり，　c）はτによる微

分を表し，σ，Tはそれぞれ，

　　　　　　　　　　　　　U＝　Ud’Ub’Us，　T＝　Td“Tb　（4・19）

である・いま・ディスク上の一・点（η。，θ。）に大きさC♂2の調和外力が作用すると

き，その力による仕事vafは，次式で表される．

　　　w，＝g’exp（1’T）A．．（T）fpif，2”tij．，　SI．）　¢．．（n）cosne6（n－n，）6（e－e6）dedn　（4．20）

　　　　　　　　　　　　　　　m＝1　n＝O

ただし，δはディラックのデルタ関数である．したがって，この場合の一般化力

2ki　・9、pは・

　　　　　　　　　　磯＝争expσ柳η・）C・sle。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．21）
　　　　　　　　　　9≒饗＝・

　　　　　　　　　　　　　sp

となる・同様に・大きさC♂2の調和外力がブレード上の一点（ξ，。）に作用する場

合の一般化力eki　，2。pは，

一85一
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　　　　　　　　　　　　　Q．＝o

　　　　　　　　　　　　　Qs，＝一！lll’Lexp（iT）　y’．，（4，，）　i　（4’22）

で与えられる．式（4．9）～（4．13），（4．21），（4．22）を式（4．18）に代入して整理する

と，ディスク・ブレード連二二の運動方程式，

が導かれる．この方程式は，複素係数の連立1次方程式であり，与えられた励振

振動数Afに対してこの方程式を解くことで，時間関数Amn，　Brが以下のように決

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p
定される．

欝

欝
饗

－
灘

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P

ただし調和励振力に対する応答であるので｛Amn　Br｝T＝｛amn　b，｝Texp（1τ）とおいた

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア　　　　　　　　　ア
（｛am。　b，p｝Tは時間に無関係な未知定数）．式（4．24）を式（4．16），（4．17）に代入する

ことにより，調和外力を受けるディスク・ブレード連成系の応答が求められる．

なお，式（4．24）の各係数行列の部分行列の要素は以下のとおりである．

囎＝聯d）塵φ姦η＋v（φ孟φゑ＋φ締

　　　　　一vη2（φ孟φ㎞＋φ一φ姦）＋［1＋2η2（1－v）】φi・φゑ

　　　　　　　　　　　η　　　　　　　　　　　　　　η

　　　　　一2（響m・　¢tO一一明φ剥dη

　　　ア
＋Σ陪φザ・sηら。・s1轡痴媛ρ・sηら。・s1名］，。1（425）

1
6
。螂
瓢妬　ρ⊥

％
争姻

望
r
P

％鶴〃喫
n＝1，　e．＝一1／2

（4．26）
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　　　　　　螺＝桝φ脱。乳，c・吻÷魚Pφゑ。鴫。・sηら　　（4．27）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　P　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　η＝1・4Pニー112

　　　　　　　　　　　　　囎＝弼φ一Φ勧ηdη　　　（4．28）

　　　　　　　　　　　　ガ；αρη雌。乳，dら　　　（4．29）

ここで，Uc，（）’は式（3．48），（3．4g）で与えられる．また，式（4．24）の部分行列

［σ♂塑）］は・0でない要素を持つブロックを・で表すと（3．50）と同様に，

　　　　　　　　　　　　　　　＊　　＊　　　　　　　　　　　　＊

　　　　　　　　　　　　　　　∵＊

　　　　　　　　　　　國＝　…　　　　（4．3・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’∴＊

　　　　　　　　　　　　　　　＊　　　　　　　　　　　　　＊　　＊

という形をしている・そのうち・対角ブ・ックの螺をσ肋蛾対鰍より上の

フロックの要素をσ肋蛾対鰍より下のブ・ックの要素をσ，押とするとそれ

らはそれぞれ

　　　　　　　　　準）＝多（1魁脆嘱dら

　　　　　　　　　　　　ア
　　　　　　　　　　　＋慨＋毒噸ケー1／2　（4・31）

　　　　　　　　　　　＋［（kSp＋総P－1踏面p

　　　　　　　　　　劇船P矧ξ齢。e、p＋1　（4・32）

　　　　　　　　　哨9ニー吟P－1劉ら緬。晶P、　（4・33）

である．ただし，彰0＝彰p，kSO＝kSpとする．
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4．3　数値計算と考察

　本節では，式（4．24）の定常応答を決定する方程式を用いて数値計算を行い，ディ

スクの外周上に周期対称にブレードが接続されている系に調和励振力が作用する

ときの系の応答について調べる。以下で用いる各パラメータの値は，ディスクの

内外半径比β＝0．3，ポアソン比レ＝0．3とし，接続されているブレードは長方形断

面を有する全て同一なブレードであり，特に断らない限り，ディスクの外半径と

の長さ比αp＝1，曲げこわさ比εp＝1．2×IOny2，質量比に関する無次元パラメータ

γp＝1．3×10－2とする．また，ここで扱う系のプレー・ドの数は8本とし，1番目の

ブレードの取り付け位置はθ1＝0とする．なお，本論文の手法によればブレードに

差異が存在する，いわゆるミスチューン系の解析も可能であるが，以下では全て

のブレードが同一・である場合のみを扱うため，各パラメータ中のブレードの番号

を表す添字lpは省略する．

鵬
，
－
蝸

羅
趣
講

4．3．1　数値計算精度の検討

　式（4．24）を励振振動数を細かく変化させながら解き，特定の点（観測点と呼ぶ）

についてその時々の応答変位を計算していくと，励振振動数が系の固有振動数に

近くなると観測点の応答変位は大きくなる．このような共振振動数には第3章の議

論から，ディスク，ブレードそれぞれの主共振モードと両者が共に大きな応答

をする強酒成モードとが存在する．また励振振動数によっては，観測点の応答変

位がほとんど0となる，反共振振動数も存在する．表4－1，4－2に，シュラ

ウドを持たない系のブレードの主共振モードの最低次（固有振動モードDl－1に

対応），ディスクの主共振モードの最低次（固有振動モードD1－2に対応），ディ

スクとブレードの強弓成モード（固有振動モードSAL2に対応）の各共振振動数

ならびにその強既成モードに隣接する反共振振動数のうち低い方の反共振振動数

のそれぞれについて，1番目のブレード先端の応答変位（ただし，調和外力の大

きさの2倍で割ってIWbl（0．5）／2。1としたもの）をそのときの励振振動数ノ1，（［】

内の数値）と共に示す・表4－1は・式（4．16）の級数の二三，表4－2は式（4．17）

の級数の項数による収束状況である．この表より，いずれの場合もM＝8，N＝8，

一88一
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　　　　　　　　　表4－1　応答変位のM，Nによる収束状況

（M，N）

bm1（D1－1）

（resonance）

　　　　　1　itv，，（O．5）／2，　i

doi（Dl－2）　Anti．
（resonance）　（antiresonance）

scl（SA’一2）

（resonance）
（5，4）

（7，6）

（8，8）

（9，10）

1．256×103

11．783］

1．258×lo3

［1．783］

1．266×lo3

［1．779］

1．264×103

［1．776］

5．368×lo2

（2586］

5．364×lo2

［2．586］

5．335×lo2

（2．586］

5．316×102

［2．586］

9．250×lo－5

　［4．172］

8．535．lo－S

［4．167］

8．463　×10－5

［4．166］

8．543×10－5

（4．167］

66．37

［4．258］

66．50

［4．257］

66．51

［4．257］

66．49

（4．257］

纏
難

懸

L
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　　　　　　　　　　　表4－2　応答変位のRpによる収束状況

δ、＝驕鵡熱篇1蓄酵臨1；鷺鐙；1暗＝謙8】

P
R

bm1（D1－1）

（resonance）

　　　　　1　wbi（O・5）／20　I

doi（Dl’一2）　Anti．
gresonance）　（antiresonance）

scl（SA’一2）

（resonance）

懇　
「
磁

6

8

10

11

1．266×103

［1．779］

1．266×103

［1．779］

1．266×lo3

［1．779］

1．266×103

［1．779］

5．335×lo2

［2．586］

5．335×lo2

［2．586］

5．335×lo2

［2．586］

5．335×lo2

［2．586］

8．278×lo－5

　［4．169］

8．462×lo－5

　［4．166］

8．463×lo－5

［4．166］

8．463×lo－5

［4．166］

66．93

［4．261］

6651
［4．257］

6651
（4．257］

66．51

［4．257］

一一X0一
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Rニ10をとれば，振動数は有効数字3～4桁，応答変位の値は有効数字2～3桁の

範囲で収束しているため，応答曲線を描くには実用上十分であると判断できる．

そこで，以下の計算では変位関数の級数の回数は，Mニ8，　N＝8，　R＝10とする，ま

た，接続点でのばねこわさは，第3章での固有振動数の収束状況から判断して

kT＝kR＝106とした．

懸
騒
騒
蟻
難
鐙
霧
脳
羅
．
躍
胴
鐡
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4、3．2　振動数一応答曲線

　図4－2に，シュラウドを持たないディスク・ブレード連同系（ks＝0）のディス

ク上の点（η。，θ。）ニ（0．8，0）に調和励振力が作用する場合の系の振動数一応答曲線を

示す．これは，横軸に励振振動数4を採り，縦軸には応答変位の大きさを励振力

の大きさの2倍で割ったものを対数目盛りでプロットしたものである．図の上方

に向かうピークは共振状態を示すピーク，図の下方に向かうピークは反共振状態

を表す・ここでは・内部瀕の値としてδ、＝δ、＝1・一4を用いた．図4－2（a）一（e）

はそれぞれ1番目～5番目のブレードの先端の応答を表し，図（f）～（」）はディスク

の外周上の点で，1番目～5番目のブレードとの接続点の応答を表している．こ

の図（a）・（f）で・bm1・bm2と書かれたピーク群は，そのときの励振振動数が片持

ばりの1次，2次の固有振動数に近い値となっていることから分かるように，主

としてブレードが振動するブレードの主共振ピーク群である．また，d。1と書かれ

たピークは（c）と（h）の応答曲線には認められないが，これはこのピークが，ディス

クの節直径1本の固有振動モードが卓越するような振動形で応答している共振点

であるためで，3番目のブレードは節直径上にあるため応答ピークが現れない．

このときの共振振動数はディスクの節円数0，節直径数1のモードの固有振動数

に近い値となっている．さらに，d。。と書かれたピークは全ての図においてピーク

が現れているが，これはディスクがかさ型モードが卓越するような振動形で応答

しているたあであり，do2と書かれたピークは（b），（d），（g），（i）の図ではピークが

現れていないが，これはディスクが節直径2本のモードが卓越する振動形で応答

しているためで，2番目，4番目のブレードは節直径上になるため応答ピークが

現れない・以下同様に，図中のdmnはディスクの各主共振ピーク（添字〃z，　nはそ

舞
・

縁
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　　図4－2　ディスク上の一点に励振力が作用するディスク・ブレード連成系

　　　　　　　　　　　　の振動数一応答曲線
　　（Pr－8，　．B＝O・3，．　q　p．　f！，．　E，＝1．2×10一？，　7，＝1．3×10－2，　kT，＝kR，＝106，　ks．＝O，

　　　δ　d＝　6　bp＝10－4，励振点：η。＝O．8，θ　，＝O，レ＝0．3，　M＝8，2＞＝8，　R，＝10】
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れそれ，そのピークにおける振動形において卓越しているディスクの固有モード

の節円理と節直径数）を表す．各ブレードはディスクの外周上に取り付けられて

いるため，ディスクが共振するとブレードの応答変位もブレードの主共振点並に

大きくなる．一・方，ディスクの応答変位はブレードの主共振点ではディスクの主

共振点に比べて小さいことが分かる．これらの各主共振ピークに対して，図中で

sc1，　sc2と書かれたピークはディスク，ブレードとも大きく振動しており，両者

がともに大きく応答する，強連成モードの共振点であることが分かる．

　図4－3（a）に・図4－2（a），（f）におけるbm1の共振時の応答を横軸を拡大し

て示す・同様に・図4－3（b）に，図4－2（a），（f）におけるbm2の共振時の応答

を横軸を拡大して示す・また，表4－3にこの応答計算に用いたディスク．プレ＿

ド連糸系の固有振動数パラメータAを示す．このAは系の固有円振動数ωを用い

て，A4＝P　dha4　to　2／D、と表される無次元量である．図4－2，図4－3と表4＿3

より，共振振動数の個数と数値は固有振動数とよく一致しており，第3章の3．5

節で述べたような周期対称構造を持つディスク・ブレード連成系の振動特性が応

答曲線に明瞭に現れていることが分かる．ただし，表4－3中のB＿1，B＿2モ

ーー hはプレーードのみが振動するモードであるが，図4－2，図4－3の計算では

ディスク上に励振力を作用させているために，これらの振動型に対応するピーク

は応答曲線には現れない．

　図4－4に・図4－2と同じ系において内部減衰の値を変化させたときの1番

目のブレード先端の応答曲線を示す．図の実線は内部減衰がδdニδ　，＝10”4の場合，

破線はδdニδb＝10－3の場合，一点鎖線はδd＝δbニ10騨2の場合をそれぞれ示してい

る．これを見ると，内部減衰がδd＝δb＝10薗4の場合は各共振ピーーク，反共振ピーー

クはそれぞれはっきりと現れているが，δdニδb＝10－2と大きな値をとると各ピー

クは消滅している．なお，これ以降の計算では内部減衰の値としてδ＝δ＝10昌3
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d”一　V　b
を用いることとする．

　次に，励振点の位置を変化させた場合の，1番目のブレード先端の応答曲線を

図4－5（a），（b）に示す．図（a），（b）はそれぞれブレードが片持ばりとしての1次，

2次の振動形で共振するブレードの主共振振動数領域における応答曲線である．

また・破線はディスクの外周上の点（η。，θ。）＝（1，0）に励振力が作用する場・合，実

　　　　　　　　　　　　　　　　一93一
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　（b）　Resonance　Peaks　around　bm2
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　図4－3　ブレードの主共振領域での振動tw　一応答曲線
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Pプρ一一『〒

　　　表4－3　ディスク・ブレード連成系の振動数パラメータ

（P＝8，　，8＝O．3，　a．：1，　g．＝1．2×10’2，　7，＝1．3×10－2，　kT．一一一kR．＝106，　ks．＝O，

　　　　　　　　　y＝O．3，　M＝7，　N＝24，　R，＝10］

Mode
Uniform　Disk
　（M．，nd）X

Cantilever　Beam

Dl－1

SS’一一　1

D2－1

D3－1

SA－1

B－1

Dl－2

SSL2

D2－2

D3－2

SA一一2

SSL3

Dl－3

D2－3

D3－3

B一一2

SA－3

2560　（O，1）

2581　（O，O）

2．821　（O，2）

3．644　（O，3）

4．698　（O，4）

1．838　（lst）

4，601　（2nd）

Xm．　；　Number　of　Nodal　Circles，

　nd　；　Number　of　Nodal　Diameters．
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　　　　　図4－5　励振点の位置による振動数一応答曲線の変化
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線は図4－2～図4－4の場合と同様にディスクの外周から少し内側の点（η。，θ。）

＝（0・8・0）に励振力が作用する場合・そして一点鎖線はさらに醐の点（η。，θ。）＝

（0．6，0）に励振力が作用する場合である．これを見ると，共振振動数は励振点の位置

の変化によってほとんど変らないが反共振振動数は励振点の位置によって変り，

特に図（b）ではその変化が大きいことが分かる．また，図（a）では励振点がディスク

の内側に移動するにつれて共振ピークの高さが大幅に低下しているのに対して，

図（b）ではそれほど大きな低下は見られない．

次に・ブレードの先端が鯛にわたってシュラウドで綴られた系（k、＝1・・）1こ

励振力が作用するときの1番目から5番目のブレードの先端からやや内側の点

（ξ1～ξ・＝・・4）での応答を図4－6（a）一（e）に示す．また，図4－6（f）一（j）はディ

スクの外周上の点で，1番目～5番目のブレードとの接続点の応答を表している．

ここでは励振力は1番目のブレード上の点ξ。＝0．4に作用するものとした．ここで

も・図4－2の場合と同様に各共振ピークにおける振動形を，そのとき卓越して

いる固有モード形によって一中に示すように分類することができる．この図で

bm　1，　bm3の共振ピークはブレードが片持ばりとして振動するモードの共振ピー

クであるが，それぞれひとつずつしかピークが生じてないことが分かる．これは，

ブレードの先端を全周にわたってシュラウドで結ぶとブレードが片持ばりの振動

形で応答するモードはディスクが節直径を持たないかさ型の振動形で振動するモー

ドとのみ連成するためである．また，bm2はブレードが固定一単純支持はりとし

て振動するモードの共振ピーク群であり，そこには第3章で述べたような連成条

件を満たす数のピークが現れている．さらに，この場合はdo3モードのピークと

bm2のピーク群の両側に分化したモードの共振ピークsc1，　sc2が現れているが，

この両者は・ディスクブレードともに大きく振動しているピークであり，強連成

モードの共振点であることが分かる．なお，このsc1，　sc2はディスクが節直径を

3本持つようなモードから分化した共振ピークなので，図（c），（h）にはピークは現

れていない．また，bm3のピークはブレードの主共振ピークのためディスクの応

答は非常に小さく，一方do4のピークディスクの主共振ピークなのでブレードの

共振ピークは低くなっている．この系の固有振動数パラメータを表4－4に示す．
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表4－4　全周をシュラウドで綴られたディスク・ブレード連成系の

　　　　　　　　　　振動数パラメータ

（P＝8，　（9＝O：fi，．　a．？＝1）　8p＝1’2×10－2，　7p＝1・3×10－2，　kT．＝kR，＝106，

　　　　ks．＝106，　gs，＝O．5，　y＝O．3，　M＝7）　N＝24，　R．＝16］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P

Mode
Uniform　Disk
　（mc，nd）X

Uniform　Beam

SSLI

B－1

Dl－1

SSL2

D2－1

D3－1

SALl

B－2

Dl－2

D2－2

D3－2

SSL3

B－3

SA’一2

1．778

2．531

2．602

2．771

3．450

3．697

3．8488

3．8494

3．865

3．980

4．553

4．758

2．560　（O，1）

2．581　（O，O）

2．821　（O，2）

3．644　（O，3）

4．698　（O，4）

1．838　C－FX’　×lst

3．849　C－sX’　Xlst

4．601　C－F　2nd

　Xm，　；　Number　of　Nodal　Circles，

　　nd　；　Number　of　Nodal　Diameters．
X．　）8（C－F；　Clumped－Free，

　　C－S；　Clumped－Simply　Supported．
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図4－6・表4－4より洪振翻数固有翻数パラメータは個数，イ直ともよ

く一致しており・シュラウドを持つ系につし・ても第3章の3．5節で述べたよう

な周期対称構造を持つディスク・ブレード連成系の振動特性が応答曲線に現れて

いることが分かる．ただし，表4－4中のB－2モードはブレードのみ振動するモー

ドであるが・図4－6の計算では励振力を作用させているために，この振動型に

対応するピークは応答曲線には現れない．

　図4－7に・図4－6の場合と同様に全周をシュラウドで綴られた系（ks＝106，

ξ　s，＝05）に励振力が作用するときの1番目のブレードの先端からやや内側の点

（ξ1＝0．4）の応答を示す．ここでも励振力は1番目のブレード上に作用するものと

し・実線は励振点ξ。＝0．4，点線は励振点ξ。＝0の場合を表す．この図からも，共

振振動数は励振点の位置の変化によってはほとんど変らないが，反共振振動数は

励振点の位置により大きく変化することが分かる．

　図4－8に・ディスクとブレードの曲げこわさ比εを変化させたときの，シュ

ラウドを持たない系の応答曲線を示す．励振点及び応答変位の観測点は図4－4

の場合と同じである・この図からεが減少するとディスクの主共振振動数はほと

んど変わらないが，他の共振振動数は低い方へ移動することが認められる．これ

は，ブレード部分の固有振動数パラメータ4，ニρ♂ノρ4ω4／Eゾψと，ここで用いた

ディスク・ブレード系のパラメータAとの間に

　　A4
／14＝ @P4εP
　　7pap

（4．34）

の関係が成り立つことから，εの減少と共にブレードの主共振振動数パラメータ

の値が減少するためである．この図より，εのわずかな変化によってブレードの

主共振振動数およびそれに隣接する反共振振動数は共に大きく変化することが分

かる．系の応答変位のうち最大のものはブレードの主共振時に生じるが，この関

係を用いてブレードの主共振振動数のチューニングを行うことが可能である．
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　　　図4－7　全周にシュラウドを有するディスク・ブレード連成系の

　　　　　　　励振点の位置による振動数一応答曲線の変化
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4．4　結　言

本章では・ディスク・ブレード猷系に調和夕切が作用するときの系の応答を

解析した・解析に当たって・灘条件は簾点に仮想のばね鱒入して処理し，

各要素の変位は直交性のある関数，特にはり部分には両端自由の境界条件を持つ

直交多項式を用いたが・この手法により騎を容易1こすることができた．数値例

として・8本の同一なブレードが接続された系を取り上げて数値計算を行い，以

下のような結果が得られた．

（1）　ブレードの主共振点付近の振動数で応答曲線に複数のピークが現れたが，

　　　このピークの数そのときの共振振動数共に系の固有振動数とよく一致し

　　　た・また・ディスク・ブレードそれぞれの主共振モードと両者が共に大き

　　　く振動する強連成モードが生じることが示された．これらのことは，シュ

　　　ラウドを持たない系，シュラウドを持つ系のいずれについても確認された

　　　が，これは第3章の結果の妥当性を裏付けるものである．

（2）励振位置の変化により共振振動数はほとんど変化しないが，反共振振動数

　　　は変化する．

（3）ディスクとブレードの曲げこわさの比，質量比に関するパラメータ，長さ

　　　比を用いてディスクの主共振振動数とブレードの主共振振動数との関係式

　　　を与えた．そして，曲げこわさ比を変えて数値計算を行い，ブレードの主

　　　共振振動数のチューニングの可能性を検討した．
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第5章　回転による影響を考慮したディスク・ブレード

　　　　　　　　　　連成系の自由振動（82）

5．1　緒　言

　前章までの解析では・基本的な形状要素である円板とはりとの接続系としてディ

スク・ブレード西成系をモデル化し，その振動問題をリッツ法により扱う手法に

ついて述べてきた・本章では，実際のタービンシステムにより近いモデルとする

ため，回転による効果を考慮した解析を行う．すなわち，ディスクとブレードに

作用する遠心力によるポテンシャルエネルギーを考えることにより回転の影響を

解析に取り込む．

　本章ではまず，遠心力によるポテンシャルエネルギーの評価をディスク，ブレー

ドそれぞれについて行い，その表示式を示す．その後，前章までの解析と同様に

して，接続点に仮想ばねを導入し，直交性のある関数を試験関数に用いたりッツ

法により振動数方程式を導く．その際に，本章ではより一般的なタービンディス

ク・ブレード系のモデルを考え，ディスクの周方向の変位関数を余弦関数と正弦

関数の両者を考慮して展開する．前章までの解析では，系にミスチューンが存在

する場合を扱う場合，そのミスチューンは基準軸に関して対称に分布する場合の

みに限定されていたが，本章ではそのような制限はなく，一般的な不均一が系に

存在する場合の取り扱いも可能である．また，ブレードの試験関数とともにディ

スクの半径方向の試験関数にもグラム・シュミットの直交化法により構成される

直交多項式を用いる．これによって前章までの解析に比べて試験関数の計算がよ

り簡単になり，また，より多くのブレードが接続された系に対しても数値計算を

安定に実施することが可能となる．

　このようにして導かれた振動数方程式を用いて数値計算を行い，固有振動数パ

ラメータ，振動モードを求める．得られた結果の一部について，市販されている

有限要素法（FEM）ソフト（NISAH）による計算結果との比較を行い，本解

一105一

｝’pt’　一　r　lx，．，to”’Lk’xe



翻灘驚縫灘灘i護縢囎欝織羅総論懲籔織

，，．，，，，，ii，N）b一一．．一．一一L

析法の妥当性を翻するとともに本解析法力s非常に計算効率の高い手法であるこ

とを示す・また，回転巌やブレードの本数シュラウドの礁などなど，さまざ

まな条件を変化させて数値計算を行い，それらが振動数振動モードに与える影

響について考察を行う．

　さらに，本章ではシュラウドの質量を考慮した解析も行い，そのような場合で

も直交多項式の構成には特別の技巧は不要であり，また直交性も完全に満たされ

ることを示す・そして・シュラウドの質量や取り付け位置などが振動数パラメ＿

タに及ぼす影響についても調べる．

5・2　回転による遠心応力のポテンシャルエネルギー

　図5－1に本章で扱うディスク・ブレード連成系を示す．これまでと同様にディ

スクは外半tSXa・内半働厚さhの有孔円板・ブレードは長さ1。の長方形断面の

はりであり，座標系はディスクの中心に原点を持つOd－rθzとp番目のブレードの

中心に原点を持つ0バxゐをとる．ただし本章では，ブレードがディスクの面に対

して角度il　p傾いて取り付けられているものとする．この取り付け角φはZ軸（z

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア　　　ア
軸と平行）とZp軸のなす角である．ここで考えるディスクの変位147d，ρ番目のブ

レードの変位Wbpはそれぞれz，　Zp方向のみに生じるものとする．また，系はz軸の

まわりに一定の角速度Ω［rad／sec】で回転しているものとする．本章では，回転に

よるポテンシャルエネルギーのうち，ディスク部分に蓄えられる分については，

簡単のため一様な軸対称円板に対するものを用いることとし，ブレード部分につ

いてはディスクの外周に取り付けられて回転するはりに対するものを用いる．そ

こで本節では以下に，回転するディスク（ブレードを持たない一様な軸対称円板）

に蓄えられるポテンシャルエネルギーと，ディスクの外周に取り付けられて回転

するブレードに蓄えられるポテンシャルエネルギーの導出を行う．

5．2．1　回転するディスクに蓄えられる遠心応力のポテンシャルエネルギー

　一様で軸対称なディスクが平面を保ったまま水平面内で回転するときに，ディ

スク面内に生じる半径方向および周方向の遠心応力をそれぞれσ，，σθとする．
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いま・これらの励が作用する場の下で，このディスクが酬方向に踊するも

のとする・ディスクが酬変位をすることにより生じる半径方向凋方向のひず

みε・・εθは・ディスクの面内変位は面門守w、に比べて小さく無視できるもの

とすると・それぞれのひずみの2コ口項まで考慮することにより

　　　　　　　　　　　ε・＝圭〔讐）2・ε・＝謝　　（5・1）

となる・したがって・ディスクに蓄えられる遠心応力のポテンシャルエネルギ＿

7dOは

　　　　　　　　vdO　＝fbafo2　Y－7A（a，e，＋　ae　ee）dzrdedr

　　　　　　　　　　＝髪蝋讐〕2＋σθ〔÷器ルdθd7　（5．2）

と表される．

　次に面内応力場σ，，σθを求める．この応力場は水平面内で一定の回転速度Ω

で回転しているディスクの面内の応力場であるとしているので，これらを求める

ときには面外変位は考えずに面内変位のみを考える．ここで，軸対称なディスク

の場合，面内変位は半径方向成分のみ考えればよく，それをUdとすると，面内の

ひずみの半径方向成分ε，S，周方向成分εθsはそれぞれ

　　　　　　　　　　　　　s一．　OUd　一　dUd　n　s一　Ud

　　　　　　　　　　　　　erV　＝一zs　：＝一dii　，　eeD　＝一ii　（5．3）

となる・σ，・σθとεrS，εθ・とのあいだにフックの法則が成り立つとすると，面

内応力は式（5．3）より，ディスクのヤング率Edとポアソン比レを用いて次式のよう

に表される．

欄v争＋争〕

σθ＝
｣＋v争）

また，このときの半径方向の応力の平衡方程式は次式のように書ける．

　　　　　　　　　　　　　　　　一108一

（5．4）

（5．5）

轍講’x　囎



懸驚織

　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　斎（h「σ・）『乃σe・hρdr2S22ニ0　　　　（5．6）

式（5・4）・（55）を式（5・6）1こ代入し，ディスクの板厚は淀であるとして鯉すると

次式のような輪に関する微分方程式が得られる．

　　　　　　　　　　　72睾＋ア薯一μd」チρd73ぴ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d

この方程式の一般解は定数c1を。2用いて次式のように求められる．

　　　　　　　　　　　Ud＝Cl　r＋C2ズ1一ぜ嚇・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d

（5．7）

（5．8）

9こで，Ci・c2はディスクの内周と外周における境界条件によって定あられる

定数である．

5・2・2　回転するブレードに蓄えられる遠心応力のポテンシャルエネルギ＿

　本節ではCarnegie（83）により提示されている方法に従って，回転するブレードに

対する遠心力によるポテンシャルエネルギーの導出を行う．図5－2に，半径a

のディスクの外周部に取り付けられて一定の回転速度Ωで回転するp番目のブレー

ドの変形状態を示す・ここで座縣・b－x。　Y。z．は聯力s’ディスクのz軸方向と一

致するようにとった座縣である・ブレード上のx．の位置に微小要脚を考え，

この微小要素に作用する遠心力をdFとする・図5－2（b）より，ブレードがz．方向

に変位するときには・asは酬こ平行なままなのでこの力のZp方向成分は。であ

り・遠心力は微小要素に対して仕事をしない．したがって，この微小要素に蓄え

られるポテンシャルエネルギーのZp方向成分dUzは0となるので，ブレード全体に

蓄えられるポテンシャルエネルギーのZ方向成分uも0で
　　　　　　　　　　　　　　　　　p／“twT－N－V　一Z

　　　　　　　　　　　　　　　　　Uz　一〇　（5．9）

となる。

次に，ブレードがYp方向に変位するときには，　d・FのYp方向成分dFYは
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i，，，”””一””

1

　　　　　　　　　　　　　　　　dF．＝dFsine　（s．lo）

であり，またdF，θは

　　　　　　　　an＝Pbp　Ap　dXp　（a　＋　’p　／2　＋Xp）　n2・s血％＋茜　（5・11）

であるので

　　　　　　　　　　　　　　dFy＝PbpAp　92　Y，　dr，　（5・12）

となる・したがって・微ノ腰素の埴向変位カミ晒あるとき，この変位によ腰

素に蓄えられる遠心力のポテンシャルエネルギー一　dUyは

　　　　　　　　　　　　day　＝foY’（　一dFy　）　dYp

　　　　　　　　　　　　　　＝一f。Yp（ρ♂，飾。）ろdろ　　　　（5．13）

となり，ブレード全体では

　　　　　　　　　　　　Uy＝雌dμY

　　　　　　　　　　　　　　＝一圭脇び雌甑　　　（5・14）

となる．

　さらに，図5－2（a）より，変位後のd、Fのx方向成分dFは
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p．yvvJ－N－V　Vi　X

　　　　　　　　　　　　　　　as．一ascose　（s．ls）

であるが，θは小さいものとして，cosθ≒1とすると，

　　　　　　　　　　　dF．　＝dF＝PbpA，（a　’1，／2　’X，）　S22　dr，　（5．16）

となる・ここで・図5－3（a）は轡の女台端方向からみたブレードの変位呪％

平面への投影図であり，同様に図5－3（b）はyp軸の先端方向からみたXp－Zp平面

への投影図，そして図5－3（c）は図5－3（b）において微小要素の変位前と変位後

の状態を始点を合わせて示したものであるが，この図5－3（a）より

　　　　　　　　　　　　　　（d6）2一（dY22＋（dZR2　（5．17）
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　　　　　　また・図5－3（c）より

　　　　　　　　　　　　　　　（dr，）2＝（d6）2’（dr，’dA）2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝（d　6）2　＋（dr，）2　一2　dX，　dA　’（dA）2　（5・18）

　　　　　　したがって

　　　　　　　　　　　　　　　　　離笥〕＋〔跨）2＝・　（5・・9）

　　　　　ここで，dAはdXpに比べて小さいものとして第3項を無視すると，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dA　＝S（£it））2　dr．　（s．20）

　　　　　を得る・したがって・　Xpの位置にある微ノ」・蝋の轡方向の変伽は，

　　　　　　　　　　　　　　　　A　一fdA

　　　　　　　　　　　　　　　　　脚継〔誹　　（5．2・）

　　　　　となり，微小要素に蓄えられる遠心力のポテンシャルエネルギーのうちこのAによ

　　　　　る成分duは，
　　　　　　　　　x

　　　　　　　　　　du．一dF－A
　　　　　　　　　　　x＝漉

　　　　　　　　　　　　＝　pbp，4．　tiz　（a＋1，／2　＋x，）　dr，　（i　L　，：；，　［（一gi／li｝p　）2＋　（一g／il｝p　）21　dr“一，／　（s．22）

　　　　　となる．したがって，ブレード全体では，

　　　　　となる．

　　　　　　以上より，1ワ番目のブレード全体に対して回転により生じる遠心力のポテンシャ

　　　　　ルエネルギ’一一　Vbpoは

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一113一一

　　・腰響
　　　－塚1恐も



ノ　ニ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロコ　い　　　　　　ボ

　　ハ　コ　　　　　　　　の　ハ

驚
蝶
∵

　　

@
隷

『
．蝦

聯

　　　　　VbpO＝u．＋Uy＋Uz

　　となる・ここでは・ブレードの変位w、，はZp方向のみに生じるとしているので，

　　　　　　　　　　　　Yp＝一Wbp　Sin　¢p，　Zp＝Wbp　COS　ipp　（5．25）

　　となり，式（5．24）は

　　となる．ところで

　　　　　　　　　　　　　ノ＝∫112＠5／2＋帆

　　　　　　　　　　　　　　　p
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．27）
　　　　　　　　　　　　　8畷笥〕2暢

　　とし，次式を考える．

　　　　　　　　　　　　　　dStgg）一g）．4fg．f－9L，

　　　　　　　　　　　　　　dXp　dxp

　　　　　　　　　　　　　　　　＝園8騰）2（5・28）

　すると

　　　　　　　雌d誇）drp＝［fg］雛

　　　　　　　　　　　　　＝一雌園騰陣

　　　　　　　　　　　　　＋鯛・＋会粥1齢（5．29）

　であるが，式（5。27）より

　　　　　　　　　　　　　　　　一114一
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一凋Npm，－口

一

であるので， ［式（5．29）］＝0となり次式を得る．

＝卿瓢な司賜〔笥1呪

＝雌←髪〕国＋圭〔i？rx3）〔笥醜

（5．30）

（5．31）

これを式（5・26）に用いると・P本のブレード合計の遠心力のポテンシャルエネル

ギー瑠は次式のようになる．

霞

5．3　リッツ法による振動数方程式の導出

　5・2節において導いたディスクとブレードの遠心力によるポテンシャルエネル

ギーと・曲げによるひずみエネルギーuo，ばねによるポテンシャルエネルギ＿

u，o，運動エネルギー一　Toの式を再び示せば，本章での解析に必要なエネルギーの表

示式は以下のとおりである．

岬＝

Ub・＝
（5．34）
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，，，，，iii，），・一一一・一一

峠副イ讐罫％〔÷諭痂
（5．35）

Vbo＝父ﾏ轟雌｛〔雛〕〔会蝶司魎ト（5．36）

　　　ア
紘0 l嚇d悔C・S咽讐一構C・S¢・）2

＋圭壽鴎（㌦C・S蜘．1C・S転1）2］＿＝XSp＋1

鄭（㌦s血iPP　一wbp柳2］＿＝XSp＋1

Td・＝

Tb・＝ ¥書ρ♂p鵬）2drp

1；雌

（5．37）

（5．38）

（5．39）

ただし・図5－1に示すように，σ，oの中のkTp・，　kR。・はそれぞれ旙目のブレー

ドとディスクの接続点に導入された変位と回転角の差に比例する仮想ばねのばね

こわさであり，kZpo，んら。はシュラウドを模擬するために導入されたばねのばねこ

わさである・このシュラウドのばねこわさkz。・，　ke．・は図では館上ブレードの

アィスクの面内方向の変位を拘束するかのように描いてあるが，実際にはそれぞ

れρ番目のブレードの変位とp＋1番目のブレードの変位の，ディスクの面外方向

（Zp方向）成分と面内方向成分のそれぞれの差に比例するばねであり，そのため

図5－1左上図では点線で表してある・また・κSp，　XSp，1はシュラウドの位置を表

す．

　さて・ここで式（5．8）の定数Cユ，C2を求める．ディスクの外周部分に作用する遠

心力とブレードのルート部分における遠心力の合計が等しいものとすると，r＝a

での境界条件は

一116一
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「

　　　　　　　　　　2π岬書ρbノ網atr叩　（5．4・）

となり・またディスクは内周で固定されているので，ニbでの境界条件は

　　　　　　　　　　　　　　　炉Oatrニb　　　　　（5．41）

となる・これらの境界条件式（5・4・）・（5．41）に式（5．4），（5．8）を代入してC1，C、

に関して解くと次式を得る．

9＝
W剥尉3＋蜘一v）b・＋4a・（a・一b・）1p＋2毒回線42）

傷鵡瓢）］／（3＋v）a2一一（1・v）b・一4（a2－b2）μ＋2濡燕43）

ただし・μはディスクに鰍されているブレード全体の質軌とディスクの駕

Mdとの比を表しており，次式の関係式で表される無次元量である．

　　　　　　　　　p＝一IIIII，　Md＝pdnh（a2－b2），　Mb－Sl　pbpA，1，　（s．44）

　　　　　　　　　　　d　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p＝1

　ここで，以下の解析を簡単にするために次のような無次元量を導入する．

　　　n＝r／a，　4，＝x，／1．，　P＝b／a，　a．＝1，／a，　V2＝a2v2，

　　　VVd（η・のs血ω＝Wd（r・・e・t）1・・VZbrp（ξノs血ω㌦αP，の／5，

　　　（Ud，　Ub，　Vd，　Vb，　U，，　Td，　Tb）＝一Bli（udO，　ubO，　vdO，　vbO，　u，o，　Tdo，　Tbo），　i　（5・45）

　　　hρ＝寧P・kRp＝一SEkRe・・舵ρ＝跨峨・舶ρ＝跨礁

ただしωは系の固有円振動数である・これらを用いて式（5．33）～（5．39）を無次元

量で表し，その最大値を求めると次のようになる．

一一 P17一

灘締
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）．；一一一

　　　　　　　　　　暢綱劉dち　（5・47）

覧一圭緋き＋の欝欝鴫）21ηdθdη（5．48）

　　　　　　　ア　　　紘一粛鶴肌C・S咽讐一壱寄。・S吻〕2，＝1，、e＝e。，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　らニー1／2

　　　　　　　　＋［kZp（MbpC・Sφグ耽P．1C・siPP．1）2

　　　　　　　＋kep（Wbps’niPP一「Vbp・1s’niPP・1）2］4，．9，p，、f，．i．9，p，1｝　　（5・5・）

　　　　　　　　　　山川＝麦欄π％2ηdmη　　（551）

　　　　　　　　　　箱一顧組脆鴫dら　（5．52）

ただし，

　　　　　A4ニρ寄4ω2・漂・γp＝麟・ti・＝e｛ts！：！hda4n2（553）

　　　　　　　　Sニ（1＋v）｛（3＋v）＋（1－v）が＋4μ（1一β2）｝

　　　　　　　　　1　　（1＋v）＋（1－v）β2　　　　（554）

　　　　　　　S2＝（1－v）β2｛（1畿芒｝鉄4μ（1”一fi2）｝　（∬5）

であり，殊p．1＝耽1とする．ここでAは系の無次元振動数パラメータであり，ε

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　メ　
γPはそれぞれ，ディスクと各ブレードの曲げこわさの比，質量比に関する無次元

量である．

　次に，ディスクとブレードの変位をそれぞれ次式のように未知係数4・，A・，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　mn　　　　　mn

　　　　　　　　　　　　　　－118一
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β，を含む級数で近似する．

　　　　　　　　　　　　　レ　　レ
　　　　　　　　Wd（η・θ）＝顯φ趨（η）障・c・sne＋AX・　sinn　e］　（5・56）

　　　　　　　　　　　　　　　　　Rp
　　　　　　　　　　　　　Wbp（4P）＝暴B名（4P）　　（5・57）

式（556）ではディスクの周方向の試験関数には余弦関数と正弦関数の両方を用

いており・これにより対称モード，逆対称モードに加えてそれらに分離できない

ようなモード形についても表すことができる・また・　〈1’m（　rp），％（ξ，）には第3章

で述べた直交多項式を用いる．これらは第3回忌導いた漸旧式，

　　　　　　　　　　　　　　F2（x）＝（x－B2）F1α）　　　　　（558）

　　　　　　　　F，（x）＝（x　”Bi）F，一1（x）一C・F・一2（x）・（i＝3・4・…）　　（5．59）

　　　　　　B＝∫wωx犀1砒C＝∫蝋一1鑑2り畷1砒

　　　　　　’∫wω犀1砒’ワ畷2血∫w（x）犀2砒

において，ディスク部分に対しては，一定板厚であることを考慮して

　　　　　　　　　Fi　（x）　E　di　．（　ny）　，　w（x）　＝一　n　，　i一＝m　，　x　E　ny

とおいて得られ，ブレードに対しては断面積一定であるので

　　　　　　　　　Fi（x）1SP’，．（4p），　w（x）il，　i一＝rp，　x＝一4p

（5．60）

（5．61）

（5．62）

とおいて得られる・ただし積分区間は，ディスクに対してはη＝βからη＝1，ブ

レードに対してはξ，＝一1／2からξP＝1／2である．また，開始関数はディスクに対し

ては内周固定，外周自由の幾何学的境界条件を満たす関数

　　　　　　　　　　　　¢，（n）　一（i」　一P）2一　n2　一2P　n＋fi2　（s．63）

とし，ブレード部分には両端が自由の幾何学的境界条件を満たすように

　　　　　　　　　　　　　　　　Yi（4，）＝1　（5．64）

を用いる．
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これらの試験関数を用いた式（5・56），（5．57）を式（5．46）一（5．52）に代入し，ラグラ

ンジュ関数

　　　　　　　L＝（Td　max“Tb　max）　h（　Ud　max’　Ub　max’　Vd　max　’　Vb　max　’　Us　max）　（5’65）

の停留条件

　　　一E；tiSc　＝O’　’ijiltllils　＝O’　一Ziltiir．　＝O’　（k＝1’2””’M’　1＝O’1””’N’　Sp＝1，2，“’，Rp）　（s．66）

　　　　　　　　　　　　　　p
を用いることにより，次のような振動数方程式が得られる．

蟻．

鴫n

B
r
p

＝ノS4

f．£to　O　o

・・喋・）

AmC

A嘉n

B
r
p

（5．67）

この一般固有値問題の固有値として系の振動数パラメータ五が得られ，各固有値に

対応する固有ベクトルとして未知係蜘一・下切峨｝・綻められる．ここで試

（5．67）の各係数行列の部分行列の要素は以下のとおりである．

醐擁η＋v（軸飼（φ嘉轡・［1・2n2（1－v）】撃

　　　　　　　一（3－2v）n・（φ孟φ㌻φ加φか轍・＋2（1一・）］φ1雲・

　　　　　　　＋亨陣η・辮（3・・）φゑφ≦η・

　　　　　　　　　＋51〃2φ鴛φ鳶一らη早一（1＋3・）蜘｝］dη

　　　ア
　　＋塾φ魏φん。・・ηら。・・1脚孟φ憂。・sη名…1ら］，．1　　（5．68）

　　　　　　　　ア
　　　　磯切＝浴陣Pφ潮φんs㎞ら。・s1ら＋k・・　¢／肋φ／ksinnepc・s1ら］，．1（5・69）

　　　　　　　　ア
　　　　び評の＝Σ陣・φ海φ縄s血1ら＋ka・　¢／mφ／kc・sπらs賜1，。1（5・7・）
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ff　．ua　1ft　S／flLrskl

　　　婿切糎。・s帆忌聯魁］，。i＿（5・71）

u．SSD（to＝ll，ffii

t¢ll／¢k／／n＋v（diSi！¢，／＋¢1di，／／）一vn2．11－lt！！IEI－f！lt！i．ili！！le！一9E［1｝Aidik’¢mdiki／）＋［i＋2．2（1一，）］一！11i（121i¢k／

　　　　　　・亨陣η・癬（3・・瑠

　　　　　　　＋S・　n2¢第φ鳶一S・η早一（1・3・）n・州dη

憐陽φ溜φ岬幌蝿・屈ら　＝1　　（5．72）

　　　畷紛糎。・sらs暢鴫。・s叫＿（5・73）

婿ノ＝�B・Sら。・s畦砿瓢。・s鰍1η＿（5・74）

礪ρ＝

　　　　　　　　　　　畷切；鰯φ初φんηdη　　　（5．76）

　　　　　　　　　　　囎＝螺φ加φたηdη　　　（5．77）

　　　　　　　　　　蝶ρ＝磁歪脳，dら　　　（5．78）

ここでITc，刀；は

　　　　　　　　瓦ぐ。・snθc・s一二三皇8　（5・79）

　　　lll

　　　li，，

灘ギ響．繊
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　　　　　　　　’

　
）
）

　
0
0

の
レ
ト

≠
＝
　
＝

η
η
η

（
（
（

（5．80）

であり，（）’は

　　　　　　　　　　　　φ・＝蔓φ〃＝d2φ巖

　　　　　　　　　　　　　m　dn　’一m一　’ElhTt　’

　　　　　　　　　　　　　　d望　　　　　d29
　　　　　　　　　　　　Ψ！＝一＿血甲〃＝　「p
　　　　　　　　　　　　　rp　d4p’4rp　d4p－t

を表すぽた・式（5・67）の左辺の部分行5iiJ　［U，．（SP）】は，

クを・で表すと

　　　　　　　　　（5．81）

0でない要素を持つプロッ

［ガ］＝

＊　　＊

＊　　＊　　＊

　＊　　＊　　＊

＊

＊

＊　　＊　　＊

　＊　　＊

（5．82）

なる形式である．つまり，対角線とそのすぐ両隣…のブロックならびに行列の右上

隅と左下隅のブロックに0でない要素を持ち，それ以外の要素が全て0であるよ

うな行列である．そのうち，対角ブロックの要素をU，pd（軌対角線より上のブロッ

クの要素をU，pU（SP），対角線より下のブロックの要素をU，pl（SP）とするとそれらはそれ

ぞれ，
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g

i，，，””””一一一一一”

’

t

　　　　　　　　　顎晩剛dら

　　　　　　＋姻。鴨C・S2ら＋趣P嘱C・S2吻

　　　　　　　　　　　　　　　ap
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ちニー1／2

　　　　　　＋［幅」隅。・s2吻＋（kep＋kθP－i）鵯s血2吟］9。．9、p（5・83）

　　　が＝悌訊。・s転1c・sφP＋舶ρΨ訊s血転1s叫鰯（5．84）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　gp＋i”4sp．i

　　　ガ＝一夙％c・s鑑1c・sφρ＋舶P望ケ1％s血ら4s血ら］e。。、9，p，（5．85）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ep－1＝esp－1

である・ただし・SP，。＝YT，P・　kz。＝kz．，　kθ。＝kθ．とする．なお，部分行列【TmnC（kl）］，

【T．．c（kl）］，［：T，p（SP）］はその要素がそれぞれ直交性を持つため対角行列であり，した

がって式（5．67）の右辺の係数マトリクスは完全な対角行列となる．

罐
墾
蕪
簸
難
難
灘
鷹
灘
叢

5．4　ディスクとブレードの連成条件

　1番目のブレードの位置を周方向の基準とし，各ブレードがディスクの外周上

に等間隔に接続されているとするとθp＝2π（p一一1）／Pであり，この場合式（5．68），

（5．72）のそれぞれの第2項目Σのついた項）や式（5．69），（5．70）のような項は，こ

こでも第3章の3．5節で述べたのと同様に接続されているブレードの本数Pとn，

1の組合せによって，いくつかの決まった値のみをとり，連成振動を生じる場合に

はその値により振動モードを分類することができる．本章では，周方向変位関数

として余弦関数に加えて正弦関数も用いているため，第3章の3．5節の議論を正

弦関数を含んだものに拡張する．そしてディスクとブレードの差羽振動が生じる

場合のPとn，1との組合せとそのときの振動モードとの関係について述べる，
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‘　　　プ幽レー　

　　　　　　儒。・Sηら。・s1曙・sr2π警＋Qp＋c・櫻ρ］｝（5・86）

　　　　　　fss≡婁　らsin1ら＝一鎗／・S［2π努＋り刺2π割（5・87）

　　　　　　姦≡書s血ηら。・s1ら＝圭£何2π努＋の刺剰（5・88）

　　　　　　f・s≡喬。・s麟圭書何2π努＋の刺2割（5・89）

ここで，対称性より1≦nの場合のみを考えれば充分である．次の公式（64）

　　　　　　　　　　　　ア
　　　　　　　　　　　　霧。・scp＝c・sc（P＋12）sinSp／sing　　（5・9・）

　　　　　　　　　　　　　ア
　　　　　　　　　　　　多s助＝s血。（P＋12）sinsp／sin9　　（5・91）

を用いて式（5．86）～（5．89）の右辺の各項を変形すると

　　　　　書。・s［2π努＋Qp］＝c・s［2π努＋の（P＋1　2）］sblπ（η咽π（；＋の］（5・92）

　　　　　書。・s［2π努一のρ卜・sr2π警一の（P＋1　2）］s珂π（π一咽π（；iLb1（5・93）

　　　　　壽叫2π努＋Qp卜可2π努＋の（P＋1　2）1　sin［　z（n＋咽π（；＋の1（5・94）

　　　　　書s可2π努一の刺2π努一の（P＋1　2）］sin［　z（n一咽π（劉（5・95）

となる・ここで，式（5．94），（5，95）はn，1の組合せによらず常に0であり，した

がってfse・漏も0であることが分かる。また，式（5．92），（5．93）から，　kを0≦kな

系の儲が周期対称性備たす場合を考z，　k・．，k。，はそれぞれ二値である

とすると・次の式について考えればよいことになる．

　　　　　　　　P
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る臆の轍とすると・fcc’　fs、は周方向波数成分n，1の組合せにより次の3通りの

値をとることが示される．

　（1）n±1＝kPのとき，　fc。ニp，　fs、＝0．

（2）n＋1＝・kPかつn－1≠k・pのとき，　fcc・・fs，一P／2．

　　　　または，n＋1≠k二Pかつn－1＝k’1・のとき，

　　　f＝P／2，fs，＝一P／2．　（k’は0≦kf≦kなる任意整数）

　（3）n±1≠kPのとき，　fc。＝fs，＝0．

これらを座すn・　1の組合せから，ディスクの振動形は鰭されるブレードの本

数Pに対して次のような［P／2］＋1通り（［x］はxを超えない最大の整数）のグル＿プ

に分かれることが示される．

　（a）、Pが奇数の場合，

　　　n，　1＝kPのときfc。＝p，　fs、＝0（S型）．

　　　n，1＝kP±iのときfc。＝＝p／2，　fss＝±p／2（D型）．　（iニ1，2，…，（p－1）／2）

　　　ただし，0≦n，0＜P－1．

（b）pが偶数の場合，

　　　n，　1＝kPのときfc。＝＝p，　fs、＝0（SS型），

　　　または，n，　1＝（2k＋1）、p／2のときfc。＝p，　fs，＝0（SAI型）．

　　　n，　1＝kP±iのときfc。＝1・／2，　fs、＝±p／2（D型）．　（iニ1，2，…，（p－2）／2）

　　　ただし，0≦n，0＜P－2．

表5－1にこれらの結果をまとめて示す，なお，S型モードは対称軸に関して対

称なモードを表し，S，，　A「はとなりあった2本のブレードの間の角度を2等分す

る直径に関して対称，逆対称なモードを表す．また，D型モードは縮退したモ＿

ドである．
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5．5　数値計算と考察

ここでは・式（5・67）で与えられる騒数方程式を用いて凋期対称性を有する系

に対して数値計算を行う・前章までは無次元化されたパラメータを与えて数値計

算を行ってきたが・本章では有限要素法との比較も行う燃その際に用いる入

力データを表5　一一　2に示し・特に断らない限りこれらの値を用いて魏計算を行

う（前章までの轍元パラメータも，この表1こ示すような値を想定したものであ

る）・この表から，各無次元パラメータ1まβニ・．3，αP＝1，εPニ・．174x1。一2，

γP＝1・290×10－2となり・8本のブレードを持つ系の場合，ディスクに対するプレ＿

ドの質量比はμ＝3・61×1・一2となる・ま六こ，各ブレードは同一でディスクの外周部

に等間隔で接続されているものとし・1番目のブレードの取り付け位置はθ1＝（）と

するぽた・ブレードの取り付け角φ。はφ，＝・の場合のみを扱う．

5，5．1　数値計算精度の検討

　表5－3にディスクの半径方向の試験関数Φ吻の項数Mによる振動数パラメータ

Aの収束状況を示す．この計算は厳密解との比較を行うためにブレードを持たない

一様なディスクについて行った．ここで，表中の〃1。，ndはそれぞれ節円数節直

径数を表している・本章では・ディスクの半径方向の試験関数に鮫多獄を用

いているが，この表より得られる解の精度，収束性はともに良好であることが分

かる・以下の計算ではM＝6を用いることとする．

　表5－4は・ディスクの周方向の試験関数（余弦関数，正弦関数）の台数Nと

アィスクとブレードの接続点における仮想ばねのばねこわさによるディスク．ブ

レード連俳系の振動数パラメータAの収束状況を示す．この表から，2Vの値による

収束状況はモードにより異なることが分かるが，これはモードによって関与する

周方向波数成分が異なるためである．この点については次点で考察を行う．以下

の計算には、《♂＝32，kTp＝kRp＝106を採用する，なお，ブレードの試験関数yの項数

には第2章2．4．2節の表2－5から判断して，R，＝10を採用する．
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表5－2 計算に用いるディスク・ブレード連成系の形状寸法と材料定数

Disk Blades　（p＝1，2，．．．，P）

a＝O．5　［m］

b＝O．15　［m］

h＝2．15×10”3　［m］

Pd＝7・9×103　［kg／m3］

Ed＝2．1×102　［GPa］

ン＝0．3

1。＝0・5回

b．＝6．45×10－3　［m］

h，＝2．15×10－3　［m］

Pb．＝7・9×103　［kg／m3］

Eb．＝2・1×102　［GPa］

¢．＝O　（deg．］
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表5－3　ブレードを持たないディスクの振動数パラメータAの収束状況

　　　　　　　　　　　（　S2　o＝0，　B　＝o．3，　v　＝o．3］

　Mode

m．　nd
4 5

M
6 7 Exact

2．561

2．581

2．824

3．647

4．701

5．795

2．560

2581

2．821

3．644

4．699

5．793

2．560

2．581

2．821

3．644

4．698

5．793

2．560

2．581

2．821

3．644

4．698

5．793

2．560

2．581

2．821

3．644

4．698

5．793
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表5－4　ディスク・ブレード連成系の振動数パラメータAの収束状況

（P＝8，　S20＝O，　B＝O．3，　4＝3．61×10－2，　¢，＝O，　a．＝1，　e．＝1．174×lo－2，

　　　　　　7il．290×10－2，　kzike．＝o，　y＝o．3，　M＝6，　R．L．一一lo］

Mode 102 104

kTp＝kRp

106 107

r
．

SS’一1

8
1
6
2
4
3
2
3
6

1．772

1．769

1．767

1．766

1．766

1．773

1．770

1．768

1．767

1．767

1．773

1．770

1．768

1．767

1．767

1．772

1．770

1．768

1．767

1．767

SA’一1

8
1
6
2
4
3
2
3
6

1．807

1．802

1．800

1．798

1．797

1．808

1．803

1．801

1．799

1．798

1．808

1．803

1．801

1．799

1．798

1．808

1．802

1．801

1．799

1．798

SSL2
8
1
6
2
4
3
2
3
6

2．601

2．601

2．601

2．601

2．601

2．601

2．601

2．601

2．601

2．601

2．601

2．601

2．601

2．601

2．601

2．601

2．601

2．601

2．601

2．601

SA’一2

8
1
6
2
4
3
2
3
6

4．242

4．234

4．231

4．229

4．228

4．249

4．242

4．239

4．237

4．236

4．249

4．242

4．239

4．237

4．236

4．249

4．242

4．239

4．237

4．236
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5．5．2　周方向波数成分と固有ベクトルのノルム

　図5－4（a）～（y）に，8本のブレードを持つ系の振動数パラメータと対応する

アィスクの変位関数中の係数AmnC，　A．．sのノルムを示す．ここでは，シュラウドば

ねのばねこわさはkz。＝ke。＝・ψニ・，2，…，8）とし，回転速度はΩ。＝・とした．このノル

ムはディスクの各振動モードにおける周方向波数成分の関与の度合いを示し，

　　　　　　　　　　　　　　　レ
　　　　　　　　　　　　國＝Σ國，（n＝・，1，…，．，IV）　　　（5．96）

　　　　　　　　　　　　　　　m＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　む
　　　　　　　　　　　　剛＝Σ國，（n＝1，．．．，劫　　　（5．97）

　　　　　　　　　　　　　　　m＝1

より求められる・ただし・最大値が1となるように醐化してある．また，　hNは

ディスク部分と，ブレード部分の固有ベクトルのノルムの最大値の比

　　　　　　　　　　　　　　　m野x｛剛，圃｝

　　　　　　　　　　　　　hN＝馴剛　　　（5・98）

ただし，

　　　　　　　　　　　　　　　ゑ　　　　　　　　　　　　囲期・（P＝1・2・…P）　（5・99）

であり，ディスクの振幅とブレードの振幅の大小関係を大まかに知る目安として

示してある・この図で・アミを掛けてあるグラフは／望胴・のノルムを表し，アミが

掛かっていないグラフはAmn・のノルムを表している．これらの図より，表5＿1

に示されるような周方向波数成分どうしのみが各モードに関与していることが分

かる．この図で，（a）～（h）は片持ばりとしてのブレードの1次の主振動モード群，

（i）～（o）はディスクの主振動モード群，（P）と（y）はディスクとブレードが共に大き

く振動する強連成モードであり，（q）～（w）は片持ばりとしてのブレードの2次の

主振動モード群である．さらに，（x）は8本のブレードの取り付け位置がディスク

の4本の節直径と一致するために連成振動が起こらないでディスクのみが振動す

るモードである．また，本章では余弦関数と正弦関数の両方をディスクの周方向
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試験関数に用いているため瀦退したモード（D型モード）には同じ理数に対

して・設定した基鞠（θ＝・の軸）1こ関して対称なモード（DS型）と逆対称な

　モード（DA型）の2つの振動モードが得られる．ここでは1番目のブレードの

取り付け位置をθ1＝0とし，各ブレードは等間隔に取り付けられているとしている

　ため・全てのブレードが同一ならば系は基準軸に関して対称であり，そのため自

　由振動ではDS型とDA型は独立に生じるはずである．図5－4をみると大部分

のD型モードでは，DS型の場合はAm。cが卓越しDA型の場合はAm。sが卓越して

いることが分かる・しかし・図5　一一　4（f）のようにDS型において砥。・がかなり

の大きさで混入したり，（g）のようにDA型のモードにAmnCが混入している場合も

認められる．これらは数値計算における誤差のためであろうと考えられる．

　これに関して，一般に多数の重複固有値を持つ固有値問題を精度よく解くには

困難が伴い，また固有ベクトルの計算は固有値の計算より収束性が悪いといわれ

ている（84）（85）・本論文では・コレスキー分解して標準固有値問題に帰着させた係数

行列の固有値，固有ベクトルの計算には，ハウスホルダー三重対角化の後に二分

法を適用して固有値を求め逆反復法により固有ベクトルを求めるサブルーチンを

使用している（MSL－DEIGAB，DEIGRS（86））．しかし，このサブルーチンでは固

有値に対しての収束判定は行っているが固有ベクトルに対しては逆反復法の反復

計算を2回で打ち切っているため，固有ベクトルの収束が不十分であることに起

因すると思われる計算誤差により，そのままでは得られた固有ベクトルのノルム

はD型モードの対称モードと逆対称モードの分離が不完全となる．その場合，振

動モード形を描いてみると，対称モードにも関わらず節直径の位置が対称軸から

ずれるなどといったことが起こる．そのため，本章における固有ベクトルの計算

には一度DEIGRSで計算して得られた固有ベクトルを初期ベクトルとして用いて，

ジェニングスの同時反復法によるサブルーチン（NUMPAC＿JENNFD（87））を使用

している．このサブルーチンでは，繰り返し数を多く指定でき，また収束判定を

固有値ではなく固有ベクトルに対して行っている．このような繰り返し計算を行

うことによりD型モードの固有ベクトルは図5－4に示されているようにほぼ分

離できたが・まだ一部は図5－4（f）と（9）のように完全に分離していないものも

残っている・なお・固有値に関してはDEIGRSによる解とJENNFDによる繰り返
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し計算後の解とで差はみられなかった．

　さらに，図5－4を第3章の図3－2と比べてみると，（i）～（o）のディスクの主

振動モードでは対応する節直径数に一致する周方向波数成分のノルムが卓越して

いるのは同様であるが，それ以外の各モードとも高次の周方向波数成分の関与が大

きくなっていることが分かる．この違いはディスクの半径方向試験関数に直交多

項式を用いたことから生じたものであるが，そのたあにここでは用いる周方向波

数成分の数（Nの値）を第3章の場合より多くとってN＝32としている．なお，第

3章でも述べたようにモードごとに関与する周方向波数成分のみ用いれば計算す

るマトリクスのサイズを縮小することができるが，以下ではn＝O～32まで全ての

成分を用いて計算を行う．

　図5－5（a）～（y）に図5－4と同じ系で回転速度がΩ。＝5の場合の固有ベクトル

のノルムを対応する振動数パラメータとhNの値とともに示す．回転している場合

でも各モードに関与する周方向波数成分は表5－1に示されている組合せになっ

ていること，D型モードのAmnCとA．。sとの分離の状況など，静止の場合（図5－

4）と同様の傾向がみられる．ただし回転すると各モードとも振動数パラメータ

は上昇するが，その上昇の割合がモードごとに異なるためモードの入れ替わりが

生じ，例えば静止時にはDA1－1，　DS1－1モードが最低次のモードであったのに対

し，Ωoニ5の場合ではSSL1モードが最低次の振動モードとなっている．

　同様にして，8本のブレードを持ち，各ブレードの先端をシュラウドばねで綴

られた系（ξs，＝0．5）のディスク部分の固有ベクトルのノルムを図5－6，図5－

7に示す・シュラウドばねのばねこわさはkZp＝kθ，＝106とし・図5－6はΩ。ニ0の

場合，図5－7はΩ。＝5の場合である．図5－6（a）はブレードの片持ばりとして

の1次の主振動モード，（b）～（h），（r）～（t）はディスクの主振動モードであり，（i）

～（p）はブレードの固定一単純支持はりとしての1次の主振動モード群，そして（q）

のdisk　onlyと書かれたモードはディスクの節直径がブレードの取り付け位置と一

致するためにディスクのみが振動するモードである。これらの図より，シュラウ

ドを持つ系においても表5－1に示されているような組合せの周方向波数成分の

みが各振動モードに関与していることが分かる。また，D型モードの、傷。cと4伽s
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ているのに対し，シュラウドで全周を綴ると，ブレードの片持ばりとしての1次

の主振動モードはディスクが節直径を持たないかさ型で振動するタイプ（SS「

型）とのみ連成するようになるため，数値計算の条件が緩和されるためであると

考えられる．

5，5．3　固有振動数と振動モード

　表5－5に，8本のブレードを有し，シュラウドを持たないディスク．プレ＿

ド連成手の振動数パラメータを回転速度Ω。＝0，3，5のそれぞれについて振動モード

のタイプごとに示す・系が回転すると遠心力の影響により各モードの振動数は上

昇するが，モードごとに上昇の割合が異なるためにモードの入れ替わりが生じて

いる・例えば・Ωoニ0とΩo＝3とではDA1－1，　DS1－1モードとSSL1モード，　DA1．一

2・DS1－2モードとSSL2モードとの入れ替わりが起きていることが分かる．また

ここでは，本解析法により得られた解と有限要素法（FEM）による解との比較も

行っており，この表でFEMと書かれているものは汎用の有限要素法ソフトであ

るNISAII（88）を用いて計算したものである（要素数1344，節点数1544

とした）・本解析法による解と，FEMによる解は非常によく一致しており，両

者の差は1％以内である．またCPUtimeは，本解析法については30次，　F　EM

については36次までのモードを求めるのに要した計算時間であるが，これをみ

ると本解析法が数値計算において非常に効率的な手法であることが分かる．特に

回転している系に対しては，NISAHでは遠心応力による影響を含んだ剛性マ

トリクスの計算に非線型静解析を必要とするため，本解析法との差がさらに拡大

する．なお，この計算時間の比較は北海道大学汎用シミュレー・タ共同利用施設の

ワークステーションHP9000／755を用いて行った．

　表5－6に・8本のブレードを持ち各ブレードの先端を全周にわたって綴られ

た系の振動数パラメータを回転速度Ω。＝0，3，5のそれぞれについて振動モードのタ

イプごとに示す．表の中でC－Flst，　C－S　lstと書かれた振動数はそれぞれ片持ば

一一 P44一
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表5－5 ディスク・ブレード連成系の振動数パラメータ五の

有限要素法による解との比較

【P＝8， β＝0．3， μ＝3．61×10－2　　　　　　　　　　， φρ＝0， αρ＝1， εp＝1．174×10『2，

γP＝1・290× 10『2， 左T。＝んR。＝106， んz。＝んθ。＝o， レ＝0．3，ルfニ6， ノV＝32，Rρ＝10】

Ωo

0 3 5

Mode Present FEM Present FEM Present FEM
DA1－1 1，764 1，762 2，331 2，333 2，756 2，767

DS1－1 1，764 1，762 2，331 2，333 2，756 2，767

SSL1 1，767 1，765 2，329 2，332 2，727 2，742

DA2－1 1，776 1，774 2，370 2，370 2，855 2，858

DS2－1 1，776 1，774 2，370 2，370 2，855 2，858

DS3－1 1，794 1，792 2，404 2，403 2，915 2，915

DA3－1 1，794 1，792 2，404 2，403 2，915 2，915

SAL1 1，799 1，797 2，411 2，410 2，928 2，927

DA1－2 2584 2588 2，839 2，849 3，212 3，223

DS1－2 2，584 2，588 2，839 2，849 3，212 3，223

SSL2 2，601 2，605 2，822 2，834 3，178 3，190

DA2－2 2，824 2，826 3，087 3，093 3，446 3，453

DS2－2 2，824 2，826 3，087 3，093 3，446 3，453

DA3－2 3582 3585 3，785 3，790 4，080 4，083

DS3－2 3582 3585 3，785 3，790 4，080 4，083

SAL2 4，237 4，253 4，480 4，498 4，795 4，817

SSL3 4，521 4，553 4，828 4，862 5，266 5，292

DA1－3 4，526 4，555 4，838 4，865 5，271 5，296

DS1－3 4526 4555 4，838 4，865 5，271 5，296

DA2－3 4，533 4，563 4，849 4，874 5，277 5，301

DS2－3 4，533 4563 4，849 4，874 5，277 5，301

DA3－3 4，550 4，578 4，844 4，872 5，263 5，283

DS3－3 4，550 4，578 4，844 4，872 5，263 5，283

disk　only 4，698 4，707 4，833 4，831 5，035 5，026

SAL3 4，958 4，984 5，178 5，206 5，534 5，560

CPU　time【secl 81．2 1089．8 81．3 15225 81．3 1538．1
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表5一6全周をシュラウドで縄れたディスク・ブレード連成系の騒数パラメーSA

　　　　　　［？＝．8，　」8＝O’3，　」（！t」’＝3’61×10－2，　¢p＝O，　ap＝1，　E，＝1・174×10－2，

7．＝i．2goxio－2，　kT，＝kR，＝io6，　kz，＝ke．＝io6，一 №刀D＝ols，　u＝6．3，　M＝6，　N＝32，　R，＝io］

90

Mode

o

　　　　　　Uniform

Present　Beam

3

Present

5

Present

　SSLI
　DA1－1

　DS1－1

　SS’一2

　DA2－1

　DS2－1

　DA3－1

　DS3－1

　SA’一1

　DA1一一2

　DS1－2

DA2一一2

DS2－2

DA3－2

DS3－2

　SSL3
disk　only

　SAt－2

DS3－2

DA3一一2

　1．838
（C－F　lst）

　3．849
（C－S　lst）
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り，固定一単純支持ばりの1次固有振動数である．この場合は前節でも述べたよ

うに，ブレードが片持ばりとしての1次モードの振動形状でで振動するモードが

SSL1モードのみとなる．そして，ブレードが固定一単純支持ばりの1次の振動形

で振動するモード群がC－Slstの固有振動数の付近に生じる．また，この場合で

も静止している場合の振動モードの順序が回転することにより入れ替わる現象が

みられ，Ω。＝3ではSSL3モードとディスクのみが振動するモードが入れ替わっ

ており，Ω。＝5となるとさらにSSL3モードとSAL2モードが入れ替わっている．

　次に8本のブレードを有する系の振動モードを図5－8～5－11に示す．そ

れぞれの図の各モードは，図5－4～5－7の固有ベクトルに対応したモード形

である．ここで，図5－8（a）～（y）はシュラウドなし，回転速度Ω。＝0の場合のも

のであり，図5－9（a）～（y）はシュラウドなし，回転速度Ω。＝5の場合のものであ

る．また，図5－10（a）～（t）はシュラウドで各ブレードの先端を全周にわたって

綴られた系の回転速度Ω。＝0の場合のモード形を示し，図5－11（a）～（t）は同じ

系でΩ。＝5の場合である．図ではディスクの中心を通り紙面の左右方向の水平線を

角度の基準軸にとり，ブレードはディスクの右半分の基準軸上にあるものから順

に反時計まわりに1，2，…，8としている・ここで，図5－8（f），（9），図5－9（f），（9）

はそれぞれ図5－4（f），（9）・図5－5（f），（9）に示されているようにAmn・とAmn・の分

離状況がよくないモードであるが，本来ならディスクの節直径上にあるはずの1

番目と5番目のブレードがわずかに変位していることから節直径の位置がずれて

いることが分かる．また，回転による振動モード形状への影響はあまりみられず

図5－8と5－9のそれぞれ対応するモ・・・…ドの振動形は類似の形状となっている．

図5－10，5－11で，点線は振動していないディスクの面に平行な仮想のリン

グであり，この仮想リングが各ブレードの先端を通ることから，ブレード先端間

の相対的な変位がほとんど0であることが分かる．シュラウドを持つ場合にも回転

によるモード形への影響はほとんど認められず，図5－10と図5－11の対応

するモードの振動形は類似の形状となっている．

　次に，表5－7に8本のブレードを持ちシュラウドのない系の振動数パラメー

タを低次から順に様々な回転速度について示す．これは最低次のモードから，ブ

レードが片持ばりとしての2次モードで振動するモード（ディスクとブレードの

一147一
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（a）　A＝1．764　DAI－1

（b）　ノ1＝1．764　　DSI－1

（c）　ノ1＝1．767　　SSLI

（f）　A－1．794　DS3－1

（g）　ノ1＝1．794　　DA3－1

（h）　ノ1＝1．799　　SA’一1

（d）　ノ1＝1．776　　DA2－1 （i）　ノ1＝2．584　　DA1－2

（e）　ノ1＝1．776　　DS2－1 （j）　A＝2．584　DSI－2

図5－8　8本のブレードを持つディスク・ブレード連成系の固有振動モード（Ω。＝0：その1）

　　　　【P＝8，Ωo＝0，β＝0．3，μ＝3．61×10－2，φ＝0，α＝1，　ε＝ユ．179×10－2，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア　　　　　ア　　　γ・＝1・290×10旧2，kTp＝kRp＝106・kzp＝k・p＝O，　y・＝O・3，　M＝6，　N＝32，　R，＝10】
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（k）　ノ1＝2．601　SSL2

（1）　A＝2．824　DA2－2

（m）　A＝2．824　DS2－2

（n）　ノ1＝3．582　　DA3－2

（o）　ノ1＝3．582　　DS3－2

（p）　A－4237　SA’一2

（q）　ノ1＝4．521　SS’一3

（r）　A　：4．526　DAI－3

（s）　ノ1＝4．526　　DSI一・3

（t）　ノ1冨4．533　　DA2－3

図5一88本のブレードを持つディスク・ブレード猷系の固有騒モード（Ω。＝・、その2）

　　　　【P＝8・Ω・＝・，β＝・・3，μ＝3・61×ユ・一2・φ。＝・，α。＝1，・。＝・．179×1・一2，

　　　7．＝1．290×10”2，　kT．＝kR，＝106，　kz．＝ke．＝O，　iv　＝O．3，　”M＝6，　Ar＝32，　R．＝10’］
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（u）　ノ1＝4．533　　DS2－3

（v）　ノ1＝4．550　　DA3－3

（w）　2tl＝4．550　DS3－3

（x）　ノ1＝4・698　　disk　only

（y）　ノ1＝4．958　　SA’一3

図5－88本のブレードを持つディスク・ブレード獣系の固有麟モード（Ω。＝・、その3）

　　　　　（Pii　＆’An＄lgf91．　B．＝O・3，　，C‘．　f；・61×10－2・　e5，＝O，　a，＝1，　E，＝1．17gxlo－2，

　　　　7，＝1．290×10－2，　kT．＝kR．＝106，　k2）＝ke．＝o，　’v　．一一一〇．3，　”M＝6，　AT＝32，　R．＝lo’］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－150一一
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（a）　ノ1＝2．727　　SS’一1

（b）　ノ1＝2．756　　DAI－1

（c）　ノ1＝2．756　　DSI－1

（d）　A＝2．855　DA2－1

（f）　ノ1＝2．915　　DA3－1

（g）　ノ1＝2．915　　DS3－1

（h）　ノ1＝2．928　　SALI

（i）　ノ1＝3．178　　SS’一2

　　　　（e）　A＝2．855　DS2－1　（j）　A＝3．212　DAI－2

図5『9　8本のブレードを持ち，回転するディスク・ブレード連成系の固有振動モ＿ド

　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ωo＝5：その1）

　　　［P：’8A’AA＄llg＝．：5A，一．　，（3．＝O・3・　XL　i3・61×10－2，　gzS．＝o，　a．＝1，　E．．1．17gxlo－2，

　　　7．＝1．290×10－2，　kT，＝kR．＝106，　kz，＝ke．＝O，　’y　＝O．3，　”M＝6，　fir＝32，　R．＝10’］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一151一
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（k）　ノ1＝3．212　　DSI－2
（p）　ノ1＝4．795　　SA’一2

（1）　ノ1＝3．446　　DA2－2

（m）　A＝3．446　DS2－2

（n）　ノ1＝4。080　　DA3・一2

（q）　ノ生＝5・035　　disk　only

（r）　ノ1＝5．263　　DA3－2

（s）　ノ1＝5．263　　DS3－2

　　　（o）　A＝4．080　DS3－2　（t）　ZS＝5．266　SSL3

図5－9　8本のブレードを持ち，回転するディスク・ブレード連成系の固有振動モード

　　　　　　　　　　　（Ωo＝5：その2）
　　【P＝8・Ω・ニ5・β＝・・3・nC・＝3・61×1・『2，φ。＝・，α，＝1，・。＝1．・79×ユ・一2，

　　7，＝1．290×10－2，　kT．＝kR．＝106，　kz）＝ke．＝O，　’v　＝O．3，　’M＝6，　fV＝32，　R．＝10　］
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（U）　ノ1＝5．271　DAI－3

（v）　A　＝5．271　DSI－3

（W）　A＝5n277　DA2一”3

（x）　ノ1・＝5．277　　DS2－3

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（y）　ノ1＝5．534　　SA’一3

　　　　　　　　　　　　図5－9　8本のブレードを持ち，回転するディスク・ブレード連成系の固有振動モード

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ωo＝5：その3）

　　　　　　　　　　　　　　　（Pr　＆，A　A＄’lgfE　・．　．　X3　．＝　O・3，　jCL　i　；・6i　×　iO”2，　gz5　，＝o，　a，＝i，　E　．＝　i．i7g　x　io－2，

　　　　　　　　　　　　　　　7．＝1．2goxlo’2，　kT，＝kR，＝lo6，　kz．＝ke．＝o，　rv　一．．o．3，　’M＝6，　51＝32，　Rilo　］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一153一
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（a）　ノ1＝1．767　　SS’一1
（f）　ノ1＝2．771　DS2－1
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（b）　A＝2．530　DAI－1 （g）　A＝3．444　DA3－1

　ノ　一1
ノ

ノ

x

N

N

N

N

　N

’

1
－

－

1
K

N

　s
　N

N

N
　1　t
一

／

（c）　ノ1＝2．530　　DSI－1
（h）　ノ1＝3．444　　DS3－1
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（d）　ノ1＝2．601　SS’一2
（i）　ノ1＝3．676　　SA’一1
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（e）　ノ1＝2．771　DA2－1 （」）　ノ玉＝3．822　　DAI－2

　　　　　　　図5－10　8本のブレードを持ち，全周にシュラウドを有する

　　　　　　　ディスク・ブレード連成系の固有振動モー一．ド（Ω。＝0：その1）

【P＝＆Ωｷゴ6七一1｝、旧怨㌃：li・麟＝1δ＝1・29・×1・’2，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p
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（k）　A＝3．822　DSI－2
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（p）　ノ1＝4．521　SS’一3

（1）　ノ1＝3．838　　DA2－2
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（q）　ノ1＝4・698　　disk　only
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表5－7 回転するディスク・ブレード連成系の振動数パラメ＿タ五

（プレー ド8本， シュラウ ドなし）

γp＝1．290×10－2，

【」P＝8， β＝0．3，　　　μ＝3．61×10－2　　　　　　　　　　　　　，

�刀≠�q。＝106，梶＝鰐＝0，

φρ＝0，

@　　　　レ

αρ＝1，

@・＝0．3，ノレfニ6，ハ1＝32，

εp＝：1．174×10－2，

Rρ＝10】

Ωo

Mode 0 1 2 3 4 5 10
1st 1，764 1，865 2，087 2，329 2，544 2，727 3，455
2nd 1，764 1，865 2，087 2，331 2556 2，756 3，576
3rd 1，767 1，867 2，089 2，331 2556 2，756 3，576
4th 1，776 1，879 2，109 2，370 2，622 2，855 3，821
5th 1，776 1，879 2，109 2，370 2，622 2，855 3，821
6th 1，794 1，898 2，134 2，404 2，667 2，915 3，939
7th 1，794 1，898 2，134 2，404 2，667 2，915 3，939
8th 1，799 1，903 2，140 2，411 2，678 2，928 3，963
9th 2，584 2，614 2，701 2，822 2，986 3，178 4，168
10th 2584 2，614 2，702 2，839 3，014 3，212 4，207
11th 2，601 2，626 2，702 2，839 3，014 3，212 4，207
12th 2，824 2，856 2，948 3，087 3，257 3，446 4，418
13th 2，824 2，856 2，948 3，087 3，257 3，446 4，418
14th 3582 3，606 3，677 3，785 3，923 4，080 4，972
15th 3，582 3，606 3，677 3，785 3，923 4，080 4，972
16th 4，237 4，268 4，354 4，480 4，631 4，795 5，674
17th 4，521 4，559 4，668 4，828 4，922 5，034 5，770
18th 4，526 4，564 4，673 4，833 5，037 5，263 6，364
19th 4526 4，564 4，673 4，838 5，042 5，263 6，364
20th 4，533 4571 4，680 4，838 5，042 5，266 6，471
21st 4，533 4571 4，680 4，844 5，044 5，271 6，483
22nd 4，550 4，587 4，690 4，844 5，044 5，271 6，483
23rd 4550 4587 4，690 4，849 5，049 5，277 6，489
24th 4，698 4，713 4，757 4，849 5，049 5，277 6，489
25th 4，958 4，983 5，057 5，178 5，340 5，534 6，701
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強連成モードも含む）まで示したものである．ブレードが8本接続されている場

合，表5－1より8種類のD型モードが存在する．表5－7の1次から8次までが

ブレードが片持ばりとしての1次の振動形で振動するモード群であるが，この8

種類のモードの振動数群の幅を1次の振動数バンド∠A、と呼ぶことにすると，回

転速度とともに1次の振動数バンドは拡大することが分かる．一方，16次から

25次モードはブレードが片持ばりの2次モードで振動するモード群（ディスク

とブレードの強面成モードも含む）であり，この振動数群の幅を2次の振動数バ

ンド∠ノ12と呼ぶことにすると，2次の振動数バンドは回転速度によりあまり変化

をしていないことが分かる．同様に，シュラウドを持たず，ブレードが16本接

続されている系の振動数パラメータを表5－8に示す．この場合はD型モードは

16種類存在し，1次から16次までがブレードが片持ばりとしての1次の振動

形で振動するモード群，24次から41次までがブレードが片持ばりとしての2

次の振動形で振動するモード群（強盛成モードも含む）である．このときの1次

の振動数バンドは回転速度とともに拡大しており，また，ブレードが8本の場合

と比べても各回転速度において拡がっている，一方，2次の振動数バンドは回転

数，ブレード本数による変化があまりみられない．

　ブレードの数が多くなるとD型モードの種類が増えるたあに1次，2次の各振

動数モード群に含まれるモードの数が多くなり，また各モード群に含まれるモー

ドの振動数パラメータの値は互いに接近する．そのため，それらの値を表で示す

と煩雑になるので，振動数パラメータの値ではなく振動数バンドを図示したもの

が図5－12である．この図で横軸はブレードの本数，縦軸は振動数バンドであ

り，丸，四角，三角印はそれぞれ回転速度Ω。＝0，3，5の場合に対応し，槍印の黒塗

りは1次の振動数バンド，白抜きは2次の振動数バンドである．この図から，1

次の振動数バンドは回転速度とともに拡大するが，ブレード枚数による変化はPが

ある程度になると鈍くなることが分かる．一方，2次の振動数バンドは回転速度

による変化は少ないが，ブレードの本数による変化は比較的大きい．また，2次の

振動数バンドはブレードの本数が8本と16本のときでは差がほとんどなかった

のが，32本以上になると増加していることが分かる．これは，この場合の2次の

振動数バンドは分化した振動数の幅（第3章で述べたヴィーリングの幅）である

一一
P59一一

二矯謙三山難二二ii講繊i 難灘難1、 難灘

難
・　
　
達
羅
・

　
　
　
　
　
鶏
二
・
．

賊
難



－．1

P・盤．〕．：，離s磯 1pmrii”　r＝一　一　一　r

　　表5－8　回転するディスク・ブレード連晶系の振動数パラメータA

　　　　　　　　　　　　　　　（ブレード16本，シュラウドなし）

　　　　（P＝16，　i（9．＝O．3，　，ct＝7．22×10－2，　¢，＝O，　ar，＝1，　E．＝1．174×lo－2，

7．＝1．290×10－2，　kT，＝kRilO6，　kz．＝ke．＝O，　y＝O．3，　M16，　2V＝32，　R，＝10］

Mode o 1 2
0Ω
3

4 5 10

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
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3
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．
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ブレードの本数回転速度による振動数パラメータの変化
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［B＝O：3，　．g6p＝Q，．　ap＝1，　Ep＝1・179×10－2，　7，＝1・290×10’2，

　　kTikR．＝106，　kz．＝ke．＝O，　v＝o．3，　M＝6，　’R，．lo　］
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が・Pが少ないときには騒数・tンド内のモードの鱗が少ないために振動数バ

ンドと片持ばりの2次モードの騒鮒近に喉して生じる品数との間に間隔

があるが・Pが多くなり騒数バンド内のモードの種類が増加すると，分化したそ

れぞれの騒数の幅は増加し樒集騒数によって拡大されることを示している，

　　ブレードの本数と共に踊数パラメータの数も増加するため，そのうちのいく

つかのモード腿んでその具体的な数値を示したもの醸5－9である心中で，

　B1一・1，　B1－hと書かれたモードはブレードが片持ばりとして1次の振動形で振動

するモードのう撮低次のものと最高次のものであり，それらは回転速度ととも

に入槽わるものもあるため0の中1こモードのタイプを示した．したがってBl－1

とB1－hとの差が1次の置数バンド∠A，となる．ただし，←一一）となってし・るも

のは固有値が3個以上重解となって求められたために，固有値からはモードタイ

プを判断できなかったものである・同様1こB2－1，B2－hはそれぞれブレードが片

持ばりとして2次の騒形で矧するモード（強猷モードを含む）のうち最低

次のもの撮高次のものであり・それらの差が2次の三二バンド∠A、となる．

　この節の最後に，回転速度の変化にともなう振動モードの入れ替わりについて

述べる・図5－13（a），（b）はディスクの主繭モードで，節直徽が1，謡扇

が。のモードと節直径数丁数がとも1こ・のモードについてブレードの本数力s・

8本と1本の場合とについて振動数パラメータと回転速度の関係，ならびにプレ＿

ドが1本の系についてはΩ。＝・，2，5における騒モードをを図示したものである．

ここで（b）は（a）中に四角で囲った部分を拡大したものである．これをみると各モー

ドとも回転速度とともに繭数は塀し，またその上昇の割合がモードごとに異

なるためにブレードが8本の場合の振動数曲線はΩ。＝1．95付近で交差しているの

に対して・ブレードが1本の場合の丁数曲線は交差していない．これにっし、て，

第障のブレードの長さ比の変化による振動数蠕のヴィーリングと同様に考え

ることができる．すなわち，8本のブレードを持つ系の場合は表5－1より，ディ

スクの節直径が1本のモードはDA1型またはDS1型モードであり，節直径を持た

ないモードはSS’型である・したがって図5－13に示されているものは1・＝8に対

してはDAI－2（DS1－2）モードとSSL2モードであり，それらのモードは互いに

無関係（関与する周方向波数成分の組合わせが異なる）なモードどうしであるの

　　　　　　　　　　　　　　　　一162一

、
凝
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表5－9ディスクヴレー随成系の騒数パラメータA（シュラウドなし）

　　　　　　（iB＝O．3，　，a＝3．61×10－2，　¢．＝O，　a，＝1，　E，＝1．174×lo－2，

　　　　　7，＝1．290×10－2，　kT．＝kR，＝106，　kZ．＝ke，＝O，　Y＝O・3，　M＝6，　R．＝10］

90　Mode 8 16 32

P
64 96 128

o B1－1

Bl－h

DA1－2

SSL2

B2－1

B2－h

　Il．，7．．64．．　．1．724　1．652
（DA1－1）　　　　　　（DAI－1）　（DAI－rl）

　1　t7．　9　9．　．1’8　1　1　1’8　1　8

（SALI）　　　　　　　（SA，一1）　（sA，：1）

　2．584　2．603　2．631

　2．601　2．616　2．639

　4，2．3’Z．　．4．237　4．095
（SA’一2）　　　　　　　（D4－2）　（DA4－T2）

S，9．58．　4．958　5．065
（SAt－3）　　　　　　　gt！｝1EL4－3）　（DA4：3）

　1．541
（DA1－1）

　1．821
（SA’一・1）

　2．661

　2．665

　3．907
（DA4－2）

　5．174
（DA4－3）

3 B1一一・1

B1－h

DAI－2

SS’一2

B2－1

B2－h

（2．329　2．268SS，一1）　（SS，一一1）

（2．411SA’一1）　（ζ竈曾）

　2．839　2．905

2．822　2．886
（4．480SA’一一一2）（血健亀）

（5．178SA’一3）　　（1誼ilξ三三3）

（2．185SS’一1）　（き8§了）

（2．436SA’一1）　羅ぞ1

　2．990　3．085

　2．967　3．056

（4．369DA4一一2）（躍2）

（5．309DA4一一3）δ矯沓3）

　1．460　1．397
（DA1一一1）　（DA1－1）

　1．825　1．827
　（一一一）　（一一一）

　2．676　2．681

　2．676　2．683

　3．785　3．695
（DA4－2）　（DA4－2）

　5．233　5．269
QttA　4－3）　（DA4－3）

2．029
（SS’一1）

2．442
（一一一）

3．139

3．106

4．137
（DA4－2）　（DA4－2）

　5．523　5．577
Qtlg41！4－3）（DA4－3）

1．989
（SSLI）

2．444
（一　一一　一）

3．173

3．138

4．078

5 B1－1

B1－h

DAI－2

SSL2

B2－1

B2－h

　2．727
（SSL1）

　2．928
（SAL1）

3．212

3．178

4．795
（SA’一2）

5．534
（SA’一3）

　2．657
（SS’一一1）

　2．955
（SAi－1）

　3．310

　3．272

　4．820
（DA4－2）

　5．544
（DA4－3）

　2．574
（SS’一1）

　2．966
（SA’一1）

　3．431

　3．386

　4．742
（DA4－2）

　5．680
（DA4－3）

　2．487
（SS’一一　1）

　2．970
（SA’一1）

　3．566

　3．513

　4．654
（DA4－2）

　5．839
（DA4－3）

2．438
（SS’一1）

2．973
（一一一一）

3．646

3．589

4．605
（DA4－2）　（DA4一’2）

　5．943　6．020
LtA4－3）　（DA4－3）

2．406
（SS’一1）

2．976
（一一一）

3．702

3．640

4574
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　　図5－13　回転速度による振動数パラメータの変化
［　B　＝O．3，　g6　i一一　O，　a，＝1，　E　．＝1．17g　x　lo－2，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7　，＝1．290　×　10－2，
kTp＝k・，＝106，　kS＝k・，＝0，・ニ0．3，　M＝6，　N＝32，　R＝ユ0】
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騨磯

籔

で振動数曲線は交差し・モードの入れ替わりが生じる一一一．一一一方，ブレードが！本の

場合は全てのモードがs型モードとなる特SiJな場合であり瀾与する周方向波数成

分が等しい「同じモードタイプ」のモードである．このような同じモードタイプに

属するモードの振動数曲線は交差をしないが振動モード形の入れ替わりは生じて

いることが図中に示されている三通りの場合の振動モードから分かる．したがっ

てこれは，振動数曲線のヴィーリングと類似の現象のひとつであると考えられる．

曙
　
纐

5・6　シュラウドの質量を考慮した解析例

　ここまではブレードどうしをシュラウドで拘束する場合に，シュラウドの質量

は無視してばねこわさのみを考えた解析を行ってきた．しかし実際のタービンブ

レードではシュラウドは質量を持った付加部材であり，その質量を調整してブレー

ドの固有振動数のチューニングを行うといったこともなされており，より実機に近

いモデル化を行うにはその質量を考慮することが必要になる．また，第3章でも

述べたようにリッツ法の試験関数に直交多項式を用いれば，付加質量を有する系

の取り扱いが簡単にできることを示すことも有意義なことであろう．そこでこの

節では，シュラウドの質量をブレードに付加された集中質量としてモデル化し，

その解析手順について述べる．以下ではまず，ブレードに付加集中質量が取り付

けられた場合の遠心力によるポテンシャルエネルギー，付加質量の運動エネル

ギー，ディスクとブレードの接続点における遠心力のつりあい条件，などの評価

を行う，次に，付加質量の影響を含んだ形での直交多項式の構成について述べる．

具体的には，直交多項式の計算の際に，重み関数の中にディラックのδ関数が含

まれる形で内積が定義されることになる．そして後は前節までと同様にリッツ法

により振動数方程式を導出する．

5・6・1　集中質量を有するブレードの遠心力によるポテンシャルエネルギ＿と運

動エネルギー，およびディスクとブレードの接続点における面内応力のつりあい条件

　図5－14にシュラウドの質量を考慮したディスク・ブレード湖成系を示す．

シュラウドの質量はブレードに付加された集中質量として扱い，図のようにp番目

のシュラウド（、ρ番目のブレードとp＋1番目ブレード間のシュラウド）の質量を

　　　　　　　　　　　　　　　　一165一
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図5－14　シュラウドの質量を考慮したディスク・ブレード連成系
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鍵簸灘譲 騨灘

m・・と表すとき・その質量は旙目のプレーードとP＋1襯ブレードにm、P／2ずつ付加

されるものとする・すなわち・全周をシュラウドで縄れた系の船，旙目のブ

レードには（M・p＋M・p－1）／2の集中質量が付加されることになる．ただし，m、。＝m、。と

する・このときの系の騰による遠心力1こよるブレード部分のポテンシャルエネ

ルギーをVb、oとすると，式（5．26）に付加質量による影響を加えて，

　　　　　　　　　　　　×1（a’S’　＋x．）f一

　　　　　　　＝VbO＋V，O
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．100）
となる・ただし甲試（5・32）で表される霊力商量を持たないブレードのみの場合

の遠心力のポテンシャルエネルギーであり，岬は集中質量が付加されたことによ

る影響を表す項である．

また・付加質量鮪するブレードの醐エネルギーT，、・は式（5．39）に付加駕に

よる質量の増加分を加えて

VbS・＝ｺ壽僻♂ρ讐甑一jtsD

　　　　　　　〔〕，1；，〔笥〕2嘱蝋

　　　　　Tbso＝轟ρ♂P＋弊炉1）δ艦一日欄醜（5．1・1）

となる．

　これらを式（5。45）を用いて無次元化し，それぞれの最大値を求めると

K一＝蓼壽α・γ・六野・錯・⇒

x五罷δ（ら一4s・）呼塩〔驚〕2d‘一寸s㎡φ・dら

・躯圭幣〔1を繋駕〕2d伽S血・iPp
（5．102）
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響蓼　

　　　　　　Tb・max二圭繹£硯罷1＋讐翫一蝋dら

　　　　　　　　　＝圭噛厩脆［1＋μbS　6（ξグ勾］鴫dら　（5．・・3）

となる・ただしM…♂〃ま旙目のブレードの駕・μ、、＝（m・P＋M、p．1）／2ρ♂。5

はP翻のブレードに付加されるシュラウドの質量と旙目のブレードの質量との

比である．また

　　　　　　　　　　　　　　6（　4，’4sR　＝1，　6（x，　“xs，）　（5．104）

　の関係を用いた．

　　さて・次にブレードに集噸量鮒力Uされる場合の遠心力によるディスクの面

内励場を求める・式（5・8）の定数C1，C、を決めるたあのディスク外周r＝aでの境

界条件は，遠心応力のつりあい式（5．40）を変更して

　　　　2囎壽ρbノ調＋偽・警斗会＋為P）at－r＝・（5．1・5）

となる・ディスクは内周r＝bでの境界条件は式（5．41）のままである．

これらの境界条件式（5・1・5）・（5・41）1こ式（5．4），（5．8）を代入してC，，　C、に関して解

くと次式を得る．

　　　　　Ci＝’gii｝li．SlfillftljilfXIZ：si2i（i12vi）P．dbO，Z（i一，）［（3＋v）a‘＋（i－v）b‘

　　　　　　蜘2唯＋2読α琳糖1）〔S”x・，）｝1（5…6）

　　　　　C2＝一8縞糊（3＋v）αW

　　　　　　ゼ唯＋2読α£脇師∂剛（5・1・7）

ただし・μ・，＝Σ　（m・。＋M・p．1）／2M、はシュラウドの全R9とディスクの質量との比を

　　　　　　　　　　　　　　　　　一168一
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表す・この式（5・1・6）・（5・1・7）より式（5．54），（5．55）は以下のように書き直され

る。

Sl．（1＋v）（3＋v）・・（1・一v）鈎μ嵯讐’）国（1一β・）・呈書嘱

　　　　　　　　　　　　　（1＋v）＋（1－v）p2　’　（5．108）

5fβ2（1”・）（3・・）個β24μ

　　　　　　　　　　　　　　（1・v）・（1－v）β2　　　　　　　　（5・109）

これらの式を用いて5・3節と同様の手順で解析を行うことにより，シュラウドの

質量を考慮したディスク・ブレード猷系の騒数方程式が式（5．67）と同様の形

で得られる．式（5．67）との相違点は

　　　　　　　　　ガ＝硯脆［1＋μbS　6（4P一り］脳。dら　　（5．・1・）

　　　　礁蝶｛卸油画呪圭〔毒畦編一曲勾瓢％ち

　　　　　　　　　一圭鴨鷺s血・小ら

　　　　　　　伽鞭1＋争・4・p〕五畿dら一％（4s”　Y，，（gsp）・in・¢，

　　　　　　楓瓢C・S2特磯鴫・・S2¢P

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ち　　ノ　

　　　　　　＋「（kz・＋kz・一1）隅・・s2¢P・（kO・・k・・一1）％馬・in2¢P］e．。es，（5・・11）

となることと遠心力によるディスクの面内応力を計算する際に式（5．54），（555）

ではなく式（5．108），（5．109）を用いることである．

5、6．2　シュラウドの質量を考慮した場合の数値計算例

　シュラウドの質量を集中質量としてブレードに付加すると，振動数方程式の右

　　　　　　　　　　　　　　　　一一169一
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灘　』

辺の係数マトリクスには式（5・・1・）のよう腰素心・’現れるが，このマトリクスを対

角行列にするためには式（5・62）のブレード部分の動関数wωを

　　　　　　　　　　　　w（x）　＝’　w（4，）＝1＋pb，6（4．一4s，）　（5．112）

とするだけでよく・開始関数や漸化式などは変更する必要がない．表5＿10に，

、ρ番目のブレードの先端（ξs，＝O．5）に取り付けられたシュラウドの質量とプレー

　ドの質量との比μb、を変えたときの彰（ξ）の直交性を調べるために内積

　　　　　　　　　　　Irs　＝f一’，12，［1’Pbs　6（4　一4s）］　Yr　Ysd4　（5・113）

を計算したものを示す．この表から，μb、の値に関わらず彰（ξ）は良好な直交性を

有していることがわかる．

　次に・ディスクを剛体とみなし，ブレード間のばねこわさを0として，剛体ハ

ブに取り付けられて回転する，集中質量を有する片持ばりの計算を行った結果を

表5－11に示す・この計算ではLee（89）が有限要素法を用いて求あた結果との比

較を行うために・ディスク（この場合は剛体ハブ）の半径とブレードの長さ比を

αニ1，付加質量とブレードの質量の比はμb，＝1とし，集中質量はブレード先端に

付加されているものとした・本解析法により得られた結果はLeeによる結果と表

に示されている桁数の範囲では完全に一致した。

　図5－15に，8本のブレードを持ち，各ブレードの先端を全周にわたってシュ

ラウドで綴られた系について，シュラウドの質量を4段階に変化させて振動数パ

ラメータAの変化を示す．図の横軸は回転速度である．ここで，SSL1モードはブ

レードが片持ばりの1次の振動形で振動するブレードの主振動モード，SSL2は

ディスクがかさ型（節直径，節円ともに0）で振動するディスクの主振動モ＿ド，

そしてDA1－1はディスクが節直径1本，節円0で振動するディスクの主振動モ＿

ドである．この図から，シュラウドの質量による振動数パラメータの変化は特に

ブレードの主振動モードにおいて顕著であり，また，ディスクの主振動モードに

おいても回転速度が上昇するにつれて大きくなることがわかる．

　次に，同じ系について，シュラウドの取り付け位置を変化させて振動数パラメー

タを計算した結果を図5－16と表5－12に示す．シュラウドとブレードの質

一一 P70一



表5－10　重み関数の変化と直交多項式の直交性の状況

r o O．1

pt　bs

O．2 1．0

　1．000

－0．954x10－17

－O．199　×　lo－i6

－O．217　×　lo－i8

－O．171　×　lo－i7

　0．234×　lo－i8

　0．294　×　lo－i8

－O．263　×　lo－ig

　O．194　×　10－ig

O．929　×　lo－20

0．833　×　10－i

－O．108　×　lo－i8

－O．187　×　lo－i7

0．427　×　lo－i8

－O．169　×　lo－ig

O．508　×　lo－ig

O．129　×　lo－i8

0．394　×　lo－20

10　一〇．541×lo－i9

　O．556　×　lo－2

－O．745　×　lo－i9

一一
Z．881　×　lo－i9

一一
Z．524　×　10－20

　0．233　X　lo－i9

－O．334　×　lo－20

0．330　×　lo－20

0．217　×　lo－20

0．357×10－3

0．508　×　lo－20

－O．551　×　lo－20

0．635　×　lo－2i

O．310　×　lo－20

0．830　×　lo－2i

10　一〇．211×lo－20

O．227　×　lo－4

一一
Z．376　×　lo－20

－O．116　×　lo－20

0．381　×　lo－2i

O．271　×　lo－2i

O．635　×　lo－22

0．143　×　lo－5

　1．100
　0．347　×　lo－i6

一一
Z．173　×　lo－i6

　0．434　×　10－i8

　0．　141　×　lo－i7

　0．461　×　lo－i8

一一
Z．139　×　lo－i8

－O．213　×　lo－i8

－O．176　×　lo－i8

　0．299　X　lo－ig

　O．106

　0．173　×　lo－i7

－O．867　×　lo－i8

　0．217　×　lo－i8

　0．190　×　10－i8

－O．610　×　lo－i9

－O．　158　×　lo－i8

－O．364　×　lo－ig

　O．327　×　lo－ig

　O．754　×　lo－2

　0．434　×　lo－i8

一一
Z．813　×　lo－i9

－0．102×10－19

－O．275　×　lo－i9

－O．220　×　lo－i9

－O．193　×　lo－ig

　O．259　×　lo－20

　0．489　×　lo－3

　0．152　×　lo－i9

－O．157　×　lo－i9

－O．519　×　lo－20

－O．646　×　lo－20

－O．622　×　lo－2i

　O．147　×　10－20

0．305　×　lo－4

－O．392　×　lo－20

－O．180　×　lo－20

一一
Z．199　×　lo－2i

－0．455×10－21

一一
Z．248　X　10－22

0．188　×　10－5

　1．200
　0．139　×　10－i6

－O．104　×　lo－i6

　0．121　×　lo－i6

－O．542　×　lo－i8

－O．220　×　lo－i7

－O．949　×　lo－i8

一一
Z．147　×　lo－i8

　0．　139　×　lo－i8

　0．334　×　lo－ig

　O．125

　0．867　×　lo－i7

－O．867　X　lo－i8

－O．705　×　lo－i8

－O．610　×　lo－i8

－O．308　×　lo－i8

－O．618　×　lo－i9

－O．191　×　lo－20

　0．376　×　lo－ig

　O．864　×　lo－2

－O．922　×　lo－i8

－O．163　×　lo－i8

－O．474　×　lo－i9

一一
Z．805　×　lo－i9

－O．226　×　lo－ig

　O．129　×　lo－ig
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表5－11　先端に集中質量を持つ回転する片持ばりの振動数パラメータA

　　　　　　　　［　Lt　b，＝1．0，　q5　＝O，　a　＝1，　E　＝1．174　×　lo－2，

　　　　　　7＝1．290×10－2，　kT＝kR＝lo6，　kz＝ke＝o，　R＝lo］
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図5－16　シュラウドの質量と取り付け位置による回転速度一振動数曲線の変化
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　表5－12　シュラウドの質量を考慮したディスク・ブレード連成系の

　　　　　　　　　　　　振動数パラメータA

　　　（P＝8，　，（3．．＝O．3，　，a＝3．61×10－2，　¢，＝o，　a，＝1，　E．＝1．174×lo’2，
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一1 d

量比は0と…の2勧とし・またシュラウドの取り付け位置はξ・P＝・．5（ブレー

ド先端）とξSp＝0（ブレード中央）の2通りとした．計算したモードのタイプは

図5－15と同じである．図5－16をみるとSSL1　モードについては，シュ

ラウドの質量を考慮しないと取り付け位置による差がほとんどないために振動数

曲線は重なってしまっているが，シュラウドの質量を考慮すると取り付け位置に

よる差がはっきりと現れることが分かる．これに対し，DA1＿1モードではシュラ

ウド質量を考慮する場合だけでなくしない場合にも取り付け位置による差がみら

れる・また・SSL2モードに関してはシュラウド質量の有無，取り付け位置による

差がほとんどみられない。

5．7　結　言

　本章では，回転の効果を考慮してディスク・ブレード連成系の自由振動解析を

行った．回転による効果はディスク，ブレードそれぞれについて遠心力によるポ

テンシャルエネルギーを評価し，それらをラグランジュ関数に取り込むことによ

り扱った．本章ではブレードの試験関数に加え，ディスクの半径方向試験関数に

も直交多項式を用いたが，これにより解析ならびに数値計算がいっそう容易になっ

た・また・ディスクの周方向試験関数には余弦関数だけでなく正弦関数も含んだ

級数を用いたが・これにより任意のブレードにミスチューンが存在するような場合

も含む・より一般的なディスク・ブレード連成系の取り扱いが可能となった．そ

してこの手法により得られた振動数方程式を用いて周期対称な系に対して数値計

算を実施し，様々な回転速度，ブレード本数について振動数パラメータ，振動モー

ド形を求め，図表に示して考察を行った．それらをまとめると以下のようになる．

（1）　ディスクの周方向試験関数に余弦関数と正弦関数の両方を用いると，対称

　　　軸に関して対称，逆対称なもの以外にもミスチューンなどがある場合も

　　　含めて一般的な取り扱いが可能となる．チューン系の場合，縮退したモー

　　　ド（D型モード）は対称モード（DS型）と逆対称モード（DA型）が重

　　　解となるが，本解析法により振動数パラメータについては，通常のコレス
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　　　キー分解・ハウスホルダー三重対角化，二分法の組合せによる固有値解法

　　　のサブルーチンを用いて十分な精度で計算ができる．また，振動モードに

　　　ついてはそのような縮退したモードについては固有ベクトルの計算精度が

　　　不十分で分離が完全でないものもあるが，適切なアルゴリズムのサブルー

　　　チンを使用することによりほぼ完全に分離することができる．ここでは，

　　　名古屋大学大型計算機センターで開発されたサブルーチンライブラリー

　　　NUMPAC－JENNFPを用いた．

（2）本解析法による結果と市販の有限要素法の構造解析ソフトNISAHを用

　　　いた解析結果との比較を行い，本解析法の妥当性を確認するとともに，本

　　　解析法が計算効率の非常に高い手法であることを示した．

（3）ブレード本数が増加するとD型モードの種類が増加し，振動数バンドも拡

　　　幽する．また，回転速度が上昇すると1次の振動数バンドは拡大し，2次

　　　の振動数バンドは縮小する．

（4）振動数パラメータを縦軸に，回転速度を横軸にとってプロットした振動数

　　　曲線において，異なるモードの振動数曲線どうしが接近するとき，プレー

　　　ドの本数により，それらが交差する場合と交差はしないが振動モード形の

　　　入れ替わりは生じる場合がある．この場合も第3章で述べたのと同様に，

　　　異なるモードタイプの振動数曲線は交差し，同じモードタイプの振動数曲

　　　線は交差せずにモードの入れ替わりを起こす．

（5）シュラウドの質量をブレードに付加された集中質量として扱った解析も行

　　　い，本解析法によればシュラウドの質量を考慮したモデルに容易に拡張で

　　　きることを示した．また，この場合，直交多項式を構成する際の重み関数

　　　にディラックのδ関数が含まれるが，そのような場合でも直交多項式の構

　　成には問題はなく，得られる多項式の直交性も良好であることを示した。

　　そしてシュラウドの質量，取り付け位置を変化させて数値計算を行い，ブ

　　　レードの主振動モードについてはシュラウド質量を考慮した場合としない

　　場合で大きな差が生じることを明らかにした．
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第6章　結　論

　本研究では，複雑な形状をした機械構造物を等価な力学モデルに置き換えた

　「接続系」の振動問題をリッツ法を用いて解析するため，接続条件の取り扱いや，

数値計算の安定性などの点から問題が多く，扱いづらいとされてきたディスク・

ブレード熟成系を取り上げ，その振動解析法と振動特性に関する基礎的な研究を

行った．ここでは，ディスク・ブレード轡型系を，内周が固定され，外周が自由

な有孔円板とディスクの外周上に取り付けられ，長方形断面を有するはりとの

接続系としてモデル化し，その振動をリッツ法を用いて解析した．このディスク．

ブレード円成系に関してはこれまで数多くの研究がなされてきたが，それらは大

胆な簡略化を行って大幅に自由度を減らしたモデルを扱ったものや，ブレードの

数が少ない場合のみを扱ったものが多く，ミスチューンを含む実際的なタービン

ディスク・ブレードの振動問題を扱うことのできる手法が確立されているとは言

いがたい状況である・また，リッツ法を用いて接続系の振動問題を扱ったものに

は・本研究で取り上げたディスク・ブレード連成系のような非常に多くのサブシ

ステムからなる系を対象としたものは見当たらない．このように接続される構造

物が多く，計算が大規模となるような系をリッツ法で解析する際には，接続条件

の取り扱いに加えて，数値計算の安定性の点からも試験関数の選択に特に注意が

必要である．本研究ではこれらの点について検討を行い，仮想ばねを導入して接

続条件を扱う方法と直交性のある関数とを併用することで，解析ならびに数値計

算：上の大きなメリットが得られることを示した．本研究で行った研究の内容と得

られた成果を要約すると以下のようになる．

　第1章は緒論であり，本研究の目的と意義について述べると共に，ディスク．

ブレード連成系の振動解析，仮想ばねを導入したリッツ法による接続系の解析，

リッツ法の試験関数として直交多項式の使用，などに関するこれまでの研究動向

と各章の概要を述べた．
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　第2章においては，接続系の振動解析をリッツ法で行う際に重要な問題となる

試験関数の境界条件と接続条件の取り扱いについて述べ，変位を表す試験関数の

幾何学的境界条件に接続条件を取り込む方法と接続点に仮想ばねを導入して接続

条件を満たす方法とに関して，その妥当性と有効性について検討した．そして，

前者に関しては，はりの接続系とディスク・ブレード二成系について，後者に関

しては，はりの接続系について，それぞれ解析を行った．その結果，試験関数の幾

何学的境界条件に接続条件を取り込む方法を用いると，はりの接続系に関しては，

解の収束性，精度，計算の安定性ともに良好であるが，ディスク・ブレード連成

系に関しては，ブレードの本数が増加すると数値計算上の問題から全ての固有値

を正しく求めることが困難になることが分かった．仮想ばねを導入して接続条件

を扱う方法では，境界条件や接続条件を特に意識せずに試験関数を選ぶことがで

き，これに加えて直交性のある関数を用いることによって運動エネルギーから導

かれる係数マトリクスを完全に対角行列とすることができるため，仮想ばねの導

入と直交性のある関数とを併用することはりッツ法による振動解析に際して極め

て有効であることを，理論解析ならびに数値計算により示した．

屡
屡
雛
齢

　第3章では，ディスク・ブレード連星系の自由振動を，仮想ばねを接続点に導

入して接続条件を満足させ，出立関数の試験関数には直交性のある関数を使用す

ることにより解析した．ここでは，試験関数としてディスクに対しては静止円板

の自由振動を解いて決定され，半径方向にはベッセル関数，周方向には三角関数

（ここでは余弦関数のみを考慮）を用いて表される円板の固有関数を用い，ブレー

ドに対してはグラム・シュミットの直交化法を用いて構成される直交多項式を用

いた．この方法により得られた振動数方程式は，系の運動エネルギーから得られ

る係数行列が対角マトリクスとなる．また，ディスク上に付加物が周期対称に配

置されている場合のディスクの振動形は，周方向波数と付加物の数との問の特定

の関係を満たすような形で生じること，そのためにブレードの主振動モードの数

はブレードの本数とともに増えることを示した．そして，周期対称性を有する系

に対して数値計算を行い，振動数パラメータや振動モードを求め，ディスクとブ

レードのそれぞれ単独の固有振動数が接近している場合には振動数の分化により

強連成モードが生じること，この強連成モードにはディスクとブレードが同位相
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で振動するモードと逆位相で振動するモードの二つがあり，それぞれもとの固有

振動数より低い値と高い値を取ることを明らかにした．また，ブレードの数が増

えるとブレードの主振動振動数の幅が拡大し，一連成モードの場合には分化した

固有振動数の差が大きくなることを示した．さらに，ブレードの長さとディスク

の外半径との比による振動数パラメータの値をプロットすると，各モードの振動

数曲線は同じモード型の振動数曲線どうしは交差せずにヴィーリングを起こすこ

とを示し，強創成モードが生じるのは，このような振動数曲線のヴィーリング現

象であることなどを明らかにした．以上のことから，本章で述べた手法によれば，

ディスク・ブレード連区系に対しても数値計算を安定して行うことができること

が示された．

…
静

　第4章では，ディスクあるいはブレード上の一点に調和的な集中外力が作用す

る場合を考え，そのときの系の定常応答を解析した．そのために系の各エネルギー

に加えて調和外力による仕事を求あ，ラグランジュの方程式を用いて系の運動方

程式を導いた．その際，ディスクとブレードそれぞれの曲げこわさを，内部減

衰を考慮した複素量で近似し，また，接続条件は接続点に仮想のばねを導入して

処理し・各要素の試験関数については第3章と同じものを用いて解析を行った。

数値例として，8本の同一なブレードが接続された系を取り上げて数値計算を行

い，励振振動数に対する系の応答曲線を求めた．そして，ブレードの主共振点付

近の振動数で応答曲線のピークの数，そのときの共振振動数共に系の固有振動数

とよく一致し，また，ディスク，ブレードそれぞれの主共振モードと両者がとも

に大きく振動する強連成モードが生じることが示された．これらのことは，シュ

ラウドを持たない系，シュラウドを持つ系のいずれについても確認されたが，こ

れは第3章の結果の妥当性を裏付けるものである．さらに，励振位置の変化により

共振振動数はほとんど変化しないが，反共振振動数は変化することなどを明らか

にするとともに，ブレードの主共振振動数のチューニングの可能性を検討した．

　第5章では，実際のタービンシステムにより近いモデルとするため，回転によ

る効果を考慮した解析，すなわち，ディスクとブレードに作用する遠心力による

ポテンシャルエネルギーを考慮することにより回転の影響を取り込んだ解析を行っ

た．まず，遠心力によるポテンシャルエネルギーの評価をディスク，ブレードそ
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れそれについて行い，その表示式を与え，その後，前章までの解析と同様にして，

接続点に仮想ばねを導入し，直交性のある関数を試験関数に用いたりッツ法によ

り振動数方程式を導いた．その際より一般的なタービンディスク・ブレード系

のモデルを考えるため，ディスクの周方向の変位関数を余弦関数と正弦関数の両

者を考慮して展開したがこれにより，任意のブレードにミスチューンが存在する，

より一般的なディスク・ブレード連成系の取り扱いが可能となった．また，ブレー

ドの試験関数とともにディスクの半径方向の試験関数にもグラム・シュミットの

直交化法により構成される直交多項式を用いた．これによって前章までの解析に

比べて試験関数の計算がいっそう簡単になるとともに，より多くのブレードが接

続された系に対しても数値計算を安定に実施することが可能となった．このよう

にして導かれた振動数方程式を用いて，回転速度やブレードの本数，シュラウド

の有無など，さまざまな条件を変化させて数値計算を行い，それらが振動数，振

動モードに与える影響について考察を行った．得られた結果の一部については，

市販されている有限要素法ソフトによる計算結果との比較を行い，本解析法の妥

当性を確認するとともに本解析法が数値計算において非常に効率の高い手法であ

ることを示した．また，チューン系の場合縮退したモードは対称モードと逆対称

モードが重解となるが，本解析法によれば振動数パラメータについては通常のコ

レスキー分解，ハウスホルダー三重三角化，二分法の組合せによる固有値解法の

サブルーチンを用いて十分な精度で計算ができることを示し，振動モードについ

ても適切なアルゴリズムの固有ベクトルの解法を用いることによりほぼ完全に分

離することができることを示した．さらに，ブレード本数が増加すると縮退モー

ドの種類が増加し，振動数バンドも拡大するが，回転速度の上昇によっても振動

数バンドは拡大すること，また，回転速度による振動数パラメータの変化を示し

た振動数曲線において，異なるモードの振動数曲線どうしが接近するとき，第3

章で述べたのと同様に，異なるモード型の振動数曲線は交差し，同じモード型の

振動数曲線は交差せずにモードの入れ替わりを起こすことなどを明らかにした．

　これらに加えて本章では，シュラウドの質量を，ブレードに付加された集中質量

として取り扱った解析も行い，わずかな変更で容易にシュラウドの質量を考慮し

たモデルに拡張することができることを示した．この場合，直交多項式を構成す

る際の重み関数にディラックのδ関数が含まれるが，そのような場合でも直交多
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項式の構成には問題はなく，得られる多項式の直交性も良好であることを示した．

そしてシュラウドの質量，取り付け位置を変化させて数値計算を行い，ブレード

の主振動モードについてはシュラウド質量を考慮した場合としない場合とで大きな

差異が生じることを明らかにした．

　以上，本研究の概要と成果について述べてきた．ここで取り上げたディスク・

ブレード連成系は，実際のタービンディスク，タービンブレードから見るとかな

り簡略化したモデルとなっているが，これは本研究の主旨の一つが上述のような

数多くのサブシステムを有する接続系の振動解析を効率よく行うための手法を提

示することにあるためであり，本論文で提示した手法を用いれば，ブレードの

ねじりやディスク部分の変厚の影響をはじめとする様々な実際的な効果を含んだ

系にモデルを拡張することが可能である．また各ブレードの形状や材料定数など

に関するパラメータを変更することにより，ミスチューンのある系に対しても計

算を行うことができる．

　本論文で提示した解析法とここで得られた研究成果が，今後益々複雑化，大規模

化が予想される機械構造物の振動解析法に対して大きな意義を持ち，さらに，よ

り具体的なタービンディスク・ブレード系の振動解析に対しても重要な指針を与

えるものと確信する．

難
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