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概 要

Gale(1955)とNikaido(1956a)は独立にゲール・二階堂の補題を証明し、それを

利用してn次元ユークリッド空間Rnを財空間とする経済における競争均衡の存

在証明を行った。そして、ドブリュー (1959、第 5章)では、ゲール・二階堂の

補題を用いるGale(1955)とNikaido(1956a)の議論に沿って、Rnを財空間とす

る経済における競争均衡の存在証明を行い、一般均衡理論の文献においてゲー

ル・二階堂の補題を著名にした。Nikaido(1956b,57b,59)では、更に、 Rnにお

けるゲール・二階堂の補題をノルム空間や局所凸線形位相空間にまで一般化し

た。この、有限次元空間におけるゲール・二階堂の補題を証明した直後に無限

次元空間までゲール・二階堂の補題を一般化したという事実は、驚くべき事で

ある。無限個の財がある経済における競争均衡の存在問題は Peleg-Yarri(1970)

とBewley(1972)から開始されたのであるが、Debreu(1954)同様に、これらより

も 10年以上先に既に無限個の財がある経済を取り上げていたのである。そこで

本稿の目的はNikaido(1956b,57b,59)による無限次元空間のゲール・二階堂の補

題を再考して、1つの一般化の方向を議論する事である。

Gale(1955) and Nikaido(1956a) proved independently Gale-Nikaido’s lemma

for the proof of the existence of a competitive equilibrium in economies with

n-dimensional Euclidean space Rn as the commodity space. Then Debreu(1959,

Ch.5) follows this procedure of Gale(1955) and Nikaido(1956a) employing Gale-

Nikaido’s lemma for proving the existence of a competitive equilibrium in economies

with Rn as the commodity space, and it makes Gale-Nikaido’s lemma popular

in the GE literature. Nikaido(1956b,57b,59) extend the Gale-Nikaido’s lemma

in Rn to the one in some infinite dimensional spaces such as normed spaces and

localy convex topological vector spaces. This is surprizing since Gale-Nikaido’s

lemma is generalized to the infinite dimensional spaces just after Gale-Nikaido’s



lemma in Rn is established. Since the literature on the existence of competi-

tive equilibirum in economies with inifinite number of commodites stars after

Peleg-Yarri(1970) and Bewley(1972), Nikaido(1956,57,59) preceds at least one

decads as Debreu(1954) does. The purpose of this paper, then, to reconsider the

Nikaido(1956b,57b,59)’s generalization of Gale-Nikaido’s lemma to the infinite

dimensional spaces and to consider its slight generalization.
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1 はじめに

Walras(1874-77)によって構築された市場経済モデルは、ワルラス自身は市場

均衡 (または競争均衡)として表現されるモデル内の整合的な解の存在という事

を示せずにいたが、1930年代のWald(1935、36)は、Cassel(1924)によって簡略

に表現されたワルラスモデルに、その整合的な解が存在する事を示した。その

後、1950年代になって、Arrow-Debreu(1954)、McKenzie(1954)、Gale(1955)、

Nikaido(1956)によって、より一般的なワルラスモデルにおいてその整合的な解

である競争均衡が存在する事が示された。アロー・ドブリュー (1954)による証

明では、抽象ゲーム形式における解の存在問題へ変換し、このゲームに (ナッ

シュ)均衡解が存在するというドブリュー (1952)による結果を利用して、競争

均衡の存在証明を行った。アロー・ドブリューが利用したドブリュー (1952)の

抽象経済におけるナッシュ均衡の存在証明は、角谷の不動点定理より一般的な

アレンベルグ・モントゴメリー・ビーグルの不動点定理を用いて証明されてい

る。1 McKenzie(1954)では、国際貿易における多数国多数財モデルであるグ

レアムモデルという枠組みにおいて、超過需要の符号に応じて価格が変動する

という価格調整機構に基づく写像と角谷の不動点定理を利用して、このモデル

の競争均衡である自由貿易均衡の存在を直接的に証明した。2 これらの点か

ら鑑みると、Arrow-Debreu(1954)が扱ったような市場経済モデルにおける競争

均衡の存在定理の証明に対して、直接的にブラウワーや角谷の不動点定理が利

用可能であると予想されて当然であり、それがGale(1955)やNikaido(1956a)に

よる競争均衡の存在証明である。実際、Gale(1955)では最も重要な補題として

ゲール・二階堂の補題が述べられて KKMの補題に基づいて証明されており、

Nikaido(1956)では、明示的には補題として独立した命題の形にはしていない

1アロー・ドブリューで必要となる抽象経済のナッシュ均衡の存在定理は、ベルジュの最大

値定理による最適解の上半連続性より最適戦略対応が上半連続的となるので、実際には角谷の

不動点定理を利用すればよく、アロー・ドブリューが利用したDebreu(1952)の抽象経済のナッ

シュ均衡の存在定理よりも容易に示せるのである。
2Nash(1950)による非協力ゲームにおけるナッシュ均衡の存在証明では角谷の不動点定理を

利用し、また、Nash(1951)ではブラウワーの不動点定理を利用する形に修正されている。
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が、ゲール・二階堂の補題の結果を述べてそれを角谷の不動点定理を利用して

証明している。3 特に二階堂による証明は、その後の一般均衡理論の古典的著

書である Debreu(1959,p.82)におけるゲール・二階堂の補題の証明として利用

されており、また、Nikaido(1960,p.316)でも、ゲール・二階堂の定理の証明と

して取り入れられている。そして、ゲール・二階堂の補題ではユークリッド空

間の非負象限が用いられたが、この条件をより一般的な閉凸錐へ拡張したのが

Debreu(1956)であり、これらの結果は通常ゲール・二階堂・ドブリューの補題

と呼ばれている。

ところで、以上で考察している市場経済においては、財の数が有限個のケース

と想定されているので、それはDebreu(1959)によって議論されているように、

財の特性、取引される場所や時点、そして不確実性の状態が全て有限になってい

る。したがって、取引される時点や不確実性の状態が無限個あるような市場経済

には、上記の結果を適応してその競争均衡の存在を示す事はできない。ただし、

Debreu(1954)では、無限個の財が存在するケースも含む一般的な線形空間にお

ける厚生経済学の基本定理の証明を行ったが、この無限個の財が存在するの経済

における競争均衡の存在証明は行っていない。4 そして、この無限個の財が存

在する経済における競争均衡の存在問題は、点列の集合 sを財空間としたPeleg-

Yarri(1970)や本質的に有界な可測関数族 L∞を財空間とした Bewley(1972)に

よって取り上げられ、これらの無限個の財が存在する市場経済における競争均

衡の存在が証明された。その後、この問題は無限次元財空間モデルにおける競

争均衡の存在問題として、1980年代の一般均衡理論の 1つの主要な話題とし

て取り上げられて議論された。Peleg-Yarri(1970)ではコアーの非空性に関する

3Gale(1955)によるゲール・二階堂の補題の証明は、KKMの補題と、角谷がその不動点定

理の証明で利用したブラウワーの不動点定理による近似の手法を利用している。詳しくは久保

田 (2012)参照。
4Debreu(1954)は、一般的な線形位相空間にける厚生経済学の第二基本定理を、後に問題となる

生産集合の内部の非空性に基づいて、凸集合の分離定理を利用して証明している。Nikaido(1957b)

が Nikaido(1956b)へ触れている部分の内容から、二階堂 (1956b)から Nikaido(1957b)への拡

張はこの点にあったように思われる。この点は後に触れる。なお、この Debreu(1954) では、

Nikaido(1956b,57b,59)はその参考文献に掲載されていない。
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Scarf(1967)の定理とDebreu-Scarf(1963)によるコアーと競争均衡に関する極限

定理を利用してその存在証明を行い、一方Bewley(1972)では、本来の次元が無

限である無限次元財空間経済の競争均衡が、(実現可能集合との価格集合の ∗弱
コンパクト性によって)有限個の財を持つ次元が有限と解釈可能な有限次元財空

間経済の競争均衡からなる (有向)点列の極限になるという事を用いて、その存

在証明を行っている。

この無限次元財空間モデルにおける競争均衡の存在問題は、で述べた有限個

の財が存在する市場経済における競争均衡で行ったような、ゲール・二階堂の補

題に基づいてその存在証明を行うという事も考えられる。そのためには、もちろ

ん、無限次元財空間でのゲール・二階堂の補題を証明する必要があるが、それが

Nikaido(1956ｂ、57b、59)である。前二者は無限次元ノルム空間を利用し、後

者は更に局所凸線形位相空間へ拡張している。5 前二者では、無限次元財空間

経済の超過供給対応の像の (∗弱)コンパクト性に基づいて、有限個の財を持つ

有限次元財空間経済の競争均衡集合族に対して成立する有限交差性を利用して、

元来の無限次元財空間経済の均衡集合の非空性を証明している。この証明は大変

に簡易で理解しやすく、Bewley(1972)とある意味で同様である。Bewley(1972)

では、有限次元部分経済に有限次元財空間モデルの均衡存在定理を利用し、一

方、Nikaido(1956ｂ、57b)では、有限次元部分経済に有限次元財空間モデルの

ゲール・二階堂の補題を利用している。そして、Nikaido(1959)では、一般的な

線形位相空間におけるナッシュ均衡の存在やミニマックス定理等を含むかなり

一般的な結果を証明してからその結果を利用して、前二者と同様な手法でその

証明を行っているが、最初の一般的な結果の証明はかなり煩雑である。6

1980年代以降に発展した無限次元財空間モデルの議論では、不思議な事に

5Nikaido(1956b)はNikaido(1957a、59)の参考文献で揚げられているが、残念ながら筆者は

その現物を目にしてはいない。ただし、Nikaido(1957b)では、この論文がNikaido(1956b)の改

訂版であると述べている事とNikaido(1956b)に触れている内容から、Nikaido(1956b)の内容を

伺い知る事が出来る。この内容については後に触れている。
6Nikaido(1957b) の注 2) において、そこで用いたノルム空間のケースの結果が容易に一

般的線形位相空間にまでも拡張できると述べているが、Nikaido(1959) ではこの線に沿って

Nikaido(1957b)の証明をそのまま拡張するという方針は取られなかった。
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Nikaido(1956b、57b、59)には全く触れられていないのである。7 理由として幾

つかあると思われる。まずは、Nikaido(1956b、57b)がディスカッションぺーパー

であってどの雑誌にも掲載されて発表されなかった事である。次に、Nikaido(1959)

は日本の英文の数学雑誌には掲載されたが、無限次元財空間モデルにおけるゲー

ル・二階堂の補題の証明をその主要な結果としているのではなく、一般的な線形

位相空間におけるナッシュ均衡の存在やミニマックス定理等を含むより一般的で

煩雑な結果を示してから、その結果に基づいて無限次元財空間モデルにおける

ゲール・二階堂の補題を証明していて、無限次元財空間モデルにおけるゲール・

二階堂の補題それ自身を主要な題材とはしていない事である。更には、無限次

元財空間で表される経済モデルを明示的に議論して、論文の題名が無限次元財

空間における競争均衡の存在問題と関連したものになっていなかった事である。

8 したがって、無限次元財空間モデルにおけるゲール・二階堂の補題の結果と

証明と共に、その結果を利用して証明できる無限次元財空間を持つ経済モデル

の例を取り上げるような論文も作成されていれば、後の無限次元財空間モデル

の発展にとって、もっと望ましかったと考えられる。9 もちろん、経済モデル

の例に触れてはいないが、有限次元空間における競争均衡の存在が示された直

7Florenzano(1983)、Yannelis(1985)、そして、Mehta‐Taraｆ daｒ (1987)が無限次元財空

間におけるゲール・二階堂の補題の議論を行っているが、Nikaido(1956b,57b,59)には何ら触れ

ていない。最近のUrai(2000)だけが二階堂 (1956b,57b,59)に触れている唯一の例外である。第

6節において、これら Florenzano(1983)、Yannelis(1985)、Mehta‐Taraｆ daｒ (1987)等の

結果に触れる。
8実際、無限次元財空間における均衡の存在というような題名を持つ Bojan(1974) や El-

barkoky(1977)(原文ロシア語)といった論文は、Mas–Colell-Zame(1991)の概説論文も含めて、

この分野の 1980年代以降の文献の参考文献に度々引用されている。Nikaido(1968)では、参考

文献には Nikaido(1959)が引用されているが、その中で扱われていた無限次元財空間モデルに

おけるゲール・二階堂の補題については触れていない。Nikaido(1968)はその出版後に一般均衡

理論の 1つの著名なテキストとなったので、参考文献に Nikaido(1956b、57b)が挙げられてい

れば、無限次元財空間モデルにおけるゲール・二階堂・ドブリューの補題が二階堂先生によっ

て議論されている事が周知される事となっていたと思われる。
9実際、Nikaido(1959)の第 5節では、その無限次元のゲール・二階堂の補題の経済モデルへ

の応用に触れているが、消費者の消費集合や選好そして生産者の生産集合に基づいて具体的に

構成された無限次元財空間モデルを、残念ながら、構成していない。
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後に、無限次元空間において超過供給対応を想定してそれに対するゲール・二

階堂の補題の定式化とその証明を行ったという点で、Nikaido(1956b、57b、59)

の貢献や意義は何ら損なわれない。

本論文では、Nikaido(1956b、57b、59)の無限次元財空間モデルにおけるゲー

ル・二階堂の補題を再考し、Nikaido(1959)の無限次元財空間モデルにおける

ゲール・二階堂の補題の証明を、超過供給対応が凸値となるケースにおいて、

Nikaido(1956b、57b)と同様な簡潔で直接的な手法で行う。

2 無限次元財空間モデルにおけるゲール・二階堂の

補題：モデル

二階堂 (1959)による線形位相空間のケースでのゲール・二階堂の補題の証明

は、二階堂 (1957b)の証明をそのまま拡張したというよりは、抽象経済における

ナッシュ均衡の存在やミニマックス定理をその特殊ケースとして含むような一

般的な結果を利用して、その結果を証明をしている。本稿では、Nikaido(1957b)

の注 (2に沿う事で、Nikaido(1959)でのような線形位相空間のケースの結果を、

特に超過供給対応が凸値となるケースにおいて、Nikaido(1957b)の証明方法に

沿ってより簡潔にその証明を与える。

まず、この節ではNikaido(1959、第 5節)に沿ってモデルを述べて解説して行

く。本稿では必要に応じてNikaido(1957b)で触れられた議論も取り入れる。E

をここで取り扱うモデルの無限次元財空間とし、それを実ハウスドルフ局所凸

線形位相空間とする。10 この線形位相を τ とすると、この線形位相について

は、凸平衡な集合から構成される原点の基本近傍系が存在する。11 そして、E

10Nikaido(1956b,57b)ではEとして (無限次元)ノルム空間が使われていたが、Nikaido(1959)

ではより一般的な線形位相空間が使われる事になった。数理経済学の文献で最初に線形位相空

間を用いたのは Debreu(1954)と思われるが、弱位相や ∗弱位相等その線形位相の性質につい
ては明示的に述べていない。一方、Nikaido(1956b,57b)では (無限次元)ノルム空間を利用して

はいるが、その弱位相 (σ(E, E∗))や ∗弱位相 (σ(E∗, E))を用い、更には、双対空間の単位球が

∗弱位相でコンパクトになるというバナッハ・アラオグルー定理も利用している。
11線形位相なので、線形空間としてのベクトル演算がこの位相に関して連続となるが、局所
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上の τ に関して連続な線形汎関数の集合であるEの双対空間をE∗とする。こ

の時、(·, ·) : E × E∗ → R, (x, p) ∈ E × E∗ → x · pを、E × E∗上で定義された

双線形関数とすれば、p ∈ E∗に対して (·, p) : E → Rをを連続にするようなE

上の最弱の線形位相がEの弱位相 σ(E,E∗)であり、同様に、対応するE∗上の

最弱の線形位相、つまり、x ∈ Eに対して (x, ·) : E∗ → Rを連続にするような

E∗上の最弱の線形位相がE∗の ∗弱位相 (または汎弱位相)σ(E∗, E)である。12

τ−閉凸錐 P (⊂ E)に対して、その双対錐 P ∗を {p ∈ E∗ :任意の x ∈ P に対

して x · p = 0となる }とする。更に、P の第二双対錐 P ∗∗を {x ∈ E :任意の

p ∈ P ∗に対して x · p = 0となる }とする。Eにおける一つの凸錐 P に対して、

< P ∗ >= P ∗\{0}として非ゼロな p ∈ P ∗の集合とする。

そして、局所凸線形位相空間 E をその財空間として、その市場経済モデル

における超過供給対応を φ :< P ∗ >→ E\{∅}とする。すると問題は、有限次
元のケースと同様にしてどのような条件の下である p ∈< P ∗ >が存在して

(φ(p) ∩ P ) ̸= ∅となるかという事である。そして、その条件を与えるのが本稿
で考察する Nikaido(1956b、57b、59)のゲール・二階堂の補題である。これら

がどのような条件であるかは後に述べる。ここでは、各 p ∈< P ∗ >に対して

φ(p) ̸= ∅としている事を述べておく。13

3 幾つかの補題

この節では、局所凸線形位相空間のケースのゲール・二階堂の補題を証明す

るために必要となる、幾つかの補題を確立する。局所凸線形位相空間Eに対し

て以下の結果が成立する。

凸線形位相は半ノルム族によって生成される位相として特徴付けられる。
12σ(Ｅ,Ｅ∗)はＥ上の半ノルム族として {|x · p| : p ∈Ｅ∗}を利用して生成される線形位相で
あり、同様に、σ(Ｅ∗,Ｅ)はＥ∗上の半ノルム族として {|x · p| : x ∈Ｅ }を利用して生成される
線形位相である。

13無限次元財空間モデルでは、(超過)需要関数が価格集合全体で定義されず、ある価格に対

して需要点が決められないような例が様々な文献で指摘されている。
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補題 1：Eと同一でない (τ−）閉凸錐 P の P ∗は 0以外の点を含む。14

補題 2：P をEにおける一つの凸錐とすると、x ∈ clτ (P )となる必要十分条

件は任意の p ∈ P ∗に対して x · p = 0となる事である。15

補題 3：Eにおける凸錐 P の内点 (τ に関する)を uとすると、任意の非 0な

p ∈ P ∗に対して u · p > 0となる。16

EまたはE∗における凸錐P は、それが 0を除いては xと−xを同時に含まな

い時に尖っている (Pointed)といわれる。つまり、凸錐が原点を通る直線を含ま

ず、P ∩ (−P ) = {0}という事である。するとこの時に以下の結果が成り立つ。
補題 4：もしも Eにおける凸錐 P の (τ に関する)内部が非空ならば、P ∗は

尖っている。17

証明. p ∈ P ∗\{0}とし、また、P の内点の一つ uを取る。すると、補題 3よ

り−u · p < 0となって、−u /∈ P ∗であり、P ∗は尖っている。 2

補題 5：もしもEにおける凸錐 P の内部 (τ に関する)が非空でしかも clτ (P )

がEと同一でないならば、< P ∗ >は非空で凸である。18

証明. clτ (P )がEと同一でないので補題1より< (clτ (P ))∗ ≯= ∅となる。P ⊂
clτ (P )より (clτ (P ))∗ ⊂ P ∗なので、p ∈< (clτ (P ))∗ >とすればp ̸= 0でp ∈ P ∗と

なって、p ∈< P ∗ ≯= ∅となる。次に、p, q ∈< P ∗ >, λ ∈ (0, 1)とする。まずP ∗

の凸性によって、λp+(1−λ)q ∈ P ∗となる。そして、u ∈ intτ (P )とすると、補題

3よりu·p > 0, u·q > 0となるので、u·(λp+(1−λ)q) = λ(u·p)+(1−λ)(u·q) > 0

となり、故に、λp+(1−λ)q) ̸= 0で λp+(1−λ)q) ∈< P ∗ >となって、< P ∗ >

は凸である。 2

P をEにおける (τ−)閉凸錐でP ∩ (−P ) ̸= P となっているとする。P ∩ (−P )

14凸集合に関する分離定理の一形式による。Nikaido(1957b、補題 2)、Nikaido(1959、補題 4)。
15凸錐と第二双対錐に関する双対定理より clτ (P ) = P ∗∗ である。Nikaido(1957b、補題 3)、

Nikaido(1959、補題 5)。
16p(̸= 0) ∈ P ∗ に対して u · p = 0とすると、(·, p)の (τ に関する)連続性と u ∈ intτ (P )よ

り、ある u′ ∈ P に対して u · p < 0となって p ∈ P ∗ に矛盾するからである。Nikaido(1957b、

補題 1)、Nikaido(1959、補題 6)。
17Nikaido(1957b、補題 4)、Nikaido(1959、補題 7)
18Nikaido(1959、補題 8)では intτ (P )が E と同一でないとしているが、ここでは clτ (P )が

E と同一ではないと変更した。この変更によっても以降の議論には影響しない。
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は P に含まれる最大の線形部分空間なので、この条件は P が線形部分空間で

ない事を表している。また、もしもP が (Eにおける)内点を含んでいれば、こ

の事は P ̸= E と同値になる。しかし、以下では P ∩ (−P ) ̸= P となってい

る一般的な P が、非空な (τ−)内部を持ちEと一致しないような凸錐によって

近似される事を示す。u ∈ P\(P ∩ (−P ))を任意に 1つ選ぶ。この時、u ̸= 0

である。すると、−u /∈ P と P の (τ−)閉性より、0のある凸平衡近傍 U を選

べば、(−u + U) ∩ P = ∅となる。そこで、V (⊂ U)となる 0の任意の凸平衡

近傍 V に対して Q(V )を u + V によって張られる凸錐 ∪λ>0λ(u + V )として、

P (V ) = clτ (P + Q(V ))(⊃ P )とする。19 すると、P (V )は τ−閉であり、しか
も (u + V ) ⊂ Q(V ) ⊂ P (V )なので P (V )の (τ−)内部は非空となる。この時、

次の補題が成立する。

補題6：(i) 0の任意の凸平衡近傍V (⊂ U)に対して、−u /∈ P (V )、(ii) P =

∩{P (V ) : 0の任意の凸平衡近傍 V (⊂ U)}。20

証明. (i)の証明：−u ∈ P (V )としてみる。すると、あるx ∈ P, λ = 0, a, b ∈ V

に対して−u = x+λ(u+a)+ bとなる。したがって、−u = x/(1+λ)+λa/(1+

λ)) + b/(1 + λ)となる。この時、P が錐なので x/(1 + λ) ∈ P で、更に、V の

凸性によって [λa/(1 + λ)) + b/(1 + λ)] ∈ V である。故に、V の平衡性により

(−u + V )∩P ̸= ∅となって、V ⊂ U より (−u + U)∩P ̸= ∅となるが、これは

U の選び方に矛盾する。

(ii)の証明：0の任意の凸平衡近傍V (⊂ U)に対してP (V )の定義よりP (V ) ⊃ P

なのでP ⊂ ∩{P (V ) : 0の任意の凸平衡近傍V (⊂ U)}である。そこで、0の任意の

凸平衡近傍V (⊂ U)に対して y ∈ P (V )となるが y /∈ P となるとする。まず、y ∈
P (V )より、ある xV ∈ P, λV = 0, aV , bV ∈ V に対して y = xV +λV (u+aV )+ bV

となる。すると、y − (xV + λV u) = λV aV + bV = cV となるが、P が凸錐なので

xV +λV u ∈ P である。y /∈ P なのでP の (τ−)閉性より、0のある凸平衡的近傍

19このような P + Q(V )と同様に構成される開凸錐が、内点条件が満たされない無限次元財

空間のケースを考察したMas‐Colell(1986)でもプロパーネス (properness)条件として利用さ

れている。
20Nikaido(1957b、補題 7)、Nikaido(1959、補題 8)。
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W ⊂ Uを選んで、(y+W )∩P = ∅とできる。この時、y+cV = (xV +λV u) ∈ P

なので、cV /∈ W である。この時、最初に、λV → ∞(V → 0)を示す。nを任意

に固定して、任意の V ⊂ W/nに対して λV > n − 1を示せばよい。V の凸性に

よって cV /(1+λV ) = [λV aV /(1+λV ))+bV /(1+λV )] ∈ V ⊂ W/nであり、故に、

cV ∈ W (1+λV )/nとなる。しかし、cV /∈ W なので、(1+λV )/n > 1でなくては

ならず、λV > n− 1となる。そして、cV /(1 + λV ) ∈ V なので cV /λV = y/λV −
(xV /λV +u) ∈ (1+1/λV )V であり、xV /λV +u ∈ y/λV +(1+1/λV )V となる。そ

して、V → 0とするとλV → ∞となるので y/λV +(1+1/λV )V → 0となり、故

に、xV /λV +u → 0,つまり、limV →0 xV /λV = −uとなる。すると、Pが錐なので

xV ∈ P より xV /λV ∈ P となるので、故に、limV →0 xV /λV = −u ∈ clτ (P ) = P

となるが、これは−u /∈ P に矛盾する。したがって、P ⊃ ∩{P (V ) : 0の任意

の凸平衡近傍 V (⊂ U)}となって、故に、P = ∩{P (V ) : 0の任意の凸平衡近傍

V (⊂ U)}となる。 2

補題6においては、P (V )は τ−閉であり、しかも−u /∈ P (V )なのでP (V ) ̸= E

であり、したがって、P (V )に対して補題 5が適応可能になる事に注意する。

ここで、対応 (多価写像)の上半連続性と閉性に関して議論する。SとXを二

つのハウスドルフ空間として ϕ : S → X\{∅}を対応 (多価写像)とする。この

時、(1)任意の p ∈ Sと任意の開近傍 U(ϕ(p))に対して pのある開近傍 V (p)が

存在して任意の q ∈ V (p)に対して ϕ(q) ⊂ U(ϕ(p))となる時に、ϕは上半連続

(u.h.c)と呼ばれる。21 (2) ϕのグラフ Gϕ = {(p, x) ∈ S × X : x ∈ ϕ(p)}が
S × Xの直積位相で閉集合となる時に、ϕは閉 (closed) と呼ばれる。連続関数

の定義より、連続関数はそれを対応とみなすと上半連続であり、また、二つの

上半連続対応の合成写像もまた上半連続である。これらの上半連続性と閉性と

21ϕ(p)を含む任意の開近傍U(ϕ(p))に対してではなくて、ϕ(p)を含む任意の開半空間H(ϕ(p))

に対して同様な結果が成立する時に、ϕ は upper demi − continuous(u.d.c) といわれ、Yan-

nelis(1985)において用いられた。ϕ(p)を含む任意の開半空間はϕ(p)を含む開集合なので、u.s.c.

ならば u.d.c.である。Yannelis(1985)では、本稿で扱う上半連続のケースの無限次元財空間の

ゲール・二階堂の補題を、凸錐 P の内部の非空性を仮定した状況で、u.d.c.のケースへ拡張し

ている。
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いう条件は一般には同値という訳ではないが、条件を付け加える事によって両

者をより関連付ける事が出来る。

補題7:Sをコンパクトとする。すると、次の二つの条件は同値である。(a) : ϕ

は上半連続であり、全てのϕ(p)がコンパクトである。(b) : ϕは閉であり、Xの

コンパクト集合 T が存在して全ての ϕ(p)が T に含まれる。22

証明. (a) → (b) : T = ∪p∈Sϕ(p)として、{Vλ}λ∈Λ を T の開被覆とする。

任意の p ∈ S に対してある Vλp が存在して ϕ(p) ⊂ Vλp となるが、すると ϕ

の上半連続性から pのある開近傍 Up が存在して、q ∈ Up → ϕ(q) ⊂ Vλp と

なる。この時、{Up}p∈S は S の開被覆なので、ある有限個の p1, · · · , pm ∈ S

が存在して S ⊂ ∪m
i=1Up となる。すると、q ∈ Upi

→ ϕ(q) ⊂ Vλpi
によって

q ∈ S ⊂ ∪m
i=1Up → ϕ(q) ⊂ ∪m

i=1Vλpi
となるので、T = ∪p∈Sϕ(p) ⊂ ∪m

i=1Vλpi
とな

り、T には {Vλ}λ∈Λの有限開被覆 {Vλpi
}m

i=1が存在するのでT = ∪p∈Sϕ(p)はコン

パクトである。23 次に、(p, x) ∈ clτ (Gϕ)\(Gϕ)とする。x /∈ ϕ(p)によって、pの

開近傍Wpとϕ(p)の開近傍V (ϕ(p))の二つが存在して、V (ϕ(p))∩ϕ(Wp) = ∅と
なる。ϕの上半連続性から pの開近傍 Upが存在して q ∈ Up → ϕ(q) ⊂ V (ϕ(p))

となる。(p, x) ∈ clτ (Gϕ)なので (p, x) ∈ [(Up ∩ Wp) × V (ϕ(p)]によってある

(q, y) ∈ [((Up∩Wp)×V (ϕ(p))∩Gϕ]が存在するが、q ∈ Wp, y ∈ [V (ϕ(p))∩ϕ(q)]な

のでV (ϕ(p))∩ϕ(Wp) ̸= ∅となって矛盾が起こる。したがって、clτ (Gϕ)\(Gϕ) = ∅
となって (Gϕ) = clτ (Gϕ)となり、ϕは閉対応である。

(b) → (a) : x ∈ clτ (ϕ(p))(⊂ T )とすると、xの任意の開近傍 V に対して

(zV ∈)(V ∩ϕ(p)) ̸= ∅となる。そこで、pの任意の開近傍をUとすると、(p, x) ∈
U×V, ((p, zV ) ∈)[(U×V )∩Gϕ] ̸= ∅となって (p, x) ∈ clτ (Gϕ) = Gϕとなるので、

x ∈ ϕ(p)であり、ϕ(p)は τ−閉である。故に、T のコンパクト性ϕ(p) ⊂ T より

ϕ(p)は τ−コンパクトになる。次に、ϕが pで上半連続でないとする、ϕ(p)のあ

る開近傍 V が存在して、pの任意の開近傍U に対して、ある pU ∈ U と xU ∈ V

が存在して xU /∈ V となる。そこで、U ⊂ U ′ ↔ U ′ 5 U によって与えられる半

22Nikaido(1957b、補題 8)、Nikaido(1959、補題 3)
23これは ϕ : S → X が上半連続で S がコンパクトであれば、T = ∪p∈Sϕ(p)がコンパクトで

ある事を示している。
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順序を利用した有向点列 (ネット)(pU), (xU)を考えると、まず pU → pであり、

また、(xU) ⊂ T で T がコンパクトなので、(xU)には収束部分有向点列 (サブ

ネット)(xUλ
)が存在して xUλ

→ y ∈ T となる。そして、xU /∈ V と V cの閉性か

ら y /∈ V となる。ところで、(pUλ
, xUλ

) ∈ Gϕ, (pUλ
, xUλ

) → (p, y)、そして、ϕの

閉性によって、(p, y) ∈ Gϕとなって y ∈ ϕ(p) ⊂ V となるが、これは y /∈ V に

矛盾し、故に、ϕは pで上半連続である。 2

本稿ではNikaido(1957b)の証明に従っているが、そこではNikaido(1956a)で

示された、n−次元ユークリッド空間 (有限次元部分空間)での結果であるゲー

ル・二階堂の補題を利用している。まず、この n−次元ユークリッド空間におけ
る結果を与える。Snを n−次元ユークリッド空間Rnの基本単体 {p ∈ Rn : p =

0,
∑n

i=1 pi = 1}、また、Rn
+をRnの非負象限 {x ∈ Rn : x = 0}として、更に、

超過供給対応を φ : Sn → Rn\{∅}とする。
補題8(ゲール・二階堂：Rnのケース)：超過供給対応をφ : Sn → Rn\{∅}が非

空コンパクト凸値で上半連続であり、p ∈ Snに対して x ∈ φ(p) → p · x = 0(弱

ワルラス法則)を満たすとする。するとある p ∈ Snが存在して φ(p) ∩ Rn
+ ̸= ∅

となり、故に、ある x ∈ φ(p)に対して x = 0となる。24

証明. Snがコンパクトで φが上半連続でコンパクト値なので、補題 7の証明

で示した事によって T = ∪p∈Snφ(p)はコンパクトになり、故に T を含む十分に

大きな矩形の 1つを∆とすれば任意の p ∈ Snに対して φ(p) ⊂ ∆と出来る。も

ちろん、補題 7よりφは閉対応になる。対応 θ : ∆ → Sn\{∅}を θ(x) = {p ∈ Sn :

任意の q ∈ Snに対して p · x 5 q · x}によって定義する。まず、内積 ·の連続性
と Snのコンパクト性から θ(x) ̸= ∅である。また、内積 ·の線形性から θ(x)は

凸である。そして、補題 7より θの閉性と上半連続性は同値である。(xm, pm) ∈
Gθ, x

m → x ∈ ∆, pm → p ∈ Snとすると、θ(·)の作り方から任意に固定した
q ∈ Snに対して pm · xm 5 q · xmとなるので、内積 ·の連続性よりm → ∞とす
ると p ·x 5 q ·xとなって p ∈ θ(x)、つまり、(x, p) ∈ Gθとなり、θは閉であり、故

に上半連続である。次に対応χ : Sn×∆ → (Sn×∆)\{∅}をχ(p, x) = θ(x)×φ(p)

24Nikaido(1957b、補助定理)
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によって定義すると、θ(x) × φ(p)はコンパクトで凸である。更に、θと φの閉

性から χも閉になり、故に、Sn ×∆のコンパクト性と補題 7から χは上半連続

である。したがって、χは Sn ×∆からそれ自身の凸コンパクト集合へ写す上半

連続対応であるので、角谷の不動点定理によって、ある不動点 (p, x) ∈ Sn × ∆

が存在して (p, x) ∈ χ(p, x)となる。まず、x ∈ φ(p) ⊂ ∆, p ∈ θ(x)となるの

で、ワルラス法則によって任意の q ∈ Snに対して 0 5 p · x 5 q · xとなるが、
q = ei = (0, · · · , 0, 1(i座標), 0, · · · , 0)とすれば 0 5 ei · x = xi, i = 1, · · · , nと

なって、(x ∈)(φ(p) ∩ Rn
+) ̸= ∅となる。 2

4 無限次元財空間モデルにおけるゲール・二階堂の

補題：証明

この節では、Nikaido(1957b、59)で示された、無限次元 (局所凸線形位相空

間)のゲール・二階堂の補題の証明を、特に超過供給対応が凸値としたケースで

行い、その内容について議論する。まず最初にその定理を述べる。今まで同様

に、Eを局所凸線形位相空間で P をEの τ−閉凸錐で (−P ∩ P ) ̸= P とする。

定理 (Nikaido(1959)：凸値のケース)：ϕ :< P ∗ >→ E\{∅}が次の条件を満
たすとする。(i)任意の p ∈< P ∗ >に対して ϕ(p)は非空凸で弱 (σ(E, E∗)−)コ

ンパクトである。(ii)LをP ∗の任意の有限次元の凸部分錐として< P ∗ > ∩Lに

は ∗−弱位相 (σ(E∗, E))、Eには弱位相 (σ(E, E∗))を用いて、ϕを< P ∗ > ∩L

に制限した対応 ϕ :< P ∗ > ∩L → E\{∅}が上半連続である。(iii)ϕによる

< P ∗ >の像である ∪p∈<P ∗>ϕ(p)が弱コンパクトである。(iv)p ∈ Snに対して

x ∈ φ(p) → p · x = 0(弱ワルラス法則)を満たす。この時、ある p ∈< P ∗ >が存

在して φ(p) ∩ P ̸= ∅となる。
前節の補題 8の有限次元部分空間のケースの条件と比べてみると、一番大き

な違いは、有限次元部分空間のケースのように ϕの上半連続を定義域である

< P ∗ >全体で成立するというしているのではなくて、その有限次元凸部分錐

L(∩ < P ∗ >)上でのみ成立するとしている事である。P ∗の有限次元凸部分錐L
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はP ∗の有限個の一時独立なベクトル {p1, · · · , pm}によって生成される線形部分
空間 [p1, · · · , pm]と P ∗の共通集合であり、有限部分空間上では局所凸線形位相

空間はm−次元ユークリッド空間の位相と同値という意味で一意的であり、ま
た、m−次元ユークリッド空間Rnの双対空間 (Rn)∗に対しては (Rn)∗ = Rnが

成立するので、ある意味で、有限次元部分空間のケースの条件が各有限次元凸

部分錐 L(∩ < P ∗ >)上で成立すると想定していると考えられる。 もちろん、

ϕの上半連続が< P ∗ >全体で成立するすれば、有限凸部分錐 L(∩ < P ∗ >)上

で成立するのは言うまでもないが、この逆は一般には言えない。

定理の証明. 補題 6の P を少し広げた P (V )に対しては P ⊂ P (V )となって

いるので、P (V )∗ ⊂ P ∗となる。また、全ての P (V )は uを共通の (τ−)内点と

して含んでいるが、どれも−uは含んでいない。したがって、P (V )は補題 5の

条件を満たしているので、< P (V )∗ >は非空で凸となる。そこで、< P (V )∗ >

から任意に選んで固定した有限集合を F = {p1, · · · , pm}とする。< P (V )∗ >

の凸性から F の凸包に対して co(F ) ⊂< P (V )∗ >となる。二つの連続関数を

定義する。まず、α : E → Rmを αi(x) = pi(x), i = 1, · · · ,mとする。pi ∈ E∗

で E 上の弱連続な汎関数なので、αi : E → Rは弱連続になり、α : E → Rm

も弱連続である。次に、β : Sm →< P (V )∗ >を β(w) =
∑m

i=1 wipi とする。

β は pi, i = 1, · · · ,mの 1次結合なので、線形位相の性質より値域に E∗ 上の

∗−弱位相を利用すると βは連続になる。この時、co(F ) ⊂< P (V )∗ >なので

β(w) ∈< P (V )∗ >である。そして、α, β, ϕの合成写像α◦ϕ◦βをφ : Sm → Rm

とする。φ(w) = α(ϕ(β(w)))なので、φ(w)はwを係数としたp1, · · · , pmの凸結合

β(w)によって与えられる超過供給ベクトル (集合)ϕ(β(w))の各 p1, · · · , pmでの

評価額ベクトル (p1(ϕ(β(w)), · · · , pm(ϕ(β(w))))である。β(Sm) ⊂ (L∩P (V )∗) =

([p1, · · · , pm] ∩ P (V )∗)なので、(iii)によって ϕは β(Sm)上で上半連続である。

このφ : Sm → Rmが補題 8の条件を満たす。まず、β(w) = qとするとϕ(q) ̸=
∅なので ϕ(q)の各 pi による評価額も存在するので φ(w) ̸= ∅である。次に、
r, r′ ∈ φ(w), γ ∈ (0, 1)に対して r′′ = γr + (1− γ)r′′とする。r, r′ ∈ φ(w)よりあ

る y, y′ ∈ ϕ(β(w))が存在して r = α(y), r′ = α(y′)となる。ϕ(β(w))は凸なので
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γy+(1−γ)y′ ∈ φ(w)でα(γy+(1−γ)y′) ∈ φ(w)である。そして、αは線形なので

α(γy +(1−γ)y′) = γα(y)+(1−γ)α(y′) = γr+(1−γ)r′ = r′′ ∈ φ(w)となって、

φ(w)は凸である。そして、ϕ(q)は弱コンパクトで各 piは弱連続なので、ワイエ

ルシュトラスの定理よりpi(ϕ(q))(⊂ R)もコンパクトであり、故に、φ(w)(⊂ Rm)

はコンパクトである。φの上半連続性は、α, βが連続関数なので対応として考

えると上半連続であり、上半連続対応の合成写像が上半連続になる事によって、

成立する。最後に弱ワルラス法則について考える。r ∈ φ(w)とすると、ある

z ∈ ϕ(β(w))が存在してr = α(z) = (p1(z), · · · , pm(z))となる。すると、(iv)より

[β(w)](z) = 0となるが、w · r =
∑m

i=1 pi(z)wi = (
∑m

i=1 wipi)(z) = [β(w)](z) = 0

となって、φに対しても弱ワルラス法則が成立する。

したがって、φ : Sm → Rmは補題8の条件を満たすので、あるw ∈ Smが存在し

てφ(w)∩Rm
+ ̸= ∅となり、あるx ∈ ϕ(β(w))に対して (p1(x), · · · , pm(x)) = 0とな

る。この時、β(w) ∈< P (V )∗ >なのでx ∈ ϕ(β(w)) ⊂ ∆ = ∪p∈<P (V )∗>ϕ(p)であ

り、P (V, F ) = {x ∈ E : pi(x) = 0, pi ∈ F} = {x ∈ E : pi(x) = 0, i = 1 · · · ,m}
とすると、x ∈ P (V, F )であり、(P (V, F )∩∆) ̸= ∅となる。25 P (V, F )は piが

弱連続なので弱閉である。この結果は< P (V )∗ >の任意の有限集合 F につい

て成立するが、そのような F について P (V, F )の族 {P (V, F ) : F ⊂< P (V )∗ >

, #F < ∞}を考えると、その族が ∆に対して有限交差性を満たす事になり、

また、仮定から∆は弱コンパクトなので、[(∩F⊂<P (V )∗>P (V, F )) ∩ ∆] ̸= ∅と
なる。すると、P (V )は凸錐で τ−閉なので弱閉であり、補題 2より P (V ) =

{x ∈ E : p(x) = 0,∀p ∈ P (V )∗} = {x ∈ E : p(x) = 0, ∀p ∈< P (V )∗ >

} ⊂ P (V, F )(= {x ∈ E : p(x) = 0, p ∈ F, #F < ∞})となるので、P (V ) ⊂
(∩F⊂<P (V )∗>P (V, F ))となる。しかし、p ∈ P (V )∗に対して F = {p}とすれば
(∩F⊂<P (V )∗>P (V, F )) ⊂ (∩{p}⊂<P (V )∗>P (V, {p})) = {x ∈ E : p(x) = 0,∀p ∈<

P (V )∗ >} = P (V )となるので、結局、P (V ) = (∩F⊂<P (V )∗>P (V, F ))となる。

25この結果に関するNikaido(1959)の本来の証明は、より一般的な ϕ(x)が非循環的 (acyclic)

なケースにおいて、ナッシュ均衡の存在定理やミニマックス定理を包含するより一般的な結果

を用いてその結果の帰結としてこの結果が得られるとしている。しかし、ここでのように ϕ(x)

が凸なケースの証明は、Nikaido(1957b)の証明方法に従えばより簡明にこの結果が得られる。
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したがって、[(∩F⊂<P (V )∗>P (V, F )) ∩ ∆] ̸= ∅より [P (V ) ∩ ∆] ̸= ∅となる。そ
して、これが 0の任意の近傍 V について成立するが、P (V )の族 {P (V ) : V は

0の近傍 }を考えると、近傍の性質よりこの族が∆に対して再び有限交差性を

満たす事になるので [(∩V ∈N(0)P (V )) ∩ ∆] ̸= ∅となり、故に、補題 6(ii)より

(∩V ∈N(0)P (V )) = P なので (P ∩ ∆) ̸= ∅となり、ある p ∈< P (V )∗ >が存在し

て (ϕ(p) ∩ P ) ̸= ∅となる。これが求めていた結果である。 2

この定理に関して以下で幾つか議論する。まず、P をEの τ−閉凸錐で (−P ∩
P ) ̸= P を満たすように選んでいるが、この条件が満たされないと、p ∈<

P (V )∗ >が存在して (ϕ(p) ∩ P ) ̸= ∅という帰結が成立しない事がある。今、
E = R3として、P を原点 0を通る 1つの線形部分空間M とすると、P ∗はM

と直交する原点を通る直線 lであり、故に、< P (V )∗ >= P (V )∗\{0}はこの直
線の lから原点 0を除いた l\{0}ものになる。すると、< P (V )∗ >はM によっ

て二つの (原点 0を含まない)半直線 l1と l2になる。そして、x1 ∈ l1と x2 ∈ l2

を任意に選んで固定して、ϕ(p) = x1(x2)(p ∈ l1(l2)の時)とすれば、ϕは定理の

条件 (i)− (iv)を満たす。特に、ϕの (上半)連続性は l1と l2が原点 0で繋がって

いないので、ϕの値が原点 0で x1と x2の間でジャンプ出来る事より成立する。

しかし、ϕの作り方から (ϕ(< P (V )∗ >) ∩ M) = (ϕ(l\{0}) ∩ M) = ∅なので、
定理の帰結は成立しない。

次に、(ii)と (iii)について議論する。E = Rm の有限次元のケースでは、

(Rm)∗ = Rm によって P ∗ ⊂ Rm となるので、(ii)は ϕの P ∗ 全体上での上半

連続性になる。そして、ψ :< P ∗ >→ Rmをψ(p) = ϕ(p/||p||)によって定義すれ
ば、Bm = {p ∈ Rm : ||p|| = 1}をRmの単位球として、ϕはBm∩P ∗に制限される

事になるが、BmはRmでコンパクトなのでBm∩P ∗もコンパクトになり、故に、

補題 7によって、ψ(< P ∗ >) = ∪p∈<P ∗>ψ(p) = ∪q∈(Bm∩P ∗)ϕ(q) = ϕ(Bm ∩ P ∗)

はコンパクトになる。p/||p||は< P ∗ >上で連続であり、上半連続な対応の合成

も上半連続なので、ψは< P ∗ >上で上半連続であり、更に、仮定から (i)(iv)

も成立するので、結局、ψ :< P ∗ >→ Rmは定理の条件 (i) − (iv)を満たす。し

たがって、p ∈< P (V )∗ >が存在して (ψ(p) ∩ P ) = (ϕ(p/||p||) ∩ P ) ̸= ∅とな
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り、ϕ :< P ∗ >→ Rmが (i), (ii), (iv)を満たすだけ p/||p|| ∈< P ∗ >に対して

(ϕ(p/||p|| ∩P ) ̸= ∅となる。したがって、E = Rmの有限次元のケースではϕに

対しては条件 (iii)は仮定しなくてい。そして、P ∗が閉で尖っていれば P ∗∗は

内点を持つので、最初に閉で尖っているP ∗を用いて、それに対応するP ∗∗をP

として用いるとすると、Debreu(1956)によるゲール・二階堂の補題 7の Smか

ら尖がっている閉凸錐 P ∗への一般化が得られる。26

E が無限次元の一般的な局所凸線形位相空間であり、更に、intτ (P ) ̸= ∅で
(ii)′ < P ∗ >には ∗弱 σ(E∗, E)位相、E には弱 σ(E, E∗)位相を用いて、ϕ :<

P ∗ >→ Eが< P ∗ >上で上半連続となるケースを考える。27 勿論、(ii)′ → (ii)

である。まず、u ∈ intτ (P )を 1つ固定して Cu = {p ∈ P ∗ : p(u) = 1}とす
る。そして、uが P の τ−内点なので、原点 0のある凸平衡近傍W が存在して

(u + W ) ⊂ P なる。故に、W の平衡性によって任意の w ∈ W と p ∈ P ∗に対

して p(u + w) = 0, p(u − w) = 0となる。もちろん、p(u) = 0であるが、特に、

w ̸= 0, p ̸= 0とすると p(w) ̸= 0となるので、p(u) = 0とならず、p ∈< P ∗ >

に対して p(u) > 0となり、p/p(u) ∈ Cuとなる。また、w ∈ W を任意の 1つ固

定すると、任意の q ∈ Cuに対して q(u + w) = q(u) + q(w) = 1 + q(w) = 0と

なるので q(w) = −1となる。そして、W の平衡性によって−w ∈ W でもある

ので、同様にして、q(−w) = −1となって q(w) 5 1となり、故に、|q(w)| 5 1

となる。これはCuがW の極集合W ◦に含まれる事を示している。また、アラ

オグルー・ブルバキの定理よりW ◦は ∗弱 σ(E∗, E)−コンパクトで、Cuは ∗弱
σ(E∗, E)−閉なので、故に、Cuも∗弱σ(E∗, E)−コンパクトになる。28 そこで、

ψ :< P ∗ >→ Eを ψ(p) = ϕ(p/p(u))によって定義すれば、ψ(< P ∗ >) = ϕ(Cu)

となるが、Cuが ∗弱 σ(E∗, E)−コンパクトでϕがCu上でも ∗弱 σ(E∗, E)位相

で上半連続なので、補題７によってϕ(Cu)は ∗弱 σ(E∗, E)−コンパクトになる。

26Nikaido(1968、定理 3.13（ii)))
27二階堂 (1959)では、このケースをノルム空間においてしか考察していないが、実際にはこ

こでのように局所凸線形位相空間において考察可能である。
28アラオグルー・ブルバキの定理によると、U を E の原点の近傍とすると、Uo = {p ∈ E∗ :

|p · x| 5 1}（U の極）が ∗−弱位相 (∗σ(E∗, E))でコンパクトになる。
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p/p(u)は < P ∗ >上で ∗弱 σ(E∗, E)位相で連続なので ψは < P ∗ >上で ∗弱
σ(E∗, E)位相で上半連続であり、更に、仮定より (i)(iv)も成立するので、結局、

ψ :< P ∗ >→ Eは定理の条件 (i) − (iv)を満たす。したがって、p ∈< P (V )∗ >

が存在して (ψ(p) ∩ P ) = (ϕ(p/p(u)) ∩ P ) ̸= ∅となり、ϕ :< P ∗ >→ E が

(i), (ii)′, (iv)を満たすだけ p/p(u) ∈< P ∗ >に対して (ϕ(p/p(u)) ∩ P ) ̸= ∅とな
る。したがって、この場合にも ϕに対しては条件 (iii)は仮定しなくてよい。

そして、Eが局所凸線形位相空間で intτ (P ) ̸= ∅のケースで ϕ : Cu → Eが

(i), (ii)′, (iv)を満たす時に、ある p/p(u) ∈ Cuに対して (ϕ(p/p(u)) ∩ P ) ̸= ∅を
示したのが Fｌ oｒ enzano(1983)である。29 ただし、Fｌ oｒ enzano(1983)

の結果は intτ (P ) ̸= ∅の時に成立するのであるが、上の結果は intτ (P ) ̸= ∅が成
立しなくても (P ∩−P ) ̸= P であれば成立するので、より一般的な結果である。

そして、Nikaido(1957b)においてNikaido(1956b)(筆者未見)に触れている点

から察すると、後者はEが無限次元ノルム空間、intτ (P ) ̸= ∅、そして、(ii)′ :<

P ∗ >には∗弱σ(E∗, E)位相、Eには弱σ(E, E∗)位相を用いてϕ :< P ∗ >→ Eが

上半連続、という条件の下でのゲール・二階堂の補題の一般化を示しているよう

に思われる。30 そして、その証明はここでのような有限次元のゲール・二階堂の

補題の利用した近似であったのではないかと思われる。ただし、ϕ :< P ∗ >→ E

に対する本節での定理の証明では、このNikaido(1956b)やFlorenzano(1983)の

証明とは違って、価格集合Cuの ∗弱 σ(E∗, E)−コンパクト性は一切利用せず、
代わりに∆ = ∪p∈<P (V )∗>ϕ(p)の ∗弱 σ(E∗, E)−コンパクト性という (iii)を利

用している。

29Florenzano(1983、系 1、p.213-4)で、その元の結果であるFlorenzano(1983、補題 1、p.212)

の証明はここでの証明とほぼ同ーで、有限次元のゲール・二階堂の補題による近似を用いてい

る。ただし、フロレンザーノの無限次元のゲール・二階堂の補題における位相の取り方は、l∞

のようなバナッハ先双対空間を財空間とするケースへ応用する事を前提にしているために、やや

工夫がされていて、Nikaido(1956b、57b、59)とは微妙に異なっている。無限次元財空間におけ

るゲール・二階堂の補題は、Yannelis(1985)やMehta‐Tarafdar(1987)によって更に一般化され

ている。また、Aliprantis－ Brown(1983)は、線形位相束を財空間とする経済の超過需要関数

を考えて、そのモデルにける市場均衡の存在問題を扱った。そして、これらの結果はUrai(2000)

によって更に一般化されている。
30二階堂 (1957b、p.4、Remark 2, p.11-2)においてである。
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5 1つの一般化：弱σ(E,E*)-相対コンパクト値対

応のケース

この節では、前節の定理 1の (iii) : Γ = ∪p∈<(−P )∗>ϕ(p)の弱 ∗(σ(E∗, E))−コ
ンパクト性を (iii)′ : Γ = ∪p∈<(−P )∗>ϕ(p)の弱 ∗(σ(E∗, E))−相対コンパクト性
にしたケースを取り扱う。31 この結果の証明では、前節で扱った (ii)に基づく

有限次元近似を用いた定理 1の証明と同様の手法を用いるが、若干違いがある。

定理 1の証明では (iii)より直接的に (ϕ(p) ∩ P ) ̸= ∅となる p ∈< (P )∗ > の

存在を示したが、A(iii)の代わりに (iii)′を用いる時には、(ϕ(p) ∩ P ) ̸= ∅とな
る p ∈< (P )∗ > の存在を、間接的に価格のネットの極限として示す。この目

的のためには価格集合を ∗弱 σ(E∗, E)−コンパクト集合とする必要があり、そ
のためにここでは、財空間として intτ (P ) ̸= ∅となる τ−閉凸錐を持つような局
所凸線形位相空間を用いる。 32 補題 6用いる議論は有限次元のケースでは上手

く進められるが、前節で扱った無限次元空間のケースとは異なってこの節で扱

う無限次元空間では上手く行かず、以下で見るように、intτ (P ) ̸= ∅が必要とな
る。33

まず、u ∈ intτ (P ) ̸= ∅を一つ選んで∆∗ = {p ∈ P ∗ : p · u = 1} を価格集合と
すると、前節の最後で述べたように、∆∗は ∗弱 σ(E∗, E)−コンパクトになる。
既に触れたように、∆∗における均衡価格の存在は直接的ではなくて、均衡価格

が∆∗におけるネットの極限という意味で間接的である。これよって市場超過供

給対応のグラフにおけるネットの極限を考える必要が起こり、元の市場超過供

31Florenzano(1983)もEを別の線形位相空間 (G, τG)の双対空間になっていてE = (G, τG)∗

となるケースを扱っていて、G = l1, E = l∞ とするようなケースである。
32Nikaido(1957b)において Nikaido(1956b)に触れている所から察するに、 intτ (P ) ̸= ∅と
なっている無限次元財空間において E に弱位相 σ(E, E∗)を想定して、ゲール・二階堂の補題

を示す事になったように思われる。もしも二階堂先生が l∞を財空間とするような経済を想定し

て競争均衡の存在を考えていれば、Nikaido(1957b,59)とは異なった方向に、更に、無限次元空

間のゲール・二階堂の補題を発展させていたと思われる。
33もちろん、市場超過供給対応が有限次元のケースのように ∗弱 σ (E∗, E)−コンパクトな価
格集合上で定義されていれば、補題 6と (ii)に基づく有限次元による近似の議論は依然として

利用可能である。
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給対応のグラフにおけるネットの極限を含むように元の市場超過供給対応のグ

ラフを上手く拡張する必要が起こる。

(S, τ)と (X, τX)を二つの (ハウスドルフ)位相空間として、ϕ : S → X\{∅}
を SからXへの対応とする。ϕのグラフGϕ = {(p, x) ∈ S × X : x ∈ ϕ(p)}の
S × Xにおける直積位相 τ × τX に関する閉包 clτ×τX

(Gϕ)(⊂ S × X)を考えて、

x ∈ S → ϕ̃(p) = {x ∈ X : (p, x) ∈ clτ×τX
(Gϕ)}によって対応 ϕ̃ : S → X\{∅}を

定義する。定義より (p, x) ∈ Gϕ ⊂ clτ×τX
(Gϕ)なので x ∈ ϕ(p) ⊂ ϕ̃(p) ∀p ∈ ∆∗

となり、ϕ̃ : S → X\{∅}はϕ : S → X\{∅}の拡張である。一般には ϕ̃(p) = ϕ(p)

となるとは限らず、たとえ ϕ(p)が τX−閉でも ϕ̃(p) ⊃ ϕ(p)となるだけである。

前節の最後の部分のように、ϕ : ∆∗ → Eが∆∗上で u.h.c.ならば、補題 7と∆∗

の ∗弱 σ(E∗, E))−コンパクト性より ϕ(∆∗)の弱 (σ(E, E∗))−コンパクト性が
成立して clσ(E∗,E)×σ(E,E∗)(Gϕ) = Gϕとなる。この時には ϕ̃(p) = ϕ(p) ∀p ∈ ∆∗

となってϕ : ∆∗ → E\{∅}を用いるだけで十分で、ϕの拡張 ϕ̃ : ∆∗ → E\{∅}を
用いる必要はない。

定理 1 の一般化として、市場超過供給対応が弱 (σ(E, E∗))− 相対コンパク
ト値のケースを考える。(E, τ)を局所凸線形位相空間として、 P (̸= E)を弱

(σ(E, E∗))−閉凸錐で intτ (P ) ̸= ∅とする。ある所与の u ∈ intτ (P )に対して価

格集合∆∗を {p ∈ P ∗ : p · u = 1}として、ϕ : ∆∗ → E\{∅}を市場超過供給対応
とする。∆∗は ∗弱 σ(E∗, E))−コンパクトである。この時の無限次元空間にお
けるゲール・二階堂の補題は以下である。

Theorem 2 (凸かつ弱 σ(E, E∗)−相対コンパクト値のケース) 市場超過供給対

応 ϕ : ∆∗ → E\{∅}が以下の 4条件を満たすとする：(i)′ ϕ(p)は非空凸

弱 σ(E, E∗)−コンパクト ∀p ∈ ∆∗, (ii)′′ Lを (P ∗ ∩E∗)における任意の有

限次元部分錐として、∆∗ ∩ Lには ∗弱 σ(E∗, E)位相、Eには弱 σ(E, E∗)

位相を与えて、ϕを∆∗ ∩ Lに制限すると、対応 ϕ : ∆∗ ∩ L → E\{∅}は
u.h.c.である, (iii)′ ∪p∈∆∗ ϕ(p), ϕによる∆∗の像はある弱 σ(E,E∗)−コン
パクト集合Ψに含まれる, (iv) ∀p ∈ ∆∗, x ∈ φ(p) → p · x = 0(弱ワルラス

法則)。この時、ϕの拡張 ϕ̃ : ∆∗ → Ψを p ∈ ∆∗ → ϕ̃(p) = {x ∈ Ψ : ∃x ∈
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E, (p, x) ∈ clσ(E∗,E)×σ(E,E∗)(Gϕ)}によって定義すると、ϕ̃(p) ∩ P ̸= ∅とな
る p̃ ∈ ∆∗が存在する。34

前節の定理 1と同様に、ϕは∆∗全体上で u.h.c.というのではなくて有限次

元部分錐 L ∩ ∆∗ 上でのみ u.h.c.である。< P ∗ >の有限次元部分錐 Lと ∆∗

の共通集合 L ∩ ∆∗は < P ∗ >における有限個の一次独立な点 {p1, · · · , pm}に
よって生成される有限次元線形部分空間 [p1, · · · , pm]と∆∗の共通集合であり、

{p1, · · · , pm} を適宜比例的に伸縮した { p′1, · · · , p′m}が∆∗に属するようにすれ

ば、L∩∆∗は co {p′1, · · · , p′m} , {p′1, · · · , p′m}の凸包である。Γ = ∪p∈∆−ϕ(p)を弱

σ(E,E∗)−コンパクトとした定理 1とは違って、ここでは Γ = ∪p∈∆−ϕ(p)をあ

る弱 σ(E, E∗)−コンパクト集合Ψに含まれるとしている。市場超過供給対応 ϕ

は∆∗上で定義されているが、定理 1と同様に、(ii)′′より補題 7の条件が有限次

元部分錐 L上で成立するので、有限次元空間のケースでの補題 7の結果が成立

する。しかし、これより市場超過供給対応ϕが∆∗×Ψにおいて閉グラフを持つ

という事にはならず、実際、以下で見るように、均衡価格 (p̃, x̃)は∆∗における

(pV , xV ) ∈ Gϕとなるネット (pV , xV )≺の極限、つまり、(pV , xV ) → (p̃, x̃)(≺↑)
として得られるが、(p̃, x̃) ∈ Gϕとなるとは限らず、(p̃, x̃) ∈ clσ(E∗,E)×σ(E,E∗)(Gϕ)

となるだけである。また、ϕ(p) ∩ P ̸= ∅となるとは限らないが、Gϕを ∆∗ × Ψ

上で ϕ̃に拡張すると ϕ̃(p) ∩ P ̸= ∅となる。
定理 2の証明. F = {p1, · · · , pm}を∆∗の任意の有限集合とする。∆∗は凸

なのでF の凸包 co(F )は∆∗に含まれる。二つの連続関数を定義する。最初に、

α : E → Rm を αi(x) = pi(x), i = 1, · · · ,mによって定義する。pi ∈ E∗ は

弱 σ(E,E∗)−連続線形汎関数なので、αi : E → Rもまた弱 σ(E, E∗)−連続で
あり、故に、α : E → Rmも弱 σ(E, E∗)−連続である。次に、β : Sm → ∆∗

を β(w) =
∑m

i=1 wipiによって定義する。βは pi, i = 1, · · · , mの凸結合なので

線形位相の基本性質より βは E∗上の ∗弱位相 σ(E∗, E)に関して連続である。

co(F ) ⊂ ∆∗ より β(w) ∈ ∆∗ である。φ : Sm → Rm を α, β, ϕの合成写像と

すると、φ(w) = α(ϕ(β(w)))より φ(w) = (p1(ϕ(β(w)), · · · , pm(ϕ(β(w))))であ
34この結果は Florenza(1983, lemma 1, pp212-3)に対応している。
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る。これは、wをウェイトした p1, · · · , pmの凸結合価格 β(w)で評価した市場

超過供給集合 ϕ(β(w))を p1, · · · , pmで各々評価したベクトルである。β(Sm) =

co(F ) ⊂ ∆∗なので (iii)よりφは β(Sm)上でu.h.c.である。定理 1の証明と同様

にして、φは補題 8の条件を満たすので、∃wF ∈ Sm, φ(wF ) ∩ (Rm
+ ) ̸= ∅となっ

て、 ∃xF ∈ ϕ(β(wF ))に対して (p1(xF ), · · · , pm(xF )) = 0となり、P (F ) = {x ∈
E : pi(x) = 0, pi ∈ F} = {x ∈ E : pi(x) = 0, i = 1 · · · ,m}とすると xF ∈ P (F )

となる。β(wF ) ∈ ∆∗より xF ∈ ϕ(β(wF )) ⊂ Γ = ∪p∈∆∗ϕ(p) ⊂ Ψで、Ψは弱

σ(E,E∗)−コンパクトなので、 xF ∈ Γ ⊂ Γ = clσ(E,E∗)(Γ) ⊂ Ψである。故に、

xF ∈ (Γ ∩ P (F )) ⊂ (Γ ∩ P (F )) ̸= ∅となる。35各 piが弱 (σ(E, E∗)−連続なの
で、i = 1 · · · , m、 P (F )は弱 σ(E, E∗)−閉である。
この結果は∆∗の任意の有限集合に対して成立する。そこで集合族 {P (F ) :

F ⊂ ∆∗, #F < ∞}を考えると、有限集合の和集合も有限集合であり、この集
合族は Γ上で有限交差性を満たす。Ψは弱 σ(E,E∗)−コンパクトなので、Γも

弱 σ(E, E∗)−コンパクトであり、コンパクト集合の性質より∩{Γ∩P (F ) : F ⊂
∆∗, #F < ∞)} = [(∩F⊂∆∗,#F<∞P (F ))∩Γ] ̸= ∅となる。P は弱 σ(E, E∗)−閉凸
錐なので、補題 2よりEに弱 σ(E, E∗)位相を与えると P ∗ = {p ∈ E∗ : p · x 5

0, ∀p ∈ P}となり、 P = {x ∈ E : p(x) 5 0, ∀p ∈ P ∗} = {x ∈ E : p(x) 5

0, ∀p ∈< P ∗ >} ⊂ {x ∈ E : p(x) 5 0, p ∈ F, #F < ∞, F ⊂ ∆∗}となって、
P ⊂ (∩F⊂∆∗,#F<∞P (F ))となる。しかし、 p ∈ ∆∗に対して F = {p}とすれば
(∩F⊂∆∗,#F<∞P (F )) ⊂ (∩{p}⊂∆∗P ({p})) = {x ∈ E : p(x) = 0, ∀p ∈< P ∗ >} =

P となって (∩F⊂∆∗,#F<∞P (F )) ⊂ P となる。故に、P = (∩F⊂∆∗,#F<∞P (F ))と

なり、[(∩F⊂∆∗,#F<∞P (F )) ∩ Γ] ̸= ∅より (P ∩ Γ) ̸= ∅となる。
N∗(0)を原点0の弱σ(E,E∗)凸平衡近傍系として、x ∈ (P∩Γ)とする。x ∈ Γよ

り∀V ∈ N∗(0), [(x+V )∩Γ] ̸= ∅となって、∀V ∈ N∗(0),∃xV ∈ Γ, xV ∈ (x+V )

となる。xV ∈ Γ = ∪p∈∆∗ϕ(p)より ∃pV ∈ ∆∗, xV ∈ ϕ(pV )となる。ここで、

V ≺ V ′ ⇐⇒ V ′ ⊂ V によって有向集合 (N∗(0),≺)を定義すると、(pV , xV )≺

35ここまでは Nikaido(1956b,57b,59)の証明も Florenzano(1983)の証明も同じであるが、こ

れ以降に両者の違いが現れる。Florenzano(1983)の証明の部分については、後に触れる。
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は順序 ≺に沿ったネットとなる。∀V ∈ N∗(0),∃xV ∈ Γ, xV ∈ (x + V )と

なっているので xV → x(≺↑)となる。更に、∆∗と Γは各々∗弱 σ(E∗, E)−コン
パクトと弱 σ(E, E∗)−コンパクトなので、ネット (pV , xV )≺は収束部分ネット

を持ち、それを単純化のために再び (pV , xV )≺と記すと、(pV , xV ) → (π, x) ∈
∆∗×Γ(≺↑)となる。xV ∈ ϕ(pV )とpV ∈ ∆∗より (pV , xV ) ∈ Gr(ϕ)なので (π, x) ∈
(clσ(E∗,E)×σ(E,E∗)(Gr(ϕ)))(⊂ ∆∗ × Γ)となり、故に、x ∈ ϕ̃(π)となる。すると、

x ∈ (P ∩ Γ)より x ∈ (ϕ̃(π) ∩ P )となり、 故に、∃π ∈ ∆∗, (x ∈)(ϕ̃(π) ∩ P ) ̸= ∅
となる。これが示すべき事であった。 2

定理 1ではΓの弱 σ(E, E∗)−コンパクト性を利用したが、一方上記の証明は、
定理1の証明同様に、Nikaido(1957b,59)で用いられた手法に従ってはいるが、∆∗

の ∗弱σ(E∗, E∗)−コンパクト性を利用した。その結果としてπ ∈ ∆∗は依然とし

て成立するが、x ∈ (ϕ(π)∩P )は成立するとは限らない。intτ (P ) ̸= ∅の代わりに
(P ∩−P ) ̸= P を用いて∆∗が ∗弱 σ(E∗, E∗)−コンパクトとは限らない時には、
(P ∩ Γ) ̸= ∅は示せて、∃x ∈ P,∀V ∈ N∗(0),∃pV ∈< P ∗, (ϕ(pV )∩ (x + V )) ̸= ∅

となる。xV ∈ (ϕ(pV ) ∩ (x + V )),∀V ∈ N∗(0)とすると、xV → xとはなるが、

∆∗が ∗弱 σ(E∗, E∗)−コンパクトではないので、(pV )V ∈N∗(0)は収束部分ネット

を持つとは限らない。

そこで、∆V = {p ∈ (P (V )∗ : p · u = 1}(⊂ ∆∗), ∀V ∈ N∗(0)とすると

∆V は ∗弱 σ(E∗, E)−コンパクトで V ⊃ V ′ ⇐⇒ ∆V ⊂ ∆V ′ であり、∆∗ は

{∆V ′ : V ∈ N∗(0)}によって内側から近似されるが、V ′ ⊂ V ⇐⇒ V ′ ≺ V に

よって順序≺を与えると、pV ∈ ∆V , V ∈ N∗(0)によって (∪V ∈N∗(0)∆V ′ ⊂)∆∗

におけるネット (pV )≺が得られても, ∪V ∈N∗(0)∆V ′や∆∗が ∗弱 σ(E∗, E)−コン
パクトとは限らないので、このネット (pV )≺は ∗弱 σ(E∗, E)−極限を持つとは
限らない。このために、u ∈ intτ (P )という仮定をして∆∗を ∗弱 σ(E∗, E)−コ
ンパクトにする事で、ネット (pV )≺から∆∗の極限を持つような収束部分ネット

を取り出せるようにしているのである。

有限次元のケースでは、単位球B = {p ⊂ Rn : ||p|| = 1}のコンパクト性よ
り、たとえ P が外側から PV によって近似されるにしても、||pV || = 1により
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pV → pとなる収束部分列があって ||p|| = 1となり、無限次元空間のケースとは

異なって、このような pが存在するのである。

ところで、上の証明の (P (F ) ∩ Γ) ̸= ∅から先の部分に、代わりに Floren-

zano(1983, p213)で用いられた方法を用いると次のようになる。集合族F= {F :

F ⊂ ∆−, #F < ∞, (P (F ) ∩ Γ) ̸= ∅}を考えて、F ≺ F ′ ⇐⇒ F ⊂ F ′ に

よる順序 ≺で有向集合 (F ,≺)を与えると、 xF ∈ (P (F ) ∩ Ψ), β(wF ) ∈ ∆∗

を満たす (xF , β(wF ))≺はネットになる。∆∗とΨは各々∗弱 σ(E∗, E)−コンパ
クトと弱 σ(E, E∗)−コンパクトなので (xF , β(wF ))≺は収束部分ネットを持ち、

(xF , β(wF )) → (x, π) ∈ Ψ × ∆∗となる。xF ∈ ϕ(β(wF ))と β(wF ) ∈ ∆∗により

(β(wF ), xF ) ∈ Gr(ϕ)なので (π, x) ∈ clσ(E∗,E)×σ(E,E∗)(Gr(ϕ))となって、x ∈ ϕ̃(π)

となる。x ∈ P を示す必要があるので x /∈ P とすると、 P の弱 σ(E,E∗)−閉性
と補題 2によって∃q ∈ (P )∗\{0}, q ·x < 0 5 q ·y ∀y ∈ P となる。q ∈ P ∗\{0}よ
り q ·u > 0となるので、q ∈ ∆∗と出来る。∗弱σ(E∗, E)位相の定義とxF → x(≺
↑)より q · xF → q · x < 0(≺↑)となるので、 q ∈ F ′となるような、順序≺の
意味で十分に大きい F ′に対して q · xF ′′ > 0となり、このような F ′に対して

xF ′ /∈ P (F ′)となる。しかしながら、これは∆∗におけるどのような有限集合 F

に対しても xF ∈ P (F )となる事に矛盾するので x ∈ P となり、 ∃π ∈ ∆∗に対

して (x ∈)(ϕ̃(π) ∩ P ) ̸= ∅となる。この Florenzano(1983)の議論は集合族とし

てF= {F : F ⊂ ∆∗, #F < ∞, (P (F )∩ Γ) ̸= ∅}を利用するが、一方上記の定理
2の証明では、原点 0の凸平衡弱 σ(E, E∗))−近傍系N∗(0)を利用している。

6 1980年代における無限次元財空間におけるゲール・

二階堂の補題の一般化：Yannelis(1985)やMehta-

Tarafdar(1987)

この節では、Florenzano(1983)続いて、Yannelis(1985)やMehta-Tarafdar(1987)

による無限次元財空間におけるゲール・二階堂の補題の一般化について議論す
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る。Yannelis(1985)では、E が局所凸線形位相空間で intτ (P ) ̸= ∅となってい
て、u ∈ intτ (P )を 1つ固定してCu = {p ∈ P ∗ : p(u) = 1}として、

(ii)′′ E∗に ∗−弱位相を用いて、ϕ : Cu → Eが u.d.c.となる、

ケースを考える。36 勿論、(ii)′ → (ii)′′である。Eが局所凸線形位相空間で

intτ (P ) ̸= ∅となっているケースで、ϕ : Cu → Eが (i), (ii)′′, (iv)を満たす時に、

ある p ∈ Cuに対して (ϕ(p)∩P ) ̸= ∅となるのを示したのが、Yannelis(1985)によ

る無限次元財空間におけるゲール・二階堂の補題の一般化である。その証明は連

続選択子定理とチコノフの不動点定理を用いていて、有限次元による近似の手法

にも基づいていない。ただし、このYannelis(1985)の証明はn−次元ユークリッ
ド空間でも勿論利用できるが、ϕ : Cu → Eのu.d.c.性が (ii)のように、LをP ∗の

任意の有限次元の凸部分錐をLとして対応 ϕ :< P ∗ > ∩L → E\{∅}を u.d.c.と

しても、前節の定理の証明で利用したα, β, ϕの合成写像α◦ϕ◦β = φ : Sm → Rm

が u.d.c.となるとは限らないので、対応 ϕ :< P ∗ > ∩L → E\{∅}を u.d.c.とし

てYannelis(1985)による無限次元財空間におけるゲール・二階堂の補題の更な

る一般化を試みようとしても、前節の定理の証明方法では証明できず、したがっ

て、(ii)′′となっているケースしか扱えない。ただし、Yannelis(1985)の証明で

は intτ (P ) ̸= ∅としてその証明を進めているので、前節の定理の証明方法に沿っ
て補題 6を利用すれば、intτ (P ) = ∅のケースへは一般化できる。実際、上で述
べたYannelis(1985)による無限次元財空間におけるゲール・二階堂の補題によっ

て [P (V ) ∩ ∆] ̸= ∅となるが、これが 0の任意の近傍 V について成立するので、

P (V )の族 {P (V ) : V は 0の近傍 }を考えると近傍の性質よりこの族が∆に対

して再び有限交差性を満たす事になり、故に、[(∩V ∈N(0)P (V ))∩∆] ̸= ∅となる。
すると、補題 6(ii)より (∩V ∈N(0)P (V )) = P なので (P ∩ ∆) ̸= ∅となり、ある
p ∈< P (V )∗ >が存在して (ϕ(p)∩P ) ̸= ∅となるからである。したがって、ヤネ
リス (1985)による無限次元財空間におけるゲール・二階堂の補題は intτ (P ) = ∅
であっても P が補題 7の条件である (P ∩ −P ) ̸= P を満たすケースでは成立す

36u.d.c.については、補題 7の前の上半連続性に関する脚注を参照。
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るが、対応 ϕ :< P ∗ > ∩L → E\{∅}が u.d.c.となるというケースまでは一般化

できていない。

また、Yannelis(1985)による無限次元財空間におけるゲール・二階堂の補題

は、更に、Mehta-Tarafdar(1987)によって、Yannelis(1985)と同様に、Eが局

所凸線形位相空間で intτ (P ) ̸= ∅となっていて、u ∈ intτ (P )を 1つ固定して

Cu = {p ∈ P ∗ : p(u) = 1}として、

(ii)′′′ {q ∈ Cu : q(x) > 0 ∀x ∈ ϕ(p)} ≠ ∅となる p ∈ Cuに対して、ある q ∈ Cu

が存在してに p ∈ intw∗{p ∈ Cu : q(x) > 0 ∀x ∈ ϕ(p)}となる

ケースへ一般化された。37そして、ϕ : Cu → Eが (i), (ii)′′′, (iv)を満たす時に、

ある p ∈ Cuに対して (ϕ(p)∩ P ) ̸= ∅となる事を示した。Mehta-Tarafdar(1987)

は (ii)′′ → (ii)′′′を示し、故に、Yannelis(1985)の結果を一般化している。この

Mehta-Tarafdar(1987)の結果は彼らが利用した不動点定理を利用すれば n−次
元ユークリッド空間でも成立するので、(ii)′′′を (ii)のように、LをP ∗の任意の

有限次元の凸部分錐をLとして、対応ϕ : Cu ∩L → E\{∅}がCu ∩L上で (ii)′′′

で用いた条件を満たすとしても、やはり、前節の定理の証明で利用したα, β, ϕの

合成写像α ◦ϕ ◦β = φ : Sm → Rmが (ii)′′′で用いた条件を満たすとは限らない。

故に、対応ϕ : Cu∩L → E\{∅}をCu∩L上で (ii)′′′で用いた条件を満たすとして

Mehta-Tarafdar(1987)による無限次元財空間におけるゲール・二階堂の補題の

更なる一般化を試みようとしても、前節の定理の証明方法では証明できず、した

がって、(ii)′′′となっているケースしか扱えないように思われる。また、Mehta-

Tarafdar(1987)では intτ (P ) ̸= ∅としていて、前節の定理の証明方法に沿うと、
V ′ ⊂ V ならば intτ (P (V ′)) ̸= ∅, (P ⊂)P (V ′) ⊂ P (V ), P (V )∗ ⊂ P (V ′)∗ ⊂ P ∗で

あるが、Cuに対して仮定した (ii)′′′が、Cu(V ) = {p ∈ P (V )∗ : p(u) = 1}に対
しても同様な条件を成立させると限らないので、Yannelis(1985)のケースのよ

うに intτ (P ) = ∅のケースへは一般化できないと思われる。
Aliprantis-Brwon(1983)は、無限次元財空間モデルにおいて超過需要関数を

考えて、そのモデルにける市場均衡の存在問題を扱った。(E, E ′)をリース双対
37Urai(2000)でもこの結果の一般化が試みられている。
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系として、価格単体Πを Ẽ+の非空凸 ∗弱コンパクト集合で、Πの強正な要素

の集合 S = {p ∈ Π : p ≫ 0}はΠで ∗−弱稠密であり、Sによって生成された錐

= ∪λ=0λSは Ẽ+で ∗−弱稠密であるという条件が満たすとする。そして、(Ẽ+

の)凸部分集合D(⊂ Π)上で定義されてEへ移す超過需要関数 ϕ : D → Eが、

(1) : DはΠにおける ∗−弱稠密部分集合 (稠密条件)、(2) : Dの点を全て連続に

するようなE上の局所凸線形位相 τ が存在し、ϕ : (D, ∗−弱 ) → (E, τ)は連続

(連続条件)、(3) :もしも有向点列 {pα} ⊂ Dが pα → p(∗−弱で)∈ Π\Dならば、
ある q ∈ Dが存在して、lim supα↑ q · ϕ(pα) > 0となる (境界条件)、(4) : p ∈ D

ならば p · ϕ(p) = 0(ワルラス法則)、満たすならば、ϕ(p) 5 0となる均衡価格の

集合が非空で ∗弱コンパクトである事を示している。38

7 終わりに

以上で、Nikaido(1957b、p.4、注 (2))において、そこで用いたノルム空間の

ケースの結果が用意に一般的線形位相空間にまでも拡張できると述べている事

に基づいて、Nikaido(1959)で示された局所凸線形位相空間のケースへのゲール・

二階堂の補題の一般化の凸値の特殊例の簡潔な証明と若干の一般化、そして、

その後の無限次元財空間モデルのゲール・二階堂の補題の発展との関連を、終

えた事になる。Nikaido(1959)が日本の数学雑誌に掲載された事と対応の非循環

値性 (Acyclic-valued)を利用した証明が複雑であった事によって、その後の無限

次元財空間における競争均衡の存在問題において全く触れられなかった。少な

くとも、本稿のように、対応の凸値性を利用して、Nikaido(1957b)のノルム空

間で行ったのと同様な有限次元のゲール・二階堂の補題による近似という簡明

な証明を用いた結果が独立した論文として作成されて専門雑誌に掲載されてい

れば、Bewley(1972)以降に一般均衡理論の 1つの大きな話題となった無限次元

財空間における競争均衡の存在問題に対して、著しい貢献をしていたと考えら

38アリプランティス・ブラウン (1983、p.198、定理 3.6)であり、浦井 (2000)でもこの結果の

一般化が試みられている。
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れる。その結果として、無限次元財空間における競争均衡の存在問題の先駆的

な研究として、Debreu(1954)と共に、言及される事となったと思われる。39

ただし、Bewley(1956b、57b、59)では、それらで扱った超過供給対応を満た

すような無限次元財空間モデルの例を 1つも与えていないので、Debreu(1954)

のように、例にして l∞をその財空間とする無限期間純粋交換経済モデルを考

えて、この経済がどのような条件を満たす時に、その超過供給 (需要)対応が

Nikaido(1956b、57b、59)で仮定した条件を満たすのかといった議論も入れてお

いてよかったと考えられる。40 実際、Gale(1955)、Nikaido(1956a)、そして、

Debreu(1959)は、与えられた経済モデルから導出された超過供給対応が、ゲー

ル・二階堂の補題の条件を満たすので、その結果として競争均衡が存在すると

いう議論の流れになっていて、ゲール・二階堂の補題それ自身を分析の対象とし

ている訳ではないのである。そして、l∞を財空間とする経済モデルから得られ

た超過供給対応が前節の定理の仮定を満たさない場合には、Florenzano(1983)

での議論に基づいて、Nikaido(1956b、57b、59)における無限次元のゲール・二

階堂の補題で用いる線形位相を、補題 1から補題 6までが依然として成立する

ように上手く選択すれば、無限次元のゲール・二階堂の補題が上記のように証

明できるので、そのケースの結果を l∞が財空間となっているケースの超過供給

39Bewley(1972)が用いた有限次元空間の競争均衡の存在定理に基づく有限次元空間の競争均

衡列による近似という証明と同じように、有限次元空間のゲール・二階堂の補題に基づく有限次

元空間の競争均衡から成る (有向)点列による近似という手法を用いているので、Bewley(1972)

の証明の先駆けと考える事もできる。また、角谷の不動点定理をユークリッド空間から局所凸

線形位相空間へ一般化したファン・グリックスバーグの不動点定理の証明では、有限次元部分

空間族による元空間の近似を考えてその有限次元部分空間には角谷の不動点定理を用いて不動

点の (有向)点列を構成し、この列の極限が元空間の不動点であるという事を示している。これ

らの議論には、有限次元部分空間には角谷の不動点定理を用いて不動点の列を構成するか、有

限次元部分空間にアロー・ドブリュー・マッケンジーの競争均衡の存在定理を用いて競争均衡

の列を構成するか、または、有限次元部分空間にはゲール・二階堂の補題を用いて競争均衡の

列を構成するか、といった共通点がある。故に、不動点定理に関して言えば、ファン・グリック

スバーグの無限次元の不動点定理よりもブラウワーや角谷の有限次元の不動点定理の方が本質

的であるという解釈も可能であり、二階堂先生もこのような意見を持っていたという事である。
40内点条件が成立しないMas-Colell(1975)や Jones(1984)のような製品差別化のケースへの

適用可能性も興味深いと思われる。

27



対応に対して適用すばいいのである。41

いずれにしても、経済モデルの例に触れてはいないとはいえ、有限次元のユー

クリッド空間における競争均衡の存在が示された直ぐ後に無限次元空間におい

て超過供給対応を想定し、それに対してゲール・二階堂の補題を定式化してそ

の証明を行ったという点で、二階堂 (1956b、57b、59)の貢献や意義は何ら損な

われないのである。
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