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Qez，　Qzx

Mx，　Me
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Tx，　Sx

：殻の回転軸から中央面までの距離（半径）

：殻の長さ，長さ比（L／R）

：殻の厚さ，厚さ比（H／R）

：円筒座標

：無次元円筒座標

：ラミナの繊維配向角

：ラミナの積層数

：殻の任意の点におけるκ，θ，2：方向変位

：殻の中央面におけるκ，θ，2：方向変位

：殻の中央面におけるθ，κ軸まわりの回転角

：ラミナの縦弾性係数

：ラミナの横弾性係数

：ラミナのポアソン比

：ラミナの繊維体積含有率

：ラミナの弾性係数

：殻の垂直力

：殻の面内せん断力

：殻の面外せん断力

：殻の曲げモーメント

：殻のねじりモーメント

：等価せん断力
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1．1　本研究の目的と意義

　近年，社会の要求に対応した機械技術の進歩には目を見張るもの

があり，航空機から自動車，　ロボット，情報機器に至る産業の各分

野において機械の高性能化，高速化が急速に進んでいる．一方，　省

資源，省エネルギーあるいは生産コストの低減のために機械構造の

軽量化が図られ，　その結果，構造の剛性低下による振動・騒音など

多くの問題が生じている．そこで，今日，　これらの問題解決のため

の技術開発が精力的に進められており，　その中でも特に構造物の振

動制御や最適設計，並びに新しい構造材料の開発に多くの関心が寄

せられている．そして，このような機械の高性能化や軽量化を実現

するために開発された材料が，現在様々な分野で関心が寄せられて

いる”軽くて強い”複合材料である．

　この複合材料は従来から用いられている材料を適切に組み合わせ

て，所望の力学的特性を持たせるように設計できる新しい材料であ

り，その最も代表的なものにGFRPやCFRPなどの繊維強化プ

ラスチック（Fiber　Reinforced　Plastic：以下，　F　RPと称する）を

挙げることができる．これはガラスやカーボンなどの長い繊維を強

化材として一方向に配列し，そのまわりをエポキシなどのプラスチ

ック系樹脂（母材）で固めたものである．　このFRPを構造材料とし

て用いた場合の第一の利点は，通常の温度域において従来の金属材

料に比べて比強度（強度／密度）と比剛性（剛性／密度〉が極めて高いた

め，構造部材の大幅な軽量化が可能となることである．そして，第

一1一
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二はFRPが持ち合わせている異方性をうまく利用して，　FRPの

材料特性や積層構成を適切に選ぶことにより，構造部材に使用目的

に適した力学的特性を与えることが可能な点にある．　このような理

由により，構造の軽量化が直接，性能向上につな．がる航空・宇宙や

自動車などの分野においてFRPの機械構造物への適用が多く見受

けられるようになってきている．　しかしながら，FRPは強い異方

性をもつ材料であるために，それらを用いた構造の静的・動的特性

は従来の金属材料を用いた場合と大きく異なる．それゆえ，　FRP

積層構造物の静的・動的特性を開発・設計の段階から正確に把握す

ることが重要となっている．　さらに，　これまでのFRPの構造材料

としての適用においては，先に述べた第一の特徴を利用した構造物

の軽量化を主たる目的としたものが圧倒的に多く，　FRPの異方性

をうまく活かした適用例は航空機における前進翼やローターブレー

ド，そして宇宙構造物などに見られる程度である．　しかしながら，

今後，　これまで以上の厳しい高性能化，軽量化などの要求に対応す

るため，複合材料のもつ異方性を有効に活かした構造の最適設計が

望まれる．　したがって，構造の最適設計を実現するため，構造物の

支持条件やFRPラミナの積層数，積層順序，繊維の角度などの各

種パラメータがFRP積層構造物の力学的特性に与える影響を正確

に把握することが必要となってきている．

　本論文では，　このような状況を踏まえて，人工衛星のスラストチ

ューブや各種圧力容器などの基本構造部材として多く用いられてき

ている積層複合円筒殻に着目し，理論的に解析すると共にその解析

結果に基づく数値計算を実施し，様々な支持条件，積層形態を有す

る殻について固有振動数と振動モードを求めて各種パラメータが積

層複合円筒殻の振動特性に与える影響を定量的に明らかにする．　そ

のため，まず殻を構成しているFRPラミナ（単層板）の繊維方向が

殻の軸，　円周方向と一致していて，最も基本的な積層形態と考えら

一一@2　一
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れるクロスプライ積層複合円筒殻の自由振動を一次せん断変形理論

に基づいて理論的に解析し，殻の支持条件やラミナの積層形態の違

いがその振動特性に与える影響を調べると共に，クロスプライ積層

複合円筒殻に対する古典殻理論の適用範囲を明ら．かにする．続いて

主にフィラメント・ワインディング法によって成形されるアングル

プライ積層複合円筒殻や，面内擬i似等方性と考えられる積層形態を

有する積層複合円筒殻に着目し，殻の厚さ，支持条件およびラミナ

の積層形態の違いが振動特性に及ぼす影響を定量的に明らかにする

と共に，殻の基本振動数を最大（最適〉にする最適な積層形態につい

て検討する．

　今後，益々厳しくなる機械構造物への要求に対応するため，構造

材料としての複合材料の果たす役割は益々大きくなっていくと考え

られ，本研究で得られた研究成果が構造設計における設計資料とし

て十分価値を有すると同時に，積層構造物の最適設計の実現のため

に有用な指針を与えるものであると確信する．

一3一
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1．2　積層複合円筒殻の研究概要

　最初の繊維強化複合材料は1942年に開発されたガラス繊維ポリエ

ステルであるが，複合材料が構造材料として実質的に用いられたの

はカーボン繊維が開発された1970年以降である．したがって，

積層複合円筒殻に関する研究に関心が寄せられたのもこの頃であり，

Kapaniaiは今日までの論文の中からおよそ150篇の文献を紹介してい

る．以下において，　これまでに発表された研究のうち，本研究に関

連が深いと判断されるもののいくつかを紹介する．

　クロスプライ積層複合円筒殻の自由振動に関しては，　これまでに

いくつかの研究がなされているが，その基礎となる研究は異なる等

方性材料を積層した複合円筒殻の自由振動に関する研究2“’5であり，

FRPラミナから構成される積層複合円筒殻の振動解析を初めて扱

ったのはDong6である．　Dongは直交異方性円筒殻（クロスプライ積層

複合円筒殻）の自由振動についてDonne11型の古典殻理論を用いた解

析によって殻の形状の振動特性に与える影響を示した．また，Bert

ら7やStavskyとLoewy8は両端単純支持されたクロスプライ積層複合

円筒殻の自由振動についてDonne11とLoveの両殻理論から求まる固有

振動数の比較を行っており，それと同時にBertはアングルプライ積

層円筒殻についても近似的に固有振動数を求めている．その後，

DongとTso9は積層複合円筒殻においてはせん断剛性が面内の伸び剛

性や曲げ剛性に比べて低下するとして，殻の厚さ方向のせん断変形

を考慮するために，面内変位を一次関数で展開する一次せん断変形

理論を用いて固有振動数を求めると共に，三次元弾性論10や古典殻

理論から求まる固有振動数との比較を行っている．また，Whitneyと

Sun12”14は殻の厚さ方向のせん断変形だけでなく，厚さ方向の伸び

変形も考慮して解析を行っており，JonesとMorgan15はクロスプライ

逆対称積層複合円筒殻の曲げ振動について，　ラミナの積層数が少な

一4一
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い場合にはその基本振動数が低下することを指摘している．　クロス

プライ積層複合円筒殻の動的安定性に関しては，Greenbergと

Stavskyi6・17が面内圧縮荷重の固有振動数に与える影響を調べてい

る．　さらに，　ReddyとLiui9，KhdeirとReddy20は殻の面内変位を三次

曲線で展開する高次せん断変形理論を積層複合偏平殻に適用して，

高次せん断変形理論，一次せん断変形理論18および古典殻理論から

求まる静たわみや固有振動数について比較，検討を行っている．　こ

のように，　クロスプライ積層複合円筒殻の自由振動に関しては比較

的多くの研究が行われているが，これらのほとんどは殻の両端が単

純支持された場合に限られており，その他の支持条件を有する積層

複合円筒殻に関する研究は見当たらない．

　ついで，　アングルプライ積層複合円筒殻の自由振動に関しては，

理論解析が複雑となるため，　クロスプライ積層の場合ほど研究され

てない．植村21は振動モードを仮定して近似的に基本振動数を求め

ており，GreenbergとStavsky22はLoveの第一近似理論に基づいて複

素有限フーリエ変換を用いてアングルプライ積層複合円筒殻の固有

振動数を求め，積層形態（繊維の角度）の適切な選択によって基本振

動数が高めることができることを指摘している．それに対して小林

と長島2aは殻が非常に薄く，　FRPラミナの積層数が少ない場合に

は殻の基本振動数が大幅に低下する場合もあると報告している．　ま

た，SheinmanとGreif24，SheinmanとWeissman25は有限要素法（FEM＞

を用いて円周方向の変位関数にフーリエ級数を用いた場合の級数の

簡単化を検討している．　さらに，GreenbergとStavsky26は殻の動的

安定性を議論しており，Soldatos27は両端単純支持された逆対称積

層円筒パネルを取扱っている．このように，アングルプライ積層複

合円筒殻に関する研究についても，そのほとんどのものは殻が両端

単純支持されている場合や，取扱いが簡単となる逆対称な積層構成

を有する場合に限られており，実際の積層複合円筒面において多く

一・@5　一
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見られる対称積層の複合円筒殻に関する研究はほとんどない．

　さらに，積層複合円筒殻の応答を解析したものとしては，両端単

純支持されたクロスプライ積層複合円筒殻の過渡応答を扱った

CederbaumとHeller28，　ElishakoffとCederbaum29およびReddyと

Khdeir3。の研究がある．なお，クロスプライ積層複合円すい殻の自

由振動31’s2に関する解析や積層複合円筒殻，　円筒パネルの非線形振

動問題に関してもいくつかの研究s3　’v　38が行われている．

　以上から明らかなように，　これまでの積層複合円筒殻の振動に関

する研究においては，そのほとんどが殻が両端単純支持された場合

や逆対称な積層構成を有する場合を扱ったものに限られており，そ

のほかの支持条件，積層形態を有する積層複合円筒殻の振動特性に

関する研究が十分に行われているとはいえない．

一6一
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1．3　各章の概要

　本論文は5つの章から構成されており，以下に各章の概要を具体

的に述べる．

　第2章では基礎理論に基づいて積層複合円筒面の定式化を行い，

第3章，第4章の解析において用いる基礎方程式を誘導する．　はじ

めに，殻の厚さ方向のせん断変形を考慮：した一次せん断変形理論を

用いて殻の変形を記述し，異方性弾性論と積層理論に基づいて殻の

構成要素となる各FRPラミナの弾性係数と積層複合円筒面の合応

力，合モーメントおよび各種剛性を求めると共に，殻の各種剛性の

積層形態の違いによる変化を検討する．次にこれらの基礎式を用い

て殻のひずみエネルギーと運動エネルギーを解析的に評価し，　これ

らより求まるラグランジュ関数に変分原理を適用して，積層複合円

筒殻に関する運動方程式と境界条件を導出する．　また，積層複合円

筒殻に対する古典殻理論の適用限界を明らかにするため，古典殻理

論に基づく同様な定式化も行っている．

　第3章では殻を構成している各ラミナの繊維方向が殻の軸方向，

あるいは円周方向と一致していてるクロスプライ積層複合円筒殻の

自由振動問題を伝達マトリックス法を用いて解析する．　この解析に

おいては第2章で誘導した基礎方程式の解の変数分離を行った後，

殻の軸方向の伝達マトリックスを導入して基礎方程式を伝達マトリ

ックスに関するマトリックス形一一階常微分方程式に書き直す．伝達

マトリックスはこれを数値積分することによって求められ，殻の支

持条件を適用することによってクロスプライ積層複合円筒面に関す

る振動数方程式が導出される．　そして，　この解析結果に基づいて数

値計算を実施して殻の固有振動数と振動モードを求め，殻の支持条

件やラミナの積層構成の違いが振動特性に与える影響を明らかにす

一7一
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る．　さらに，古典殻理論および近似一次せん断変形理論に基づく同

様な解析，並びに数値計算を実施してクロスプライ積層円筒殻に対

する各理論の適用範囲を示している．

　第4章においては，主に圧力容器等に用いられているアングルプ

ライ積層複合円筒殻や，面内擬似等方性と考えられる積層形態を有

する積層複合円筒殻の自由振動問題について，　エネルギー法の一つ

であるリッツ法を用いて解析する．　このために，殻の変位を近似す

る試験関数として，殻の両端での幾何学的境界条件を満足するべき

級数（軸方向）とフーリエ級数（円周方向）を導入する．　この変位関数

はパラメータの指定によってどのような幾何学的境界条件も満足さ

せることが可能であり，これにより殻が任意の幾何学的境界条件を

有する場合に対して本解析法の適用が可能となる．次に第2章で誘

導した積層複合円筒殻のひずみエネルギーと運動エネルギーを用い

て殻のラグランジュ関数を求め，これにエネルギーの停留原理を適

用することによって積層複合円筒殻に関する振動数方程式を誘導す

る．そして，　この解析結果に基づいて数値計算を実施して様々な支

持条件や積層形態を有する積層複合円筒殻の固有振動数と振動モー

ドを求め，殻の支持条件や積層形態の違いが振動特性に及ぼす影響

を定量的に明らかにすると共に，積層複合円筒殻の基本振動数の最

大化（最適化）のための最適な積層形態について検討する．

　第5章は結論であり，本論文において得られた研究成果を取りま

とめている．

一8一
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第2章　積層複合円筒殻の定式化

2．1　まえがき

　本論文で取扱う積層複合円筒殻とは，複合材料の一つであるFR

Pラミナ（単層板）を三枚か積層して成形される円筒殻を指しており，

これらは炭素繊維が普及し始めた1970年代以来，人工衛星のスラス

トチューブや各種圧力容器などの基本構造部材として広く用いられ

ている．また，　ラミナの材料であるFRPは連続した長い繊維を強

化材として一方向に配列し，そのまわりをプラスチック系の母材（マ

トリックス）で固めたもので，近年多くの関心が寄せられている複合

材料の1つである．そして，現在，繊維強化材には主にガラス，ボ

ロン，　グラファイト繊維等が用いられており，樹脂（母材）には熱硬

化性樹脂のポリエステル，エポキシ等や熱可塑性樹脂のポリアラミ

ド，ポリカーボネート等が使われている．そして，　このFRPラミ

ナは強い異方性をもっているため，それから構成される積層複合円

筒殻の静的・動的特性は従来の金属材料（等方性材料）の場合とは明

らかに異なる．　したがって，積層複合円筒殻の振動特性を明らかに

することは工学的に重要となってきている．

　そこで，本論文ではこの積層複合円筒殻の振動特性を明らかにす

るために，代表的な積層構成を有する複合円筒殻について理論的に

解析すると共に，数値計算を実施してその固有振動数や振動モード

を求め，積層複合円筒殻の各種パラメータがその振動特性に与える

影響を明らかにする．そのために，本章では基礎理論に基づいて積

層複合円筒殻の定式化を行い，次章以降の解析において用いる積層

一9一
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複合円筒殻に関する基礎式を誘導する．

　はじめに，積層複合円筒殻を構成する各ラミナ間のすべりや殻全

体の変形に対していくつかの仮定を適用し，積層複合円筒殻を従来

の殻理論の適用が可能となる異方単層円筒殻にモデル化する．　FR

Pラミナから構成される積層複合円筒殻においては，殻のせん断剛

性が面内の伸び剛性や曲げ剛性に比べて低くなるために，本論文で

は殻の厚さ方向（以下では面外方向と称する）のせん断変形を考慮し

た一次せん断変形理論に基づいて殻の変形を記述する．そして，殻

を構成する各ラミナの巨視的な材料定数（ラミナ全体としての繊維方

向の縦弾性係数，横弾性係数，　ポアソン比等）を用いて，異方弾性論

より各ラミナの弾性係数を求め，積層理論に基づいて殻の伸び変形，

曲げ変形，　伸び一曲げ連成，　（面外の）せん断変形に関する殻の各種

剛性を求める．

　次に積層複合円筒殻のひずみエネルギーと運動エネルギーを解析

的に評価し，　これより求まるラグランジュ関数に変分原理を適用す

ることによって積層複合円筒殻の運動方程式と境界条件式を導出す

る．また，面外のせん断変形を考慮しない古典殻理論の積層複合円

筒殻に対する適用範囲を示すために，古典殻理論に基づく場合につ

いても定式化を行っておく．　さらに，第4章で取扱うアングルプラ

イ積層複合円筒殻に関する各種剛性を計算し，　ラミナの積層形態の

違いによる剛性の変化を検討する．
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2．2　基礎理論

本論文の理論解析のために用いた仮定は以下のとおりである．

　①積層複合円筒殻を構成している個々のラミナは完全に接着して

　　いてラミナ間の相対的なすべりは生じない．また，各ラミナ間

　　の接着層（成形法によっては存在しない場合もある）は非常に薄

　　く，殻全体の力学的特性には影響を与えない．

　②積層複合円筒殻の厚さは他の寸法，例えば曲率半径や殻の長さ

　　に比べて小さく，殻の面外方向の垂直応力は他の応力に比べて

　　微小となり無視できる．また，殻の厚さは一様で変化しない．

以下の積層複合円筒殻の定式化においては，　これらの仮定を適用す

ることにより殻の変位量を面外方向に連続な関数を用いて表すこと

ができ，積層複合円筒殻を異方性を有する単層円筒殻と考えて殻理

論の適用が可能となる．

2．2．1　積層複合円筒殻の形状と座標系

　積層複合円筒殻の幾何学的形状と座標系を図2－1に示す．図のよ

うに座標（X，θ，Z）をとり，殻の任意の点における各方向変位をそ

れぞれU，v．wとする．また，殻の長さをL，厚さをHとし，殻の

回転軸から中央面までの距離（半径〉をRとする．　ここで，殻の中央

面とは図2－2に示すように殻の内外面から等距離にあって幾何学的

に中央となる円筒面を指す．また，同図はN枚のラミナから構成さ

れる積層複合円筒殻の断面図を表している．　この図のように中央面

から2　k一、　eeれた第k番目のラミナの繊維方向と殻の軸方向のなす角

（以下，　繊維配向角と呼ぶ〉をαkとし，　各ラミナにおいて繊維方向，

面外方向，そしてそれらに垂直な方向にそれぞれ1軸，3軸，2軸をと

る．
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図2－2　N層のラミナから構成される積層複合円筒殻
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2．2．2　一次せん断変形理論

　積層複合円筒殻の厚さは他の寸法に比べて小さいため，殻の変形

を中央面における変位量を用いて記述することを考える．そこで，

殻の変位U，V，Wを中央面（2：・0＞のまわりにべぎ級数展開してM次

まで採用すると

　　　　　　　　　　　　　　　　　　u（κ，θ，z，　t＞ニ・th（x，θ，t）十Σ：2：m（th（，iX，θ，t）

　　　　　　　　　　　　　　in．1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Zノ（X，θ，：2ちt＞＝乙h（X，θ，オ〉十Σ：zmβ，（X，θ，t）　　　　　　　　…　　（2．1）

　　　　　　　　　　　　　　m卜1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　w（κ，θ，12ちt）＝・πる（x，θ，t＞十Σ：：とm　Tm（κ，θ，t）

　　　　　　　　　　　　　　伽コ

となる．　ここで，上式中の脇，銚，鵬は中央面における各方向変位を

表しており，（Mh　，＆，％は未知変数である．そして，上式の第1，2式

における右辺第2項は中央面に対する法線（直線）の変形をM次曲線

で近似することに対応しており（図2－3），第3式における右辺第2

項は殻の面外方向の伸びに関する項である．殻の厚さが薄い薄肉円

筒殻を取扱う場合には，Loveの第一近似理論として知られている古

典（薄肉）殻理論を用いる場合が多い．F10ggeの殻理論56においては

変位場を

　　　u（κ，θ，z，　t）一th（x，θ，t）一z鎚

　　　　　　　　　　　　　　　∂κ

　　　v・（x・・e・・z・　t）一R麦z礁θ・t）一諜　　　●○●（2・2）

　　　w（x，θ，2：，t）＝as（x，θ，t＞

と与えており，これは式（2．1）において

　　　M－1・Ct・・＝＝一面B・一一養｛器一司，　T…EO　・一（2．3）

と簡単化した場合に対応する．　この変位場は変形前の法線が変形後

一一@14　一
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も直線を保ち，変形後の中央面に対しても法線となることを表して

おり（図2－4），面外のせん断変形は考慮されていない．　しかしなが

ら，殻の厚さの影響が無視できない場合や高次の振動を対象とする

場合には，面外のせん断変形や回転慣性の効果が大きくなるため，

これらの影響を考慮しなければならない．また，一般にFRP積層

構造物を取扱う場合においてもこれらを考慮した解析が必要とされ

ている．　これは積層複合円筒殻を構成する各ラミナが一方向に繊維

強化されているため，その繊維方向には繊維の高強度・高剛性な力

学的特性に支配されるが，繊維に直角な方向の力学的特性は主に母

材の樹脂に支配されるために殻のせん断剛性が面内の伸び剛性や曲

げ剛性に比べて極めて低くなり，従来の金属材料を用いた場合に比

べてせん断変形が起こりやすくなるからである．そこで，面外のせ

ん断変形を考慮した変位場51”5s

　　　u（x，　e，　z，　t）　＝＝　ca（x，　e，　t）＋zu｝（x，　e，　t）

　　　　　　　　　R十z　　　v（x，　e，　z，　t）　一　　　　　　　　　　　th（x，　e，　t）十zztb（x，　e，　t）　〉　…　　（2．　4）
　　　　　　　　　　R
　　　w（x，　e，　z，　t）　＝一　u6（x，　e，　t）

を考える．これは式（2．1＞において

　　　　　　　　　　　銚　　　M＝1　：　cri＝U｝，　B，＝＝ii＋Ub，　Ti1O　・・…（2．5）

とおいた場合に対応する．　この変位場は変形前の法線が変形によっ

て直線を保ちっっθ軸，κ軸まわりにそれぞれ蛮，th／R＋ψ，だけ回転

することを表しており（図2－5），一般によく知られている

Timoshenkoのはり理論やMindlin－Reissnerの平板理論と本質的に同

じである．また，この変位場はZに関して一次式で展開していること

から一次せん断変形理論（First－Order　Shear　Deformation　Theory

＝FSDT）と呼ばれている．しかしながら．この変位場を適用すると殻

の面外のせん断ひずみが面外方向に一定となるため，面外のせん断

一16一
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@　砒

π

R 佐
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R
跳

R十z
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鵬
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1∂ωら

Rae

θ一坪面

図2－4　古典殻理論に基づく殻の任意の点における変位
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　飾

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ri　Ne

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　θ一坪面

　　　　　　　　　　　図2－5　一次せん断変形理論に基づく殻の任意の点における変位
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総雅 蕊
、鐙、

応力分布も一定となる．　このため，　この変位の仮定から生じる誤差

を補正するためにせん断修正係数κ2を導入する必要48　“’　50が生じる．

このせん断修正係数κ2については，　これまでに5／6，π2／12，2／3とい

った値が用いられており，Whitneyら50はより厳密な計算と比較して

5／6がよいと報告している．

　さらに，Reddyら19は変位場を

　　　　　　　　　　　　U（κ，θ，：2＝，t）＝Zム（κ，θ，t）十Σ2：mα海（κ，θ，t＞

　　　　　　　　　　　m－1

　　　　　　　　　　　　Zノ（κ．θ，：2ちt）＝こあ（κ，θ，亡）十Σ：zmβ隠（κ，θ，t）

　　　　　　　　　　　”t－1

w（κ，θ，z，t＞＝砒（，［x，θ．オ）

…　　（2．6）

のようにZに関する三次式で展開して（式（2．1）におけるM－3，Tm嘗

0の場合に相当），修正せん断係数rc　2の導入が不要な自己完結型のよ

り精度の高い理論を提案している．　この理論は高次せん断変形理論

（Higher－Order　Shear　Deforrnation　Theory：HSDT）と呼ばれており，

これまでに積層板や積層偏平殻に適用19’20’30されている．

　以上のように，現在，一般に用いられている殻理論は変形の近似

の度合いによって主に3つに分けることができ，対象とする問題に

合わせて選択すればよい．例えば，非常に厚さの薄い殻を対象とす

る場合には古典殻理論を適用すれば十分である．一方，積層構造物

におけるラミナの層間剥離や最弱層破損を問題とする場合にはラミ

ナに生じる応力が問題となるため，応力に対してより精度の高い解

を与える高次せん断変形殻理論を用いることが必要となる．　ここで

本論文で取扱う積層複合円筒殻の自由振動問題に限定すると，古典

殻理論に基づく解析より求められた固有振動数は三次元弾性論より

得られた振動数に比べてかなり高い値となるが，一次せん断変形理

論より得られた固有振動数はそれに対して最大数パーセントの誤差

しか生じないことが報告9されている．また，Reddyら・9は積層円筒

一19一



パネルについて高次せん断変形理論，一次せん断変形理論および古

典殻理論を用いて理論解析を行っているが，古典殻理論より求まる

固有振動数とはかなり差があるものの，一次せん断変形理論と高次

せん断変形理論より得られる固有振動数はほぼ一致している．

　以上の研究結果を参考にして，本論文においては一次せん断変形

理論を用いて理論解析を行うこととする．　したがって，積層複合円

筒殻の各変位を

　　　u（x，　e，　z，　t）　一＝　zk，（x，　e，　t）十zpt（x，　e，　t）

　　　　　　　　　R十z　　　　　　　　　　　th（x，　e，　t）十ziy［b（x，　e，　t）　〉　…　　（2．　4）　　　v（x，　e，　z，　t）　＝＝

　　　　　　　　　　R

　　　w（x，　e，　z，　t）　＝＝　u6（x，　e，　t）

で記述する．ここで，上式における鳴，ψtは図2－5に示したようにθ

軸，κ軸まわりの回転角を表している．

　次に，微小変形理論に基づくと殻のひずみ一変位の関係式は

　　　　　au
　　　εx二塁

　　　se　＝＝　wh．．　（　21“1／1＋w　］

　　　γ…袈＋R転〔器一びl

　　　　　aw　au　　　7　zx　＝＝　＝一　十＝一’

　　　　　ax　　　　　　　　az

　　　　　　1　au　av
　　　　　　　－r一十一一一　　　7xe　＝
　　　　　R＋zae　　　　　　　　　　ax

で与えられる．ただし，

これより式（2．4）を式（2．7）に代入すると

　　　Ex　＝　Exo　十2　Kxo

上式のひずみは工学ひずみである．

…　　（2．7）

一20一



懇懇驚譲譲鷺難懸灘猿繋欝謹欝欝灘灘灘欝欝　冒

　　　　　　1　　　　　　Z
　　　　　　　　eei十ee　＝＝　eeo十　　　　　　　　　　　　　rc　el　　　　　　　　　　1　＋　z／R　　　　　1　＋　z／R

　　　　1
　　　　　　7ezo，　7zx　＝　7zxo7ez　＝
　　　1＋z／R

7　xe　＝＝　（1　＋　fi　）　7　xeo＋　一i一：tlZ7iiR　7　xei

　　十Z　rc　xeo十　　　　　　　　　　rc　xe　l　　　　　　1　＋　z／R

ただし

　　　alh　l　ath　as　εXO＝万死，　εθ0＝瓦諦，　εθ1＝瓦

　　　1　aZL6　　　　　　　　　　　azL6
γ…＝ ｢町互＋ztb・γ…＝翫＋u

　　　ath　l　ath　au｝　γ　xeo＝諏，γxθ’＝瓦万互，「c　x。＝諏

　　　1∂鳴　　　　　∂ψφ　　　　1∂ψレ
　κθ1＝二二互，「c　xeo＝万死，「c　xe　1＝瓦万万

…　（2．8）

となり，積層複合円筒殻の任意の点におけるひずみが中央面におけ

る変位，　またはひずみを用いて表せる．

2．2．3　ラミナの構成方程式

　図2－2からわかるように，各ラミナは1，2，3軸のいずれの軸に関し

ても対称面をもつ直交異方性材料であることがわかる．　したがって，

異方弾性論における一般化されたフックの法則より第k番目のラミ

ナにおける応カーひずみ関係式は

　　　al
　　　a2
　　　T231　＝

　　　Tsi
　　　T　12Jk

で与えられる．

　Qn　Qi2　O　O　0　1　fei

　　Q22　o　o　ol　le，
　　　　Q．　O　O　I　｛7，，｝　・・…　　（2．9）
　　　　　　Q，，　O　1　17　，，
　Sym．
　　　　　　　　Q66　髭　 γ12　k

ただし，仮定②を用いて各ラミナにおける垂直応力

’　21　’p



難『

蛹d灘

σ、と伸びひずみε、は考慮してない・なお，上式中の弾性係数Q鯉

は第k番目のラミナの縦弾性係数Ei　，横弾性係数Gi・ポアソン比

ytノを用いて

　　　　　　　　　　　　　　　E，　　　　　　E，　　　Qn＝’ir：．’Li　7；；v’2v2i，Q22＝一ir：一：一i7i　7；lv　2　v　2i

　　　　　　E，　y2i　E2　vi，　〉…　（2．　lo）
　　　Q，，＝一＝　　　　　　　　　　1一レ12ン21　　　　　1一レ12レ21

　　　Q44＝G23，　Qss＝Gsi，　Q66＝Gi2

で与えられる．　ここで，上式における添字1，2，3はそれぞれ1，2，3軸

方向の諸量を意味しており，Eiとレi」の間にはレ‘ノ／Ei＝v・ji／E」

（i，」＝1，2＞の関係が成り立つ．　また，各ラミナの材料主軸上にお

ける応カーひずみ関係式（2．9）を図2－1に示した円筒座標（κ，θ，Z）

における関係式に座標変換すると

σx　　　ζΣ、、Q，，0　0　Q，、　εx

σθ　　　　Q，20　0Q、、　εθ
τθZ＝　　　　σ、、ζi450　　γθz

　　　　　　　　　　σ550　　　　　　　　　　　　　　　7zx　ヱぎ

τ．xθ勘　Sym・　　◎ssJkγxθ

ただし

dnニQ、1M4＋Q、2n4＋2（Q12＋2Q、、）m2n2

a、2＝Q、2（m‘＋n‘）＋（Q，，＋Q22－4Q56）m2n2

◎、6ニQ117π3π一Q227πη3－mn（M2一π2）（Q、2＋2Q66）

a22＝Q、、π4＋Q22η乙4＋2（Q、2＋2Q66）m2n2

Q，，＝Qnη乙π8－Q22m8n＋7ππ（M2一π2）（Q、2＋2Q66）

a44＝Q，，m2＋Qs5n2，　Q，，＝（Q，5－Q44）mn

Q，，＝Q55m3＋Q“n2

d，6＝Q、6（m2－n2）2＋（Q11＋Q22－2Q12）m2n2

　　　　η乙＝COSαh，　　n＝smαk

…　（2．11）

一一@22　一



騰遡．、是tt，・£1’1尾撞lv　l…

　；a　．甥．　温

’栃 蛛v…

となる．ただし，上式中においてひずみに関する添字kは省略して

ある．これは式（2．8）から明らかなように，各ひずみが積層複合円筒

殻の面外方向に連続でラミナの配向に関係なく殻全体に対して共通

となるからである．しかしながら，式（2．11）における弾性係数σσ

は個々のラミナの配向によって異なるために添字kを付してあり，

それに対応して応力も面外方向に不連続となるため添字たを付して

ある．

2．2．4　積層複合円筒殻の剛性

　積層複合円筒殻の単位幅あたりの合応力，合モーメントを

それぞれ

　　肱一計』H1＋lt】　zdz一急∫｛ll，｝【1＋養〕zdz

　　肱一佛二｝zdz一義∫｛11．｝zdz

と定義する．　ここで，

筒殻に適用でき，

…　（2．12）

　　　　　　　　　　上式においてそれぞれ最初の式は単層複合円

　　　　　　　　2番目の式はN層のラミナにそれぞれ異なった材

料を用いた場合や異なった繊維配向角で積層した場合の積層複合円

筒殻に適用できる．そこで，上式に式（2．8），（2．11）を代入すると

（N）一［A］（E，）十［B］（Kl

（M）一［C］（E，）十［D］（K）

（Q　1＝　K　2［E　］IE21

一　23　一
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となり，殻の合応力，

　　　　　　　　　　　　　　　・・…　　（2．13）

合モーメントが中央面におけるひずみ量を用
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いて表せる．ただし，上式においてκ2はせん断修正係数である．

　　　　　　　　　　　　　　ホ　　　　　　　　　　　　　　　　　ホ　　　　　　ネ　　　　　　　　　　また，　河σ，Aσ，Aiノ，Bij，Bσ，Biノ，Dσ，D‘ノ，D‘，（i，」＝1，

2，4，5，6）は積層複合円筒殻の剛性を表しており，式（2．11）で与えら

れる第髭番目のラミナの弾性係数ζΣ鯉を用いて

　　　＿　　　　　Bw＿　　　　　Dご，＿　　　　　Ei／
　　　Aiノ＝∠4σ十一，Bij＝B‘，十一，Dごノ＝Diノ十一
　　　　　　　R　　　　　R　　　　　　　　　　　　　　　　　　R

　　　（A・・B・」・・D・」・・Ew）一鉦σ1㌣聯・・zs＞dz　…（2．14）

　　　（AX・　，　B7，，　Df，）一言工σ1㌣（1＋養）一1（1・　Z・　Z・）dz

　　　　　　　　　　　　　　（i，」デ＝1，2，4，5，6）

で与えられる．なお，式（2．13）における［A］は面内合応力｛N｝と中

央面ひずみ｛ε・｝を関係づける伸び（面内）剛性マトリックス，　［D］は

合モーメント｛M｝と曲率，挨率｛κ｝を関係づける曲げ（面外）剛性マ

トリックスと呼ばれている．また，［B］，［C］はそれぞれ｛N｝と｛κ｝，

｛M｝と｛ε1｝を関係づける伸び一曲げカップリング（面内一面外カッ

プリング）剛性マトリックスであり，［E］は面外のせん断剛性である．
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羅，灘　，…



2．3　積層複合円筒殻に関する基礎式

2．3．1　エネルギー評価

　積層複合円筒殻のひずみエネルギーUと運動エネルギーTはそれ

ぞれ次式のように評価できる．

　　　u一∫別事〔a・e・x＋σ・一　

　　　　　　　　　　＋T　zx　7　zx＋T　xe　7xe）　（R＋　Z）d　Jc　de　d？　・・…　（2．　1s）

　　　㌃∫1雛ρ搬〔珈州（R＋Zl）dκdedz　一（2・16）

ただし，上式におけるPmは積層複合円筒殻の平均密度であり，

（’）は時間微分を表している．次に式（2．15）に式（2．8＞．（2．11）を代

入して厚さ（Z＞方向に積分すると，殻のひずみエネルギーUは
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　　＋≡斧レ劉塾＋κ留＋2κ瓢・灘

　　＋κ汎・〔瓢2κ・A…lyUt）＋穿A45誰
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　　　　　　　　　　　　　　2　B2，∂ψヲ　　　　　　　　　　　　∂ψ，　　　2B22∂th∂ψ，2B、2
　　＋R・薇万万＋Ru65t＋RaSrt
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　　＋R・百万万互＋R万死万互＋R百万翫

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
ホ

　　＋2レ㍗楼雲＋2脅‘毅器＋2餐拠警

　　　　　　　　　　　　　　　　ホ　　　　＿∂th∂ψr　2　B，，∂th∂ψ92　B　66∂脇∂ψr

　　十2B11一一十　　　　　　　　　　　一一十　　　一一　　　　　　　　　　　　　　　R2∂θ∂θ　　　　　∂κ∂κ　　　　　　　　　R∂θ∂x

　　　2B、2∂乙あ∂ψg　2B16∂Zあ∂ψr　2B16∂乙あ∂ψヒ

　　十　　　　　一一十　　　　　　　　　　　一一十　　　一一
　　　　R∂x∂θ　R　　　　　　　　　　　∂θ∂．）c　R∂κ∂θ

　　＋2瓦・農雲＋2怠癖劉dκdθ

と変形できる．ここで，上式中の（a＞の項は伸び，

曲げ，ねじり変形によるひずみエネルギーを表しており

はそれぞれ伸びと面内のせん断，

を表す項である．また，

である．

（d）

（e）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・…　　（2．17）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　面内のせん断，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，（b）と（c）

　　　　　　　　　　　　　　　曲げとねじり変形のカップリング

　　　　　　　　　　　（d）は面外のせん断変形に対応しており，

（e＞は面内変形と面外変形のカップリングによるひずみエネルギー
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一方，殻の運動エネルギーTは式（2・16）より

　　　T一号舘L齢7・＋長τ・＋評＋7謝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　…　（2．18）

　　　＋ア細謝＋2磁＋2・・＋評濾κdθ層

となる．ただし，上式中のT‘は慣性質量，慣性モーメント等に相当

する殻の慣性量であり，第k番目のラミナの密度をρωを用いて

　　　T，一1、＋タ」、一1、＋皇ア、一1、＋ム

　　　　　　　　　　　　R’　’V　MV　R　　　　　　R
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　…　　（2．19）
　　　（1　i，　1　2，　1　s，　1　4）　＝　jiNEi．，　」．p　（k’　（1，　z，　2　2，　2　3）　dz

で与えられる．

2．3．2　変分原理による運動方程式の導出

　ここでは，積層複合円筒殻のラグランジュ関数に変分原理を適用

することによって殻の運動方程式と境界条件を導出する．積層複合

円筒殻に関するラグランジュ関数は

　　　　L＝T一し1

で与えられ，　これにハミルトンの原理を適用すると

6　jliL　dt－6　fi（T－U）dt

・．
q∫：備｛巽＋畿一7耐・」・1　6　th

　　　aNxe，1aNe．1aM．e．1aMe　一　．．　一　・．・
　十　　　　　　　　　　　　＋i．‘i‘’‘十i’i　一　riVo一　r2　the　1　6　th　　　　　十＝　’r一一L　十一

　　　ax　　　　　　Ra　e’R　ax　　　　　　　　　　　　窪∂θ

　＋…畿躍＋ム…擁z一ム旧脇δas

　　　aM．．laM，．　一　一　．．　一　・一・
　＋　（　2ilte：”　＋Si’　Z’15＝’eV”　一一　Qzr　一T2　tio－Tsth．　1　6u｝

・・・・… @（2．20）

…　（2．21）
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．講鍵盤

　＋　（SilStkex　e＋f｝［；Zt！19e－Q，．一r，　v，一T，ii5　e）　6　ub）dxde

一　j：｛　N．　6　tth＋T．　6　th＋Q．．　6　zL6＋M．　6　zL｝＋M．e　6　Ublltt6　e　］　d　t　＝＝　o

となる．ただし，上式におけるTxは等価面内せん断力

　　　　　　　　Mxe
　　　Tx＝Nxe十’：一ii’i‘V　’’’”（2．22）　　　　　　　　R

であり，慣性量riは式（2．19）で与えられるliを用いて

　　　　　　　　　3．　1，　1－t　．　2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1，　　　　　　3　　　Z　＝　1，＋　k　1，＋　ft，　1，＋　it／，　r，　＝　1，＋　k　1，＋　it／　・・…　（2．　23）

で与えられる．　したがって，　これより積層複合円筒殻の運動方程式

　　　　　　laNex　．　．．　．　’．’　　　　aN．　　　　　　　　　＝　Ti　ii　o＋　T2　cbx　　　　一十一
　　　　ax　Rae
　　　　　　　laNe．1aM．e　1　aMe　一．．　一　’．’　　　　aN．e
　　　　　　　　　　　　　＋i　ik；’L；÷一A”　＝　Z　ij　o＋　T　2　th　e　　　　　　十一一r一一L十一
　　　　ax　　　　　　　Ra　e　　　　　　　　　　R　ax　　　　　　　　　　　　　げ∂θ

　　　　aQzx　　　　　　　1　aQe．　　　　　　　　　　1　　　　5itl：一　’　k　＝5’i；：，”k一　k　Ne　＝　TiiZ70　）　’”　（2．　24）

　　　　aMr．laMex　A　．　．．　一　’．’
　　　　　　　　　一Qzx　＝　T　2　ii　D＋　T　3　cb　x　　　　一十一
　　　　ax　　　　　　Rae
　　　　aM．e．laMe　A　一．．　．一．　・．・
　　　　∂．1）c＋荒万TQ砒二「2V・＋τ・ψ・

が求まり，殻の両端（，）C＝O．L）における境界条件が

　　　　脇＝0　または　ハlx＝O

　　　　th＝＝。またはT。　＝＝Nxe＋聖一。

　　　　　　　　　　　　　　　　R
　　　　ωs＝0　または　Q。x＝0　　　　　　　　　　　…　（2．25）

　　　　ψ，＝0　または　Mx＝0

　　　　鳴・＝0　または　Mxθ　・＝　O

で与えられる．
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2．4　古典殻理論に基づく定式化

　古典殻理論は一次せん断変形理論において殻の面外方向のせん断

変形を無視した場合に対応するので，本節では古典殻理論を適用す

る際に書き改める必要のある基礎式のみを示す．

　式（2．8）においてせん断ひずみγθ。，γ。。を恒等的に0とすると，

殻の中央面における回転角纏，ψ，は

　　　　　　　　　　　　　　　　　1∂ωも　　　　　　　　　　　　atL6
　　　　　　　　　　　　　　zLb＝＝一一fi－v．．一t－　　　　　　　　　u｝一一一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・…　　（2．26）
　　　　　　　　　　　　　　　　Rae　　　　　　　　　　　　ax，

で与えられる．これより殻の変位場は

　　　　　　　　　　　　　　　alL6　　　u（x，　e，　z，　t）　一　ub（x，　e，　t）一zi：’　：一N

　　　　　　　　　　　　　　　ax

　　　v（x，　e，　z，　t）　＝一　！IL：ti　3！Z．（x，　e，　t）一gn　一e一　）　…（2・　27）

　　　　　　　　　　R　　　　　　　　　　　　　　　　Rae

　　　w（x，　e，　z，　t）　一　u6（x，　e，　t）

と書き直される．また，式（2．26）を適用すると式（2．8）で与えられる

ひずみ一変位関係式は

Ex　＝　E　xo十2　rc　xo

　　　　　　l　　　　　　Z
Ee　＝＝　EeD十　　　　　　　　eei十　　　　　　　　　　　　　Kel　　　　　1　＋　Z／R　　　　　　　　　　1　＋　z／R

　一
k1引γ”・＋1子Z／R一

　　十Z　rc　xeo十　　　　　　　　　rc　xe　l　　　　　　1　＋　z／R

ただし

　　　ara　l　ath　as　E　xo　＝＝　＝ny’　　　　　Eeo＝＝＝　一　　　　　　　　　　　Eei　＝＝　　　ax，　　　　　　　Rae，　　　　　　　　　　　　　R

　　　ath　l　aca　a？as　7xeo＝　＝一一　　　　　　7xei＝＝＝　一　　　　　　　　　　　　rc　xo　＝：　一’　一：一’”r．
　　　ex，　　　　　　　　Rae，　　　　　　　　　　　　　　　∂ガ

…　（2．28）
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　　　　κ・・一藩κ一一瀦θ　」

と書き直される．　なお，各ラミナの構成方程式，殻の合応力，合モ

ーメントに関しては，面外方向のせん断応力τθ。，τ・。x，せん断合応

力Qe。，Q。xを除くと式（2．9）～（2．14）をそのまま適用できる．

　次に，積層複合円筒殻のひずみエネルギーと運動エネルギーは殻

の回転慣性を無視するとそれぞれ次式で与えられる．

θκ関川R（
　
∫
o”ら
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一
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2吾・・＋㍗機藷θ一2吾11癬

B66＋B：，∂脇∂2鵬　2B12∂磁ア砒2B、6∂脇∂im

　　　　　　Iis　aeasc　ae　rr　axa　e2　R　ae　axe

　　　　　百1望・6畿藷θ2餐i・鶉劉鋸θ

T　＝　J－iJ：　”ill，L　一ll一　p　m（ab　2　＋　i＞　2　＋　ib　2）　（R＋　z）　d，pc　d　e　d　x

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　…　（2．30）
　　一号∬1τ1〔齢甜＋li6・1dxde

また，これらより求まるラグランジュ関数に変分原理を適用すると，

積層複合円筒殻に関する運動方程式

　　　　　　1　aNe．　　　aN．
　　　　　　　　　＝Ti　iio　　　T一“十一
　　　　　　Rae　　　ax

　　　aN．e　　　　　　1　aNe　　　　　　　　　　　　　　1　aMe　　　　　　　　　　1　aM．e
　　　53t3：V＋k5‘’一Z；’eV’kG’iiE：IV’frZ：’2；’eV＝＝TiVo　）’”（2．3i）

　　　a？M．　　　　　　1　6t？Mex　　　　　　　　　　1　ffMxe　　　　　　　　　　　　　　　1　，El？Me　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　十＝”．t：：’：ii’E－iNe＝TiiZ＞o　　　一十一　　　　　　　　　　十一
　　　∂ガR∂x∂θ　　　　　　　　　　Raxae　　　　　　　　　　　　　　　げ∂e2　R

が導出され，殻の両端（κニ0，L）における境界条件が

　　　　th＝0　　または　1＞x＝O

　　　　th一。またはT．一N．θ＋聖一。

　　　　　　　　　　　　　　　　R

　　　　as一・またはSx一命＋養…器θ＋ム隅一・…（2・32）

　　　　∂ωも
　　　　翫＝oまたはM・　＝＝o

で与えられる．ただし，上式中の＆は等価面外せん断力である．
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2．5　積層複合円筒殻の各種剛性

　ここでは積層形態の異なる積層複合円筒殻の各種剛性を調べる．

はじめに，現在多く用いられてる代表的なFRPの材料特性を表2－

1に示す．　この表中のFRPはそれぞれEガラス繊維，ボロン繊維お

よび高強度グラファイト繊維で強化されたエポキシ樹脂であり，構

造材料として広く用いられているものである．なお，表中のVfは繊

維の体積含有率であり，E，／E、は各FRPの異方性の度合いを表し

ている．　これよりEガラス繊維，　ボロン繊維，　高強度グラファイト

繊維の順に異方性が強くなることがわかる．また，グラファイト繊

維を用いたFRPについては高い弾性率を有する高弾性グラファイ

ト繊維で強化されたものも近年開発されており，用途に応じて使い

分けられている．なお，以下の数値計算において用いるラミナの材

料特性は，航空機などの構造材料として最も多く用いられている高

強度グラファイト／エポキシ材を参考にして

　E，　＝　20E，，　G，，＝　G，，＝　O．　65　E，，　G，，　＝＝　O．　5E，，　y，，＝　O．　25

なる代表数値を採用した．

表2－1　代表的なFRPの材料定数

E，＊ E2＊　Gi2＊ レ12 Vf　E，／E，

E－Glass

　／Epoxy

Boron

　／Epoxy

Graphite

　／Epoxy

60．7

209

138

24．　8

19．　0

6．90

12．0　O．　23　O．　72

6．40　O．21

4．50　O．30

O．67

O．　67

2．　45

11．0

20．0

“GPa
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　図2－6は同じ材料特性を有するラミナから構成される3層（α／一α

／α），2層（α／一α）アングルプライ積層複合円筒殻の伸び剛性と繊

維配向角αの関係を表している．　ここで，各剛性は縦弾性係数E・と

殻の半径Rを用いて無次元化されており，山中の実線　破線はそれ

ぞれ3層対称積層（殻を構成するラミナの材料特性，繊維配向，位置

が中央面に対して対称となる積層形態）と2層逆対称積層の場合に対

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ホ　　　　応している．図からわかるように，伸び剛性河1、，A22，A12，河，，＋

吾、6／Rは積層形態の違いによらずほぼ一致している．そして，　これ

らの曲線はそれぞれαニ0。，90●，45。，45。において最大となっており，

　　　　ホ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
河1、とA22はα＝45。に関して対称な関係にあり，　A12とA一、6＋吾，，

／Rはα＝45●に関して対称となる．また，一一般に曲率をもたない逆

対称積層平板においては，式（2．11）（2．14）からわるように伸び剛性

　　　ホ　　　　　　　　　　河26，A2，，河ls＋B、、／R＝0となるために伸び変形と面内のせん断

変形，または曲げ変形とねじり変形が連成すること（クロスエラステ

ィシティ効果）はないが，逆対称積層複合円筒殻の場合には，殻が曲

　　　　　　　　　　　　　　　ホ率をもっためにA2s，A3s，A16＋B16／R≠0となって殻の伸び変形

と面内のせん断変形が連成することがわかる．

　図2－7は3層（α／一α／α），2層（α／一α〉のアングルプライ積層複

合円筒殻の曲げ剛性と繊維配向角αの関係を表しており，　図中の実

線，破線はそれぞれ3層，　2層積層の場合に対応している．図から

　　　　　　　　　　　　　　なわかるように，曲げ剛性D、1，D22，D、2，D、6に関しては，図2－6に

示した伸び剛性と同じような傾向があるものの，積層形態の違いに

よってクロスエラスティシティ効果に関与する曲げ剛性D、6，D婁，の

分布が図2－6の場合と比べて大きく異なっている．

　図2－8は同様に3層（α／一α／α），2層（α／一α）のアングルプライ

積層複合円筒殻の伸び一曲げカップリング剛性と繊維配向角αの関

係を表しており，図心の実線，破線はそれぞれ3層，　2層の場合に

対応している．一般に対称積層平板においては式（2．14）からわかる
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ようにこれらの剛性は0となるのに対して，積層複合円筒殻におい

ては殻の曲率のために常にこれらの剛性をもつ．すなわち，円筒殻

においては積層形態によらず面内変形と面外変形が連成するとい

う自明の結果を与えている．また，カップリング剛性吾26，B歪6，

吾16＋∂、6／Rは積層形態の違いによって大きく異なり，対称積層に

比べて逆対称積層の場合にはそれらはかなり大きくなり，殻の面内

変形と面外変形の連成が強くなることを示している．

　図2－9は3層（α／一α／α），2層（α／一α）のアングルプライ積層複

合円筒殻の面外せん断剛性と繊維配向角αの関係を表しており，　図

中の実線，破線はそれぞれ3層，　2層の場合に対応している．図か

　　　　　　　　　　　　　　　　ゆらわかるように，面外せん断剛性A44，河55は積層形態の違いによ

らずほぼ一致しているが，剛性A、，は積層形態の違いによってわず

かに異なり式（2．11），（2．14）より対称積層のときは0となる．

　以上の計算結果よりアングルプライ積層複合円筒殻においては，

対称積層の場合にはクロスエラスティシティ効果が大きくなり，逆

対称の場合には面内と面外の変形の連成度合いが大きくなることが

わかる．一方，面外のせん断剛性は積層形態の違いにはあまり影響

されないことがわかる．
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第3章　クロスプライ積層複合円筒殻の自由振動

3．1　まえがき

　最近，様々な分野で関心が寄せられているFRPは，その高い比

強度と比剛性のため，構造部材の軽量化を可能とすると共に，　FR

Pラミナのもつ高い異方性を利用して，与えられた形状，荷重条件，

環境に合わせて力学的特性を設計できる点に特徴を有する新しい材

料である．　しかしながら，　これまでのFRPの構造部材への適用に

おいては，慣用の金属材料からFRPへの転換による構造物の軽量

化が主な目的とされており，FRPラミナのもつ異方性を構造設計

に積極的に利用することにはあまり関心が持たれていなかった．　こ

のため，　ラミナを面内擬似等方性となるように積層して，各FRP

ラミナのもつ異方性がなるべく出ないように設計することが多かっ

た．　また，積層複合円筒面の設計においては，殻が引張りや曲げを

受けるときには繊維配向角α＝0。，ねじりに対してはαニ45。，そし

て内圧や外圧を受けるような場合にはα＝0。と90。の組合わせが有効

であることが経験的にわかっており，それゆえ，人工衛星のスラス

トチューブや圧力容器などに用いられている積層複合円筒殻におい

てはα＝0。，±45。．90。のうミナを組み合わせた積層構成を有するも

のが多く見受けられる．そこで，本章では最も基本的な積層形態と

考えられる，図3－1に示すようなクロスプライ積層複合円筒殻の自

由振動を取扱う．

　クロスプライ積層複合円筒殻の場合，図3－1に示すように殻を構

成している各ラミナの材料主軸が殻の軸，円周方向と一一致している

ために殻全体としても直交異方性を有している．これより理論解析

の際，基礎方程式の解の変数分離が可能となって理論的取扱いがそ

の他の積層形態を有する場合に比べて容易となる．このため，カー
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ボン繊維が普及し始めた1970年以降，　クロスプライ積層複合円筒殻

に関しては様々な研究6’v20が行われている．

　しかしながら，クロスプライ積層複合円筒殻の自由振動に関する

研究においては，そのほとんどが殻の両端が単純支持された場合に

限られており，その他の支持条件を有する場合の研究はあまり見当

たらない．また，殻構造物の振動解析においては，殻の厚さが薄く

面外のせん断変形や回転慣性の影響が無視できる場合には古典殻理

論による解析で十分とされているが，積層複合円筒殻においては，

従来の金属材料からなる円筒殻と比べその影響を無視できる範囲が

殻の形状，各ラミナの異方性の度合い，　ラミナの積層数や積層順序

などの違いによって大きく異なるものと考えられる．　しかし，積層

複合円筒殻について古典殻理論の適用範囲を明らかにした研究報告

はあまりない．さらに，これまでの研究においては厚さ／半径比が

0．05～0．2程度の比較的厚い積層複合円筒殻を扱っているにもかかわ

らず，Z／Rを1に比べて微小量と近似し，その項の影響を考慮して

いない場合が多い．

　そこで，本章では両端単純支持，両端固定，一端固定他端自由の

支持条件を有するクロスプライ積層複合円筒殻に対して，　ラミナの

異方性の度合い，積層数や積層順序を変化させた場合について数値

計算を実施し，殻の両端の支持条件や積層形態の違いがクロスプラ

イ積層複合円筒殻の振動特性に与える影響を明らかにする．　さらに，

面外のせん断変形や回転慣性を考慮しない古典殻理論や厚さ比2／R

を近似した理論（以下では近似一次せん断変形理論と呼ぶ）のクロス

プライ積層複合円筒殻に対する適用限界を明らかにする．

　この研究のために，まず第2章において誘導した基礎方程式をク

ロスプライ積層複合円筒殻に関する基礎式に書き改める．そして，

解の変数分離を行うと共に殻の軸方向の伝達マトリックスを導入し

て，基礎方程式を伝達マトリックスに関するマトリックス形常微分
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方程式に書き直す．伝達マトリックスはこれを数値積分することに

よって求められ，殻の両端での支持条件を適用することによってク

ロスプライ積層複合円筒殻に関する振動数方程式を導出する．　そし

て，　この解析結果に基づく数値計算により殻の固有振動数と振動モ

ードを求め，　クロスプライ積層複合円筒殻の振動特性を定量的に明

らかにする．　さらに，古典殻理論と近似一次せん断変形理論に基づ

く同様な理論解析・数値計算を実施することにより，　クロスプライ

積層複合円筒殻に対する両理論の適用範囲を示す．
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3．2　伝達マトリックス法

3．2．1　基礎方程式

　クロスプライ積層複合円筒殻の自由振動に対して円振動数ωの調

和振動を考えると，殻の各変位量は

　　　th（x，　e，　t）　＝＝　L6（x，　e）　sin　to　t

　　　v6（x，　e，　t）　＝　％（x，　e）　sin　tu　t

　　　zb6（x，　e，　t）＝　一（x，　e）　sin　tu　t　｝…（3．　1）

　　　u｝（x，　e，　t）　＝＝　g！1（x，　e）　sin　to　t

　　　Ub（x，　e，　t）　＝　Ve（x，　e）　s　i　n　to　t

で与えられ，式（2．24＞におけるNx，Me，Q。x等を最大振幅とみなす

と，積層複合円筒殻に関する運動方程式は

　　a　N．．　1　a　N，．
　　　　　　　＋　to　2　（T　，（．k＋　T，gTx）　：　O　　T一十一
　　ax’R　ee

　　aN．e　　　　　laNe　　　　　　　　1　aM．e　　　　　　　　　　　1　aMe
　　∂κ＋瓦蕊＋R∂κ＋爵π＋ω2（ア・V・＋「・rPe＞一・

　　aQ．．　　　　　1　aQe．　　　　　　　　1　　　　　　　一　一i　Ne　＋　to　2　T　zz＝　O　　　　十一
　　ax　’R　ae　　　　　　　　R
　　aM．　．　1　a　M，．
　　　　　　　一Q．．　＋　tu　2　（T，L｛，＋　T，’g！｝）　＝　O　　r一十一
　　ax　’R　ae

　　aM．e　　　　　1　aMe
　　Efit：L’＋i25“Z／t－Qex＋to2（r2Vo＋T，ye）＝o

と書き直せる．

…　（3．2）

　　　　　　　クロスプライ積層複合円筒殻の場合，各ラミナの繊

維配向角αは0。または90●となるので，式（2．11）で与えられる各ラミ

ナの弾性係数ζΣ16，ζ126，◎、、は恒等的に0となり，それらから求ま

る各種剛性（A16，B、s等）も0となる．　したがって，式（2．13）で与え

られる殻の合応力，合モーメントはそれぞれ次式のようになる．
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Nx 一　一7r11器＋几2ノ…器＋A1嚢＋Z≡葦・11嚢＋・B12ノ…器

Ne－A・gq＋A22瀦＋A書評＋B・29t＋B；・講

くixe・一A66ゐ器＋〔忍・＋㍗〕｛嚢＋B・・；…号暑＋1百・6嚢

Nex－A誉・瀦＋忍・嚢＋B書・講＋B・・嚢

　　　Mx一吾11錐＋吾12瀦＋B1砦＋D11嚢＋D・2瀦

　　　Me－B12｛幾＋B22瀦＋B；嚢＋D12嚢＋D；・講

　　　M・e－B6溜＋〔吾66＋㍗〕巽＋D65ゐ器＋万66嚢

　　Mex－B恋・瀞吾66錐＋D：・養器＋D65嚢

　　　Qzx一κ瓢・隣＋対

　　Q・・　一　rc　2A：・麟＋呵

そして，式（2．22）で与えられる等価面内せん断力Tx

　　　　　Tx＿N．θ＋聖

　　　　　　　　　　　R

を導入する．

…　　（3．3）

・・… @　（3．4）

3．2．2　伝達マトリックス

　上記の基礎方程式における各変数は次のように変数分離できる．

　　　　（しも，　1レ％〉ニ＝H（こ＝乙，　砿）cosnθ，　％＝Hr蕨ζsinηθ

　　　　gl．＝（H／R）gZicosne，　We＝（H／R）Wes　i　n　n　e

　　　　（Nx，　Ne，　Qzx）＝EoR（N’ny’x，　N一一e，　Qz．）cosne

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　…　　（3．5）
　　　　（Nxe，　Nex，　Tr，　Qez）　＝EoR（N’h－xe，　N一一ex，　T一一x，　Qez）sinne
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ここで，上式中のnは円周方向波数，記号一を付した変数は無次元

変数を表し，E。は無次元化の際に基準となる縦弾性係数k’ある．

さらに，解析を簡単化するために次の無次元量を導入する．

　　　ξ一κ／L，η…z／H，（1，h）一（1／R）（L，H）

　　　λ2＝・ρoR2ω2／Eo

　　　（～7‘’，ai」，　a7ノ〉＝（1／E。R）（河’，，　A、」，　A7’）

　　　（5’・’，bv，　b7ノ）＝（1／E。R2）（吾‘ノ，　Bσ，　BX＞

　　　　　　　　ホ　　　（∂匿坊（li，，　d｝，）＝（1／EoR8）（Dσ，　D‘，，　Dlノ）

　　　（T・，T・）一（1／ρ。Rk＞（rk，：r、）

　　　　　　　　　（i，」＝・＝1，2，4，5，6，　」陀＝1，2，3）

ここで，　λは無次元振動数パラメータを表し，

基準となる密度である．

…　　（3．6）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ。は無次元化の際に

　　　　　　　　　　　そして，式（3．2）～（3．4）より変数Nθ，Nxθ，

Ne・　・Mθ・Me・　・Qθ・を消去することにより，上記の基礎方程式は次

のような連立の一階常微分方程式に変形できる．

　　　i7？　｛2｝（g）｝　＝　i　［　u　］　｛z；e（g）｝

ここで，　｛Z（ξ）｝は状態量ベクトル

　　　｛z（g）｝　＝＝　｛a　Vl，　一“一6　ig，　We，　M．e，　M．，　a．．，　T一．，　N一．｝　T

であり，係数マトリックス［U］の零でない要素は

　　　（］（1，2）　＝　n（a－i2di　i－5ii5i2）／（5！t2－atsiidi　i）

　　　U（1，　3＞　＝＝　（a　i2di　i－5i　ibi2）／（5i　i2一　a－iidi　i）

　　　（h（1，s）　＝＝　n（bi，dii－5iidi2）／（5ii2－a一一iidii）

　　　（］　（1，　7）　＝＝　（！　（“o）　＝一　5，　，／h／（5i　i2一　a一一　iidi　i）

　　　（1（1，　lo）　一　一d，　，／h／（5，，2一一d，，d，，）

・・… @　（3．7）

・・… @　（3．8）
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こノ季（4，7）　　＝＝　一～711／h／（5112一～711～711＞

｛ノひ（5，1）　　＝＝　n｛066（666－1」～756）『b66（～】「66一←δ66＞｝

　　　　　／（5562一δ’66∂F66）

し4（5，4）　　：＝　η｛～）66（δ66一←～765）一（ts5（～is6一←Zヲ66・）｝

　　　　　／（5662一～ies∂F66）

｛み（5，6）　　＝＝　一（～i66十25e6十～7，6）／九／（δ662一～Ts6d，6）

｛ノひ（5，9）　　＝＝　（565十～766）／ん／（1ヲ’662一～765d66）

こ3（6，2）　　＝　 れ［η2｛t）12（～712～711－Zヲ11513）

　　　　　　＋（1・a（～i・1δr～7、25n）｝／（δ1、2一～7n∂’1　1）

　　　　　　一（T3λ2－n2b22）］

｛！（6，3）　　＝　 ηれ［｛～）12（α12d！r5’11～＝》12）

　　　　　＋（1・2（～in　biz一α、2511＞｝／（5n3一～iii∂’1　1）

　　　　　　　　ホ　　　　　ホ　　　　　一（α44－b23）］

研（6，5）　　＝＝　九［π2　｛b12（～）12d11一δ11（∫12）

　　　　　＋（i・2（～7，，（i・2－5nb12）｝／（6112一～7、1～711）

　　　　　一（Tsλ2－a奪4－n2（∫；2）］

｛3（6，7）　　＝　　n（511b13一～コ「11（112）／（δ112一～Σ「11d11）

こノ｝（6．10）　＝＝　π（5「1！（コr12一～）12～7，1）／（～ヲ112一～コ『11～711）
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こk（7，1）　　：＝　 1乙［π2｛～）66（α66～7s6－1ヲ’66～）66）

　　　　　　＋d66（～i・・b・6一α66δ66）｝／（5662一～T，，∂「66）

　　　　　　一（τ2λ2一η2b：6）］

し季（7，4）　　＝＝　1乙［η2｛～）66（～）66～766－566（ls5）

　　　　　　＋（166（～7・・（166一δ66b、，）｝／（6662一～7、，～766）

　　　　　　一（τ8λ2一π2（：1書s）］

｛ノ垂（7，6）　　＝　　η｛《：166（～1『66→一2δ66十d「66）一Zヲ66（Z≡ヲ66＋～766）｝

　　　　　　／（δ662一～i，，d，，）

こ9」（7，9）　　＝　 η｛566d66一（2「66（566十d66）｝

　　　　　　／（δ662一～76s～766）

U（8，2）一航［022＋｛α12（δ12∂’11一δ11δ12）＋b12

　　　　　　（～7，15・2一δ125H）｝／（δ1、2一δ1、∂！1、）］

U（8，3）　＝九［｛α12（α12∂Tl　1－611b12）

　　　　　　＋b12（～7n　bi2一α12δ、1）｝／（δ、12一～ili∂’11）

　　　　　　一｛τ、λ3一（α：2十η2α：4）｝］

Uレ（8，5）　ニπ九［｛α12（b13∂ド11－51，d12）

　　　　　　＋b・2（～7n（1，2一δ11b12）｝／（δn2一～iii∂’n）

　　　　　　　　ホ　　　　　ホ　　　　　　一（α44－b22）］

しみ（8，7）　　＝　 （α12511一～三諺111～）12）／（～ヲ112一～711d11）

U（8，10）一（51・b1一α12∂’11）／（δ、12一δ11～71，）

〔ノ季（9，2＞　　＝　九［π2｛～713（～i12d1一511512）

　　　　　　＋δ・2（a－ii5i2－a－i25ii）］／（5ii2－a一，，d，，）

　　　　　　一｛T1λ2－n2（α22十b22）｝］

U（9，3＞　＝nh［｛～713（α12∂”u　一一　5nb12）

　　　　　＋512（～7，，b12一α、2δn）｝

　　　　　／（5．3－a－iidii）＋（al、＋b：、）］

一　48　一

羅轟一白二三騰二二繊羅購纏



U（g，s）　＝　h［n2｛a－i2（bi2dii－5iidi2）

　　　　＋5i2（a－iidi2－5iibi2）｝／（5ii2－a－iidii）

　　　　一（T2A2－n2（b：2十d：2））］

（1（g，7）　＝＝　n（a－i25ii－a－ii5i2）／（5ii2－a－iidii）

｛み（9，10）　ニ　 π（Z≡ヲ11石「12一～712～711）／（5112一～i11∂11）

（k（lo，1）　＝＝　h［n2｛a－N66（a66ds6－56sb66）

　　　　t’　aseb6e（56s＋　d6　s）　＋b662（a－s6＋5e　e）｝

　　　　／（5s62－a一一e6ds6）一（TiA2－n2a：，）］

U（lo，4）　＝＝　h［n2｛bs6（a－seds6十566d66）

　　　　一　a－66des2－b6s2（566＋d6　6）｝

　　　　／（　b’一ss2m　a一一　esd6　6）　一　（T2X　2　一一　n2　b：e）］

U（10，6）　＝＝　n｛b6s（a一一6G十256s十d6s）一a一一se（56s十d66）｝

　　　　／（5ee2－a－66dss）

U（lo，g）　＝＝　n｛a－ssd6s－bs6（566十d66）｝

　　　　／（5e62－a－6sdss）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・…　　（3．9）

で与えられる．式（3．7）を満たす解析的な解を得ることは困難である

ので，ここでは殻の伝達マトリックスを導入して解析を行う．

一般に殻の状態量ベクトルは軸方向の伝達マトリックス［T（ξ，ξ。〉］

を用いて

　　　｛zf（g）｝　＝　［T（g，　g，）］　（z（g，）｝　・・…　　（3．　lo）

と表せる．これを式（3．7）に代入することによって伝達マトリックス

に関するマトリックス形・一階常微分方程式

　　　t7g　［T（g，　go）］　：1［　（］　］［T（g，　g，）］　・・…　（3．　11）

を導くことができる．これより伝達マトリックスは上式を出発値

［T（ξ。，ξ。）］＝［1］（単位マトリックス）のもとで直接積分すること

によって得られる．本論文の数値計算においては，伝達マトリック
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スをRunge－Kutta－Gill法を用いて数値的に求めている．なお，円筒

殻が特に厚さが薄い場合や長さが長い場合にはこの数値計算が困難

となることがあるが，その場合には殻をいくつかの部分に分割し，

それぞれの部分について伝達マトリックスを求めることによって回

避することができる．その際，殻全体の伝達マトリックスは各々の

部分の伝達マトリックスの積で与えられる．

3．2．3　振動数方程式の誘導

　本章で用いた伝達マトリックス法は，任意の支持条件をもつクロ

スプライ積層複合円筒殻に適用できる．例えば，殻が両端で単純支

持されている場合，殻の両端（ξニ0，1）における境界条件は

　　　tz　＝　一“6　＝　We　＝　Mx＝　N－x＝　O

と書ける．　したがって，これを式（3．10）に代入すると

9
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　 （1，　O）

a

Mxe

azx

T－

＝o

（o）

・・… @（3．12）

・・… @　（3．13）

なる連立同次方程式が得られ，

件として

　
ロ
　
　
お
　
　
り
　
　
　
ロ
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リ
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き
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セ
　
　
　

これが自明でない解をもっための条

＝　　o

（1，　O）

・・… @　（3．14）

なる振動数方程式が導かれる．

　また，殻の両端が固定されている場合，一端が固定されていて他

端が支持されていない場合（固定一自由）の境界条件はそれぞれ
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・・… @　 （3．15）
（g　＝一　o，　1）＝％＝礪＝聖＝鵬＝0

…　　（3．16）
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なる振動数方程式を誘導できる．　したがって，振動数方程式を満た

す振動数パラメータλを求めることによってクロスプライ積層複合

円筒殻の固有振動数が定まり，その振動数パラメータ（固有値）に対

応する状態量ベクトル（固有ベクトル）を求め，式（3．10）を用いるこ

とによって振動モード形を決定することができる．

3．2．4　古典殻理論に基づく解析

　古典殻理論に基づく解析においても，解析手法は一次せん断変形

理論の場合とほとんど同じであるので，ここでは古典殻理論を用い

る場合に書き改める必要のある基礎式のみを示す．古典殻理論に基

づくと，積層複合円筒殻に関する運動方程式は式（2．31）より
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　　aN．　　　　　1∂ハ1ex
　　　　　　　　＋　to　2　T，（．k　＝＝　O　　r一“十一
　　ax’Rae

讐θ＋畿＋ム幾θ＋畿＋ω・71梶一・

讐＋託ち＋瀦ち＋講一義輪＋ω・T，“6一・

で与えられ，合応力，合モーメントはそれぞれ

踊1錐＋几・ゐ9／Y＋A・砦一吾11艦B1講

Ne－A1器ん・瀦＋A；饗一B1襟一B：講

隔一A・6溜＋〔忍・＋制誰瓦蓋B・・∂籍θ

　Nex－A乱；…鰐＋A一・・諜i－Br護B書・∂籍θ

砥一吾11巽＋吾12瀦＋B1塁一D11簿一D1藩

Me－B12巽＋B22瀦＋B：鷹一D1襟一D；講

M・e－B56ゐ器＋レ㍗楼一瓦経D66∂i警θ

Mex＝＝B：6－nl’！ll’｛｛／lb＋B一，，pt％［L－21’．g；2E16；D：6一，SiE1！6

　　　　　　Rae　　　　　　　　　　　ax　　　　　　　　　　　　　　　R　　　　　　　　　　　　　　　　　axae

と書き直される．また，　θ軸まわりの回転角亜は

　　　　　　　　　　∂備
　　　　　　rpx　＝　一　ii一＝’　：’v

　　　　　　　　　　ax

で与えられ，式（2．32）で与えられる等価せん断力T。，Sx

　　　　　　Tx＿N．θ＋聖

　　　　　　　　　　　　R

　　　　　　s．＝！lllt！Zix＋1｛litl！kexe＋！1i！：tl！Zeiex

　　　　　　　　　ax　　　　　　　　　　　　Rae　　　　　　　　　　　　　　　　Rae

を導入する．

…　　 （3．19）

…　　 （3．20）

・・… @　 （3．21）

…　　 （3．22）
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次に一次せん断変形理論を用いた場合と同様に，

る各変数を

　　　（しも，　ワ昭）＝＝H（こ工，　礪）cosnθ，　梶＝Hl厩ζsinγ乙θ

　　　艦＝（H／R）亜COSη，θ

　　　（Nx，　Ne，　Sx）＝EoR（N’x，　N－e，　S－x）cosne

　　　（〈lxθ，　〈1ex，　Tx）＝EoR（N一’xe，　N－ex，　「Tx）sinnθ

　　　（Mx，　Mθ）＝E。R2（Mx，　Me）cosne

　　　（Mxe，　Mex）＝EoR2（Mxe，　Mex）sinnθ

と変数分離して，無次元量

　　　ξ…x／L，η・・z／H，（1，h）＝（1／R）（L，H）

　　　λ2・＝ρoR2ω2／Eo，　T1　・T，／ρoR

　　　　　　　　ホ　　　（α‘ノ，αごみα‘ノ）＝（1／EoR＞（A－i，，　Aノ，　Al，）

　　　　　　　　ホ　　　（5坊b坊b・・）一（1／E。R2）（吾、ゐB、ゐB7、）

　　　　　　　　き　　　（∂「‘，，（∫iノ，d｝，）＝（1／E。R3）（万‘，，　D‘ノ，　Dl，）

　　　　　　　　　　　　　（i，JF＝＝1，2，6）

基礎方程式におけ

…　　 （3．23）

…　　（3．24）

を導入すると，上記の基礎方程式は次のような連立の一階常微分方

程式に書き直される．

　　　al’1；　｛Zi（g）｝　一　i［　us　］　｛2k（g）｝

ここで，　｛z（g）｝は状態量ベクトル

　　　｛2』（ξ〉｝＝｛こしt乙．　奪ζ，窪髪，、Mx，　S－x，ラr㌧，」▽x｝T

であり，係数マトリックス［α］の零でない要素は

　　　U（1，　2）　＝　n（a－i2dii－5ii5i2）／（5ii2－a一一iidii）

　　　U（1，3）　＝　｛ai2dii－5iibi2十n2（bi2dii－5iidi2））

　　　　　　／（5，，2－a一一iidii）

　　　u（1，s）　＝＝　5，，／h／（5i，2－a一一iidii）

・・… @　 （3．25）

・・… @　 （3．26）
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a（1，8）一一∂’11／九／（δ112一～ii1∂’11）

a（2，　1＞　＝　na一一66／（a－66＋2566＋d66）

U（2，　4）　＝　n（25s6＋d66）／（a－66＋2566＋d66）

　｛ノる（2，7＞　ニ＝　　1／九／（～766十2Zヲ66十d66）

　しる（3，4）　ニ＝・　一しる（5，6）＝一1

a（4，　2）　＝　n（a－ii5i2－a一一i25ii）／（5ii2－a’iidii）

a（4，　3）　＝＝　｛aeiibi2－ai25ii＋n2（a－iidi2－5iibi2）｝

　　　　　／（5，，2－a－iidii）

U（4，　s）　一　一a－i，／h／（5ii2－a’一iidii）

a（4，s）　＝＝　5，，／h／（5ii2－a－iidii）

a（s，　1）　＝＝　n2h　｛b，6＋　b：s一　ata66　（2　566＋d6　6）

　　　　　／（a－66十2566十d66）｝

a（s，　4）　＝　n2h｛d66＋2d66＋d：6一（2566＋d－6s）2

　　　　　／（a－66＋2566＋d66）｝

（k（s，　7）　＝　一n（25，s＋ds　6）／（a－6s＋2566＋d66）

L4（6，　2）　＝　nh［a22＋n2b22＋（（ai2＋n2biz）

　　　　　（a－izdii－5ii5i2）十（b，，十n2d，，）

　　　　　（a－i　i　5i　3一　a一一　i2　5i　i））／（5i　i2一　a－i　id，　，）］

a（6，　3）　＝　h［a：2＋2n2b：2＋n‘d：2

　　　　　＋　｛di　i　（ai2＋n2bi2）　2＋　a－ii　（bi2＋　n2di　2）　2

　　　　　－25i　i　（a　i2＋n2　bi，）　（bi2＋n2d，　，）｝

　　　　　／（5，　，2　一一　d，　，d，　，）　一丁，　A　2］

（k（6，5）　＝＝　｛5ii（ai2＋n2bi2）一a－ii（bi2＋n2di2）｝

　　　　　／（5ii2－a－iidii）

U（6，　8）　＝　｛5ii（bi2＋n2di2）一dii（ai2＋n2bi2）｝

　　　　　／（5，，2－a－iidii）

U（7，　2）　＝＝　n2h［a一　22＋　｛a－i2（a－i2di　i　一一　5i　i　5i　2）

　　　　　＋5i2（a’ii5i2　一一　di25i　i）｝／（　b一，，2－d，　id，　，）］
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　　　　一丁，hA2

（k（7，　3）　＝　nh［a：2＋（1＋n2）b：2＋n2d：，

　　　　＋｛（ai2＋n2bi2）（a－i2dii－5ii5i2）

　　　　＋（b　，，＋n2di　2）　（a－ii5i　2一　a一一i25i　i）｝

　　　　／（5，　，2一　a一　i　i　di　i）］

a（7，　5）　＝　n（a－i25ii－a－ii5i2）／（5ii2－a－iidii）

U（7，s）　＝＝　n（5ii5i2－a－i2dii）／（5ii2－a－iidii）

U（s，　1）　＝　h［n2｛a：6－a－662／（a－66＋25ss＋d66）｝

　　　　　一　’1一　，　A　2］

α（8，4）一η2川b，，＋b：ドδ66（26，6＋∂66）

　　　　／（a－66十256e十d66）｝

a（s，　7）　＝　一na－66／（a一一66十2566十d6e）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・…　　（3．27）

で与えられる．以下，一次せん断変形理論の場合と同様な手順でク

ロスプライ積層複合円筒殻に関する振動数方程式が導出でき，数値

計算によって殻の固有振動数と振動モード形を求めることができる．
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3．3　固有振動数と振動モード

　本章においては，同じ厚さと材料特性をもつラミナから構成され

るクロスプライ積層複合円筒殻の曲げ振珈こ着目して数｛直計算を実

施した．以下では積層数Nの異なる積層複合円筒殻の振動数パラメ

ータを比較しているが，この場合の各ラミナの厚さは積層した殻全

体の厚さが常に一定となるように与えている．すなわち，N層の場

合には各ラミナの厚さはH／Nで与えている．そして，数値計算にお

いて用いたラミナの材料特性は第2章で示した高強度グラファイト

／エポキシ材を参考にして

　E，　＝＝　20　E，，　G，，　＝：　G，，＝　O．　65　E，，　G，，　＝　O．　5E，，　p，，　＝　O．　25

とし，せん断修正係数κ2には5／6を用いた．なお，振動数パラメー

タλはうミナの縦弾性係数E2を用いて無次元化（E。＝E、）している．

また，以下ではうミナの積層構成をα1／α、／…　／αNなる表示を用い

て表す．この表示は殻の内側から繊維配向角α1，α2，…　，α“のN枚

のラミナから構成される殻を意味している．

3．3．1　数値計算精度の検討

　表3－1は本解析法の妥当性を調べるために，従来の金属材料から

なる円筒殻（以下ではこれを等方性円筒殻と呼ぶ）の最低次の振動数

パラメータλについて，本解析法より得られた結果と白川55の計算

結果の比較を行ったものである．表より本解析法より求まる振動数

は白川の結果に比べてわずかに高いが，両者は非常によい一致をし

ている．　この結果より本解析法の妥当性が確認できる．

　本章の数値計算においては，伝達マトリックス［T（ξ，ξ。）］を求め

るためにRunge－Kutta－Gi11積分法を用いているが，その計算精度は

数値積分の分割数に依存する．表3－2は3層積層（0。／90。／0。〉，2層

積層（0。／90。）の複合円筒殻に対して，　ξ＝0～1の積分区間の分割数

を変化させたときの振動数パラメータの収束状況を示している．
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この表よりわかるように，分割数40を採用すれば振動数パラメ＿タ

λは有効数字4桁の範囲内で一定値に収束している．　したがって，以

下の数値計算においては分割数40を採用して数値積分を実施した．

表3－1　等方性円筒殻の最低次の振動数パラメータの比較
　　　　〔Ei　＝E2，　G－i2　＝GBi　＝　G2s　＝＝E2／2　（1＋v　i2），p　i2＝　O．　3，　h＝O．　2，　rc　2＝n　2／1　2，　s．　s．　一s．　Sl〕

1 n Present Sirakawa［55］

1．0

2．0

1．043

0．9664
1．　666

0．6145

0．4429
L337

1．　043

0．9662

1．664

0．6144

0．4427

1．335

表3－2　クロスプライ積層円筒殻の振動数パラメータの収束状況
　　　　　〔E，　＝20E，，　G，，　＝＝　G，　，　＝O．　65E，，　G，，＝O．　5E　，，1／12＝0．25，　1　＝＝1．0，　h＝0．2，　ηニ2，　S．S．。S．　S．〕

　　　　　　　　　　　　　　　Number　of　divisions
，・一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一A一一一一一一一一一一”一．k一．．一．一．一．．

Lamination　Mode　10　20　30　40　50

oe／goo／oe

OO／900

1st

2nd

3rd

lst

2nd
3rd

1．881
4．　263

6．　622

1．　407

3．　453

5．760

1．　881

4．258
6．　592

1．　407

3．　448

5．　730

1．881

4．258
6．　589

1．407
3．　448

5．728

1．881

4．258

6．589

1．407

3．448
5．　727

L881
4．258

6．589

1．407

3．　448

5．727
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3．3．2　支持条件の影響

　図3－2はクロスプライ積層複合円筒殻の振動数パラメータλと円

周方向波数nの関係を示しており，図（a），（b）はそれぞれ3層対称

（0。／90●／0。）・2層逆対称（0。／90●）積層複合円筒殻に対応している．

また，各図における実線，破線，一点鎖線はそれぞれ両端単純支持

（SS），両端固定（CC），一端固定他端自由（CF）の支持条件を有する場

合に対応しており，各円周方向波数に対して軸方向三次の振動数ま

で示している．　これらの図よりいずれの支持条件，積層形態の場合

においても，円周方向波数n＝2のときに振動数は最小となることが

わかる．　また，殻が両端単純支持された場合と両端固定の場合につ

いて振動数パラメータを比較すると，対称積層に比べて逆対称積層

の方が支持条件の違いによる振動数の差が大きく，　これは次数の高

い振動においても認められる．　さらに，両端単純支持と一・端固定他

端自由の場合を比較すると，一端固定他端自由の場合の方が全体的

に振動数が低くなることがわかる．

　図3－3は図3－2におけるn＝2に対応する振動モードを示す．図中

の実線，破線，一点鎖線はそれぞれ面外方向変位礪，円周方向変位

拡，軸方向変位aの軸方向分布を表しており，三図の変位量の最大

値で基準化してある．また，図（a），（b），（c＞はそれぞれ両端単純支持，

両端固定，　。一端固定他端自由の支持条件を有する場合に対応してい

る．まず，対称積層（0。／90●／0。）と逆対称積層（0。／90。）の場合の変

位分布を比較すると，いずれの支持条件，振動モード形においても

変位礪と変位豆の分布はそれぞれよく似ているが，変位aに関して

は逆対称積層の方が対称積層の場合に比べて変位量が大きいことが

認められ，逆対称積層の場合には面内（伸び）変形と面外（曲げ〉変形

の連成が強くなることを示している．次に，殻が両端単純支持され

た場合と両端固定された場合を比べると，いずれの積層形態の場合

でも変位礪と変位拡の分布の大きな変化はなく，両端付近において
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支持条件の影響が認められる程度である．　しかしながら，変位aに

ついては，対称積層に比べて逆対称積層の方が変形量が大きいので，

支持条件が両端単純支持から両端固定に変化すると，殻の両端で軸

方向の変形が拘束されるため，変位分布に比較的大きな変化が生じ

ているものと考えられる．これは対称積層に比べると逆対称積層円

筒殻の固有振動数の方が支持条件の変化に伴って大きく変化するこ

と（図3－2）に対応している．　また，一端固定他端自由の場合におい

ても，対称積層に比べて逆対称積層の方が軸方向の変形が大きいこ

とが認められる．
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3．3．3　ラミナの積層形態の影響

　図3－4はクロスプライ積層複合円筒殻の最低次の振動数パラメー

タλと積層数Nの関係を示しており，図（a），（b）はそれぞれ殻が両端

単純支持，両端固定された場合に対応している．図において，実線

は殻の内側からラミナをαニ0。，90。，0。，…　と積層した場合（type1）

の対称積層殻（奇数積層数）と逆対称積層殻（偶数積層数）の振動数を

それぞれ結んだものであり，破線はα＝90。，0。，90。，…　とした場合

（type2）に対応している．また，　nはそれぞれの厚さ比hに対して，

3層（0。／90。／0。〉積層円筒殻の基本振動数を与える円周方向波数を表

している．図からわかるように，いずれの支持条件，厚さにおいて

も積層数が増加するにしたがって振動数はある一定値に近づくが，

その収束の度合いは逆対称積層の場合ははやく，実際の積層円筒殻

に多く見られる対称積層の場合には比較的ゆっくりである．そして，

いずれの支持条件，厚さ比に対しても積層数N＝5～8以上をとると，

殻の振動数はそれぞれの一定値の±5％以内に収束すると共に，3層

（0。／90。／0。）のときに振動数が最も高くなる．　しかし，積層数が少な

いときには，積層形態の違いによって振動数がその一定値に対して

最大で20％ほど低下したり，最大7．5％高くなることもあるので，注

意が必要である．また，積層数Nが同じ場合をみると，対称積層の

場合にはtype2の方がtype1より振動数が低くなり，逆対称積層の場

合にはその逆の関係があることがわかる．つまり，奇数積層数の対

称積層の場合には，円周方向に繊維の通っているラミナ（α＝90。）の

数が多いほど，そして逆対称積層の場合にはこのラミナが殻のより

外側に積層されるほど円筒殻の振動数が低くなる．　このように，　ク

ロスプライ積層複合円筒殻においては，　ラミナの積層数，積層順序

の違いによって固有振動数には最大25％の差が生じ，積層形態の適

当な選択によって殻の固有振動数の最大化（最適化〉を実現すること

ができる．
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3．3．4　ラミナの材料特性の影響

　図3－5はクロスプライ積層複合円筒殻の振動数パラメータλと各

ラミナの縦弾性係数比E1／E、の関係を示しており，図（a），（b），（c）

はそれぞれ殻が両端単純支持，両端固定，一・端固定他端自由の支持

条件を有する場合に対応している．また，図中の実線，破線はそれ

ぞれ対称，　逆対称積層した円筒殻に対応しており，E1／E、＝20のと

きに基本振動数を与えるn＝2の軸方向一次の振動数パラメータを

示している．図よりいずれの支持条件，積層形態においても，縦弾

性係数比E1／E、が増加するにしたがって振動数は単調に増加してい

ることがわかる．そして，殻が両端単純支持された場合には積層形

態の違いによって振動数の変化の割合の差が大きく，反対に両端固

定された場合はその変化の割合にあまり差がない．さらに，いずれ

の支持条件においても4層対称積層殻（90。／0。／0。／90。）はほかの場合

に比べて振動数の変化の割合が大きい．　また，たとえ縦弾性係数比

が変化しても3．3．3項と同様に，奇数対称積層のときにはα＝90。の

うミナ数が多いほど振動数が低くなり，逆対称積層の場合にはこの

ラミナがより外側に位置するほど円筒殻の振動数が低くなるという

特徴が認められる．　したがって，　この特徴は本章と異なる材料特性

をもつラミナから構成されるクロスプライ積層複合円筒殻に対して

も適用できるものと考えられる．
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3．3．5　理論の違いによる固有振動数の比較

　表3－3，表3－4，表3－5はそれぞれ等方性円筒殻，　3層対称積層円

筒殻，　2層逆対称積層円筒殻について，　一次せん断変形理論と古典

殻理論より求まる振動数パラメ・一丁λを比較したものである．それ

ぞれの表において殻の厚さが厚くなるほど，または振動の次数が高

くなるほど両理論より求まる振動数の差が大きくなることがわかる．

また，　3層積層円筒殻について両理論より求まる振動数の差は等方

性円筒殻，　2層積層円筒殻の場合に比べて全体的に大きく，等方性

円筒殻，2層積層円筒殻においては厚さ比hが0．10以下であればそ

の違いが高々10％程度であるのに対して，　3層積層円筒殻の場合に

は他の場合に違いが数パーセント以下となるh＝0．05のときですら，

軸方向三次の振動数の違いが20％以上となっている．　また，厚さ比

h＝0．10における基本振動数（n＝3）を比較すると，等方性円筒殻，

2層積層円筒殻の場合にはその差が2～3％以内であるのに対して，

3層積層の場合にはおよそ11％ほどの差が生じている．　したがって，

クロスプライ逆対称積層円筒殻に対する古典殻理論の適用範囲は等

方性円筒殻の場合とほぼ同程度と考えられるが，対称積層の場合に

は，厚さ比hが比較的小さくても古典殻理論を適用するには十分な

注意が必要である．

　表3－6は一次せん断変形理論と近似一次せん断変形理論より求ま

るクロスプライ積層複合円筒殻の基本振動数パラメータλを比較し

たものである．　ここで，近似一次せん断変形理論とは第2章の定式

化［式（2．7）（2．12＞（2．15）（2．16）］において1》Z／Rと近似して項

Z／Rを考慮しない場合の理論を指しており，一般に偏平殻（パネル）

に対して適用される偏平殻理論と本質的に同じものである．　この表

より殻が長く厚い場合には両理論より求まる振動数の差が大きいこ

とがわかる．　また，逆対称積層円筒殻に対しては対称積層の場合に

比べてその振動数の差が大きく，近似理論より求まる振動数は一次
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せん断変形理論で求めたそれに比べて最大13％ほど大きな値になっ

ている．　これは逆対称積層の場合には対称積層に比べて殻の伸び変

形と曲げ変形の連成が強くなり，　2：／Rの影響を無視した近似理論で

はその連成効果を十分に算入できず振動数を過大評価しているもの

と考えられる．　したがって，逆対称な積層構成を有するクロスプラ

イ積層複合円筒殻に対する近似一次せん断変形理論の適用には注意

が必要である．
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表3一・3 一次せん断変形理論と古典殻理論より求まる
等方性円筒殻の振動数パラメータ
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表3－4　一次せん断変形理論と古典殻理論より求まる
　　　　　　　　　クロスプライ3層積層円筒殻の振動数パラメータ
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表3－5　一次せん断変形理論と古典殻理論より求まる
　　　　　　　　クロスプライ2層積層円筒殻の振動数パラメータ
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表3－6　一次せん断変形理論と近似一次せん断変形理論より求まる
　　　　クロスプライ積層複合円筒殻の基本振動数パラメータ
　　　　　　　　〔E，＝＝　40E，，　G，，＝G，，　＝O．　6E，，G，，＝O．　5E，，　v　，，＝O．　25，　S．　S．　一S．　S．　．〕

1

　　O　“／90　O／O　O

t－V‘一一一N

FSDT　AFSDT

　　OO／900
t－d一’一一一一’“’一一一’一一’x

FSDT　AFSDT

　　　1．O
O．2

　　　2．0

　　　LOO．1

　　　2．0

1．　994　2．　005　1．　512　1．　579

0．8617　O．8873　O．6833　O．7742

1．　567　1．　577　1．　132　1．　186

0．　6656　O．　6750　O．　5710　O．　6079

FSDT　：　First－order　Shear　Deforrnation　Theory

AFSDT　：　Approxirnate　FSDT
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3．4　本章のまとめ

　本章では最も基本的な積層形態を有するクロスプライ積層複合円

筒殻に着目し，伝達マトリックス法を用いてその振動特性を明らか

にした．その際，第2章で誘導した基礎方程式をクロスプライ積層

複合円筒殻に関する基礎式に書き改め，伝達マトリックス法を用い

て解析し，殻の支持条件を適用して振動数方程式を導いた．　そして，

解析結果に基づいて数値計算を実施し，殻の振動数パラメータと振

動モードを求め，殻の両端における支持条件やラミナの積層形態の

違いが振動特性に与える影響を検討した．　さらに，古典殻理論や近

似一次せん断変形理論を用いた同様の理論解析，並びに数値計算も

合わせて行い，　クロスプライ積層複合円筒殻に対する両理論の適用

範囲を示した．その結果を要約すると以下のようになる．

①殻の支持条件の違いによる振動特性の変化は積層形態によって大

　きく異なり，　これは積層形態の違いによる面内変形と面外変形の

　連成度合の違いに起因する．例えば，逆対称積層殻の場合は対称

　積層殻に比べて殻の軸方向の変形が大きくなるために，両端での

　軸方向変位の拘束によって振動特性が大きく変化する．

②クロスプライ積層複合円筒殻の固有振動数はラミナの積層数を増

　やすにつれて一定値に近づき，殻の支持条件，厚さによって異な

　るものの積層数5～8程度で振動数は一定値の±5％以内に収束す

　る．また，積層数が少ないときは積層順序の違いにより最大25％

　以上の差が振動数に生じるが，3層対称積層（0。／90●／0。）を選択す

　ることによって固有振動数の最大化が可能となる．
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③同じ数のラミナから構成される場合，奇数積層数のクロスプライ

　対称積層円筒殻については円周方向に繊維の通っているラミナの

　数が多いほど固有振動数が低くなり，　クロスプライ逆対称積層円

　筒殻の場合にはこのラミナが殻のより外側に位置するほど振動数

　が低くなる．

④クロスプライ積層複合円筒殻の固有振動数は各ラミナの縦弾性係

　数比が増加するにつれて単調に増加するが，積層形態の違いによ

　ってその変化の割合に差が生じる．なお，縦弾性係数比が変化し

　た場合でも結論③の特徴が確認でき，　これよりこの特徴はここで

　扱った材料特性と異なる特性を有する場合に対しても適用できる

　ものと考えられる．

⑤クロスプライ逆対称積層円筒殻に対する古典殻理論の適用範囲は

　等方性円筒殻の場合とほぼ同程度であるが，対称積層の場合には

　殻の厚さが比較的小さい場合でも固有振動数を過大評価する傾向

　がある．　また，Z／Rを微小量と考えた近似一次せん断変形理論を

　用いた場合には，殻が長く厚いほど固有振動数を過大評価する傾

　向があり，特に逆対称積層の場合にはその傾向が顕著となるため

　にこの近似理論の適用には注意が必要となる．
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第4章　アングルプライ積層複合円筒殻の自由振動

4．1　まえがき

　これまでのFRPの構造材料としての適用においては，　FRPラ

ミナのもつ異方性の影響が出ないように積層して，構造の軽量化を

主たる目的とした設計が少なくなかった．しかしながら，近年，航

空機の前進翼やタービンブレードなどに代表されるように，　ラミナ

のもつ異方性を積極的に利用するテーラーリング技術の開発が進め

られている．　これはうミナの材料特性，積層順序，積層数，　繊維配

向品等を適切に選択することにより，使用目的に合った力学的特性

を構造部材に与えるという今までよりも一歩進んだFRPの適用方

法である．　したがって，　今後，益々厳しくなる高性能化，　軽量化の

要求に対応するため，　このようなFRPの異方性をうまく活かした

構造の最適設計が望まれている．また，実際に用いられている積層

複合円筒殻には繊維配向角α＝0。，±45。，90。のうミナから構成され

るものが多く見受けられるが，　この繊維配向角の選択は実験的研究

によることが多く，　この組み合わせが殻の静的強度，固有振動数，

座屈荷重などに対して最適なものであるかどうかについては必ずし

も明らかでない．　さらに，　ラミナの異方性の影響が出ないようにと

考えられた従来の設計においては，殻を構成するラミナの積層数を

多く用いているが，異方性を積極的に利用する場合，　それが適切か

どうかについても明らかではない．　したがって，構造の最適設計実

現のために，ラミナの繊維配向角，積層数などの各種積層パラメー

タが積層複合円筒殻の振動特性に与える影響を正確に把握すること

は重要となっている．

　しかし，　これまでの積層複合円筒殻の振動に関する研究において

は，第3章で取扱ったクロスプライ積層複合円筒殻に関するものが

一　80　一



ほとんどであり，その他の積層形態，例えば各ラミナの繊維配向角

が殻の軸方向，　円周方向と一致しないアングルプライ積層複合円筒

殻（図4－1）を取扱った研究報告は少ない．また，実際に多く見受け

られる繊維配向角0。，±45。，90。のうミナから構成される積層複合円

筒殻に関する研究もあまりない．そこで，本章ではアングルプライ

積層複合円筒殻や面内擬似等方性と考えられる積層構成（繊維配

向角0。，±α，90。のうミナからなる積層構成）からなる複合円筒殻

（図4－2）に着目し，それらが様々な支持条件，積層管，積層順序を

有する場合について固有振動数と振動モードを求め，殻の支持条件，

積層形態の違いが積層円筒殻の振動特性に与える影響を定量的に明

らかにする．　さらに，数値結果に基づいて積層複合円筒殻の基本振

動数の最大化（最適化）のために最適な積層構成について検討する．

　この研究のために，第2章で誘導した積層複合円筒殻のひずみエ

ネルギーと運動エネルギーを用いてエネルギー法の一つであるリッ

ツ法により積層複合円筒殻に関する振動数方程式を導出する．　ここ

で，殻の変位を近似する試験関数には殻の両端における幾何学的境

界条件を満足するべき級数（軸方向）とフーリエ級数（円周方向）を用

いる．　この変位関数はパラメータの指定によってどのような幾何学

的境界条件も満足させることが可能であって，　これにより殻が任意

の幾何学的境界条件を有する場合に対して本解析法の適用が可能と

なる．　そして，　この解析結果に基づいて数値計算を実施し，積層複

合円筒殻の振動特性を明らかにすると共に殻の基本振動数を最大に

する最適な積層構成について考察を加える．
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図4－1　アングルプライ積層複合円筒殻
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図4　一一2　擬似等方性積層複合円筒殻
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4．2　リッツ法

　本章で取扱う積層複合円筒殻の解析においては，第3章のクロス

プライ積層複合円筒殻の場合と異なり解の変数分離が困難となるの

で，ここではエネルギー法の一つであるリッツ法を用いて殻の振動

数方程式を誘導する．　この解法はエネルギーの停留原理に基づく解

法であって殻の幾何学的境界条件を満足する変位関数を用いると，

近似解は真の解に高い値から収束することが知られている．

4．2．1基礎式

　積層複合円筒殻の自由振動に対して円振動数ωの調和振動を考え

ると，殻の各変位量は

　　　乙あ（X，θ，t）＝しる（X，θ）sinωt

　　　zz（x，　e，　t）　＝＝　V．（x，　e）　sin　to　t

　　　tL6（x，　e，　t）＝　“6（x，　e）　sin　tu　t　〉　…（4．　1）

　　　iytl，（x，　e，　t）　一　g（x，　e）　s　i　n　tu　t

　　　ztb（x，　e，　t）　＝　We（x，　e）　sin　to　t

で与えられる．これより積層複合円筒殻の最大ひずみエネルギー

Um。xは式（2．17）より次式のように書き改められる．

娠一

＋〔几・＋平瓦・＋㍗〕〔gy〕犠階＋瓦・〔9t）2

＋肇關卑2窪・2難＋欄判物2

＋2 ﾙ礪＋2麟礪＋2脅・難

　＋2A2饅聾＋2D66｛塑鎚
　　R　axae’　R　aeax
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Tmax」獣τ「τ副L＋長し剃w＋滞

　　＋T・92　＋・T・9te2＋2・掘＋2レ・＋訓呵dκdθ

と書き直される．

…　　（4．3）

4．2．2　変位関数

　ここでは殻の両端における任意の幾何学的境界条件を満足する変

位関数を導入する．まず，以下の解析を簡単化するために次の無次

元量を導入する．

ξ一κ／L，η一z／H，（1，　h）＝（1／R）（L，H）

（しも，v。，礪）＝（1／H）（ししV。，鵬）

（亜，喝）＝（H／R）（艦一翼）

λ2＝ρoR2ω2／Eo

（一r　一r　’rt　1，　t　2，　tS）一（1／ρ。R）（71，L／R，T、／R・）

（一　　　　　　　　　　　＊α‘ノ，α‘ノ，av）一（1／E。R）（河、、，ん，A，、）

（　　　　　 ホわ‘’，b・みb‘ノ）ニ（1／E。R2）（吾、，，B、ゐB7、〉

　　　　　ホ（∂「ごノ，d‘ノ，　dr‘ノ）＝（1／E。R3）（D‘ノ，　D‘，，　D　7，）

　　　　　　　　　　（i，ノ＝1，2，4，5，6＞

…　　（4．4）

ここで，　λは無次元振動数パラメータを表し，　ρ。，E。はそれぞれ無

次元化の際に基準となる密度，　縦弾性係数である．

　次に殻の変位量α，豆，薦，亜．鶏を次のようにべき級数（軸方向）と

フーリエ級数（円周方向）を用いて表す．

　　　　　　　ノ　　ノ
　　　しも（ξ，θ）＝Σ　Σ　Uu　Xli（ξ）Yj（θ）

　　　　　　　i．1　」．1

　　　　　　　ノ　　リ
　　　V・（ξ，θ〉＝Σ　Σ　Vi」X2i（ξ）Yj（θ＞
　　　　　　　i鷹1　」。1
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　　　　ノ　　ノ
礪（ξ，θ）＝Σ　Σ　W〃X3‘（ξ）γノ（θ）

　　　　ご鰯1　ブ幽1

　　　　ノ　　ノ
亜（ξ，θ〉＝Σ　Σ　黙‘」X4i（ξ）γノ（θ）

　　　　ご口1　’01

　　　　　　　ノ
We（ξ，θ〉＝Σ　Σ　鵬‘ノX5‘（ξ）γノ（θ）

　　　　‘曝1　ノ艦1

Xmi（ξ）一ξα肌（ξ一1／2ゾー1（ξ一1卉

　　　　　　　ブー1
　　　　　　COS　　θ　　（ブ：奇数）
　　　　　　　　2
γノ（θ）＝

　jsin　＝一e
　2

（」：偶数）

…　　（4．5）

ここで，上式中のUi」，V‘ハWi」，Wx‘ハ鵬i」はそれぞれ未定係数で

ある．また，上式で与えられる試験関数Xmi（ξ）は，べき乗の指数

αmtβm（m＝＝1，2，3．4，5）を適切に指定することによって，殻の両端

における幾何学的境界条件を満足させることができる．例えば，殻

の右端（ξ＝1）において変位aが拘束されている殻（aニ0）を扱う

場合にはβ1・＝1とし，拘束されていない場合（a≠0）にはβ1＝0と

与えればよい．すなわち，数値計算の際にこの指数αmtβmを適宜指

定することによって，任意の幾何学的境界条件を有する積層円筒殻

に対して本解析法の適用が可能となる．

　いま，積層複合円筒殻の両端での支持条件が両端単純支持，両端

固定，　一端固定他端自由の場合，　殻の境界条件はそれぞれ

　両端単純支持：

　　　Nx＝豆＝薦＝Mx・＝鵬・＝0　　（ξ＝0，1）

　両端固定：

　　　a一　rk　＝一　nt　＝＝g＝＝　We　＝＝o　（g＝＝o，1）　〉　…　　（4．6）
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固定（ξ＝0）一自由（ξ＝1）：

　　　a一　rk　＝＝　nt－W．　一We　一＝o　（g＝一〇）

　　　N．＝　T．＝　Q．．＝　M．　＝＝　M．e　＝o　（g＝1）

で与えられるので，各場合に対してαm，β拠を

　両端単純支持：

　　　ai＝＝Bi＝a4＝＝B4＝O，　a2＝B2＝as＝＝Bs＝＝as＝Bs＝1

　画」剴重L笙：

　　　ai＝Bi＝a2＝　／9　2＝aB＝Bs＝a4　：B4＝ae＝＝　Bs＝1

　固定（ξ＝0）一自由（ξニ1）：

ai＝a2　＝as＝　a4　＝＝　a6　＝＝　1，　Bi　＝＝　B2＝B，　＝＝　B，＝　B，　＝O

…　　（4．7）

と指定することによって殻の両端における幾何学的境界条件を満足

させることができる．

4．2．3　振動数方程式の誘導

　次に殻のラグランジュ関数に関する停留条件を用いて積層複合

円筒殻の振動数方程式を誘導する．　このために式（4．4），（4．5）を式

（4．2），（4．3）に代入し，殻のラグランジュ関数L＝T，。a、一Umaxに

停留条件式

　　　aL　aL　aL　aL　aL　　　slt；ln：一aVmn＝atti7　i；n＝blE　iT．＝：ont．＝O　’’’”（4’8）

　　　　　　　　　（m＝1，　2，．．，　1　；　n＝　1，　2，．．，　J）

を適用する．　その結果，連立同次方程式

Ik‘z：夕一献：グlil・…・・（4・　9）

　　　　　　　（i，m＝　1，　2，．．，　1　；　in－1，　2，．．，　J）
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が得られ，

　　　　k（画一λ2厩（7：，）］1一・

　　　　　　　（i，m＝一　1，　2，．．，1　；　in－1，　2，．．，　J）

が求まる．ただし，

リックス［M！］の各要素は

　　　　　　　　　　Kfn　Kfiz　Kfi3　Kfi4　Kfis
　　　k野二）1－　　　　　　K／22　憂二：：　≡｛三；　ミ三i

　　　　　　　　　　　Sym．　Kf，，

　　　　　　　　　　Mf，，　O　O　Mf，，　O

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Mfss

　　　Kfii　一　EI1’一；ifll．tg：Oj＋a：，f？9．，g：］

これが有意な解をもっための条件として振動数方程式

・・… @　（4．10）

上式における剛性マトリックス［Kf］，質量マト

＋㍗レ1鈷・92｝＋パ1剛9：？］

K！・2一
w許パ1・・gl吟！｝1。・9：1

　　　＋δ16ま至16∫：1。、gll＋α26∫蹴

K・13一
w弄ヂll・・gll＋α書，f1：。、gll

Kfi4　＝＝　！it’一；if14i．tg：Oj＋b：6f9：．，g：1

＋㍗〔パ1朗gllザ1鉱司

Kfis　＝　bY’t！Sf9：．，g：？＋！27’一！2fl：．，g：，i

一89一

tyscri．．mp．F

醗『



　　＋勢1！琵。・gll＋b；、パ1。、g謂

Kf22＝＝d，，f：：．，g：1＋gi1’L1一±Z」？：EL±g！1E6＋25：6＋dssfss．，g：o，

　　＋攣8レ繍ザll副9：？）

Kf23　＝　a2，f：：．，g：？＋gf’一g6fsg．，g．O　O，

K／24－516 ﾜ郭‘ヂ“。、gll＋b26！1鉱、9二｝

　　＋1IS’2f：，i．tg；？＋11；’一！6fS2．ig：l

Kf，，＝1Z1’E－illiZE！s＋g6sf；1．，g：o，＋b，，f：，O．，g：］

　　＋午』〔！麗一・9二，＋・デ5：一・9£｝）

Kfss　＝：　a：2f：sO．tg：Oi　＋a：4f：sO．tg：］

　　＋『鐸∫1』・92；＋『ヂレ1鉱・921ザll・・9：？）

Kf34　＝＝　12r’一12f：：．tg：OJ＋b：6f：，O．，g：」i

　　＋『爵∫ll・・gll＋α45／1！剛gll

Kfss　＝　bZ’！ES　．f’：1．tg：Oj　＋b：2f：：．tg．O　ji

　　＋　（a“　一一　b：4）f：：．tg：？＋1！i’！一1“　fg：．，g．O　O，

Kf44　＝　％’lf：：．tg：Oj　＋d，：f，O　，O．，g：1

　　＋穿レ：2m・9：｝＋ノll・司＋δ55！蹴

Kf・・一
噤I1島・g吟∫1』・gk？＋撃！ll副gll
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　　　　ゆ　　　　リ　　　　　　　　ユユ　　　　　　　　　　　ロリ　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋（i5，！45m、9司＋α45∫45。、9。」

　　　ホ　　　ゆり　　　　　　　　　　　　　　　　　　ホ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　むK！55＝（122fi5mI9駐」十（α44－b44十（∫44＞．デ55m19騒」

　　　＋撃！ltm・gl吟！1翫・9：！＋f：9・・gl？〕

Mハ1一τ，f？？。、gl？，　M，14一τ、パ1。、gl？

M，22一（T，＋2τ、＋τ、）fl：。、gll

M・25一（τ、＋τ、）f：：。、gll，　M1，、一τ1パ1。、92？

M・、4一τ、パ1。、9：1，　M，，5一τ、∫：1。、gl？

　　　fM，・一∫：鍔為雑‘dξ

　　　　glf一∫：π雑彩dθ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・…　　（4．11）

で与えられる．　したがって，式（4．10）で与えられる一般化固有値問

題を解くことによって積層複合円筒殻の固有振動数（固有値〉が求ま

り，それぞれの固有値に対応する固有ベクトルを求めることにより，

式（4．5）を用いて振動モードが決定できる．

4．2．4　古典殻理論に基づく解析

　古典殻理論に基づく解析においても，解析手法は一次せん断変形

理論の場合とほとんど同じであるので，　ここでは古典殻理論を用い

る場合に書き改める必要のある基礎式のみを示す．殻の最大ひずみ

エネルギーと最大運動エネルギーは式（2．29），（2．30）よりそれぞれ

Umax一

　　　＋〔几・＋2脅申継トD11隣砦〔簿2

一91一

琴



　　　＋2浄2難＋瓦計2響・〔∂難θ12

　　　　2A22∂梶　　　　　　　　2A，，∂しる
　　　＋rv訪階R翫罵

　　　　2A，6∂U∂梶27τ12∂α∂V。
　　　十　　　　　一一十　　 一一　　　　R∂θ∂κ　R∂x∂θ

　　　＋2食16難＋負〔乃欄難＋2－iA：）12・器鰐

　　　＋2〔几・＋聖農巽＋2壽・瓢＋2語鍔陥

　　　＋2万・6＋D・6塑∂2M＋2D26＋D；・…遡∂2ZZ

　　　　　R　∂ガ∂κ∂θ　　R3　∂e・∂x∂θ

　　　一2騰嘱一2餐1響罵一2コ口響・錯θ礪

　　　一2レ㍗機簿一2厩1許・鍔錺θ

　　　2B26∂梶∂W　2吾12∂V。∂W　2B22∂V。∂礪

　　　　拝∂x∂e2　R∂θ∂．［］c？　R3∂θ∂θ・

　　　一長〔2瓦・＋総論θ一2吾11麟

　　　　　　ゆ　　　一2B66＋B56聾∂2M一…旦内壁一琴平⊆塑
　　　　　R2∂θ∂x∂θ　ぽ∂κ∂e2　R∂θ∂ガ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ホ　　　一2B1『寄16叢叢θ一2甕；6辮1dκびθ

Tmax一

で与えられる．また，解析の簡単化のために無次元量

　　　ξ一κ／L，η一z／H，（1，h）一（1／R）（L，H）

　　　（しも，v。，礪）＝（1／H＞（しもV。，礪）

　　　λ2＝ρoR2ω2／Eo，　T1＝7－1／PeR

　　　（一　　　　　　　　　＊aih　aw，　ai」・）一（1／E。R）（河、，，ん，A7，）

・・… @　（4．12）

…　　（4．13）
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　　　（5w，　b’みbX＞＝（1／E。R2）（吾ごノ，　Biノ，　BX）

　　　（dw，　dl、，　df、）一（1／E。R・〉（D，、，　D、、，　D7、〉

　　　　　　　　　　　　　　　（i，ノ＝1，2，6）

を導入し，殻の各変位α，窟．砿を

　　　　　　　ノ　　ノ
　　　しも（ξ，θ）・＝Σ　Σ　UσXli（ξ）Y」（θ＞

　　　　　　　iel　Jtl

　　　　　　　ノ　　ノ
　　　％（ξ，θ）＝Σ　Σ　Vi」X2i（ξ）yPゴ（θ）

　　　　　　　iel　声1

　　　　　　　ノ　　ノ
　　　礪（ξ，θ〉＝Σ　ΣW’σX，　i（ξ）Yノ（θ）

　　　　　　　iei　j・1

を用いて表す．

…　　（4．14）

　　　　　　　ここで，上式中の試験関数Xmi（ξ），yノ（θ）はそれ

ぞれ式（4．5）で与えたべき級数とフーリエ級数であり，面内変位a，

V。に関するαmvβm（m＝1，2）の指定方法も同じである．　しかし，面

外変形に関しては，式（2．32）に示したように殻の幾何学的境界条件

が変位砿と勾配∂tw∂ξで与えられるので，面外変形が非拘束であ

る場合（自由），変位礪が拘束されていて勾配∂砿／∂ξが拘束されて

いない場合（単純支持），そして変位と勾配の両方が拘束されている

場合（固定）に対してαStβ、をそれぞれ0，1，2とを指定すればよい．

　そして，殻のラグランジュ関数L＝Tmax　一Umaxに関する停留条

件によって殻の振動数方程式

　　　［Kb（T・j？）］一A2（M（T．1］）ll－o　・・…（4．is）

　　　　　　（i，m一　1，　2”．，　1　；　7’，n一　1，　2，．”　J）

が誘導できる．ただし，上式における剛性マトリックス［K。］，質量

マトリックス［M。］の各要素は
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　　　＋…争∫ll雇9窪1＋d・・＋￥s・＋d：・∫翫9湯

　　　＋d：・！1：剛9：1－b；・〔燕9島3ザ1副

　　　一制燕9窪3ザ1繍1

　　　＋ら≒d’Sレ繍｝＋！翫9轟3〕

　　　一b26｝b鶴レ繍｝＋燕9義1〕

　　　＋砺弊レ繍｝ザ翫9ム1〕

Mcii一　Tif9？．ig：g　，　M．22　＝＝　T，f：：．ig：3・

Mc33　＝＝　7’if：：mig93

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・…　　（4．16）

で与えられる．以下，一次せん断変形理論を用いた場合と同様な手

順によって積層複合円筒殻の固有振動数と固有振動モードを求める

ことができる．
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4．3　固有振動数と振動モード

　本章においては，同じ厚さと材料特性をもつうミナから構成され

るアングルプライ積層複合円筒殻と繊維配向角0。，±α，90。のうミ

ナを対称積層した複合円筒殻について数値計算を実施した．以下で

は，第3章のときと同様にラミナの積層数Nの異なる積層複合円筒

殻の振動数パラメータを比較しているが，この場合の各ラミナの厚

さは積層した殻全体の厚さが常に一定となるように与えている．

また，数値計算において用いたラミナの材料特性は，　クロスプライ

積層複合円筒殻（第3章）の場合と同様に

　E，　＝　20　E，，　G，，　＝＝　G，，＝　O．　65E，，　G，，　＝＝　O．　5E，　，　v，，　＝　O．　25

とし，せん断修正係数κ2には5／6を用いた．なお，振動数パラメー

タλはうミナの縦弾性係数E・を用いて無次元化（E。一E、）している．

4．3．1　数値計算精度の検討

　本解析法の計算精度は式（4。5）における試験関数Xmi（ξ），　Y」（θ）

の項数1，Jに依存するので，採用した項数による振動数パラメータ

λの収束状況を調べる必要がある．表4－1，表4－2はそれぞれ3層

（45。／一45●／45。），2層（45。／一45●）のアングルプライ積層複合円筒殻

について，項数1，Jを変化させたときの振動数パラメータの収束

状況を示している．ここで，南中の振動数パラメータλの右上の数

字は振動モード形を調べることよって求まる円周方向の波数（以下，

円周方向波数と呼ぶ）を表している．表からわかるように，支持条件，

積層形態，振動の次数の違いによって収束状況はいくらか異なるが，

いずれの場合に対しても軸方向の試験関数Xmi（ξ）について1・8と

すれば十分な精度で振動数が求まる．…一・・一方，円周方向の試験関数

yバθ）については，9項（J・9）採用した場合と項数Jをより多く採

用した場合の計算結果はよく一致しており，　9項（J＝9）で十分な精
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度で振動数が求まることがわかる．これは表に示した最低次から五

次までの振動が円周方向波数の比較的小さい振動モード形に対応す

るためと考えられる．以上の結果より項数1×J＝8×9を用いて以

下の数値計算を行った．
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表4－1　3層（45。／一45◎／45。）アングルプライ積層複合円筒殻の

　　　　　　　　　　　　　振動数パラメータの収束状況
　　　　　　　　　　〔1　＝　4．　o，　h　一一　O．　2，　E，　＝20E，，　Gi2＝Gsi＝＝　O．　65E，，　G，，＝O．　5E，，　v　，，＝O．　25．〕

IxJ lst 2nd 3rd 4th 5th

s．　s．　一　s．　s．

4×9
5×　11

6×　13

7×　15

8×　17

9×　19

5×9
6×9
7×　9

8×　9

9×9

O．　46192

0．　4593

0．4583

0．4578
0．　4575

0．　4575

O．　4593

0．4583

0．4578
0．　4575

0．4575

O．6128i　O．85803
O．6127

0．6124

0．6124

0．6124

0．6124

O．6127

0．6124

0．6124

0．6124

0．6124

O．8388

0．8350

0．8345
0．　8337

0．　8335

O．　8388

0．8350

0．8345

0．8337

0．8335

O．　99350

0．　9935

0．　9932

0．　9932

0．　9932

0．9932

O．　9935

0．　9932

0．9932
0．　9932

0．　9932

1．2902
1．　078

1．　078

1．074

1．074
1．　074

1．078

1．078

1．074
1．　074

1．074

Clamped一　Clarnped

4×9
5×　11

6×　13

7×　15

8×　17

9×　19

O．　65722

0．6547

0．6527
0．　6519

0．6514

0．6513

O．9030S　1．031i
O．8924

0．8908

0．8903

0．8900

0．8900

1．　027

1．　025

1．　024

1．　023

1．　023

1．　10sO

1．099

1．097
1．　096

LO96
1．　096

L3733
1．335
1．　322

1．　319

1．　319

1．318

Clamped一　Free

4×　9

5×　11

6×　13

7×　15

8×　17

9×　19

O．2243i

O．2226

0．2218

0．2214

0．2212
0．　2212

O．　32172

0．3172
0．　3156

0．3145

0．3142

0．3140

O．　59870

0．5962

0．5949

0．5942

0．5939

0．5939

O．　68972

0．6798
0．　6746

0．6738
0．　6730

0．　6727

O．　71323

0．7069
0．　7028

0．7006

0．6994

0．6988
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表4－2　2層（45。／一45。〉アングルプライ積層複合円筒殻の
　　　　　　　　　　　振動数パラメータの収束状況
　　　　　　　　〔1　＝4．　o，　h　＝＝　O．　2，　E，　＝＝　20E，，　G，，＝Gsi＝O．　65E，，　G，，＝　O．　5E，，　v　，，＝O．　25．〕

IxJ lst 2nd 3rd 4th 5th

s．　s．　一　s．　s．

　　4×9
　　5×　11

　　6×　13

　　7×　15

　　8×　17

　　9×　19

5×　9

6×9
7×9
8×9
9×9

O．　37422

0．3739

0．3738

0．3737

0．3736

0．3736

O．3739

0．3738

0．3737

0．3736

0．3736

O．　6165i

O．6102

0．6094

0．6075

0．6074

0．6074

O．6102

0．6094

0．6075

0．6074

0．6074

O．　74033

0．7400

0．7400

0．7399

0．7399

0．7398

O．7400

0．7400

0．7399

0．7399

0．7398

O．　99330

0．　9933

0．　9931

0．　9931

0．9931
0．　9931

O．　9933

0．　9931

0．　9931

0．9931
0．　9931

L　1762

1．006
1．　001

0．9972

0．9961

0．9959

1．006

1．001

0．9972

0．9961

0．9959
C1　amped　一　C1　amped

4×9
5×　11

6×　13

7×　15

8×　17

9×　19

O．　58732

0．5853

0．5833

0．5821

0．5819

0．5818

O．　7814S

O．7805

0．7796

0．7792

0．7792

0．7791

1．　05gi

1．053

1．050

1．048

1．048

1．048

1．　looo

1．　089

1．　085

LO84
L　084

1．084

1．1763

1．146

1．140

L139
1．138

1．138

Clamped一　Free

4×9
5×　11

6×　13

7×　15

8×　17

9×　19

O．　2255i

O．2234

0．2224

0．2217

0．2215

0．2214

O．　27472

0．2723

0．2709

0．2703

0．2699

0．2698

O．　60812

0．5993

0．5954

0．5938

0．5934

0．5931

O．　60160

0．　5984

0．　5963

0．　5951

0．　5948

0．　5947

O．　6778S

O．6746

0．6725

0．6712

0．6703

0．6700
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　また・本解析法の妥当性を確認するために，　いくつかの既知の結

果との比較を行う．表4－3は比較的厚い（h・0．2）クロスプライ積層

複合円筒殻について，本解析法（リッツ法〉と第3章の伝達マトリッ

クス法より得られた振動数パラメータλの比較を行ったものである．

表からわかるように，本解析法は近似解法であるにもかかわらず，

本解析法より得られる計算結果は数値的に直接積分して求めた伝達

マトリックス法の結果と非常によく一致している．

　表4－4は薄肉（h＝0，0025）のクロスプライ積層複合円筒殻の振動

数パラメータλについて，古典殻理論を用いた本解析法（リッツ法）

より求まる計算結果と小林ら23が求めた結果の比較を行ったもので

ある．この表よりわかるように，両端が固定された殻の場合には両

者に0．5％程度の差があるもののよい一致をしている．

　表4－5は3層（45。／一45。／45。〉，2層（45。／一45。）のアングルプライ薄

肉（h＝0．01）積層複合円筒殻について，一次せん断変形理論と古典

殻理論より得られた振動数パラメータλを比較したものである．

一次せん断変形理論より求まる計算結果は殻の面外のせん断変形を

考慮しているため，古典殻理論から得られる結果に比べてわずかに

低い振動数を与えているが，両者はよく一致している．

　以上の計算結果より本解析法の妥当性が確認できる．
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表4－3　一次せん断変形理論より求まるクロスプライ
　　　　積層複合円筒殻の振動数パラメータの比較

〔1　＝1．　0，　h＝O．　2，　E，＝20E，，　G，，　＝＝　G，，＝O．　65E，，G23＝O．　5E，，　v　，，＝O．　25，　S．　S．　一S．　S．　，　1　×J　＝＝　7×15．〕

Larnination Method lst　2　nd　3　rd　4　th　5　th

O　O／90　0／O　O　｛

oe／goe　｛

　Ritz
Transfer

　Ritz
Transfer

1．　8812　1．　901S　2．　0854　2．　086i　2．　4105

1．881　1．901　2．085　2．086　2．410

1．　4072　1．　470S　1．　762i　1．　8194　2．　3405

L407　1．　470　1．　762　L　819　2．　340

Ritz　：　The　Ritz　method　（chapter　4）

Transfer　：　The　Transfer　Matrix　method　（chapter　3）

表4－4　古典殻理論より求まるクロスプライ積層複合
　　　　　円筒殻の基本振動数パラメータの比較
　　　　　〔1　＝＝　2．　0，　h　＝O．　0025，　E，＝15．　59E，，G，，　＝O．　5366E，，　v　，，＝O．　32〕

Support
Conditions Lamination Present

Kobayashi
－Nagashima［23］

s．　s．　一　s．　s．

c－c

　90　O／o　o

　oo／goe
O　O／90　O／O　O／900

go　e／o　e／go　o／o　o

O　O／90　O／90　O／O　0

90　O／O　O／O　O／900

　90　“／o　o

　O　O／900

O．　12468

0．　12008

0．　14127

0．　1431T

O．　11708

0．　1649S

O．　15358

0．　15178

O．1245

0．1200

0．1412

0．1430

0．1170
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一　101　一

一
…
難

灘
騨

‘



表4－5　一次せん断変形理論と古典殻理論より求まるアングル
　　　　　プライ積層複合円筒殻の振動数パラメータの比較
　　　〔三二≦1：5卸驚0ξ1：禽「α1　5Eり

Mode

　　45　O／一45　O／450

t一一一一一一一一，L一一一一一・，
　　45　O／一45e

1　st

2　nd

3　rd

4　th

5　th

O．　1188B

O．　12464

0．　16945

0．　21802

0．　22556

O．1188

0．1247

0．1697

0．2180

0．2260

O．　09444

0．　1097S

O．　1233S

O．　17196

0．　20376

O．　0944

0．1097

0．1234
0．　1721

0．2038

FSDT　：　First－Order　Shear　Deforrnation　Theory

CTST　：　Classical　Thin　Shel　l　Theory
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4．3．2　支持条件の影響

　ここでは殻の支持条件が振動特性に与える影響について検討する．

図4－3は両端単純支持されたアングルプライ積層複合円筒殻の振動

数パラメータλと繊維配向角αの関係を示しており，図（a），（b＞は

それぞれ3層積層（α／一α／α）と2層積層（α／一α〉の場合に対応して

いる．　また，立中の曲線は最低次から五次までの振動数（振動数の低

い方から順に並べた振動数）を各次数ごとに結んだものであり，図中

の（・）印を付した箇所に示す数字は対応する振動モード形の円周方

向波数を表している．また，図中の0“，Ovはそれぞれ軸方向変位a

の卓越する伸び振動，　円周方向変位豆の卓越するねじり振動を表し

ている．図からわかるように，繊維配向角αが増加するにつれて振

動数パラメータは大きく変化し，振動数が接近している付近におい

て振動モード形の移り変わりが起こっている．そして，　3層対称積

層の場合には2層逆対称積層に比べて振動数が全体的に高くなる．

一方，　見方を変えて振動モード形別に振動数パラメータと繊維配向

角の関係をみると，図中の振動モードは繊維配向角αの増加と共に

振動数パラメータが高くなりα＝90。のときに振動数が最も高くなる

ものと，繊維配向角α＝30。近傍において振動数が極大となる振動モ

ードに分けることができる．図においては，n＝2，　3の軸方向一

次の振動モードが前者に相当し，n＝Ou，1の一次およびn＝2の

二次が後者に属する．

　図4－4，図4－5はそれぞれ両端固定，　一端固定他端自由（片持ち）

のアングルプライ積層複合円筒殻の振動数パラメータλと繊維配向

角αの関係を示したものであり，各図（a），（b）はそれぞれ3層積層

（α／一α／α〉と2層積層（α／一α）の場合に対応している．図からわか

るように，繊維配向角が変化したときの振動数の変化の傾向は両端

単純支持された場合とよく似ており，振動モード形の移り変わりも

確認できる・　しかしながら，両端固定された場合（図4－4＞における
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αニ30。～60。のn＝1の曲げ振動とα・＝80。近傍でのn＝0の伸び振

動においては，　3層対称積層に比べて2層逆対称積層円筒殻の振動

数がいくぶん高くなることが認められる．また，同様に一端固定他

端自由の場合にはα＝20。～400のねじり振動（nニOv）においても同

様な特徴が確認できる．　さらに，両端単純支持された場合と同様に

これらの支持条件の場合においても，振動モード形別にみた場合，

前述のような2っの振動形に分類することができる．
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　次にアングルプライ積層複合円筒殻の振動モード形について考察

する．図4－6は両端単純支持されたアングルプライ積層複合円筒殻

の振動モードを示しており，図（a）と（b）はそれぞれ3層積層（α／一α

／α），2層積層（α／一α）に対応している．また，各々の図には変位

a，豆，礪の軸方向分布，図4－7に示すような円筒殻の展開面に面外

変位薦の節線（ワ昭＝0）と薦＝±0．5（厩）maxの等振幅線が描かれている．

なお，各軸方向分布図における変位乙Z，豆，礪は，それぞれの変位に

対して最大値を与える殻の軸線（礪についてのみ展開図中に点線で

示す）上での変位分布であり，それぞれ点線，破線，実線で示すと

共に各々の最大変位量で基準化してある．はじめに図（a）の3層対称

積層円筒殻の振動モード形に着目すると，図4－3に示したように繊

維配向角αの変化に伴って振動モード形の現れる順序が変化してい

ることがわかる．　また，節線2本（円周方向波数n－1）の振動モー

ド形（αニ20◎の三次，α＝45◎の二次，αニ70。の一次）に認められる

ように，繊維配向角が増加するにつれて面内の変位量が大きくなり，

面内変形と面外変形の連成が強くなることがわかる．　そして，他の

繊維配向角の場合についても調べた結果，　それぞれの振動モード形

に対してα＝45。～70。の範囲でその連成の度合いが最も強くなるこ

とを確認してある．　さらに，節線のあり方に着目すると，振動モー

ド形の違いによって傾きの度合いは異なるものの，ほとんどの振動

モード形において節線が全体的に殻の軸線から傾いており，繊維配

向角αが変化してもその傾きはあまり変化しないことがわかる．

そして，軸方向二次のモード形（α＝20。の五次，α＝45。の五次，α

＝70。の三次）においては，等方性円筒殻やクロスプライ積層円筒殻

において現れる軸方向の節線と円周方向の節線が交差することなく

一・ {の節線を形成する．次に逆対称積層円筒殻（図（b））については，

対称積層の場合と同様な特徴が認められるものの節線の傾き度合い

は対称積層の場合ほど大きくなく，節線の少ないモード形（α＝20。
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の一次と三次，α＝45。の二次と五次）においては殻の両端付近におい

て節線が大きく曲がることがわかる．

　図4－8，図4－9はそれぞれ両端固定，一年固定他端自由（片持ち）

のアングルプライ積層複合円筒面の振動モードを示しており，各々

の図における図（a），（b）はそれぞれ3層積層（α／一α／α），2層（α／一

α）積層円筒殻に対応している．図より殻の支持条件が両端固定，

一端固定他端自由の場合においても両端単純支持のときと同様な特

徴が認められる．　しかしながら，両端固定された2真逆対称積層の

場合（図4－8（b））においては，他の支持条件の場合と異なって節線が

対称積層の場合と同程度傾く．　これは逆対称積層のときには対称積

層に比べて面内と面外の変形の連成度合いが強くなるが，支持条件

が両端固定の場合は両端における変形が拘束されるために，　その連

成の影響が他の支持条件の場合に比べて強くなるためと考えられる．

また，　これらの支持条件の場合には両端単純支持の場合と異なり，

対称積層のときに殻の両端において節線が曲がっている．

　最後にラミナの積層数，支持条件の異なるアングルプライ積層複

合円筒殻について，基本（最低次の）振動数パラメータと繊維配向角

との関係を調べる．図4－10は1層～4層のアングルプライ積層複合

円筒面の基本振動数パラメータλと繊維配向角αの関係を示してい

る．図において実線，破線，点線はそれぞれ両端単純支持，両端固

定，　一端固定他端自由（片持ち）の支持条件を有する場合に対応して

おり，壷中のNは積層しているラミナの数である．すなわち，N＝

2は（α／一α），Nニ3は（α／一α／α），そしてN＝4s，4Aはそれぞれ

4層の対称積層（α／一α／一α／α），逆対称積層（α／一α／α／一α）を示

している．この図からいずれの支持条件の場合においても，積層数

1Vが増加するにしたがって振動数は全体的に高くなり，積層数Nニ

4程度において振動数はほぼある値に収束することがわかる．また，

両端単純支持された1＞・＝4sの積層円筒殻に着目すると，繊維配向角
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αがα＝：24。，54。近傍で振動数パラメータは極大となり，最も低い振

動数を与えるα＝＝90。のときに比べると，α＝24。のときに約67％も振

動数が高くなる．同様に両端固定された場合（N＝4、〉においても，

それぞれα一33。・74●の2箇所で振動数は極大となり最大70％ほど振

動数が高くなる．　さらに，一端固定他端自由の場合には，　α＝35。近

傍でのみ極大となり約130％も振動数が高くなっている．このように

アングルプライ積層円筒殻においては，繊維配向角αを適切に選択

することによって殻の基本振動数パラメータを極大にすることが可

能となるが，最も高い振動数を与える繊維配向角や振動数の上昇す

る程度は殻の支持条件，積層数の違いによって大きく異なる．
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4．3．3　積層数と殻の厚さの影響

　ここではアングルプライ（単層～4層〉積層複合円筒殻の殻の厚さ

を変化させた場合に着目し，ラミナの積層数，殻の厚さが殻の振動

特性に与える影響について検討する．

　はじめに同じ厚さの積層円筒殻に対して，ラミナの積層数を変化

させた場合を取扱う．図4－11は両端単純支持されたアングルプライ

積層複合円筒殻の振動数パラメータλと繊維配向角αの関係を示し

ており・図（a）・（b）・（c）はそれぞれ単層，4層対称積層（α／一α／一α／

α），4層逆対称積層（α／一α／α／一α）の場合に対応している．また，

図中の数字は対応する振動モードの円周方向波数を示している．

（2層，3層積層については図4－3に示してある．）図からわかるよ

うに，　いずれの場合においても繊維配向角の増加に伴う振動数の変

化は図4－3の場合とよく似ており，振動モード形の移り変わりも確

認できる．　しかしながら，単層の場合（図（a））には繊維配向角の変化

に伴う振動数の変化が小さいことと，　n＝1の軸方向一次の振動モ

ードの振動数が繊維配向角の増加と共に単調に減少していることが

他の積層形態の場合と異なっている．また，図（b）と図（c）を比較す

ると，α＝20。以上において逆対称積層の方がn＝3の振動数が高いこ

とが認められる．すなわち，アングルプライ積層複合円筒殻におい

ては，繊維配向角の選択と振動モード形によっては，逆対称な積層

構成を有する殻の方が対称積層より振動数が高くなる場合があるこ

とがわかり，これは第3章で取扱ったクロスプライ積層複合円筒殻

においてはみられなかった特徴である．
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懸離職繋関屋灘欝蝋櫻繋i／L，i，難聴

　次に殻の厚さを変化させた場合について，ラミナの積層数の違い

が振動特性に与える影響を調べる．図4－12はアングルプライ積層複

合円筒殻の基本振動数比λ／λ（0。）と繊維配向角αの関係をラミナの

積層数Nをパラメータにとって示している．　ここで，図（a）～図（d）

はそれぞれ殻の厚さ比がh＝0．2，0．1，0．05，0．01の場合に対応し

ている．また，各図におけるNはうミナの積層数を表しており，

基本振動数λはα＝0。のときの基本振動数λ（0。）を用いて基準化さ

れている．図からわかるように，アングルプライ積層円筒殻におい

ては殻の厚さによらず積層数N＝4程度で基本振動数はある値に収

束する．　また，積層形態が単層，　2層積層の場合，殻が薄いときは

繊維配向角の選択によって殻の基本振動数がλ（0。）に対して最大17

％ほど低下し，その傾向は殻の厚さが薄いほど顕著となる．それに

対して，　ラミナの積層数が多く（N＝3以上）殻の厚さが厚い場合に

は，繊維配向角の適切な選択によって殻の基本振動数を最大45％ほ

ど高めることが可能となり，この傾向は殻の厚さが厚いほど強い．

さらに，基本振動数を最大にする繊維配向角は殻の厚さによって異

なるものの，いずれの場合においてもα＝25。～40。の範囲内で振動

数は極大値をもつ．　したがって，アングルプライ積層複合円筒殻に

おいては，適切な繊維配向角の選択によって殻の基本振動数の最大

化（最適化）が可能となる．
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4．3．4　理論の違いによる固有振動数の比較

　表4－6～表4－9はそれぞれ等方性，3層クロスプライ積層（0。／90。

／0。），3層アングルプライ積層（45。／一45。／45。），2層アングルプラ

イ積層（45。／一45。）の円筒殻について，一・次せん断変形理論と古典殻

理論より求めた振動数パラメータλを比較したものである．また，

表中の振動数パラメータλの右上の数字は対応する振動モード形の

円周方向波数を表している．　これらの表よりわかるように，振動モ

ード形によって異なるが全体的に殻の厚さが厚いほど，殻の長さが

短いほど両理論より求まる振動数の違いが大きくなる．また，　1＝

1．0，h＝0．2の円筒殻に着目すると，アングルプライ積層の場合に

はクロスプライ積層ほど振動数に差は生じないものの，等方性円筒

面の場合に比べるとその差は大きい．　また，長い円筒殻（1＝4．0）に

ついてクロスプライ積層とアングルプライ積層の場合を比較すると，

短い場合（1＝1．0）とは反対にアングルプライ積層の方が両理論より

求まる振動数に差がある．さらに，アングルプライ積層円筒殻につ

いて3層対称積層と2層逆対称積層の場合を比較すると，　クロスプ

ライ積層のときと同様に逆対称積層円筒殻における差は対称積層の

場合に比べて小さい．さらに，長さの長いクロスプライ対称積層円

筒殻に対する古典殻理論の適用範囲は等方性円筒殻の場合とほぼ同

程度とみなすことができ，hニ0．2のときですら五次の振動数に12％

の差しか生じない．以上の計算結果より，積層複合円筒殻に対する

古典殻理論の適用範囲は殻の形状，積層形態，　振動モード形の違い

によって大きく異なるが，全体的な傾向としては，等方性円筒殻，

長さが長いクロスプライ積層円筒殻，　アングルプライ積層円筒殻，

短いクロスプライ積層円筒殻の順で古典殻理論の適用範囲が狭くな

り，逆対称積層複合円筒殻よりも対称積層の方が適用範囲が狭いこ

とがわかる．
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表4－6 一次せん断変形理論と古典殻理論から求まる
　等方性円筒殻の振動数パラメータλの比較
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表4－7 一次せん断変形理論と古典殻理論から求まる3層クロス
　　プライ積層複合円筒殻の振動数パラメータλの比較
　　　　　（el，一’b＝20，．E，g；，G．＞g，＝．，G，：：nyg－O．“5，E．gr．G23－o．sE，，）

1 Theory lst 2nd 3rd 4th 5th

1．0

O．2

O．1

O．05

O．Ol

FSDT
CTST
Differ．

FSDT
CTST
Differ．

FSDT
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Differ．

FSDT
CTST
Differ．

1．　8812　1．　901S　2．　08　54　2．　086i

2．564　2．707　2．984　2．522
　36．3　42．4　43．1　20．9

L　365S　1．　4084　1．　4702　L　5665

1．　509　1．　577　L584　1．　763

　10．5　12．0　7．8　12．6

2．　4105

3．　430

42．　3

1．　8226

2．060
13．　1

O．913540．941750．983331．0486　1．1962
0．9353　O．9689　1．000　1．082　1．208
　　2．4　2．9　1．7　3．2　1．0

O．　401980．　402570．　425690．　431560．　4934　fi
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Differ．　：

First－order　Shear　Deformation　Theory

Classical　Thin　Shell　Theory

〈A　cTsT一　A　esDT）／　L　psDT　×　100　（906）

一　133　一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　el一．　．．鍵’ヒ’



　Tt一一
一　一　　 尼．　一　丁

凝
「

「

℃
の

ド
、
「
、

rt／，va．／1

L’．S「難羅珍i総コ

ル次せん断変形理論と古典殻理論から求まる一3層アンダ
プライ積層複合円筒殻の振動数パラメータλの比較
〔E，＝＝20E，，　G，，＝G，，　＝O．65E，，　G，，＝O．5E，，V　i2　＝O．　25，　45　e／一450／45e，　S．　s．　一一s．　s．．〕

一
84一表

5th4th3rd2ndlstTheory九Z

2．3353
2．　769

　18．　6

2
4
腫
↓
」
1
↓
¶
1

3
0
　
・

り
6
【
」
2

●
　
．
｛
⊥

0
旧
り
6

184i
194
0．5

9313
003
3．　7

1581
583
0．　1

・
　
　
　
．
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
O
　
　
　
●

－
り
・
6
　
　
　

1
1

2

1
7
9

0
0
盈
U
　
●

∩
」
9
1
一
凸

0
【
り
O
O
り
6

0
0
　

●

【
σ
r
O
n
U

　
　
　
　
の
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
り

噂
工
¶
1
　
　
　

1
1
置
0

4
◎
リ
ワ
置
9

ρ
0
り
6
　
・

η
8
9
0
0

6
（
V
【
リ
ワ
ー

8
ρ
0
　
．

」
脹
【
り
民
U

　
　
　
り
　
　
　
　
　
　
　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
ゆ

り
6
り
乙
　
　
　
噌
⊥
－
⊥
　
　
　
i
⊥
－

886i
O53
8．9

669i
692
1．4

4
0
0
り
凸
¶
⊥

農
U
9
　
●

り
0
0
0
り
4

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　

4
1
2
　
　
　1
ニ
ー
　
　
　
¶
－
噌
－

7740
925
8．5

02
¶
－
り
乙

0
0
0
　

・

「
へ
U
2
U
i
－
31se
374
4．2

73115
7318
0．1

661090．
6648　O．
O．6

588960．
5903　O．
O．2

598280．
6014　O．
O．5

562870．
5652　O．
O．4

り
　
　
　
の
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
コ
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
ロ
　
　
　
　

－
↓
｛
1
　
　
　
　
1
↓
電
1
　
　
　
　
i
■
¶
ユ
　
　
　
　
∩
V
O

FSDT
CTST
Differ．

2o．

FSDT
CTST
Differ．

1o．

FSDT
CTST
Differ．

05o．

FSDT
CTST
Differ．

O．O1

0L

0742
150
7．　1

6124iO．　8337SO．　993201．

6135　O．9586　O．9923　L
O．2　15．0　一〇．1

O．　457520．

O．5079　O．
11．0

FSDT
CTST
Differ．

2o．

82643
8873
7．4

802440．
8530　O．
6．3

　
　
　
　
り

O
n
U

16101
6103
0．o

5132SO．
5396　O．
5．1

318420．
3268　O．
2．6

16095
6095
0．　o

5875Bo．
5967　O．
1．6

462340．
4717　O．
2．0

3032So．
3082　O．

L6

249520．
2503　O．
O．　3

218020．　22526
2180　O．2260
0．O　O．4

124640．　169450．

1247　O．1697　O．

O．1　O．2

1188SO．
1188　O．
o．o

　
　
　

コ
　
　
　
　
　
　
　
　

　
　
　

サ
　
　
　
　
　
　
　
　

　
　
　
　

0
0
　
　
　
ハ
U
n
U
　
　
　
O
∩
U

FSDT
CTST
Differ．

1o．

FSDT
CTST
Differ．

05o．

FSDT
CTST
Differ．

Olo．

04．

First－order　Shear　Deforrnation　Theory

Classical　Thin　Shell　Theory
（　A・　cTsT一　L　esDT）／　）L　FsDT　X　100　（SO）6）

■
O
　
　
●
■
　
　
■
●

FSDT
CTST
Di　ffer．

●

134

　　「正

　　譲薦藝寒

一

同
灘
叢

灘
．
　
．
縦

懇
…
難

鰭灘
灘
幽
門
糖
“
欝
，

灘
雛
騨

帥
’
．
．
》
　
』

灘灘i講
薫”

一
聲
憬

鱒鞭購灘
亭’．轄■
r　L1’　’一’t



7

．
二

臣

ウニ7芝卯牲・L㌻

く
．

難遡
窒
ド
．鞭

，n．s

　謡’　藷
韓i箆．騰繋野：欝鱗讐響悪

謬誕　　　　　　　　　　　　　司

1］xksr，

譲

舗
i講
　　ぱ蝦総

次せん断変形理論と古典殻理論から求まる．2層アングル
プライ積層複合円筒殻の振動数パラメータλの比較

〔E，＝　20E，，　G，，　＝＝　G，，＝O．　65E　，，　G，，＝　O．　5E，，V　i2　＝O．　25，　45　0／一45　0，　s．　s．　一s．　s．．〕

一
9

一
4表

5th4th3rd2ndlstTheory九Z

3
Ω
U
り
6
ワ
ー

り
乙
Q
り
　
．

ワ
「
ワ
ー
り
0

4
【
」
－
薩
U

O
σ
n
U
●

【
U
ワ
ー
ρ
0

0
」
呈
0
0
0
」

農
U
7
　
・

【
σ
【
り
0

2204
236
L3

1．2546
1．　301

　　3．7

1．5000
1．502
　　0．1

1．5037
L　577
　　4．　9

457280．　5041DO．　521860．　70055

4580　O．5054　O．5221　O．7006

0．2　O．3　O．1　O．O

●
　
．
　
　
　
　
・
　
●
　
　
　
　
●
　
●
　
　
　
　
・
　
●

1
4
1
　
　
1
↓
－
▲
　
　
－
↓
4
1
　0
0

567i
589
1．4

1551
560
0．6

5

り
6
n
U
【
U

O
4
【
り
・

4
1
↓
－
り
4
45407
4544
0．1

●
　
．
　
　
　
　
●
　
o
　
　
　
　
■
　
●
　
　
　
　
○
　
●

ー
ム
ー
－
　
　
－
－
－
↓
　
　
4
1
噌
1
　
0
（
∪

FSDT
CTST
Differ．

2o．

FSDT
CTST
Differ．

1o．

FSDT
CTST
Differ．

O．　05

FSDT
CTST
Differ．

O．O1

0L

2
373620．　6074iO．　7399SO．　993100．

3884　O．6112　O．8160　O．9923　L
4．0　O．6　10．3　一〇．1

9961
022
3．3

6619SO．
6785　O．
2．5

71204
7448
4．6

497840．　50603

5039　O．5080
1．2　O．4

・
　
　
・
　
　
　
　
　
　

●
　
　
●

（
∪
∩
U
　
　
∩
U
n
U

1

269620．　408630．

2713　O．4195　O．

O．6　2．7

6122
6131
0．1

4
り
0
ワ
ー

0
4
ρ
0
り
乙

ワ
ー
η
一
　
．

0
0
0
0
¶
－

2264SO．　232820．

2277　O．2328　O．

O．6　O．O
5

ワ
8
0
0

3
0
り
O

n
U
O
●

り
6
0
6
（
U

094440．　1097SO．　123350．
0944　O．　1097　O．　1234　O．

O．O　O．O　O．1

1719SO．
1721　O．
O．1

●
　
o
　
　
　
　
■
　
●
　
　
　
　
■
　
●
　
　
　
　
●
　
0

0
0
　
0
A
U
　
O
O
　
O
O

FSDT
CTST
Differ．

2o．

FSDT
CTST
Differ．

1o．

FSDT
CTST
Differ．

O．05

FSDT
CTST
Differ．

O．　O1

04．

First－order　Shear　Deformation　Theory

Classieal　Thin　Shell　Theory

（A　cTsTb　A　FsDT）／　A・　esDTX　100　（％o）

●
●
　

O
O
　O
O

FSDT
CTST

Differ．

5

135

　　馨　　難　難
　鍵

諜醗　三二鑛鑛



塵藻惣遣費ド戦購難聾養鶏”鮪票難ω生

4．4　各種積層複合円筒殻の固有振動数

　実際に多く用いられている積層複合円筒殻には，実験的・経験的

な理由により繊維配向角α＝0。，±45。，90。のうミナを対称積層した

ものが多い．　しかし，その積層形態（繊維配向角の組合わせなど）が

殻の静的強度，固有振動数，座屈荷重等を最大にするために最適な

ものかどうかについては必ずしも明らかにされていない．そこで，

本節においては繊維配向角0●，±α，90。のうミナから構成される対称

積層複合円筒殻の振動特性を調べ，繊維配向角αニ45。が固有振動数

を最大にするための最適な繊維配向角かどうかを検討する．なお，

以下で用いる［0。／α／90。］sの表示はラミナを殻の内側から0。／α／

90。／90。／α／0◎（対称6層）と積層した円筒殻を示している．

　図4－13は両端単純支持された対称6層積層複合円筒殻の振動数パ

ラメータλと繊維配向角αの関係を示しており，図（a），（b）はそれ

ぞれ［0。／α／90。］、と［90。／α／0。］sの積層形態を有する場合に対応し

ている．図からわかるように，円周方向波数n＝2，　3の軸方向一

次の振動を除くその他の振動においては繊維配向角α＝45。近傍にお

いて各振動数が極大となっている．また，これらの振動数には積層

形態の違いによってわずかながらに差が認められるものの，繊維配

向角の変化に伴う振動数の変化の状況はよく似ている．　これに対し

てn＝2，　3の軸方向一次の振動は積層形態の違いによってその振

動数に大きな差が生じており，［90●／α／0。］sの方がその振動数が全

体的に高くなっている．　したがって，対称6層積層複合円筒殻にお

いては，α＝90。のうミナを殻の中央面から離して配置する積層形態

［90。／α／0。】sを選択することにより，　α＝45。において基本振動数を

最大にすることが可能となる．また，この場合にはn＝1の軸方向一

次の振動が基本振動数を与える．
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　図4－14は両端単純支持された対称8層積層複合円筒殻の振動数パ

ラメータλと繊維配向角αの関係を示しており，図（a），（b）はそれ

ぞれ［0。／α／一α／90。］sと［90。／α／一α／0。］sの積層形態に対応してい

る．図のように，対称8層の場合においても対称6層積層の場合と

同様な特徴が認められ，α＝90。のうミナを殻の中央面から離して配

置した方が基本振動数が高くなる．　しかしながら，　α＝45。近傍で極

大値を与える対称6層の場合と異なり，対称8層のときにはα＝40。

～65。の範囲内で基本振動数が極大となる．また，このときはn＝2

の軸方向一次振動が基本振動数を与える．

　図4－15は対称6層，　対称8層，　アングルプライ対称4層の積層複

合円筒殻の基本振動数パラメータλと繊維配向角αの関係を示して

おり，対称4層アングルプライ積層の場合を破線で，その他の場合

を実線で示している．この図より，α＝0。，90。のうミナを有する積

層複合円筒殻においては，ラミナの積層数Nが多いほど，α＝90。の

うミナが殻の中央面から離れているほど基本振動数が高くなること

がわかる．また，　ラミナの数が多いほど振動数が極大となる繊維配

向角の範囲が広くなっている．　さらに，アングルプライ積層円筒殻

と比較するとα＝0●，90。のうミナも用いることによって最大25％ほ

ど基本振動数を高めることができ，そのときの繊維配向角はアングル

プライ積層の場合とは異なりα＝40。～65。の範囲内にある．
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4．5　本章のまとめ

　本章においては，　アングルプライ積層複合円筒殻や実際に多く用

いられている繊維配向角0。，±α，90。のうミナからなる積層複合円

筒殻に着目し，その振動特性をリッツ法を用いて明らかにした．

その際，第2章で誘導した積層複合円筒殻のひずみエネルギーと運

動エネルギーを用いると共に殻の任意の幾何学的境界条件を満足す

る変位関数を導入し，　ラグランジュ関数（汎関数）の停留条件によっ

て殻の振動数方程式を導出した．そして，　この解析結果に基づく数

値計算により殻の固有振動数と振動モードを求め，殻の両端での支

持条件や積層形態の違いが積層円筒殻の振動特性に与える影響を明

らかにすると共に，殻の基本振動数を最大（最適）にする最適な積層

形態を検討した．　さらに，古典殻理論を用いた同様の理論解析，並

びに数値計算も合わせて行い，積層複合円筒殻に対するその適用範

囲を示した．その結果を要約すると以下のようになる．

①アングルプライ積層複合円筒殻の固有振動数は繊維配向角の変化

　に伴って大きく変化すると共に各次数の円周方向波数も変化する．

　また，振動モード別にみた場合，繊維配向角α一90。のときに固

　有振動数が最も高くなるモードと，　α＝20。～30。において固有振

　動数が極大となる振動モードに分かれる．

②クロスプライ対称積層複合円筒殻の固有振動数は逆対称積層の場

　合に比べて高くなるが（第3章），アングルプライ積層複合円筒殻

　においては，ラミナの積層数，殻の支持条件の違いによって逆対

　称積層殻の振動数の方が高くなることがある．
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③アングルプライ積層複合円筒殻の基本振動数は，　ラミナの積層数

　の増加とともにある値に収束する傾向があり，殻の厚さの違いに

　よって程度の差があるものの積層数N＝4程度で収束する。

④アングルプライ積層複合円筒殻においては，ラミナの繊維配向角

　の適切な選択によって殻の基本振動数を最大130％ほど高めるこ

　とができる．ただし，振動数を極大にする繊維配向角は殻の支持

　条件，形状（厚さ）などによって大きく異なるが，いずれの場合で

　もα・＝25。～40●の範囲内のあり，殻の厚さが厚いほど振動数が高

　くなる度合いが大きい．　しかし，薄い殻においては，繊維配向角

　の不適切な選択によって振動数が低下する場合もあるので注意を

　要する．

⑤アングルプライ積層複合円筒殻の振動モード形には繊維配向角の

　変化に伴う大きな変化はないが，殻の支持条件や対称積層，逆剃

　称積層の違いによって節線のあり方が異なり，軸方向の節線が軸

　線に対して傾いたり，殻の両端近傍において節線が曲がることが

　ある．そして，特に軸方向二次の振動においては，軸方向の節線

　と円周方向の節線が交差することなく一本の節線を形成する．ま

　た，繊維配向角の変化とともに面内変形と面外変形の糟糠度合い

　も変化して繊維配向角がα＝45。～70。の範囲内で最大となる．

⑥繊維配向角0。，±α，90。のうミナを対称に積層した複合円筒殻に

　ついては，　ラミナの積層数を多くとり，繊維配向角α＝90。のう

　　ミナを殻の中央面から離すように配置することにより，殻の基本

　振動数を最も高めることができる．そして，このときの繊維配向

　角はα＝40。～65●の範囲内にある．
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⑦積層複合円筒殻に対する古典殻理論の適用範囲は殻の形状，積層

　形態，　振動モード形の違いによって大きく異なるが，　全体的な傾

　向としては，等方性円筒殻，長さが長いクロスプライ積層円筒殻，

　アングルプライ積層円筒殻，短いクロスプライ積層円筒殻の順で

　古典殻理論の適用範囲が狭くなり，逆対称積層複合円筒殻よりも

　対称積層の方が適用範囲が狭い．

一　145　一一

門、ザ　　騨い



■囲闘■圏圏■日■一一11111一一一一一’一’IJIIINIIINIIJIII’　v一

第5章結
A
「
皿
四

二
：
口

　本研究においては，　FRPラミナから構成される積層複合円筒面

の自由振動問題を一次せん断変形理論に基づく伝達マトリックス法，

リッツ法を用いて理論的に解析し，数値計算によってその固有振動

数と振動モードを求め，殻の支持条件や積層形態の違いがその振動

特性に与える影響を明らかにした．そして，計算結果をもとに殻の

基本振動数を最大（最適）にする最適な積層形態についても検討を加

えた．　また，同様な理論解析・数値計算によって積層複合円筒殻に

対する古典殻理論や近似一次せん断変形理論の適用可能範囲を明ら

かにした．その研究成果を要約すると以下のようになる．

　第1章は緒言であり，本研究の意義と目的について述べると共に

積層複合円筒殻に関する過去の研究動向や各章の概要を述べた．

　第2章においては積層複合円筒殻の定式化を行い，第3章，第4

章の解析において用いる殻の基礎方程式を誘導した．はじめに，殻

の面外方向のせん断変形を考慮した一次せん断変形理論に基づいて

殻の変形を記述し，異方弾性論，積層理論を用いて殻の合応力，合

モーメントおよび各種剛性を求めた．次に殻のひずみエネルギーと

運動エネルギーを解析的に評価し，これより求まるラグランジュ関

数に停留原理を適用することにより，積層複合円筒殻に関する運動

方程式と境界条件式を導出した．　また，積層複合円筒殻に対する古

典殻理論の適用可能範囲を検討するために，古典殻理論に基づく同

様な定式化も行った．さらに，アングルプライ積層複合円筒殻につ
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いて殻の各種剛性を計算・検討した結果，　ラミナの積層構成が対称

積層のときにはクロスエラスティシティ効果が強くなり，逆対称積

層の場合には面内変形と面外変形の面心が強くなることを明らかに

した．

　第3章においては，最も基本的な積層形態と考えられるクロスプ

ライ積層複合円筒殻の自由振動問題を伝達マトリックス法を用いて

解析すると共に，数値計算を実施して殻の固有振動数と振動モード

を求め，殻の支持条件やラミナの積層形態の違いが振動特性に与え

る影響を検討した．　その結果，殻の支持条件の違いによる振動特性

の変化はラミナの積層形態によって大きく異なり，　これは積層形態

の違いから生じる面内と面外の変形の連成度合いに起因することが

わかった．　また，殻の固有振動数は積層数の増加に伴って一定値に

近づき積層数が5～8程度で±5％以内に収束することや，積層数が

少ない場合には積層順序の違いによって最大25％以上の差が生じる

ことを示した．そして，殻の円周方向に繊維が通っているラミナの

数が多いほど，またはそのうミナが殻のより外側に位置するほど殻

の固有振動数が低くなることが明らかになった．　さらに，積層複合

円筒殻に対する古典殻理論や厚さ比の影響を考慮しない近似理論（偏

平殻理論）の適用範囲を検討した結果，逆対称積層の場合には古典殻

理論の適用範囲が等方性円筒殻とほぼ同程度とみなせるのに対して，

対称積層の場合には殻の厚さが比較的薄い場合にも古典殻理論の適

用には注意が必要であることがわかった．また，近似理論について

は，殻が長く厚いほど振動数を過大評価する傾向があり，特に逆対

称積層の場合にその傾向が強くなることを示した．

　第4章においては，　アングルプライ積層複合円筒殻や面内擬似等

方性と考えられる積層形態を有する積層複合円筒面の自由振動問題

をリッツ法を用いて解析すると共に，数値計算を実施しそ殻の固有
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振動数と振動モードを求め，殻の支持条件や積層形態の違いが振動

特性に与える影響を明らかにした．さらに，計算結果をもとに殻の

固有振動数を最大（最適）にする最適な積層形態についても検討を加

えた．その結果，アングルプライ積層複合円筒殻においては，繊維

配向角の変化とともに各次数の円周方向波数は変化するが，振動モ

ード形にはあまり変化がないことがわかった．そして，振動モード

別にみた場合，繊維配向角90。のときに固有振動数が最も高くなる振

動モードと配向角20◎～30●において振動数が最大となるモードに分

けることができる．また，振動モードに関しては，軸方向の節線が

軸線に対して傾いたり，殻の両端付近において節線が曲がったり，

軸方向の節線と円周方向の節線が交差することなく一本の節線を形

成することがわかった．また，殻の支持条件，厚さなどによって大

きく異なるものの，繊維配向角の適切な選択によって殻の基本振動

数を最大130％ほど高めることができ，その効果は殻が厚いほど効果

が大きく，いずれの支持条件，厚さにおいても繊維配向角が25。～4

0。において振動数が極大となることを示した．　さらに，繊維配向角

0。，±α，90。のうミナを対称に積層した複合円筒殻においては，　ラミ

ナの積層数を多くとり繊維配向角90。のうミナを殻の中央面から離す

ように配置することにより，殻の基本振動数を最大にすることが可

能となり，その場合の繊維配向角はαニ40。～65。の範囲内にあるこ

とを示した．

　以上が本研究で得られた研究成果を要約したものであり，　ここで

得られた結果が今後益々増加する複合材料構造物の構造設計におけ

る設計資料として十分価値があると共に，構造の最適設計実現のた

めに有用な指針を与えるものであると確信する．
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