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　　　本論文で使用する主要な記号

アルファベット文字の記号

P
　
a
　
b
　
C
　
－
　
W
　
　

r

：温度伝導率

：厚さ

：定圧比熱

：加速度形慣性力ベクトル

：浮力ベクトル

：対流形慣性力ベクトル

：表面力ベクトル

：外力ベクトル

：重力加速度

：グラスホフ数

：繰り返し演算回数

：境界領域

：代表長さ

：時刻

：形状関数

：ヌッセルト数

：圧力

：ゴラントル数

：伝導熱量

：粘性摩擦熱

：熱源の発熱量
’
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：繰り返し演算回数

：レイレー数

：レイノルズ数

：解析領域

：時間

：流入速度

：代表速度

：x方向の変位

：x方向の速度

：y方向の変位

：y方向の速度

：形状関数ベクトル

：形状関数ベクトル

：浮力ベクトル

：熱伝導マトリックス

：熱対流マトリックス

：加速度ベクトル

：速度ベクトル

：変位ベクトル

：外力ベクトル

：圧力マトリックス

：面積座標マトリックス

：粘性マトリックス

：加速度形質量マトリックス

：熱容量マトリックス
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［Mc］

［Q］

［p］

：対流形質量マトリックス

：熱源および粘性摩擦熱ベクトル

：圧力ベクトル

ギリシャ文字の記号

　α　　　：時刻に関するパラメータ

　α．　　：局所熱伝達率

　β　　　：熱膨張係数

　γ。y　　：せん断ひずみ

　δ　　　：変分演算子

　δU、　：加速度形慣性力による仮想仕事

　δUb　：浮力による仮想仕事

　δU。　：対流形慣性力による仮想仕事

　δUs　：流体の連続性の条件

　δUp　：圧力による仮想仕事

　δUv　：粘性による仮想仕事

　δUw　：外力による仮想仕事

　δUt　：熱容量による仮想熱量

　δUd　：熱伝導による仮想熱量

　δU．　：熱対流による仮想熱量

　δU。t　：熱容量と熱対流による仮想熱量

　δUhf　：発熱源および粘性摩擦による仮想熱量

　δUf．　：流体から固体へ移動する仮想熱量

　δU。f　：固体から流体へ移動する仮想熱量

　δU。f　：粘性摩擦による仮想熱量
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θ

　
　
］

＊
　
　
θ

y
　
　
　
X

△七　　　：

A　　　　：

E　　　　　：

壱　　　：

Ed　：
£v　：

Cx　：

Cy　：
η且　　　：

（i＝1　’N一　3）

　　　　．

時分割

三角形要素の領域

ひずみベクトル

ひずみ速度ベクトル

温度勾配ベクトル

体積ひずみ

x方向のひずみ

y方向のひずみ

面積座標

．温度

：無次元温度

：温度

：温度ベクトル

：熱伝導率

：粘性係数

：動粘性係数

：密度

：粘性応力（偏差応力）ベクトル

：X方向の垂直粘性応力

：y方向の垂直粘性応力

：マトリックス合成

：せん断粘性応力

：粘性摩擦による散逸項

：無次元温度
’



添字

　f

　s

　m

　max

　i

　w

　n

　y
　oo

：流体

：固体

：平均

：該当量の最大値

：固体または流体の内部

：固体と流体の境界面

：法線方向

：高さyの位置の状態

：充分遠方の位置の状態

その他の記号

　．

（　），n

（　）一t

［　］T

diag

：時間に関する微分

：nに関する微分

：逆マトリックス

：転置マトリックス

：対角行列
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第　■　：章 緒言命

　浮力の影響が顕著に表れる対流現象は自然対流としてよく知られ

ている。自然対流の場では、流れの場と温度の場が相互に影響を及

ぼし合うので、複雑な非線形の性質を持つ。さらに、その温度場を

形成する熱源は多くの場合は流体と接する固体壁の中に存在するた

めに、流体と固体とは界面を隔てながらも互いに熱的に密接な関係

を保っている。流体と固体とが熱的に連成する場を本論文では熱増

幅場と呼ぶ。

　自然対流の場や、熱連頃日は工学上しばしば見られるものであり、

厳密な見方をすれば、工学的な諸問題はすべて、そのいずれか、あ

るいはその両者を含む形で存在する。たとえば、原子炉の炉心にお

いて、冷却材は燃料体より受章しながら流れるが、燃料体内の温度

分布は燃料被覆管外面の熱伝達黙すなわち冷却材の流動状態に深く

依存しているにもかかわらず、その温度分布算出の境界条件として

燃料被覆管の外面温度ないしは外面熱流束を用いて解析を進めなけ

ればならない。さらに、原子炉事故時の安全解析などにおいて、冷

却材流速の低下した条件の下では、流れの場に自然対流の効果が強

く顕われて問題をさらに複雑にする。同様な状況は、連続鋳造にお

ける冷却や、半導体集積回路の冷却などの際にも見られる。

　熱連成場を流体側、固体側に分離することなく、解析することが

できるならば計算の能率は格段と向上する。そのための方法の一つ

として、本論文では変分原理に基づく有限要素解析を提案する。有

限要素法による熱流体場の解析は、比較的最近に到って多少の試み

1



が成されて発表されているが、いまだ体系的に確立されているとは

言い難く、特に流れ場解析における浮力の取り扱い方や、流体中の

温度場解析の検討は、不充分であった。本論文では、それらの点を

解決し、結果として固体内温度との連成場の解析を可能とした。

　本論文で取り扱った流れ場は層流場のみである。実用上で表れる

流れ場の木部分が乱流場であることを考慮すれば、ここに提案する

方法が直ちに実用計算に結び付くものではないが、将来この変分原

理に適した乱流エネルギーの表示方法が開発されれば、実用上の価

値はまた一段と向上することになると予想され、今後のこの研究の

進展の方向を示している。

　熱連成場の解析方法には、現在までにいくつかの方法が提案され、

検討が成されてきた（1～30）。これらの方法を大別すると次のように

なる。

①浮力を考慮したナビエ・ストークスの式（NS）と連続の式（EC）

　　および熱エネルギ式（TE）を基礎式として用いる方法（i－27）。

②　エネルギ保存則を用いる方法（28’30）。

　①の方法は基礎式が既知である場合に限定される。ところが流路

が振動したり、化学反応や燃焼などが伴ったりすると、現象が複雑

になり、基礎式が不明になる。従って、このような現象の解析は不

可能になる。②の方法は変分原理に基づく方法の1種である。この

方法は固体と流体との連捨場解析に適用できるが、解析対象が保存

系に限定される’B従来の方法は以上のような問題点を持っているた

め、これらを解決するための理論が必要になる。

灘、
懸
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　本論文ではNS、　EC、TEを用いず、また解析対象が粘性摩擦熱など

の非保存系の場合にも適用可能な、熱流体のための変分原理を構築

する。本原理は現象をエネルギ系で扱う。このため、物理的な意味

が明確で、物理現象に対応しやすい。従って、物理現象が複雑で、

方程式が不明の場合でも解析可能になるという特徴をもっている。

　この変分原理を確立するために、具体的に次の順序で検討してい

く。初めに、熱流体の挙動解析において基本となる粘性流体のため

の変分原理を構成する。次に、粘性流体のための変分原理に温度の

効果：を導入して、熱流体のための変分原理を構成する。最後に・熱

流体のための変分原理を発展させて、固体と流体との熱連焼場解析

に適用できる変分原理を構成する。以上の変分原理を解析対象に応

じて、基本的な事項で検証する。本論文では、現象を2次元問題と

して取り扱い、流れは層流に限定する。また、流体は非圧縮性と仮

定する。

　なお、本論文では方程式が既知である現象を扱っている。ところ

が、方程式が未知の現象を扱う場合、現在のところエネルギ原理や

変分原理で扱わざるをえない。変分原理で現象の解析が可能ならば、

方程式が誘導できる。第3～5章の付録には、提案した変分原理か

ら現象を支配する方程式の誘導を行なっている。

1．1　熱流体の挙動解析に関する研究の現状

　熱流体の挙動は浮力の影響をうける流れ場と、温度場との連立問

題になる。温度場に関しては、流体のみの温度場に限定した場合と

固体と流体の温度場を含めた場合に大別できる。そこで本節では初

8
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めに、流体のみの温度場に限定して熱流体の挙動を扱った各種理論

の概要：と研究の現状を調べる。次に、固体の温度場まで考慮して熱

流体の挙動を扱った熱連成場解析に関する各種理論の概要と研究の

現状を調べる。

　なお近年、境界要素法による熱流体の挙動解析が試みられている。

ところが、境界要素法の理論はまだ発展段階であり、また適用範囲

が比較的限定されているなどの理由から、本論文では特に検討しな

い。

1．1．1　熱流体の挙動解析に関する各種理論の概要と研究の現状

　熱流体の＝挙動解析に関する研究の現状を把握するために、代表的

な理論と解析方法を調査する。

　熱流体の挙動解析に最も一・般的に用いられる理論は浮力を考慮し

たNSとECおよびTEを用いる理論である。この理論の解析方法として、

基礎式をそのまま解く差分法（FDM）と、基礎式に重みをつけて解く

重みつき残差法（MWR）がある。これらの方法を用いた研究は非常に

多くなされている。一例を挙げるとFDMでは、Nallasamyら（t）、

Jaluria（2－4》、Hellumsら（5）、Wilkesら（6）、Torranceら〈7）、Chu

ら（8）、Pepperら（9・10）、Soundalgekarら（il＞などの報告がある。

次に、MWRではGallagher（i2・t3）、　Marsha11ら（i4＞、池川（15＞、

Kawaharaら（t6）、松田（i7）、武田ら（i8）、小林（19）などの報告があ

る。またTabarrokら（20）、Gartling（2D、Reddyら（22’24）、宮内ら

（25）、江口（26）、Murtyく27》はFEMにペナルティ法を適用して熱流

体の解析をしている。　MSVRは有限要素法（FEM）を用いる解析方法で

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’
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ある。この理論の特徴は力の釣りあい式と熱エネルギの平衡式を基

礎式に用いていることである。従って、これらの式が成立する現象

はFDMまたはFEM（MWR）を用いて解明できる。

　解析理論として、エネルギ保存則を用いている報告がある。この

理論は一般に固体力学の分野で用いられている。解析方法はFENで

ある。Oden（28）、Zienkiewic2（29・30）はこのエネルギ保存則を粘性

流体の流れ解析に適用している。この理論の特徴は流れ場をエネル

ギ系で扱うため、保存系に限られるが、固体と流体の連成挙動を扱

うことができる。しかし、定式化の方法は各種エネルギのマトリッ

クスを構成した後に変分するので、遠心成分やコリオリ成分を導入

することができない（3i）。なお文献（28～30）では、浮力による仕事

を導入してエネルギ保存則を成立させている。また、温度場の解析

には、TEに重みをつけたMWRを採用している。

　以上の理論のほかに、著者は熱流体のための変分原理を提案して

いる（32　’一　34）。　解析方法はFEMである。この理論の特徴はNS、　EC、

TEおよび熱伝導方程式（TC）などの基礎式を用いないことである。そ

して流れ場の解析に浮力を考慮：した仮想仕事の原理、温度場の解析

に変分原理を適用していることである。仮想仕事の原理は解析対象

に応じて各種仮想仕事を取捨選択できるので、非線形成分を含む系

や非保存系に適用できる。また、この原理は固体と流体のどちらに

も適用できる。従って、固体と流体が連成する場の解析に適用可能

である。次に、温度場解析のための変分原理は仮想仕事の原理と同

様に、解析対象に応じて各種の熱エネルギを取捨選択できる。この

ため、粘性摩擦などによって失われる、いわゆる散逸エネルギ成分

も導入可能である。このように、本原理は現象をエネルギ系で扱う。

縫購 ・、灘難　：一
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従って、現象が複雑になり方程式が不明の場合でも、解析が可能に

なるという特徴をもっている。

1．1．2　熱連成場解析に関する各種理論の概要と研究の現状

　従来の熱連成場解析の理論は、熱流体の＝挙動解析にNS、　ECおよび

TE、固体の温度場解析に熱伝導方程式（TC）を基礎式としている。ま

た、熱連成場は通常、流体を中心とした伝熱問題として取り扱われ

ており、固体の熱容量や熱伝導が流体に及ぼす影響が調べられてい

る。この理論に基づいた従来の報告例を挙げると、次のようになる。

Gebhar七（42－48）、　Mollendorf（49）、　Adams（50）、　Soliman（51＞、マむ輪

（52－55） ﾍ固体の熱容量のみを考慮して、また、　Lockら（56＞、

Zinnes（57）、岸浪ら（58・59）、Broshら（60）、Sekiら（6t）は固体の

熱伝導を考慮して熱連成場を扱っている。さらに、　智田（62）　、

Sunden（63－67♪、Pa七ankar（68・69）、石代ら（70＞　は固体の熱容量と

熱伝導を考慮して熱連成場を扱っている。

　熱連成温度場の扱い方として、固体と流体を個別または一体化し

て扱う方法がある。文献（42）～（67）は前者の方法、文献（68）～（70）

は後者の方法を採用している。個別に扱うと、境界面において、熱

的：境界条件（熱流束の連続性の条件と温度一致の条件）を満足させ

るための反復計算が必要になる。一体化して扱うと、この欠点はな

くなる。しかし、文献（68）～（70）は境界において、固体と流体の熱

伝導率を平均化した値を用いている。このため、固体と流体の熱伝

導率の比が大きくなると、境界面上の温度分布や熱流束を正確に評

価できなくなる。

6



　著者はNS、　ECおよびTE、　TCなどの基礎式を用いない解析理論とし

て、熱連成場解析のための変分原理を提案している（7i・72）。　本原

理は固体と流体の温度場を一体化して扱う。しかし・境界において

両者の熱伝導率の平均値を用いていない。従って・本原理を用いる

と、上で述べた従来の方法の欠点は解消され、精度の良い解析が可

能になる。
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1．2　　本研究の工学的意義と概要

1．2．1　本研究の工学的意義

　流れ場の解析には従来、NSとECが基礎式として用いられている。

本研究では、流れ場の解析に基礎式を用いずに・仮想仕事の原理を

適用している。この原理は固体力学の分野では成立することが確か

められている。ところが、流体力学の分野で成立することは確かめ

られていない。仮想仕事の原理が粘性流体の流れ解析に適用可能に

なると、固体力学と流体力学の両方の分野を共通の原理で扱うこと

ができる。本原理が流体力学の分野で用いることができるならば、

NSやECを用いる方法では解析不可能な、液体貯蔵用タンクのスロッ

シングやバルジング、配管系の振動などのように、固体と流体が連

成する場の解析が可能になる。従って、仮想仕事の原理を粘性流体

の流れ解析に適用することは工学的にも、工業的にも意義深いこと

である。このような観点に立って、本研究では、第3章で仮想仕事

の原理が粘性流体の流れ解析に適用できることを基本的な事項で検

証している。

　熱的効果を伴う流体の流れ場解析には従来、浮力を考慮したNSと

ECが基礎式として用いられている。本研究では、このような流れ場

の解析に基礎式を用いずに、仮想仕事の原理を適用している。一方、

流体の温度場解析には熱エネルギ式を用いずに、変分原理を適用し

ている。そして浮力を考慮した仮想仕事の原理と流体の温．職場解析

のための変分原理を連立させて、熱流体のための変分原理を構築し

ている。温度場解析のための原理は解析対象に応じて各種の熱エネ

ルギを取捨選択できる。このため、粘性摩擦などによって失われる

散逸成分を導入することも可能である。熱的効果を伴う流体の流れ

8
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場には発熱を伴う化学反応場や燃焼場も含まれる。これらの場の現

象は非常に複雑になるので・現象を支配する基礎式を正確に表わす

ことが困難になる。このような場合、本研究で提案する熱流体のた

めの変分原理が有力な解析理論となる。従って、熱流体のための変

分原理を確立することは工学的にも、工業的にも意義深いことであ

る。

　熱連会場解析において、従来、流体の流れ場解析には、浮力を考

慮したNSとECおよびTE、また固体の温度場解析にはTCが基礎式とし

て用いられている。本研究では、これらの基礎式を用いずに、第4

章で提案した熱流体のための変分原理を拡張した、熱雲苗場解析の

ための変分原理を適用している。熱連成温度場の扱い方として、固

体と流体を個別または一体化して扱う方法がある。個別に扱うと、

境界面において、熱的境界条件を満足させるための反復計算が必要

になる。一体化して扱うと、この欠点はなくなる。ところが、固体

と流体の熱伝導率の比が大きくなると、境界面上の温度分布や熱流

束を正確に評価できなくなる。本原理を用いると、上で述べた従来

の方法の欠点は解消される。マイクロコンピュータなどの電子機器

に用いられる半導体集積回路の冷却問題などは熱連盟問題として扱

う必要がある。また、原子炉の燃料棒とその周りを流れる冷却材と

の熱授受を知ることは原子炉の安全設計に重要である。この熱授受

を正確に求めるためには、熱連成場として扱わねばならない。これ

らの機器や材料の熱的な設計において、本方法はぜひとも必要にな

る。従って、本方法は工学的にも工業的にも意義深い方法である。

9
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1．2．2　本論文の概要と特徴

　本論文の特徴はNS、　EC、　TEなどの基礎式を用いずに、熱流体の挙

動を解析するための変分原理を構築していることである。この原理

は現象をエネルギ系で扱う。このため、物理的な意味が明確で、物

理現象に対応しやすい。従って、現象が複雑になり、方程式が不明

の場合でも解析可能になるという特徴をもっている。初めに・第2

章で変分原理に基づく熱流体解析法の概要を述べる。引き続いて、

この変分原理を構築するために、第3～5章で基本的な事項につい

て検討している。本論文の概要は次の通りである。

　第2章では、第3～5章において提案する変分原理と、解析方法

として用いる有限要素法を概説する。

　第3章では、文献（73）～（77）、（117）、（118）に基づき、固体力学

で用いられる仮想仕事の原理を粘性流動に適用する。初めに、粘性

流体中でなされる各種仮想仕事を誘導する。次に、これらの各種仮

想仕事より仮想仕事の方程式を構成し、有限要素法の定式化を行う。

最後に、本原理の妥当性を確かめるために、2次元段付き流路内流

れの非定常粘性流動を有限要素解析する。その結果、速度と圧力の

過渡応答ならびに収束解は文献（16）の結果に良く一致することが確

かめられた。なお本原理からナビエ・ストークスの式が誘導できる

ので、考察に示す。

　第4章では、第3章で確認された粘性流体のための変分原理を熱

流体に適用する。流体に温度差があると、浮力が働く。浮力は温度

の関数であるため、流れ場と温度場を決定する連成項になる。流体

の温度場を決定するためには、流れ場に作用する熱伝導や熱対流な

どの熱的効果を考慮する必要がある。第4章では文献（32）～（34）
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に基づき、浮力を考慮した流れ場解析のための仮想仕事の原理と・

流れを考慮した温度場解析のための変分原理を構成する。この場合・

流れと温度が組成項になる。従って、両変分原理を結合すると・熱

流体のための変分原理が得られる。引き続いて、熱流体のための変

分原理を確かめるために、この原理に基づく有限要素法を強制対流

と自然対流に適用する。初めに、2次元キャビティ内の強制対流を

有限要素解析し、差分解（7＞ならびに重み付き残差法による解（i7＞

と比較する。この解析結果は従来の解と良く一致した。なお熱流体

の解析では通常、ブジネスク近似を用いるが、流体の温度差が大き

くなると、密度や粘性係数などの物性値の温度依存性は無視できな

くなる。そこで上述のキャビティ内の強制対流に物性値の温度依存

性を考慮した有限要素解析を行なった。その結果、本有限要素法は

粘性流体の物性値が温度に依存する場合にも、適用出来ることが確

かめられた。次に、密閉容器内の自然対流を有限要素解析し、従来

の差分解（6・iO）と比較した。本解析結果も従来の差分解に一致した。

以上のことから、変分原理に基づく熱流体場の有限要素解析法の妥

当性が確認された。なお温度場解析のための変分原理から熱エネル

ギ式が誘導できる。これを考察で示す。

　第5章では、文献（71）、（72）に基づいて固体と流体との熱血成場

に適用できる変分原理を構成する。第4章で述べた熱流体のための

変分原理は、固体表面の温度または熱流束が既知の場合に適用でき

る。しかし原子炉の燃料棒や電子機器のIC素子のように、固体内部

に発熱源がある場合、固体表面の温度や熱流束は一般に未知である。

固体と流体の温度場解析において、境界面上で両者の温度および熱

授受量を一致させる付帯条件が必要になる。第5章では初めに、境

11
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界面上で熱移動：を考慮した固体と流体の温度場解析のための変分原

理を提案する。次に、これらの変分原理に基づいて、固体と流体を

一個の連続体として扱う温度場解析のための変分原理を構成する。

熱連成場の温度場解析に、連続体として扱う変分原理を用いると、

上記の付帯条件は自動的に満足される。速度場の解析には、第4章

で構成した、浮力を考慮した流れ場解析のための仮想仕事の原理を

用いる。連続体として扱う温度場解析のための変分原理と流れ場解

析のための仮想仕事の原理を組みあわせると、固体と流体との熱連

関場解析のための変分原理になる。解析例として、熱連成場解析の

ための原理に基づく有限要素法を、内部の発熱量が部分的に既知で

ある垂直平板と、周囲流体との自然対流に関する熱連成場に適用す

る。その結果は現象的にも、実験的にも正しいことが判明した。従っ

て、熱吉成場解析のための変分原理の妥当性が証明された。なお熱

連吟温度場解析のための変分原理から固体の熱伝導方程式および流

体の熱エネルギ式が誘導できる。これを考察で示す。

　第6章では、第3章から第5章までにわたって得られた結言を総

括する形で、概要を簡潔にまとめた。

　本論文中の数値計算は東京大学大型計算機センター　　旧TAC卜1

8800／8700および　田TACM280H／200Hを用いて行なわれた。
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　本章では、本論文の第3～5章で提案する変分原理および有限要

素法を概説する。
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2．1　変分原理に基づく解析法の特徴

2．1．1　従来の有限要素法による解析法の特徴

　緒論で述べたように、差分法を用いる熱流体の解析は最も一般的

であり、報告例も非常に多い。差分法は浮力を考慮したナビエ○ス

トークスの式（NS）と連続の式（EC）および熱エネルギ式（TE）：を直接的

に解く方法である。

　有限要素法は差分法と違って、NS、　ECおよびTEを直接解かない。

熱流体の従来の有限要素解析では、まず初めに、これらの方程式に

重みを乗じる。次に、正しい解との差（残差）を表わす方程式を作

成する。最後に、この重みつき残差方程式が最小になるように解く。

残差方程式が最小になる方法として、変分法（78’81＞が用いられる。

このため、有限要素法を用いる方法は変分法を用いた解析方法とも

言う。なお、この方法では、重みは物理的な意味を持たない。従っ

て、重みつき残差方程式の物理的な意味は明確ではない。以上が解

析方法に有限要素法を用いる従来の方法の特徴点である。

2．1．2　変分原理に基づく解析法の特徴

　本論文では、熱流体のための変分原理を提案する。解析方法は有

限要素法である。本論文で提案する変分原理および、この原理に基

づく解析法の特徴は次の通りである。

　本論文で提案する変分原理は、NS、　ECおよびTEを必要としない。

この理論では、現象を支配する各種のエネルギを考慮し、エネルギ

の釣合式を構築する。そして、変分法（78’8i）を用いて有限要素方

程式を導き、近似解を求める。エネルギ形式で扱うため・変分原理

をエネルギ原理とよぶ場合がある。上で述べた従来の有限要素法で
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は、NS、　ECおよびTEなどの基礎式が必要である。本論文の変分原理

は基礎式を必要としない。現象が複：雑になり・基礎式が不明の場合

でも適用できる。従って・本論文で提案する変分原理は従来の重み

つき残差法を用いた理論と別の概念であり、かつ・従来の有限要素

法と比べて適用範囲が広くなることがわかる。さらに・エネルギ形

式で扱うため、物理的な意味が明確であると共に・物理現象に対応

しやすい特徴がある。

　変分量のとり方によって、変分原理は次の2通りに大別される。

この分類方法は有限要素法が初めに構造力学の分野で発展したこと

による。

　（1）　変位法　、　　（2）　応力法

　（1）の方法は、エネルギ形式で表現される式を変位（または速度、

温度）で変分する方法である。変分された式は仮想的な仕事の釣合

い式になる。これが本論文の第3章で提案する仮想仕事の原理であ

る。さらに、熱エネルギ形式で表現される式を仮想的な温度で変分

した釣合い式を本論文では、温度場解析のための変分原理とする。

両原理ともエネルギ形式に基づく理論であるため、変分原理の一種

である。変位法は変位（または速度、温度）を求めたい時に用いら

れる。

　（2）の方法は、エネルギ形式で表現される式を応力（または圧力）

で変分する方法である。現象を支配する方程式が応力（または圧力）

で表現される場合に適用される。流体解析では、次のように適用す

る。流体の質量保存則（連続の式）は体積ひずみ率で表現される。

そこで、体積ひずみ率に圧力を乗じて、流体の仕事率を作成する。

この仕事率を圧力で変分する。
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　なお、（1）と（2）を混合した方法を混合法またはハイブリッド法

と呼ぶ。流れ場は速度、圧力および温度が変数になる。また・温度

場は温度と速度が変数でる。従って・本論文では流れ場の解析にハ

イブリッド法、温度場の解析に変位法を適用する。

2．2　有限要素法の定式化の概要

　2．1節で述べたように、本論文では解析方法として有限要素法を

用いる。

2．2．1　有限要素法による解析方法の手順

　有限要素法による解析は一般に、次の順序で行なわれる。

（1）　初めに、現象を表わす変分原理を構築する。

（2）　解析対象領域を有限個の要素に分割する。要素の形状は2

　　次元問題の場合、三角形、または四角形が採用される。本論

　　文では、三角形要素を採用する。

（3）　採用された要素内において、物理量（変位、速度、圧力、

　　温度など）を表わす近似的な区分多項式を設定する。要素内

　　で設定された物理量を、要素を構成する点（節点）における

　　物理量に置き換える。これを離散化とよぶ。離散化された物

　　理量と要素の形状は密接な関係にある。有限要素法では、要

　　素形状を表わす関数を形状関数とよぶ。

（4）　設定した区分多項式を用いて、要素の各種仮想仕事を表現

　　する。連続の式や熱エネルギ式の変分表現についても同じ操

　　作を用いる。これらを、構築した変分原理に代入し、要素に

16
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　　　関する方程式を誘導する。これを要素方程式という。要素方

　　　程式は、要素を構成する節点の数と自由度の積を未知数とす

　　　るマトリックス方程式になる。

　（5）　個々の要素方程式を解析領域全体にわたって合成する。

　　　（2）～（5）までの過程を通常、有限要素法の定式化という。

　（6）　合成された方程式を解いて、物理量の近似解を得る。

　以上が有限要素法による解析手順の概要である。解析対象によっ

て、変分原理やそれに伴って誘導されるマトリックス方程式が違っ

てくる。従って、これらの手順のうち、（1）、（4）、（5）・（6）項はここ

では詳しく述べることができない。これらの項については第3～5

章で述べる。

　本章では、第3～5章に共通で、かつ、有限要素法の定式化に必

要な（2）、（3）項について詳しく述べる。

2．2．2有限要素分割

　第1章で述べたように、本論文では、流れ場および熱流体場を2

次元問題に限定する。

　図2．1に解析領域を模式的に示す。また、図2．2に同じ解析領域

を有限個の三角形要素に分割した例を示す。

　この要素分割は計算上の誤差や、数値解の発散現象を防ぐために、

次のような点に注意する。

（1）物理現象として重要な領域は細かく分割する。

（2）極端に不規則な分割は避ける。

（3）要素と要素が重ならないこと。
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（4）要素間にすきまができないこと。

（5）要素の辺と頂点がつながらないこと。

（6）要素の形状があまり細長くならないこと。

（7）物理現象が対称である場合は、分割も対称にすること。

　なお、図2．1に示した境界は一一般に、曲線で表わされる。有限要

素法では、図2．2に示したように、曲線部分を三角形の一辺で近似

する。

　図2．3は図2．2に示した有限要素分割において、　i番目の要素

etlを抜きだしたもので、三角形3節点要素である。図2．4は要素

e■を三角形6節点要素とした場合である。

2．2．3形状関数と面積座標

　本論文では、変位、速度および温度に三角形6節点要素を用いる。

また、圧力には三角形3節点要素とする。これは次の理由による。

　速度および温度は、流れ場や温度場において、2階微分の形で表

わされる。しかし、圧力は1階微分の形になる。従って、速度およ

び温度（変位も同じ）には2乗形式の要素系（三角形6節点要素）、

圧力には1乗形式の要素系（三角形3節点要素）が必要になる。

　なお、圧力に2乗形式の要素系を用いると、解の精度が悪くなる

ことが報告されているく82）。

・
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図2．3　三角形3節点要素

＠

＠

e
；

＠

＠

＠

＠

　　　　　X

図2　4　三角形6節点要素
　　　　2e



難鍵

2．2．3．1三角形3節点要素

　図2．5の三角形要素において・要素内の圧力Pを次のように近似

する。

　　　p＝ai十　ct　2　x十　ct　3　y　，　一’　一　一一　一一　一（2・1）

ここで、αt～α3は各要索ごとに決まる係数で、次の連立方程式か

ら決定される。

　　　pl＝　ai十　a2xt十　a3yl　，

　　　P2＝　al十　a2×2十　a3　Y2　，

　　　P3＝　ct　i十　a　2×3十　a　3　Y　3　，　一　一一　一一　一一　（2．2）

ここで（x、，yt）～（x3，y3）およびPt～p3はそれぞれ三角形

の頂点の座標と圧力である。

　式（2．2）をマトリックス表示すれば、

　　　p，1　ll　xi　yillcti

　　　p21＝　ll　x2　y211a2
　　　p31　11　x3　y3　Ila　31　，　一一一　一　一一　一（2・3）

となる。式（2．3）より、αi～α3は次のように求まる。

al

a2

a3

‘

劉

1

2A

ai　a2　a3
b，　b，　b，

Ci　C2　C3

12

Pi

P2

P3 ’
一一
@一一　一　一一　（2．4）
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図2・5　三角形3節点要素（圧力）
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ここで・

ai＝：X2y3葡X3y2

a2＝　X3Yi－XtY3

a3＝XIY2　一一　X2Y1

また、△は三角形の面積で、

2A＝

1　xs　yt

1　x2　Y2

1　x3　y3

b1＝　y　2一　y　3

b2＝y3－yl

b3＝yl－y2

’

Ct：＝X3脚X2　，

C2＝＝X1一騨X3　，

C3＝X2－Xs　・
　　一　一一一　一　一（2．5）

一　一一　一　一一　〈2．6）

である。式（2．4）で求まったαi～α3を式（2．1）に代入すると、要

素内の圧力は次のようになる。

p＝　｛（at十btx十ciy）pi十（a2十　b2X十。2Y）P2

　　　　　十（a3十b3x十。3y）p3｝　／2A

　＝ntPi十　op2P2十　n3P3　，　一一・　一一　一（2．7）

op　t＝（ai十　bix十cty）／2A

n2＝（a2十　b　2　x　十　c　2　y）／2A

n3＝（a3十　b　3　x　十。3y＞／2A

，
，
，

一一
@一一　一一　一一（2．8）
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ここで、ηt～η3は要素の面積割合を意味するので、面積座標であ

る。そして、これらを図に表わすと・図2・5のようになる。また・

ηi～η3は要素の形状を表わすので、形状関数に等しい。三角形3

節点要素の形状関数をNi～N3とすれば・

　　　Nt＝　nt　，　N2＝　op2　，　N3＝　n3　，　一一　一一　一（2・9）

である。すなわち、三角形3節点要素の場合、形状関数と面積座標

は等しくなる。この形状関数を用いて、要素の圧力を表現すれば・

次のようになる．

p＝Nip，十N2p2十N3p3　・
一　一　一一　（2．10）

2．2．3．2三角形6節点要素

　これは三角形要素において、三つの頂点のほかに・三つの辺の中

点にも節点を設けた要素で、図2．6に示す。いま、要素の物理量を

u（変位、速度または温度）とし、式（2．10）と同じように形状関数

を用いて表わすと、uは次のように書くことができる。

u＝Ntu　t＋　N2u2＋　N3u3＋　N4　u4＋　Nsus＋　N6u6　・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一　一一　一　（2．　11）

ただし、Nt～N6は三角形6節点要素の形状関数である。これらを

式（2．8）の面積座標ηで表わすと、次のようになる（83）。

畢　、



Ni＝20p　i2　一一　ni　，　N4＝4nin2　，

N2＝2　op　22－n2　，　Ns＝4n2n3　，

N3＝2n　32一　ny　3　，　N6＝4n3ni　．
一　一一　一一　（2，12）

　式（2．10）、（2．11）の区分多項式および式（2．9）、（2．12）の形状関

数を用いた具体的な定式化は第3～5章で述べる。

2．2．4定式化に必要な積分公式

　2．2．3節で述べたように、有限要素法では、形状関数や面積座標

を用いて要素内の変位（または速度、温度）や圧力などを表わす。

次に、これらの物理量を用いて要素の仮想的な仕事や熱量を表現す

る。その際、形状関数や面積座標の積分が必要になる。この積分は

通常の積分と違い、積分範囲が要素内に限定される。従って、有限

要素法では、要素に関する積分公式が準備されている（83＞。ここで

は、第3～5章において有限要素法の定式化に必要な積分公式を記

する。

　形状関数Nと面積座標ηとの関係は、三角形3節点要素では　式

（2．9）、三角形6節点要素では式（2．12）になる。Nはηで表現でき

る。ηを用いて要素の仮想的な仕事や熱量を求めると・次のような

形の積分が現われてくる。

S　op　tan2bn3CdA　．

一一一
i2．13）

　　　　雛灘　　・



ここで∫d△は三角形要素についての積分を意味する。また・上式

のa、b、cは自然数である。式（2・13）の積分結果は次のようにな

る。

　　　　　　　　　　　2Aa！b！c！
　S　71　ian2bn3CdA＝　一一一一一一一一一一一・一　一・　一一一　一一　（2．14）

　　　　　　　　　　　（a＋b＋c　＋2）　！

　式（2．14）の積分公式を用いた簡単な例を次に示す。

　　S　op　，dA＝S　op　，dA＝S　n，dA＝A／3　，　一　一一　一一一　（2．15）

　　S　nt　op　2dA＝　S　n2　ny　3dA

　　　　　　　　＝Sn3nidA＝A／12　，　一一一（2．16）

　　S　n　t2　d　A＝　S　v　22　dA＝　S　n　32　dA＝A　／6　・　一一　一一　一一　（2・　17）

第3～5章で要素の仮想的な仕事や熱量を定式化するが・その際に

式（2．14）の積分公式を用いる。
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　本論文では、従来の理論に加えて、新たに変分原理に基づく解析

理論を提案する。流れ、および熱流体における従来の解析では、現

象を支配する方程式系が明確になっており・これが解析の出発点で

ある。本論文で提案する変分原理は現象をエネルギ系で扱う。この

ため、物理的な意味が明確であり、物理現象に対応しやすい。従っ

て、現象が複雑になり、方程式が不明の場合でも解析可能になると

いう特徴をもっている。

　新たに提案する解析理論と各章との関係は次のようになる。第3

章では、熱流体の挙動解析において基礎となる理論として・流体の

流れ場を解析するための仮想仕事の原理を提案し・基本的な事項で・

提案した原理の妥当性を確認する。第4章では、流れ場に温度の効

果を導入し、流れ場と温度場を連立させた熱流体のための変分原理

を提案する。この原理に基づく解析方法を用いて・自然対流と強制

対流を数値解析し、従来の結果と比較検討する。第5章では・提案

した熱流体のための変分原理を発展させて・固体と流体の温度場が

熱的に連成する場に適用し、結果の妥当性を検討する。

　本章では、流体の流れ場を解析するための基礎理論として・仮想

仕事の原理を提案する。引き続いて、本原理に基づく有限要素法を

誘導する。最後に、本有限要素法を段付き流路内流れに適用し・従

来の結果と比較検討する。
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3．1　緒言

　流体は非線形＝挙動を示すので、一般に理論解析は非常に困難であ

る。従って数値解析に頼らざるを得ない。非線形性を伴う粘性流動

の解析は現在までに非常に多く報告されている。この中で代表的な

理論と解析方法を表3．1に示す。表3．1については，研究課題を明確

にするために、次章で検討する。

　本章では、ナビエ・ストークスの式（NS）と連続の式（EC）を用いな

いで、粘性流動に適用できる仮想仕事の原理を提案する。引き続い

て、本原理の妥当性を検証するために、本原理に基づく有限要素法

（FEM）；を段付き流路内流れに適用し、　Kawaharaらの結果（s6）　と

比較する。

　なお本章で提案する粘性流体のための仮想仕事の原理から通常、

流体解析に用いられるNSが誘導できる。誘導方法を本章の考察で述

べる。

3．2　問題の提示

3．2．1　粘性流動を解析するための各種理論の概要と特徴

　表3．1に示すように、粘性流動解析の理論にはNSとEC、エネルギ

保存則および著者の提案している仮想仕事の原理の3通りが考えら

れる。

　最も多く用いられる理論はNSとECである。この理論はクリープ流

れから非線形の対流形慣性力を含む流れまで適用できる。NSは力の

釣合い式であるため、遠心力やコリオリカなどの非線形力も考慮で

きる。この理論に基づく解析方法として、差分法（FDM）が多く用い

2？
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表3．1　粘性流体の挙動を解析する代表的な理論と解析方法

り

理　論 NS， EC エネルギ保存則 仮想仕事の原理

解析方法 FDM FE門（ivlWR） FE門 FE卜1

，

Nallasamyら（P Kawaharaらq6～ Oden（28） 亀ケ谷ら（73－77）

流 Dennisら　（84） Kawaharaら（95） Zienkiewicz（29》

Greenspa11（85） 川原く96》 Zienkiewicz〈30）

定常流れ Kawaguti（86） Kawaharaら（97）

Bozemanらく87） 渡辺ら（98）

動 大宮司（99》

渡辺qoω

Kawagutiら（88） Kawaharaらq6） Oden（28） 亀ケ谷ら（H7》

状 Frommら（89） 太田qOD Zienkiewicz〈29》 亀ケ谷ら（i18）

Harlowら（go》 松田qo2） Zienkiewic2（30）

非定常流れ 大宮司（9D 松田らqo3）

（層流） 松田らqo4》

態 児玉らqO5）

平野qoθ）

児玉（iO7）

NS　：　Navier　Stokes　Equation・

EC　：　Equation　of　Continuity・
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られる（i・84－9i＞。また近年・重み付き残差法（MWR）く92’94）による

数値解析が用いられている（±6・95’107）。　卜1WRはNSとECに重みを乗

じて残差を最小にする方法であるため・基本的にはNSとECを用いた

理論の範疇に属する。1“IWRはFEMを用いるため、複雑な形状を有す

る流路内流れの解析に適している。またFDMと比較してマトリック

スが優対角になる性質を持つので（i　o，8）・　大型モデルの数値計算に

適している。なお、文献（109）～（114）はペナルティ法を用いた論文

である。解析方法はFEMである。ペナルティ法はECにペナルティ

（処罰）係数を乗じて圧力を表現する。このため、連続の式が不要

になり、能率的な解析が可能になる。しかし、非圧縮性の条件が緩

和されるので、精度は悪くなる。この理論は以上のような特徴をもっ

ている。しかし、流体の挙動が固体と連成するような場になると、

基礎式を正確に表現することが難しくなり、この理論は適用できな

い。NSとECを基礎式とした解析例は非常に多い。表3．1に示した文

献はそのうちの代表例である。

　エネルギ保存則は一般に固体力学で用いられる。　　Oden（28）、

Zienkiewicz（29・30）　はこのエネルギ保存則を粘性流動の解析に適

用している。この理論の特徴は流れ場をエネルギ系で扱うため・保

存系に限られるが、固体と流体の連成挙動を扱うことができる・し

かし定式化の方法は各種エネルギのマトリックスを構成した後に変

分するので、遠心成分やコリオリ成分を導入できない（31）。

　仮想仕事の原理は固体力学で用いられており、非保存系でも成立

する。また各種の非線形成分を考慮することができる。浅野は2物

体の弾性衝突解析において、接触・分離・固着の条件を考慮した仮

想仕事の原理を提案し、数値解析しているくti5・1i6）。　このような

30
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仮想仕事の原理の性質を利用すると・例えば・液体貯蔵用タンクの

スロッシング現象や配管系の振動現象など・弾性体と粘性流体が連

成する場の解析ができる可能性がでてくる。ところが仮想仕事の原

理を粘性流体に適用した報告例は見当たらない。そこで、著者は振

動を伴う流体と弾性体との二成挙動を統一して扱うことのできる変

分原理を確立するために、仮想仕事の原理を粘性流動に適用したFE

M解析法を提案している（73－77・i17・it8）。　また本原理；を用いると、

遠心成分、コリオリ成分などの非線形成分が導入できることを報告

している（3t）。

3．2．2　研究課題の明示

　本章ではNSとECを用いないで、仮想仕事の原理に基づく流れ場解

析の理論を確立する。初めに、流体に作用する各種仮想仕事を述べ、

粘性流体のための仮想仕事の原理を構築する。次に、本原理に基づ

くFEM解析法を述べる。最後に、本原理の妥当性を基本的な事項で

確認する。解析例として、段付き流路内流れを取り上げ、本FE門を

適用する。そして、その解とMWRを用いたKawaharaらの解（16）

と比較する。なお流れは層流と仮定する。

3．3　粘性流体のための仮想仕事の原理

　本章では、文献（73）～（77）および（117）、（118）に基づいて、粘性

流体のための仮想仕事の原理を構築する。

　取扱いを簡．単にするために、本章では2次元問題に限定する。

Sl

　　　　　　　　　　　ほロ

　　購鷹灘＿麟難
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3．3．1　加速度形慣性力による仮想仕事

　加速度形慣性力ベクトルf、は次のようになる。

fa＝ρ［リ　　　　　　サU，tV，七］T　， ・一一一　一　・・一　一　一一一・　一一一一　一一・　一　一　一　一　一（3．1）

ここで（）．tは時刻tに関する偏微分を意味する。加速度形慣性力

による仮想仕事δU、はf、と仮想変位ベクトルδuとの積で、次

のように表わされる。

　6Ua＝bS　6M・fadS，　ll　＝［u　v］T　一p　’一　（3・2）
　　　　　　s

ここでρは流体の密度、uとvはそれぞれx、y方向の変位、・は

時間微分、bは厚さ、Sは積分領域、［］T　は転置行列、δは変分

演算子である。

3．3．2　対流形慣性力による仮想仕事

　一般に対流形慣性力ベクトルf。は運動量保存則により次のよう

に表わされる。

fc－p
i：．　e．ll　＋．　g．　e．1：1　，　一一一一一．　一．　．一　一一　一一一，，．，，

ここで（）．．、（），yはそれぞれXとyに関する偏微分を意味する。

対流形慣性力による仮想仕事δU。はf。と仮想変位ベクトルδtu

との積で、次のように表わされる。

32
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6Uc＝bS6M・fcdS　・
　　　　　s

一一　一一　一一　一一　一一　一一一　一一　一一　一一　一一　（3．4）

3．3．3　粘性による仮想仕事

　粘性流体が流れると、粘性によってひずみ応力ベクトルOが生じ

る。Oは周体力学で偏差ひずみ応力ベクトルと呼ばれる。　粘性に

よる仮想仕事δU．はσと仮想ひずみベクトルδpの積で、次のよ

うに表わされる。

δUv＝b∫　δ£・£rdS　　 ，

　　　　　8

　　σ＝［σx　σy　τ。y］T

　　　　　　　　　　　　　　の　　　＝dia8［2μ　 2μ　　μ］・E），

　　E＝［εx　εy　γxy］T，

　　εx＝U，x　，　εy＝V，y　，

一　．一　．一　一　一．　一．　一　一一・　一一　一一　（3．5）

rxy＝U，y十V，x　，

ここでdiagは対角行列、μは粘性係数、　reはひずみベクトルであ

る。

3．3．4　圧力による仮想仕事

　圧力ベクトルPは流体のせん断には関与しないため、単に垂直成

分としてはたらく。圧力による仮想仕事δU，はPと仮想の体積ひ

ずみベクトルδε．の積で、次のように表わされる。

6　Up＝　bS
　　　　　3

一　一一　一一　一一　一一　一一　一一　一一一　一一　一（3．6）
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P＝［　p　p　O］T，　E．＝［£．　e．　O］T，

s．＝（ex十　e　y）／2，

ここでpは圧力、ε．は体積ひずみである。

）

3．3．5　外部仮想仕事

　外部仮想仕事δUwは流体中の物体力ベクトルfwならびに表面

力ベクトルif、と仮想変位ベクトルδtuの積で、次のように表わさ

れる。

6U．＝b　｛S　6　tu　．　if　．　d　S　十　di　6　ll　．　if　，　d　1｝，　一（3．7）

　　　　　　s　　　　　　　　　　　　　　　　　　l

　　fw”［fwx　fwy］T　，　fi＝［f　ix　f　iv］T　，

ここで添字x、yはそれぞれの方向を意味する。　まta　d　lは表面力

if、が作用する面の長さ、1はその積分領域を示す。杢1は境界面

に沿った積分である。

’

3．3．6　流体が連続性を保つための条件

　緒論で述べたように、本論文では流体は非圧縮性と仮定する。流

体の連続性を表わす連続の式は、質量保存則から誘導できる。本論

文では非圧縮性流体の連続性を、体積ひずみ率　ivに仮想の圧力

ベクトルδPを乗じて、次のように表現する。

　　　　　　　　　のδU8＝b∫　δP・1εvdS　・
　　　　　8

一　一一　一一　一　一一　一一　一一　一一　（3．8）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ミ4

　　　　
籔議：鑛灘灘織灘鶴1暴露一一総山
　　・・　、2鱗．灘．鑛婁　　1課灘箇箇塾　難　恥

　　　　欝懲　’“
騰懇　馬灘、
　　　轍



b
’
亀
．

レ

3．3．7　粘性流体に適用できる仮想仕事の原理

　仮想仕事の原理は解析対象に応じて、各種仮想仕事を取捨選択で

きる。流れの種類に分類して仮想仕事の原理を記すると・次のよう

になる。

　クリープ流れの場合、

　も　
　∫　（δUv一δUp一δUw）　dt＝0，
　七t

　セ　
　∫　δUgdt＝0．　　　　　　　　　　　　　　一一一一一（3．9）
　七i

　定常流の場合、

　もど
　∫　（δUv十δUc一δUp一δUw）dt＝0，
　七t

　セ　　∫　δUgdt＝＝0．　　　　　　　　　　　　　　　一一一一（3．10）

　ti

　非定常流の場合、

　もを
　∫　（δUa十δUv十δUc一δUp一δUw）d’t＝0，
　ti

　もゑ　∫　δU8dt＝0，　　　　　　　　　　一一一一一一一一一（3．11）

　ti
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ここでti、t2　は時刻を意味する。

　なおδUa、δUc、δUv、δUpおよびδUwは有限要素法によ

る変位法、δU、は応力法に対応するため、式（3・9）～（3・11）はハ

イブリッド形仮想仕事の原理になる。

t

1

3．4　有限要素法の定式化

　3．3節では、粘性流体のための仮想仕事の原理を構築した。本原

理に基づいて粘性流動を解析する手法は有限要素法である。また、

第4、5章で構築する熱流体のための変分原理の解析手法も有限要

素法である。変分原理（仮想仕事の原理やエネルギ保存則など）か

ら有限要素方程式を誘導することを有限要素法の定式化という。有

限要素法の定式化の概要は2．2節で述べている。ここでは、2．2．1

節で述べた有限要素法による解析手順に基づいて：有限要素法の定式

化を行なう。

　式（3．11）で表わされる変分原理に基づいて粘性流動を解析するた

めに、初めに、解析領：域を有限個の三角形要素に分割する。要素と

して、第2章で述べたように、変位には三角形6節点要素、圧力に

は三角形3節点要素を用いる。変位と圧力に対して採用する要素系

が違う理由は2．2．3節で述べたので、ここでは省略する。

　要素内の変位および圧力は次のようになる。

　X方向の変位U

u＝Niu，十N，u，十　・．．　十N，u，　，　一一一（3．12）
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　ギ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　“L

y方向の変位v

v＝　Nivi十　N2v，十　．．．　十　N，v，　，　一　一一・　一（3．13）

旨
圧力　P

）
［

p＝ntp　t十　n2p2十　n3p3　，
・一一一@一　一（3．1tl）

ここで　Ns～N6、　η1～η3　はそれぞれ形状関数と面積座標で、

式（2．12）、（2．8）で表わされる。　ui～u6、　vi～v6は図3．1に

示す三角形要素における6節点のx、y方向の変位である。また

Pt～p3は図3．2に示す三角形要素の各頂点の圧力である。

　式（3．12）～（3．14）；をマトリックス形式で表現すると、次のように

なる。

M　＝@［：1　＝　［，N　i　O，　，　1　1

＝［A，］［d］　，
一　一一・　一一　（3．15）

［A，］一@［，Nt　O．，　111　，”6　O．，1　，

［d］　＝　［ut　vi　u2　v2　．．・　u6　v6］T　，

一（3，16）

一一@（3．17＞

3ク

然、
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p　＝［nt　ny　2　op　3］［　p］

　＝［H］［　p］　，

　［H］＝［　op　t　op　2　n　3］　，

　［P］＝［Pi　P2　p，］T　，

一　一一　一一　（3．18）

一　一一　一（3．19）

一一
@一一　一一（3．20）

ここで［］Tは転置行列を表わす。

　式（3．15）～（3．20）を用いて式（3．2）、（3．4）～（3．7）の各種仮想仕

事および式（3．8）の連続の条件に関する定式化を行なう。　ただし、

式（3．15）～（3．20）は一つの要素についての変位および圧力：を表わ

しているので、各種仮想仕事および連続の条件の定式化も一つの要

素について行なう。従って、積分範囲は三角形要素の領域として扱

う。

3．4．1加速度形慣性力による仮想仕事の定式化

　加速度形慣性力による仮想仕事δU、は式（3．2）で表わされる。

式（3．2）において、仮想変位ベクトルδ旧は式（3．15）を用いると、

次のように表現される。

6tu＝6［u　v］’　＝6　（［At］［d］）

　　＝6［d］T［A，］T　＝［6d］［A，］T　． 一一@一　一（3．21）

また、式（3．1）の加速度形慣性力ベクトル　tf。は、

『a＝ρ［の　　　　　　　　　　　　ロU，t　　V，七］T

　　　　　　ロ　　　＝　ρ［At］［d］　　， 一一@一一　一（3．22）
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りの　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　のロ　　　　　　のの　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　リロ　　　　　　　ゆ

［d］＝［ui　vi　u2　v2　◎・・　 u6　v6］T，一一（3．23）

ここで・は変位の時間微分、・◆は変位を時間で2回微分したこと

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　リサを表わし、それぞれ速度、加速度を意味する。従って、［d］は加速

度ベター・ルである。

　式（3．21）と（3．22）：を乗じると、δU、は次のようになる。

監
』
匿
冒
騨
『
吼

δUa　：＝bSAδU・tf「a　d△

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝bSA［δd］［A・］Tρ［A・］d△［d］・ 一　一　一（3．24）

ここで△は三角形要素内の領域を示す。

　［δd］は仮想変位ベクトルで任意の値をとることができる。　従っ

て、式（3．24）は次のように書くことができる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　つ　δU。＝［δd］bSA［Ai］Tρ［A・］d△［d］

　　　　　　　　　　　の　　　＝［δd］［M］［d］　　　　．

［M］＝bSA［A・］Tρ［A・］d△　・

一一
@一一　・一一（3．25）

一一
@一一　一一（3．26）

ここで［M］は加速度形の質量マトリックスを意味する。

3．4．2対流形慣性力による仮想仕事の定式化

　対流形慣性力による仮想仕事δU。は式（3．4）で表わされる。

式（3．4）において、仮想変位ベクトルδuは同じである。対流形慣

性力ベクトル　il。は式（3．3）で表わされる。　f。は速度の微分項

を含んでいるので、次の順序で求めることができる。



ifc－p
@¢．　e．ls　t・　e・1：］　・

一一@一　一　（3．3）

において、まず、速度のx、yに関する微分について考える。

　式（3．12）、（3．13）の変位：を時間で微分すると、

り　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　 コ

u＝＝NIUi十N2u2十
　　　　　　　　　　　　　　ロ　　　　　　　　　　　　　　　ロ

V：＝NIVi十N2V2十

　　　　　　の○　○　■十N6u6

　　　　　　コ◆ ○ ○十N6V6

一　一　一　（3．2’7　）

・一@一一　一（3．28＞

式（3．27）、（3．28）をそれぞれx、yで微分すると、

k

一
－
－
ー
ー

の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

u，x＝Ni，xUi十
ロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 　

u，y＝Ni．yUi十
の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

v．x＝：Ni，xvi十
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

V，y＝＝Ni，yVi十

○

■

◆

●

○

◆

◆

○

◆

○

○

○

　　　　ワ十N6，xu6

　　　　つ十N6，yU6

　　　　ロ十N6，xv6

　　　　　十N6，yV6

である。対流形慣性力のx方向成分を　f。、

（3．30）を代入すると、次のようになる。

　　　　　　コ　　　リ　　　　　　　　　　　　　　　　　

　fcx＝ρ（uu，x十vu，y）
　　　　　　つ　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　＝ρ（U（Nt，xUi十　 ◆・◆
　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

　　　　　　十V（Ni，yUi十　 ◆・．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り

　　　＝ρ［uNi，x十vNi，y　　O　・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　uN6，x十vN6，y　　O

，

，

，

，

一一@一一　一（3．29）

一　一一　一（3．30）

一一一
i3．31）

一　一一一　一（3．32）

とし、これに式（3．29）、

＋N6．x自6）

　　　　　　　＋N6．yU6））

○　　○

　　　］［d］　，

　　　　　　一一一一（3．33）

　？

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4一／

　F
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　I

　I

　：　1
　｝

　　　　　　　［Ei］＝　 uNs，x十vNi，y　　　　　O　　　　　・・
　　　　　　　。　　血N、．。＋◎N、，，。．

　｝
　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・一一一一（3．37）

　；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　なお、lf。のマトリックス化の過程で、式（3．37）における速度u、

　　　　　竜はマトリックスの内部に組み込まれる。すなわち、対流形慣性力

　　1　　を表わすマトリックスは速度項を含む。

　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　42
　　し

　　　の　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　［d］＝ ［ut　vi　u2　v2　・・◆　 u6　v6］T，一一（3．34）

　　　　　
ここで［d］は速度ベクトルである。

　同様に、y方向の成分　f。y　について実行すると、

　　　　　　　　　　　ロ　　　　　　　　　　　ク　　　の　fcy＝ρ （uv．x 十vv，y）
　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　ロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ロ

　　　＝ρ（u　（Nt，xVi十　 …　　　　十N6，xv6）

　　　　　　十「y　（Nt，yrひi十　　…　　　　十N6，yrひ6））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　＝ρ［　　O　　uNi，。＋vN、．y　…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　　　　　　　　O　　　uN6．x十vN6．y］［d］　．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一一（3．35）

式（3．33）、（3．35）を式（3．3）に代入すると、

　ifc　＝［fcx　fcy］T

　　　　　　　　　ワ　　　＝：ρ［Ei］［d］　　　　　　　　　　　　　　　　　一一一（3．36）

　　　　　　　o　　　　　　　　　　　　　　　　●
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　式（3．21）と式（3．36）を乗ずると、δU。は次のようになる。

　δUc＝b∫δ旧・fc　dム
　　　　　　ム
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝bSA［δd］［Ai］Tρ［E1］d△［d］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝［δd］bSA［A・］Tρ［Ei］d△［d］

　　　　　　　　　　　　の　　　　＝［δd］［Mc］［d］　　　　　　　　，　　一一一（3．38）

　　［Mc］＝bSA［A1］Tρ［Et］d△　　　　　　．　　一一一（3．39）

ここで［M。］　は対流形慣性力を表わす質量マトリックスを意味す

る。

3．4．3粘性による仮想仕事の定式化

　粘性による仮想仕事δU．は式（3．5）で表わされる。式（3．5）は

仮想ひずみベクトルδεと粘性応力ベクトルOの積で表わされるの

で、初めに、これらのベクトルをマトリックス表現する必要がある。

　ひずみベクトルは、

£＝［£x　ey　rxy］’　，　一一一一一（3・40）
e．＝　u，x　，　£y＝　v，y　，　r　．y＝　u，y十　v，x　，　一一　（3・41）

である。式（3．41）を具体的に表現すると、

ε・＝N・、xu・＋N・，・u・ナ　○●◆

cy＝　Ni，　yv　i十　N2，　vv2十　’　’　’

rxy＝Ni，　yu　i十　N2，　yu2十　・　・　’

　　　十N　i，　．vi十　N2，　．v2十　．　・

十N6，xu6　，　m一（3．42）

十N6，yv6　，　’一’　一’（3．43）

　十N6，　yu6

’　＋N6，xv6・　一（3・44）

43．

ρ
ビ
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式（3．42）～（3．44）を式（3．40）に代入すると

le＝ X，
1N

0

y，
iN

＝［B，］［d］

［B　i］　＝

　o

Nt，y

Ni，x

　　’

Nt，．

o

Ni，y

’”　N6，x

．．．　o

．．．　N6，y

o　．．．

Nt，v　・”

Ni，x　’・・

　s

　o

　N6，　y

　N6，　x

N6，．

o

N6，y

［d］

一　一一　一一　（3．45）

o

N6，y

N6，． ．　一一（3．46）

　　ILrtws

式（3．45）を変分すると、

　δ£＝［δd］［B1］T　　．　　　　　　　　　　　　　　一一一（3．47）

　一方、粘性応力ベクトルσは、

　σ＝＝［σx　σy　τxy］T　　 ，　　　　　　　　　　　　　一一一（3．48）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　σx＝＝2μεx　，　σy＝2μεy　，　τxy＝μγxv　，　一一（3．49）

である。式（3．42）～（3．44）の時間微分を用いると、式（3．49）は、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　σx＝：2μ　（N1．xUi十　　・◆　・　　十N6，xu6）　，　一一（3．50）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　σy＝2μ（Ni，yVi十　 …　　　十N6．yV6），　一一（3．51）
　　　　　　　　　　コ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　つ
　　τxy：＝μ（Ni，yUt十　 ・・◆ @十N6，yU6）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り

　　　　　十μ（Nt，xVi十　 …　　　十N6，xv6），一一（3．52）

　　　　　　　　　　4タ’
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式（3．50）～（3．52）を式（3．48）に代入すると、

U＝ 2u　O

O　2pt

o　　o

　　　　　　ゆ＝：［C］［B1］［d］

［C］＝ 2u

o

o

2u

o

Nt，x　O

O　N，，，

Ni，y　Ni，x

’

　
　
μ

（
U
O

・・．　N，，．　O

．．．　O　N，，，

”・　N6，y　N　6，x

　の
［d］

一一@一一　一（3．53）

　　　　＝diag［2μ　2μ　μ　］　　 ．　　　　　　　一一一（3．54）

ここでdiag［］は対角行列を意味する。

　以上のことより、δUvは、

　δUv＝b∫δε○σ　d△
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　つ　　　　＝：b∫［δd］［Bt］T［C］［B1］d△［d］
　　　　　　△
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　ニ：［δd］b∫［Bt］T［C］［B1］d△［d］
　　　　　　　　　　A
　　　　　　　　　　　　の　　　　＝　［δd］［K］［d］　　，　　　　　　　　　　　一一一（3．55）

　　［K］＝bS．［B・］T［C］［Bt］d△　　・　　　一一一（3・56）

ここで［K］は粘性を表わすマトリックスである。

3．4．4圧力による仮想仕事の定式化

　圧力による仮想仕事δUpは式（3．6）で表わされる。式（3．6）に



’ttttt／g，t・ee
」

藍

函

も

灘樋
邑
’

頬ゐ

謄
　
　
　
　
　
　
1
1
「

鰯
　
｛

渤　
”
乳

Z
．
1

　
　
■
唖

　
閥
撃
」

　
，
躍
㌃

‘

おいて、体積ひずみベクトルε。は、

　E．＝［ev　e．　O　］’　，　一一一一・　・一一一（3・57）

　　　£．＝　（ex十ey）　／2　．　一一　一一　一一　一（3・58）

式（3．42）、（3．43）を用いて　εvを表わすと、

　£v＝　（Nt，xut＋　’・・　＋N6，xu6

　　　　　十Ni，yvt十　’”　十N6，yv6）　／2

　　　＝O・5［　Ni，x　Ni，y　’・’　N6，x　N6，y　］［d］　・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　一　一　（3．59）

これを式（3．57）に代入すると、

ic　．＝O．5 Nt，x

Nt，x

o

＝［D］［d］

［D］＝O．5 Nt，．

Nt，x

o

Nt，y　’・

Ni，y　”

　o

’

　Ni，y

　Ni，y

　o

式（3．60）を変分すると、

　6　t£　v　＝　6　（［D　］［　d　］〉

　　　　＝［6d］［D］T　．

N6，x

N6，×

o

N6，x

N6，．

　o

N6，　y

N6，y

o

N6，y

N6，y

o

）06
●

3（

）16
0
3（

］d［

●

一　一一　一一一　（3．62）
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　一方、圧力ベクトルPは、

　P＝［p　p　o］T　，

　　p＝［H］［p］　．

式（3．18）を式（3．63）に代入すると、

P　 ＝

1
　
4
ム

［p］

n2　op　3

n2　n　3

0　　0

＝［Hp］［p］

　［H　p］＝

［p］

　’

7il　i　77　2　77　3

ni　v2　n3
．

従って、δUPは、

　6Up　”b　S．6£v’P　dA

　　　　＝　b　S．［6　d　］［D］’［H　p］　d　A［p］

　　　　＝　［6d］［G］［　p］　，

　　［G］＝　b　S．　［D　］’［　H　p］dA　．

　4ク

1・羅灘羅纈　灘・邑．灘灘i、三

一　一　一（3．63＞

一一
@一一　一一　（3．18）

一　一一　一一　（3．64）

一一一@一・　一一（3．65）

一一 @一（3．66）

一　一　一（3．67＞

』．鐵翻’ｮ麟響eq’，’t’
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ここで［G］は圧力成分を表わすマトリックスである。

3．4．5外部仮想仕事：の定式化

　外力による仮想仕事δUwは式（3．7）で表わされる。仮想変位ベ

クトルδuは式（3．21）でマトリックス化されているので、δUwは

次のようになる。

6U．＝b　（　S．6　ll　．　tf．　d　A　十　di26u．f，　d　1）

　　＝b　（　S．［6d］［A，］Tf．　dA

　　　　　　　十　Se［6d］［Ai］Tfi　d1）

　　　＝［6　d］（　b　（　S，　［A　，］T　f．　dA

　　　　　　　十　dit［Ai］Tf，　d　l））　．　一一　一一　一（3．68）

物体力ベクトルfwと表面力ベクトルf1が与えられているとすれ

ば、上式は容易にマトリックス化できる。この場合、上式は最終的

には次のような形になる。

　　［F］＝　b　（　S．　［A　，］T　f．d　A＋　di¢　［A　，］T　if　，　d　1）　．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　一一　一（3．70）

3．4．6連続性の条件の定式化

　式（3．8）のδUgは流体の連続性を保つための条件である。　式

（3．8）において、圧力ベクトルPは、

49
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　　　P＝［Hp］［P］　，　　　　　　　　　　　　　　　　一一一（3．64）

　　であるから、変分すると、次のようになる。

　　　δP＝δ（［Hp］［P］）

　　　　　＝＝［δP］［HP］T　　 ．　　　　　　　　　　　　　　一一一（3．71）

　　　　　　　　　　　　　　　　　り　　　一方、体積ひずみ率ベクトル壌．はε。の時間微分で表わされる

　　ので、式（3．60）より、

　　　　　　　　　　　　　り　　　£v＝［D］［d］　　．　　　　　　　　　　　　　　　　一一一（3．72）

　　従って、δUgは次のようになる。

　　　δU9＝bSAδ旺）・¢v　d△

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　＝＝bSA［δp］［Hp］T［D］d△［d］　．　　　　一一一（3．73）

　　上式において被積分項は、

　　　　［Hp］T［D］＝（［D］T［Hp］）T　　　　　　　　　　一一一（3．74）

　　と書ける。これを式（3．73）に代入すると、次のようになる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　つ　　　δUg＝＝b∫［δp］［Hp］T［D］d△［d］
　　　　　　　　ム
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　：＝bSA［δp］（［D］T［Hp］）Td△［d］

　　　　　　＝＝b［δp］SA（［D］T［Hp］）Td△［d］　．　　一一一（3．75）
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式（3．75）に式（3．67）；を代入すると、

　　　　　　　　　　　び　δU9＝：［δP］［G］T［d］　　， 一　一一　一一　（3．76）

となる。すなわち、連続性を保つための条件のマ1・リックスは圧力

マトリックス［G］の転置形で表現される。ここで［δp］は仮想圧力

ベクトルで、任意の値をとることができる。

3．4．7有限要素方程式

　3．4．1節から3．4．6節まで各種仮想仕事および連続の条件の定式

化を行なった。これらを式（3．77）にまとめて示す。

　　　　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

δUa＝：［δd］［M］［d］，　　δUc＝［δd］［Mc］［d］，

　　　　　　　　　　クδUv　：＝　［δd］［K］［d］　，　　δUp＝［δd］［G］［p］　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　りδUw　＝　［δd］［F］　　　，　　δU8　＝［δp］［G］T［d］　．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一　一（3．77）

　［M］＝bSA［Ai］Tρ［A1］d△　　　，

　［Mc］＝bSA［Ai］Tρ［Ei］d△　　，

　［K］＝bSA［Bi］T［C］［B二］d△　　，

　［G］＝bSA［D］T［Hp］d△　　　　　，

［F］＝b（SA［A・］Trwd△＋鑑［A・］T匠1dD●・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一一（3．78）
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式（3．78）の各マトリックスは形状関数および面積座標の積分として

表わされる。これらの積分は式（2．14）の積分公式を用いる。

　式（3．77）を（3．11）に代入すると、

　もど
　∫（δUa十δUc十δUv一δUp一δUw）dt
　ti

　　　　　　も　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の

　　＝［δd］∫　（［M］［d］十（［K］十［Mc］）［d］
　　　　　　七1

　　　　　　　　一［G］［p］一［F］）d七＝：0　　，　　一一一一（3．79）

　も　

　∫　δUgdt
　t1

　　　　　　セ　　　　　　　　の
　　＝［δp］∫　［G］T［d］dt＝0　　．　　　　　　　一一一（3．80）
　　　　　　t1

b

既に述べたように、式（3．79）、（3．80）において、［δd］と［δp］は

任意の値をとり得る。また、上の両式が恒等的に成立するためには、

次式が必要になる。

　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　つ
　［M］［d］十（［K］十［Mc］）［d］一［G］［p］一［F］＝0　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一　一（3．81）

　　　　の　［G］T［d］＝＝0　　．　　　　　　　　　　　　　　　　一一一（3．82）

式（3．8D、（3．82）；をまとめると、

、夕／
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一　一　（3．83）

式（3．83）は1個の要素に関するマトリックス方程式である。上式を

解析領域全体にわたって合成すれば、次のようになる。

r
I
L
■
腫
層
7
「

　　　　　　　ロΣ｛ ＋［∵C∵1じ］｝＝Σじ］．
一　一一　（3．8Ll）

ここでΣはマ1・リックス合成を意味する。

）

3．5　計算手順

3．5．1　定常流動

　定常流動の場合、式（3．84）は次のようになる。

　　　　　　　　　　　の

．　一　．一　一一一　一一　（3．85）

　上式はδU。：を除い：た式（3．77）を式（3．10）に代入すると得られる。

［M。］は式（3．39）、（3．37）に示すように、速度項を含む非対称、非

線形マトリックスである。従って式（3．85）は増分的な方法を用いて

逐次、　［M。］　を修正しながら解く必要がある。ここではニュート

ン・ラフソン法（NR法）を用いる（sig）。NR法を用いると式（3．85）

s2
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の解は次のようになる。

［　pd．　1　，，，．　［　pde　］h一　（［J］　h）　一i　［R］h　L　一．　一　．．　一（3．s6）

［J　］h＝2 III　？］h　．＋　Mah＋K　6　G）　，，

［M　a］　”　b　S．　［A　i］’P［E　a］　d　A，

［E@a］　＝

@
［

［R］h．2@［　M一一。　hG＋．　K

Ntt：t．。

　のNiV．x

N、自．，・◆◎

　コNIV．y●◆．

　　　　　●G

0

1：1：：1：1：コ，

h“@£　［　：　1　1　．一．　．．一　．一　（3．s7）

ここでhは繰り返し演算回数で、O一“　t　は逆マトリックスを意味

する。式（3．85）の出発値は式（3．9）から得られる次のクリープ流れ

の式

　　　　　　　　　　　　　

の解を採用する。以後、式（3．87）の各マトリックスを再構成して式

（3．85）を解き、解が収束するまで演算を続行する。収束条件を次の

ように設定する。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　つ

（『91h＋L【llh）／19ド E　O．Ol　．

　　一　一　一　一　（3．89）
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灘
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3．5．2　非定常流動

　　　　　　　　　　　　　　り　式（3．84）においてベクトル［p］の係数は［0］であるため、左辺第

1項の逆マトリックスは求められない。そこで次のように式（3．84）

を速度と圧力の連立一次式に変換する。加速度ベクトル［d］、圧力

　　　　　　　　の時間ベクトル［p］に前進時間差分を採用すると、次式が得られる。

　　　り　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　ゆ

　　［d］＝（［d］m＋i一［d］m）／△t

　　　　　　［P］＝（［P］m＋t一［P］m）／△t　 ，　　一一一一一一一（3．90）

ここで△tは時分割、mは自然数で時刻を表わす。また時刻に関す

るパラメータをαとすると、　m＋1とmの間に次の関係式が成立

する。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　　

　d＝（1一α）dm＋±十αdm　，

　p＝（1一α）pm＋i十αpm　．　　一一一一一・一一一一（3．91）

α＝o、o．5はlmplicit法、α＝1はExplicit法に相当する。式

（3．90）、（3．91）；を式（3．84）に代入すると次式が得られる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　oΣ［M／∵（1’α）（臨＋’）（1；α）G1［lm，、

＝Σ m：】＋Σ［門／△∵州Cm）α㌔1［証，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　一一　一一　（3．92）
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ここでrは時刻m＋1　における繰り返し演算回数である。

　定常流動の解法と同様にNR法：を採用すると、式（3．92）の解は次

のようになる。

　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　の

［二L：：＝［：】∵（［Jt］rm＋’）一t［Rt］rL．一一（3．93）

ここで

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　θ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一　一一　一一　一一　一　一　（3．94）

初期値は式（3．85）の収束解を採用する。式（3．94）の右辺

［M。］は速度項；を含むため、任意の時刻m＋1において両マトリッ

クスを逐次修正し、次の収束条件を満たすまで演算を続行する。

［R@，］r＝@2　［

　　　　　　1

［J　，］　r．，　，＝@E）　［

　M／　A　t十く1一　a　）（　K十M．　r．＋　i）　一（1一　a　）　G

圏Σ門／

　　　門／△t十（1一α）（Nc「皿＋1十門a「鵬＋1）

　　　　　　　一GT

（（Sドー（gr）／［9］r＋’

［証，ゴ

’（1顧

　　［Mc］s

．S一　O．Ol　・

　　一　一一　一一　一（3．95）

　　　　　　　　　　　　　　　　S5

羅懸劉1．r，”　””
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＾簑

収束解が得られた後に時刻を△t進行させる。以後この手順を繰り

返し、時刻m＋1とmにおける速度、圧力の値が収束するまで演

算を続行する。時間に関する収束条件を次のように設定する。

（
［
s m＋i

・
」
q
D
昌 m

）／ i］m＋i EO．Ol　．

　一　一一　一一　一一（3．96）

3．6　段付き流路内流れの数値解析

3．6．1　解析モデル

　緒言で述べたように、　Kawaharaらの段付き流路モデル（16）　を

図3．3に示す。解析条件を文献（16）と同じとし、次のように設定す

る。流体は左端より放物状の速度分布で流入し、右端から流出する。

　Re＝0、200、240の定常流を計算する。

　Re数はRe＝U量。・L／レ　（U1。：流入端の最大速度、L：

流入端の流路幅　1cm　、レ：動粘性係数　 1cm2／s）　と定

義する。非定常流については、Re＝200の収束値：を初期条件とし、

Re＝240に至るまでの過渡状態を計算する。計算に用いた物性値

は　ρ＝1g／cm3，μ＝1／98Pa，・s　である。境界条件は、

流入端

壁　面

流出端

速度入力，

u＝v＝O　cm／s，
（U　一’　P）　，n＝O，

sb
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ここでnは流出端に対して法線方向、　O，、　はnに関する微分を

意味する。圧力の境界条件は自然境界条件とし、全三角形要素の頂

点で未知とする。なお時分割は△t＝0．01s、時間に関するパラメ

ータはα＝0とする。

3．6．2　計算結果

3．6．2．1　定常流動

　図3．4は定常流の節点速度ベクトルと圧力値である。図3．4（a）

は　Re＝0　すなわちクリープ流れである。これは式（3．88）の解で

あり、流入端の速度はRe＝200の場合と同じに設定した。図3．4

（b）、（c）はRe・＝200、240の結果である。Re＝0では渦が見

られないが、Re＝200、240では対流形慣性力の影…響で段付き部に

おいて渦が発生する。

3．6．2．2　速度の過渡応答

　図3．5にRe＝200の収束解を出発値として、Re＝240に至る

までの速度の過渡状態を示す。（a）はx方向、（b）はy方向速度の

過渡状態をそれぞれ示す。Node　7、9は段付き流路の下部領域、

Node　21、23はその上部領域にある節点番号である。流路下部にお

ける速度変動は上部に比べて大きいことがわかる。特にモデルの流

出端に近いNode　9　において、その変動は大きく収束が遅い。実線

はMWRを用いたKawaharaらの結果（t6）で、解法には摂動法を用いて

いる。x、y方向における速度の過渡応答は文献（16）の結果と良く

一致している。なお定常法と非定常法の収束値は一致した。

。．　　縣饗．購．。羅’

．鍔、’
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3．6．2．3　圧力の過渡応答

　図3．6に圧力の過渡応答を示す。流入速度がt＝△七でステップ

状に増加した場合、圧力の初期変動は弾性波的な振舞いをすること

がわかる。なおRe＝200から240に至るまでの圧力の過渡応答お

よびRe＝0と200における定常解の圧力値は文献（16）に記載され

ていない。しかし図3．4（c）に示したように、三角形要素の各頂点

における圧力値はRe＝240において（）内に示したKawaharaらの

解と非常に良く一致している。従って図3．6に示す圧力の過渡応答

は正しいといえる。

　以上のことから、粘性流動の解析に仮想仕事の原理を適用するこ

とができる。

評
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3．7　考察

　定常および非定常粘性流動に関する計算結果の考察は3．6．2節で

述べた。本節では、緒言で述べたように、仮想仕事の原理からナビ

ェ・ストークスの式を誘導する。

（a）　δUaについて

　加速度形の慣性力は式（3．1）で与えられる。式（3．2）は次のよう

に説明できる。

　仮想変位δ旧は次のようになる。

　δ職＝＝＝［δu　 δv］　 ，　　　　　一一一一一・一一一一一（3．97）

これを式（3．1）のif。に乗じ、領域全体にわたって積分すれば次のよ

うになる。

　　　　　　　　　　　　　　δUa＝b　｛∫　δuρu．tdS
　　　　　　　9

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十∫　δvρv，tdS｝．　　一一一一一一一・（3．98）
　　　　　　　　＄

　式（3．98）はそれぞれx、y方向の加速度形慣性力がなした仮想仕

事の和である。このことから、δU。は単に式（3．1）に各方向の仮

想変位を乗じたものであることがわかる。ここでδu、δvは領域

全体にわたって任意の値をとることができる仮想の変位である。

6b
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（b）　δUcについて

　対流形の慣性力は式（3．3）で与えられる。式（3．4）は次のように

説明できる。

式（3．97）を式（3．3）のtf。に乗じ、領域全体にわたって積分すれば、

　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ　　　　　　δUc　＝b　｛∫　δuρ　（uu，x十vu，y）　dS
　　　　　　　s
　　　　　　　　　　　　　の　　　　サ　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　り
　　　　　　十∫　δvρ（uv，x十vv，y）dS｝，　一一（3．99＞
　　　　　　　s

となる。式（3．99）は式（3．98）と同様にx，y方向の仮想変位と対流

形慣性力を乗じた仮想仕事の和になる。

（C）　δUvについて

　粘性流体中にはたらく粘性応力ベクトルσは3．3．3節で述べた通

りである。ひずみベクトルには

　£＝［εx　εy　γxy］T　，　　　　　　一一一一一一一（3．100）

であるから変分すると、仮想ひずみベクトルδ1εは

　δE＝［δεx　δεy　δγxy］　　，　　一一一一一一一（3．101）

となる。このδteに0を乗じ、領域全体にわたって積分すれば、
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　6U．＝bS　6E．dr　dS
　　　　　　s

　　　＝b　S　（6　exa　x十　6　£ya　y十　6r　xyTxy＞　dS，
　　　　　　s

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　一一　一一（2．　．102）

となる。式（3．102）の第1項を部分積分すると、

　S　6£．axdS＝S　6（u，．）　a．dS
　s　　　　　　　　　　　　　　　　　　s

　　　　　　　　＝一S　（a　．，　．）　6u　dS十　di　a．6　udy．
　　　　　　　　　　　s　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一　一　一　一一　一一　一　（3．103）

同様に第2、3項を部分積分すると、

S　6cyayd　S＝　一一一　S　（ay，　y＞　6　v’dS十f　av6vdx，
s　　　　　　　　　　　　　　　　　s　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l

S　6rxyTxydS＝一S　（Txy，．）　6vdS十　sF　T．y6vdy
s　　　　　　　　　　　　　　　　　　　s　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　一　S　（T　xy，　y）　6　u　dS十　sl）　‘T’　xy6　u　dx，
　　　　　　　　　　　s　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一一　一　一　一一　（3．104）

となる。式（3．103）～（3．104）においてφ1は領域の表面積分を表わ

す。この表面領域において変位は存在しないため、

　f　ax6udy＝　O，　di　ay6vdx＝　0，
　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　f　Txy6vdy＝O，　f　Txy6udx＝O，　一一　一（3．105＞
　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　6g
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である。従って式（3．102）は次のようになる。

　6U．＝bS　6te）　．edS
　　　　　　s

　　　＝mb　｛S　（（a．，．）　十　（T．y，y）　）　6udS｝
　　　　　　　　s

　　　　－b　｛S　（（Txv，　．）　十　（ay，　y）　）　6vdS｝　．

　　　　　　　　s

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一　一一　一一一（3．106＞

ここで

　（　（ax，　x）　＋　（Txy，　y）　）　s　（　（　T’　xy，　x）　＋　（ay，　y）　）　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　一一　一　一　一（3．107）

はそれぞれx、y方向の粘性力を意味する。

（d）　δUpについて

　Pとε。は3．3．4節で述べた通りである。（c）と同様に行なうと、

　£．＝　［　e．　ev　O］　T，　6E．＝　［6cv　6c．　O］，

　S　6Ev．PdS＝S　（6£．十6cv）　pdS
　s　　　　　　　　　　　　　　　　　　　s

　　　　　　　　＝一一　｛S　（p，．6u十p，y6v）　dS｝
　　　　　　　　　　　s

　　　　　　　　　十　｛f　（p　6udy十p6vd　x）　｝，
　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一　一　一　一一　一　一　（3．108）

　灘．羅「・
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となる。表面境界上では　δu＝0、δv＝0　とおけるから、

　6Up　”bS　6　re　v・　PdS
　　　　　　　s

　　　　＝　’一　bS　（p，．6　u十p，y6　v＞　dS，
　　　　　　　　s

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一　一一　一　一　一一　一（3．109）

となる。ここでp，x、　p，yはそれぞれx、y方向の圧力による力成

分である。

（e）　δUwについて

　物体力ならびに表面力は3．3．5節で与えられている。（a＞と同様

に各方向の仮想変位を乗じると、δUwが得られる。

　以上のことを式（3．11）に代入すれば、結局次の式が得られる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　

　∫　δU｛ρU，t十ρ（UU，x十VU，y）
　9

　　　　　　一（σx，x十τxy，y）十p，x－Fx｝dS＝：0，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一一一一一一（3．110）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　　　の　　　ロ

　∫　δV｛ρV，t＋ρ（UV，。＋VV．y）
　S

　　　　　　一（τxy，x十σy，y）十p，v－Fy｝dS＝：0，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一一一一一（3．111）

ク0



x．官　wsv『護『．

ここでF．、Fyはそれぞれx、y方向の外力を意味する。　　式

（3．110）、（3．111）に3．3．3節で記した応力を代入すると、　δuと

δvは任意の値であるから、次の粘性流動におけるナビエ・ストー

クスの式が得られる。

　　り　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　む　　　　　　　　　　　コ　　　　

　ρU，t十ρ（UU，x十VU，y）
　　　　　　　　ロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝μ（u．xx十u．yy）一p，x十Fx　，　　一一一（3．l12）

　　り　　　　　　　　　　　　　　　の　　 の　　　　　　　　　の　　　

　ρV，t十ρ（UV，x十VV，y）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　＝μ（V，xx十V，yv）一p．y十Fy　．　一一一一（3．113）

　以上のように、仮想仕事の原理からナビエ・ストークスの式が誘

導できる。
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3．8　結言

　本章では次の結論を得た。

（1）．　粘性流動を解析するための代表的な理論の概要と特徴につ

　　　いて考察した。

（2）．　流れ場の解析にNSとEC：を用いずに、仮想仕事の原理に基づ

　　　く解析理論を提案した。

（3）．　提案した原理に基づいて、粘性流動解析のための有限要素

　　　法を定式化した。

（4）．　本解析法を検証するために、2次元段付き流路内の非定常

　　粘性流動についてFEM解析し、Kawaharaらの重み付き残差法

　　　によるFEM解（t6）と比較した。その結果、速度と圧力の過渡

　　状態および収束値は良く一致することが確かめられた。また

　　　非定常法と定常法の解が一致した。従って、提案した仮想仕

　　事の原理は粘性流体に適用できることが判明した。

（5）．　粘性流体のための仮想仕事の原理からNSが誘導できるこ

　　　とを示した。

鑛難1灘懸螺灘箋
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　熱流体の挙動解析において、基本となる粘性流体の流れ解析に必

要な変分原理を第3章で述べた。本章では前述の変分原理に熱的効

果を考慮した熱流体のための変分原理を提案し、その妥当性を検証

する。
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4．1　緒言

　浮力の影響をうける流れ場は、自然現象や工業装置にしばしば見

られるものであり、工学的にも興味ある系である。そして、そのよ

うな場の解析には、表4．1に示されるように、数種の方法が提案さ

れ、検討がなされてきた。表4．1については研究課題を明確にする

ために、次章で検討する。

　本章では、熱流体のための変分原理を提案する。引き続いて、本

原理の妥当性を検証するために、2次元キャビティ内の強制対流に

ついて有限要素解析し、Torranceらの差分法による解（7）、松田の

重み付き残差法（MWR）による有限要素解（17）　と比較する。また、

2次元密閉容器内の自然対流の数値計算；を行ない、Wilkesら（6）、

Pepperら（iO）の差分解と比較する。さらに、本原理に基づいた有限

要素法を用いると、流体の物性値の温度依存性を考慮した解析がで

きる。物性値の温度依存性を2次元キャビティ内の強制対流を例に

とって考える。

　なお流れを考慮した温度場解析のための変分原理から熱エネルギ

式（TE）が誘導できるので、考察に示す。

4．2　問題の提示

4．2．1　浮力の影響をうける流れ場を解析する代表的な理論の概要

　　　と特徴

　表4．1に浮力の影響をうける粘性流体の流れ場解析のための代表

的な理論と解析方法を示す。

　最も一般的に用いられる理論は、浮力を考慮したNSとECおよびTE
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表4．1　熱流体の挙動を解析する代表的な理論と解析方法

理　　論 NS， EC＆Tε エネルギ保存則 熱流体のための

変分原理

解析方法 FD門 FE門（NWR） FεN FEN

Nallasamyらq）
　　　　　，
fa日agher（12＞ Oden（28） 亀ケ谷ら（32－34）

流 定常流れ Jaluria（2－4》 Gallagher（13》 Zienkiewicz（29》

Marshallらq4） Zienkiewicz（30》

池川q5）

動

11ellumsら（5） Kawaharaらq6） Oden（28》 亀ケ谷ら（32－3の

Wilkesら（e） 松田q7） Zienkiewicz（29♪

状 非定常流れ Torranceら（7》 武田らくi8） Zienkiewic2〈30）

（層流） Chuら《8） 小林（19）

Pepperら（9・iO》

態 Sounda卜

gekarら（tt）

NS　：　Navier　Stokes　Equation・

EC　：　Equation　of　Con’tinuity．

TE　：　Equation　of　Thermal　Energy　for　Fluid・
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を用いる理論である。この理論の解析方法として、基礎式をそのま

ま解くFDM（i－it）と、基礎式に重み：をつけて解くMWR（i2”27）があ

る。MWRはFEMを用いる解析方法である。この理論の特徴は力の釣

りあい式と熱エネルギの平衡式を基礎式に用いていることである。

従って、これらの式が成立する現象はFDM　またはFEM（MWR）で解

析できる。ところが、流れ場が固体と連成したり、化学反応や燃焼

を伴ったりすると、現象を支配する基礎式を正確に表現することが

難しくなる。このような場合、基礎式を用いる理論は適用不可能に

なる。NSとECおよびTE：を用いた解析例は非常に多い。表4．1に示し

た文献はそのうちの代表例である。なお、文献（20）～（27）はペナル

ティ法を用いた論文である。ペナルティ法はペナルティ　（処罰）係

数をECに乗じて、圧力を表現する。これにより、連続の式が不要な

り、熱流体の能率的な解析が可能になる。しかし、非圧縮性の条件

が緩和されるので、解析精度は落ちる。

　エネルギ保存則は一般に固体力学の分野で用いられている。解析

方法はFEMである。Oden（28》、Zienkiewicz〈29・30）はこのエネルギ

保存則を粘性流体の流れ解析に適用している。この理論の特徴は流

れ場をエネルギ系で扱うため、保存系に限られるが、固体と流体と

の連成挙動を扱うことができる。しかし定式化の方法は各種エネル

ギのマトリックスを構成した後に変分するので、遠心成分やコリオ

リ成分を導入することができない（3i＞。文献（28）～（30）では、浮

力による仕事を導入してエネルギ保存則を成立させている。なお、

温度場の解析にはTEに重みをつけた剛Rを採用している。

　表4．1に示す熱流体のための変分原理は著者が提案している理論

である（32“34）。解析方法はFEMである。この理論の特徴は流れ場
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の解析に浮力を考慮した仮想仕事の原理、温度場の解析に変分原理

を用いていることである。仮想仕事の原理は解析対象に応じて各種

仮想仕事を取捨選択できるので、非線形成分を含む系や非保存血に

適用できる。また、この原理は固体と流体のどちらにも適用できる。

従って、固体と流体が連成する場の解析に適用可能である。温度場

解析のための変分原理は仮想仕事の原理と同様に、解析対象に応じ

て各種の熱エネルギを取捨選択できる。従って、粘性摩擦などによっ

て失われる散逸エネルギ成分も導入が可能である（32）。また、この

温度場解析のための変分原理を用いると、固体と流体との熱連成場

の解析が容易になる（7i・72＞。さらに、本原理はNS、　EC、　TEなどの

基礎式を用いていない。従って、基礎式が不明な現象でも、エネル

ギ形態が明確になれば、解析可能となる特徴をもっている。

　以上のように、浮力の影響をうける粘性流体の流れ場を解析する

理論はそれぞれ特徴をもっている。本章では、文献（32）～（34）　に

基づいて、流体のみならず固体との連成問題にも適用可能な理論で

ある熱流体のための変分原理を述べる。

4．2．2　研究課題の明示

　藤野（i20）は固休内の温度場を解析する変分原理を概説している。

しかし、熱対流などの非線形成分を含めた変分原理は著者らの報告

以外に見当たらない。

　本章では、初めに浮力の影響をうける流れ場解析のための仮想仕

事の原理と、流れを考慮した温度場解析のための変分原理を述べる。

引き続いて、これらの変分原理を結合して、熱流体のための変分原

理を構築する。次に、これらの原理に基づいて、浮力の影響をうけ
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る熱流体のための有限要素解析法を述べる。最後に、本原理の妥当

性を確認するために、本有限要素法をキャビティ内の強制対流と密

閉容器内の自然対流に適用する。さらに、本有限要素法が物性値の

温度依存性を考慮した流れ場にも適用できることを示す。

4．3　浮力を考慮した熱流体のための変分原理

　取り扱いを簡単にするため、本章では2次元問題に限定する。

4．3．1　浮力を考慮した流れ場解析のための仮想仕事の原理

4．3．1．1　浮力による仮想仕事

　流体内に温度差があると、密度差による浮力ベクトルtf’bが生じ

る。浮力は重力と逆方向に作用するので、次のように表わされる。

fb　＝一pgB［O　（0－e　oo）　］T　， ’－－
@’一　一一　一一　“一’　（4・1＞

ここでρ、βは流体の密度と熱膨張係数（体膨張係数）、gは重力

の加速度、0は流体の温度である。0。。は充分遠方の温度で、本章

では一定と仮定する。　［］Tは転置行列を意味する。

　浮力による仮想仕事δUbはfbと仮想変位ベクトルδIUの積で

次のようになる。

　6U，＝bS　6M．　if，　dS
　　　　　　g

　　　　Su＝［6u　6v］　，　一一一一一一一一　一一（4・2）
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ここでδu、δvはx、y方向の仮想変位、　bは厚さ、Sは積分領

域、δは変分演算子である。

4．3．1．2　その他の仮想仕事

　粘性流体が流動中になされる仮想仕事はδUbの他に加速度形慣

性力、対流形慣性力、粘性、圧力ならびに外力などによるものがあ

る。これらをδUa、δU。、δU。、δUpならびにδUWとすれ

ば、これらは次のように表わされる。誘導は第3章で述べてあるの

で、ここでは割愛し、結果のみを記する。なおδUgは流体の連続

性を表わす条件である。

δUa＝b∫　δ取」・『adS，
　　　　　9

δUc＝b∫　δユ1・rcdS，
　　　　　s

δUv＝＝b∫　δE・σdS，
　　　　　S

δUp＝b∫　δ£v・PdS，
　　　　　S

δUw＝b　｛∫　δ風1・fwdS十φ
　　　　　　s　　　　　　　　　　　　　　　　　　l

　　　　　　　　　ワδUg＝b∫　δP・εvdS，
　　　　　3

6　ra　．　E，d　1｝

一一@一　一　一（4．3）

ここでfa、　fc、E、£v、σ、P、fwならびにifiはそれぞれ加

速度形慣性力、対流形慣性力、ひずみ、体積ひずみ、偏差応力、圧

力、物体力、表面力のベクトルである。また1は表面力が作用する

面の長さ、・は時間微分を意味する。
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4．3．1．3　浮力を考慮した流れ場解析のための仮想仕事の原理

　仮想仕事の原理は、定常流れの場合次のようになる（73－77）。

　も　
　∫　　（δUc十δUv一δUp一δUw）dt＝＝　0　，
　t1

　も　
　∫　 δU8dt＝　0　．　　　　　　　　一一一一一一一一一（4．4）
　t1

　また非定常流れの場合、次のようになる（i17・ii8）。

　も　
　∫　　（δUa十δUc十δUv一δUp一δUw）　dt＝　0　，
　ti

　も　
　∫　 δU8dt＝　0　 ，

　ti　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一一一一一一一一一（4．5）

ここでti、t2は時刻を意味する。式（4．4）、（4．5）からもわかるよ

うに仮想仕事の原理は、解析対象に応じて各種の仮想仕事を取捨選

択できる。流れ場に浮力が作用する場合、4．3．1節で述べたδUb

を式（4．4）、（4．5）に加えることによって、浮力を考慮した流れ場解

析のための仮想仕事の原理が構成できる。浮力の影響をうける定常

流動の場合、次のようになる。

　も　
　∫　　（δUc十δUv十δUb一δUp一δUw）dt＝　0　，
　ti

　もど
　∫　 δUgdt＝　0　。
　tt　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一一一一一一・・一一一一（4．6）

同様に非定常流動の場合は、

80



f
“

蒙
掛

雛
轟

塗

か

　
　
・
撰
葱

糠
簸

　
、
シ
慧

難 題　　rww畢

も　

∫　　（δUa十δUc十δUv十δUb一δUp一δUw）dt＝0，
七i

も　

∫　 δUgdt＝　0　，
tl 一　一　一　一　一一　一　一一　一一　一　一　（4．7）

となる。δUbは温度の関数であるため、流れ場と温度場を決定す

る画面項になる。しかし温度の決定には流れ場内に作用する熱的効

果、たとえば熱伝導や熱対流などについて検討する必要がある。こ

れについては次節で詳細に述べる。

4．3．2　流れを考慮した温度場解析のための変分原理

4．3．2．1　熱伝導項

　いまx、y方向の温度勾配を0，。、0，y、熱伝導率をλとすれ

ば、・一般異方性物体の．単位時間当たりの伝導熱量qdは、フーリエ

の法則より、

　qdx

　qdv

Att　At2

A2i　A　22

e，．

e，， ，　Ki2＝A2t　，　一一（4．8）

となる。ここで0．。、0，yはそれぞれ温度のxとyに関する偏微分

を意味する。直交異方性物体の場合は、λi2＝λ2t・＝0であるから

qdX

qdv

一［6tt　R，， ［811］．

一一@一　一　一一　一　一　（4．9）
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また等方性物体の場合は、

に：：「

となる。［qdx

力σとひずみ速度£に対応させれば、式（4．8）～（4．10）は次の粘性

流体の構成方程式

　c＝diag［2u　2　pt　pt］．i　，　一一　一一　一一一　一（4．11）

に対応する。ここでμは流体の粘性係数である。式（4．8）～（4．10）

の熱伝導によって流体内に仮想の温度勾配（温度ひずみ）δεdが

生じるので、流体内に貯えられる仮想の熱伝導熱量に相当する仮想

熱量δUdは次のようになる。

　6Ud＝bS　6　s£　d．　qddS，
　　　　　　s

　　　　6£d＝［6e，．　6e，y］，　qd＝［qd．　qdy］’，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　一一　一一一　（4．12）

ここでδUdは式（4．3）のδUvに対応している。

4．3．2．2　熱容量項と熱対流項

　熱対流によって流体内の熱量増加に相当する仮想熱量　δU．は

　　　　　　λit＝λ22＝λの条件を入れると、

　qdy］T、［0，。0，y］Tをそれぞれ粘性流体の偏差応

　　e

82
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次のようになる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　δUe＝b∫　δ0ρCp（UO，x十VO，y）　dS，　　一一（4．13）
　　　　　　5

ここでCpは流体の比熱である。式（4．13）は速度項を含むので連成

項になる。　δ◎　は仮想温度で、式（4．3）のδllに対応している。

非定常問題の場合、式（4．13）に熱容量項ρCpO，tを加えて次のよ

うに表わす。

　δUet＝b∫　δ0ρcp（0，t十uO．x十vO．y）　dS，
　　　　　　S

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一一（4．14）

ここで0，tは温度の時間に関する偏微分を意味する。

4．3．2．3　発熱項

　流体中に単位時間当たりの発熱量がqhである熱源がある場合、

また粘性によってqfの摩擦熱が発生する場合、流体内の熱量増加

に相当する仮想熱量δUhfは次のようになる。

　δUhf＝b∫　δ0（qh十qf）dS，　　　　一一一一一（4．15）
　　　　　　s

δUhfは式（4．3）のδUwに対応する。ここでqfは粘性流体：をス

、トークス近似すれば、通常の散逸関数φになり、2次元の場合、次

のように表わされる。

　　　　　ゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　つ　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　φ＝σxu，x十τxy（u，y十v．x）十σyV．y　，　　一一一（4。16）

s3

e。璽
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ここでσ．とσyはそれぞれ流体のX、y方向の垂直粘性応力、τ。V

はせん断粘性応力である。流体の速度が非常に大きい場合や圧縮性

流体の場合、φは無視できない。しかし非圧縮性流体で速度があま

り大きくないときには、φは熱伝導や熱対流の項と比較して無視で

きる程小さい。

4．3．2．4　温度場解析のための変分原理の適用範囲

　以上のδUd、δU。、δUhfは式（4．6）のδU．、δU。、δUw

にそれぞれ対応している。従って、流れを考慮した温度場解析のた

めの変分原理は、仮想仕事：の原理と同様に成立する。以上のことか

ら定常問題に関する変分原理は次のように表わすことができる。

　も　
　∫　　（δUd十δUe一δUhf）dt＝＝0．　　　一一一一一（4．17）
　ti

また非定常問題では、

　も　
　∫　　（δUd十δUet一δ，Uhf）　d　t＝0，　　　一一一一一（4．18）

　ti

となる。熱源および粘性による摩擦熱がない場合には、

　もど
　∫　　（δUd十δUet）dt＝0．　　　　　　一一一一一（4．19）
　七i
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さらに熱容量項、熱対流項がない場合、

　も　
　∫　 δUddt＝0，　　　　　　　　一一一一一一一一一一（4．20）
　ti

となり、本変分原理は固体内の熱伝導解析にも適用可能である。

4．3．3　浮力を考慮した熱流体のための変分原理

　浮力は流体の温度に依存する。従って、浮力の影響をうける流れ

場：を解析するためには、流体の温度場もあわせて解析する必要があ

る。そこで、本章の4．3．1節で浮力の影響：をうける流れ場、4．3．2

節で流れの影響をうける温度場に関する変分原理をそれぞれ述べた。

これらの原理を結合させると、浮力を考慮した熱流体のための変分

原理になり、次のようになる。

　も　
　∫　　（δUa十δUc十δUv十δUb一δUp一δUw）d七＝＝0，
　七i

　もど
　∫　 δU8dt＝＝0，
　ti

　もを
　∫　　（δUd十δUe七一δUhf）　dt＝0．　　一一一一一（4．21）
　七i

　　　　　2S
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4．4　有限要素法の定式化

　有限要素法による解析手順の概略と流れ場に関する定式化の詳細

はそれぞれ2．2節ならびに3．4節ぞ述べている。熱流体のための変分

原理に基づく有限要素法の定式化も同じ方法でできる。ここでは、

流れ場に関して浮力による仮想仕事の定式化および温度場に関する

定式化を述べる。

　定式化は初めに、一つの要素について行ない、最後に解析領域全

体にわたってマトリックス合成し、有限要素方程式を求める。

　2．2節ならびに3．4節で述べたように、初めに、解析領域を有限個

の要素に分割する。要素内の変位、温度に対して図4．1に示す三角

形6節点要素、圧力に図4．2に示す三角形3節点要素を用いる。圧

力に関する定式化は第3章で述べているので、ここでは省略する。

　要素内の変位u、vおよび温度0は次のようになる。

u＝Niui十　N2u2十

v＝Nivi十　N2v2十

〇＝N，e，十　N，e，十

　＝［Nt　N2　・．．

　＝［A，］［e］　，

　［A，］＝［N，　N，　．

　［e］　＝［e，　e，　・

．　・．　＋N6u6

．．．　十N6v6

．　・．　十N，e，

N，］［　e］

・　N．］

’　e6］T

．．．@一一　一（3．12）

一一@一一　一（3．13）

一　一一　一（4．22）

一　一　一一　（4．23）

一n@一　一一　（4・24）

ここでNt～N6はそれぞれ形状関数と面積座標で、式（2．12）で表

わされる。Ui～uθ、Vi～v6、θi～θ6は図4．1に示す三角形要素

における6節点のx、y方向の変位および温度である。

？b
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4．4．1流れ場に関する定式化

4．4．1．1浮力による仮想仕事の定式化

　浮力による仮想仕事δUbは式（4．2）で表わされる。これは仮想

変位ベクトルδllと浮力ベクトルfbの積である。δllは式（3．12）、

式（3．13）を基にして導いた式（3．21）で与えられる。

　6iu　＝［6d］［Ai］’　．　一一　一一　・一一　（3．21）

　一方、浮力ベクトルfbは式（4．1）で与えられる。式（4．1）に式

（4．22）：を代入し、式（3．2Dを乗じると、δUbは次のようになる。

　6U，　＝b　S．6　tu　．　f，dA

　　　　．一　b　（　s．　［6　d　］［Ai］Tp　gB　（AO　，1　d　A［　e］　　　　　（　S．［6　d］［Ai］’p　gB　［

　　　　　　　S．　［6　d］［At］Tp　gB　［

．一 m6d］@（b　S，　［Ai］’PgP　［AO，

　　　　　　　　　　　　　　　し急d△

［Bb叫A’］Tρ9β mld△［θ］

　　　一・　b　S［At］Tp　g　B
　　　　　　ム

＝一 m6d］［B，］　，

　　　　　　　　　　AO2

禰b歌［A1］Tρ9β dA

d　A［e］

　）

　　　一　一一　一（4．25）

’
一一@一　一一　（4．26＞

、灘雛轟轟　欝・
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ここで［δd］は仮想変位ベクトルで任意の値をとることができる。

4．4．1．2その他の仮想仕事の定式化

　その他の仮想仕事および連続の条件の定式化は第3章で述べてい

るので、ここでは、これらの結果のみを記する。

　6Ua”［6d］［M］［d］　，　6Uc＝［6d］［Mc］［d］　，

　6Uv＝［6d］［K］［d］　，　6Up＝［6d］［G］［P］　，

　6　Uw＝［6　d］［　F］　，　6Ug＝［6p］［G　］’［　d］　・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一．　一一一　一一（3．77）

　　　　のロ　　　　　　　　　の

ここで、［d］、［d］は加速度および速度ベクトル、［p］は圧力ベク

トル、［F］は外力ベクトルである。また、［M］、［M。］、［K］、［G］

はそれぞれ加速度形質量、対流形質量、粘性および圧力マトリック

スである。これらのマトリックスは第3章で個々に述べているが、

ここではまとめて記する。

［M］　＝b　S．［A，］Tp［A，］dA　，

［M　．］　＝b　S．［A　，］T　p［E　，］dA　，

［K］　＝b　S．［B，］T［C］［B，］dA　，

［G］　＝b　Sis［D］’［Hp］dA　．

［F］　＝b　｛　S．［A，］Tf．dA＋　di£［A，］T　re　，d1｝

一一@一　一一　一一　（4．27）

式（4．27）の被積分項の各マトリックスは、

s9
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E［
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＝］　
i
B［

Nt　O　　N2　0

0　　Ni　O　　N2

uNi，x十vNt．y

　　　　O
の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ

uN6，x十vN6，y

　　　　O

［C］＝dia　g［　2u　2pt

［D］＝O．5

［H　p］＝

Ni，x　O

　O　Nt，y
Ni，y　Ni，x

Ni，x　Ni，v

Ni，x　Nt，y

o　　　o

ni　n2　rp3

0pt　op2　n3

0　　0　　0

○

○

○

○

○

○

◆

●

コ

■

●

μ

○

◆

’

：：：∵∴1，

　　　0　　　　　・・
り　　　　　　　　　　　　　　　　　　

uNi．x十vNi，y　◆◆

th　N∴N，…，

・・ @N6，x　　O

・・ @　O　　　N6，y

・・ @N6，y　　N　6，x

　　　　　　　　　，

N6，x　N　6，y

N6，x　N　6，y

o　　　o

’

’

一一一@一　一（4．28）

である。

　なお、式（4．27）の各マトリックスは形状関数および面積座標の積

分で表わされる。これらの積分は式（2．14）の積分公式を用いて実行

する。

4．4．1．3流れ場の有限要素方程式

　式（4．25）、（3．77）を式（4．7）に代入すると、次のようになる。
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　も　
　∫　（δUa十δUc十δUv十δUb一δUp一δUw）　dt
　ti

　　　　　　も　　　　　　　　　リ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ワ

　　＝［δd］∫　（［M］［d］十（［K］十［Mc］）［d］
　　　　　　ti

　　　　　　　一［G］［p］一［Bb］一［F］）dt＝0　，一一（4．29）

　も　

　∫　δU8dt
　tt

　　　　　　もを　　　　　　　　
　　＝［δp］∫　［G］T［d］dt＝0　　．　　　　　　　一一一（4．30）
　　　　　　七1

式（4．29）、（4．30）が恒等的に成立するためには、次式が必要になる。

　　　　のロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　［M］［d］十（［K］十［Mc］）［d］一［G］［p］一［Bb］一［F］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝0　，　一一一（4．3D

　　　　　の　　［G］T［d］＝0　　．　　　　　　　　　　　　　　　　一一一（4．32）

式（4．31）、（4．32）をまとめると、次のようになる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一　一（4．33）

式（4．33）は1個の要素に関するマトリックス方程式である。上式を

解析領域全体にわたってマトリックス合成すれば、次のようになる。
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　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ｛ ｝　＝@；£　｛ mBo　bl　＋　［Fol｝　・

　　　　　　一一　一一　一一　（4．34）

ここでΣはマ1・リックス合成を意味する。

　浮力を考慮した流れ場は式（4．34）を解くことによって得られる。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

なお、定常問題では［d］＝0、［p］＝0　であるから上式は、

　　　　　　　　　　ロΣ｛ ｝

，　一一　一　一　（4．34）’

となる。

4．4．2温度場に関する定式化

4．4．2．1熱伝導項の定式化

　熱伝導に対する仮想熱量δUdは式（4．12）で表わされる。これは

仮想の温度こう配ベクトルδ£dと熱伝導ベクトル（ndの積で与え

られるので、はじめに、これらをマトリックス化する。

　温度こう配ベクトルtεdは、

re　d＝［e，．　e，，］T ． 一一
@．一　一一一（4．35）

0．。、0，yは式（4．22）より、

92
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o，．＝　Ni，　．e　i十　N2，　．e2

0，y＝　Ni，　ye　t十　N2，　ye2

◆

○

十N6，　．　e　6

十N，，　，e，

一一@一（4．36）

一一@一一（4．37）

式（4．36）、（4．37）を式（4．35）に代入すると、1εdは次のようになる。

red＝ i：i［1：ill　11

　＝［B，］［e］　，

［B2］一@（：Ill　：ill

上式を変分すると、

N．　：：　：1　［e］

：：III　・

一一@一一　一一（4．38）

一一
@一一　（4．39）

　6£，＝6　（［B，］［e］）

　　　＝　6［e　］T　［B　，］T

　　　＝［6　e］［B，］T　，　一一　一く4．40）
ここで、［δθ］は仮想温度ベクトルで任意の値をとることができる。

　一方、qdは式（4．8）で与えられ、これに式（4．38）を用いると、

qd＝ ｶ：：延：］［0’xO’y］T

　＝［A］［0，．　e，，］T

　＝［A］［B，］［　e］　，

［A］一 mftll　ft；：1　，

一一@一一　一一（4．41＞

一一
@一一一　一一（4．42）

．－ J
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になる。従って、熱伝導に対する仮想熱量δUdは次のようになる。

6Ud＝b　S．6£d・　qld　dA

　　　＝　b　S．［6　e　］［B，］T［　Al［B．］　d　A［e］

　　　＝［6　e］b　S．［B　，］T［　A］［B，］　d　A［　e］

　　　＝　［6　e］［C，］［e］　，　一一　一一　（4．43）

［C　d］＝b　S．［B，］T［A］［B，］dA　．　一一　一一　一一　（4．44）

ここで［Cd］は熱伝導成分を表わすマトリックスである。

4．4．2．2熱容量項と熱対流項の定式化

　熱容量と熱対流に対する仮想熱量δU。七は式（4．14）で表わされ

る。式（4．14）において、仮想温度δ◎は式（4．22）を変分することに

よって得られる。

60＝6　（［A，］［e］）

　　＝6［e］T　［A，］T

　　＝［　6　e　］［A，］T ．
一一@一一　一一（4．45）

また、式（4．14）において0，tは温度の時間微分項で、熱容量項に相

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

当する。uO，。＋vO．yは熱対流項である。これらの項は次のよう

になる。
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り

0．t＝Niθi十N2θ2十　 ・◆・

　　　　　　　　　　　　　　コ　　＝＝［Ni　N2　…　　　　N6］［θ］

　　　　　　り　　＝［A2］［θ］　，

の　　　　　　　　　　 の

U（E），x十VO，y

　　　り　　＝u（N、，。θt＋N2，。θ2　・・

　　　　　　　　＋v（Nt，yθ1＋N2．yθ2　・

　　＝［凸Nt，x十サNi，v　…

　　＝：［E2］［θ］　　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 の

　　［E2］＝［uNi，x十vNi，y　・

　　の十N6θ6

一　一　一　（4．46）

　・　十N6，xθ6）

　◆・　十N6，yθ6＞

　　　　　　　　　　　　　　　り

uN6，。＋vN6，y］［θ］

　　　　　　　一一　一（4．tl　7）

　　　り　　　　　　　　　　　　　　　の

・・ @uN6，。＋vN6，y］，

　　　　　　　一一一一（4。48＞

以上の項を式（4．14）に代入すると、熱容量と熱対流に対する仮想熱

量δU。tは次のようになる。

　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　δUe七＝b∫ρCpδ0（0，七十uO，x十v◎，y）d△
　　　　　4
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝bSA［δθ］［A2］TρCp（［A2］［θ］十［E2コ［θ］）d△

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝［δθ］bSA［A2］TρCp［A2］d△［θ］

　　　　十［δθ］bSA［A2］TρCp［E2］d△［θ］

　　　　　　　　　　つ　　　＝［δθ］［Mt］［θ］

　　　　＋［δθ］［C・］［θ］　・　　　　　T一一（4・49）

　［M・］＝bSA［A・］TρC・［A・］d△　，　　帥一一（4・50）

　［Cv］＝bSa［A2］TρCp［E2］d△　　，　　　　一一一（4．51）

ここで［Mt］は熱容量を表わすマトリックスである。また、［C。］

は速度項を含むので、熱対流を表わすマトリックスである。

9s
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4．4．2．3発熱項の定式化

　発熱項に対する仮想熱量δUhfは式（4．15）で表わされる。　式

（4．15）において、仮想温度δ0は式（4．45）で与えられる。　発熱量

qhと粘性摩擦熱qfが与えられているとすれば、δUhfは次のよ

うになる。

6Uhf＝b　S．6e（qh十qf）dA

　　　＝　b　S．［6　e　］［A2］T（　qh十　q　f）　d　A

　　　＝［6　e］b　S．　［A2］T（　qh十　q　f）d　A

　　　＝［6e］［Q］　，

　　［Q］＝　b　S．［A2］’（　qh＋　q　f）dA　，

一一@一　一（4．52）

一　一　一一一　（4．53）

ここで［Q］は発熱量と粘性摩擦熱を表わすマi・リックスである。

4．4．2．4温度場の有限要素方程式

　4．4．2．1節から4．4．2．3節まで温度場に関する仮想熱量を述べた。

　式（4．43）、（4．49）、（4．52）の各種仮想熱量をまとめると、次のよ

うになる。

　δUd＝［δθ］［Cd］［θ］　　　　　　　　　　　，

　　　　　　　　　　　　　δUet＝［δθ］［Mt］［θ］十［δθ］［Cv］［θ］　，

　δUhf＝［δθ］［Q］　　　　　　　　　　　　　，　　一一一（4．54）

　　　［M・］＝bSA［A・］TρC・［A・］d△　・

　　　［C・］＝bS4［B・］T［A］［B・］d△　・

　　　［Cv］＝bS4［A2］TρCp［E2］d△　　 ，

　　　［Q］＝・b∫［A2］T（qh＋qf）d△　　．　　　　一一一（4．55）
　　　　　　　4
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　　　　ここで式（4．54）は形状関数および面積座標の積分で表わされる。こ

　　　　れらの積分は式（2．14）の積分公式を用いて実行する。

　　　　　式（4．54）を式（4．18）に代入すると、

　　　　　　も　
　　　　　　∫（δUd十δUet一δUhf）dt
　　　　　　七t

　　　　　　　　　　　も　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　＝［δθ］∫　（［Mt］［θ］十（［Cd十Cv］）［θ］
　　　　　　　　　　　t1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　一［Q］）dt＝0　　．　一一一（4．56）

　　　　既に述べたように、［δθ］は任意の値をとり得る。また、上の両式

　　　　が恒等的に成立するためには、次式が必要になる。

　　　　　　　　　　　　　　　［Mt］［θ］＋（［Cd＋Cv］）［θ］一［Q］＝0　．　　　　一（4．57）

　　　　式（4．57）は1個の要素に関するマトリックス方程式である。上式を

　　　　解析領域全体にわたってマトリックス合成すれば、次のようになる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ｛［Mt］［θ］＋（［Cd＋Cv］）［θ］｝＝Σ［Q］　，　　一（4．58）

　　　　ここでΣはマトリックス合成を意味する。

　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　なお、定常問題では、［θ］が不要であるため、上式は次のように

　　　　なる。

　　　　　Σ（［Cd＋Cv］）［θ］＝Σ［Q］　．　　　　　　　一・一一（4．58）’

　　　　　　　　　　　　　　　　　9ク

　　　　　一
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4．5　計算手順
　　　　　　　　つ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の

　加速度ベクトル［d］、圧力および温度の時間微分ベクトル［P］、
　の

［θ］に前進時間差分を採用すると、次のようになる。

　　　　　　　　　　　　　 つ　　　　　　　　　　　　　

　［d］＝＝　（［d］m＋1一［d］m）／△t，

　　　［P］＝　（［P］m＋t一［P］m）／△t，

　　の　［θ］＝　 （［θ］m＋i一［θ］m）　／△　t　．　　　　　　一一一一　一一一（4，。59）

△tは時分割、mは自然数で時刻を表わす。また時間に関するパラ

メータをαとして、これらを式（4．34）、（4．58）に代入すると、次式

が得られる。

Σ［M／△∵…C副）鱒（1∵）G1［Ilm＋’

＝Σ

£　［M，／At＋（1－a）（cd＋c．　．，t＞］　［e］　．，t

＝2（　［Q］　＋　［Mt／AV　ct　（Cd＋Cv　m＋t）］　［e］m　・　’一（4・61）
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　式（4・60）の左辺には速度項：を含む［M。］マトリックスが存在する

ため、時刻を固定して、繰り返して演算する。解法にはニュートン・

ラフソン法（NR法）を用いる。NR法を用いると、式（4．60）の解は時

刻m＋1、繰り返し演算回数r＋1において次のようになる（iig＞。

［lL：：＝［ll∵［J七］rm 1）一’［R七］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　一一　一一一　一一（4．62）

ここで

　［　J　t］　「m＋i

＝Σ mM／△∵）（K＋Mcrm＋1＋Marm＋’）韓（1∵）「，

　［Rt］「・o

　　　　m十1，m

＝Σ yM／企：：（1薗α）（K＋MCrm＋’）’（1∵）G］［lL，、，

一Σ mM／∵（K＋Mc　m’o）∵1［1］m’0，

　［Ma］＝bS4［At］Tρ［Ea］d△，
　　　　　　　　ゆ　　　　　　　　　　　　　　　　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ら［Ea］＝ m1：1：：1：1：：：：：1：1：：1：1：ll　・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一　一（4．63）

　　　　　　　　　　　　　　℃

　　　　　　　　　99
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ここで（　）一tは逆マトリックスを意味する。式（4．62）は次の収束

条件を満たすまで演算を続行させる。

（［証：：馴［訓∵／1 i十r

i十m

E　O．Ol　．

　　　一　一（4．64）

A

収束解が得られた後に、この速度値を用いて［C．］マトリックス

を作成し、式（4．61）を解く。次に時刻を△t進行させる。以後この

手順を繰り返し、　m＋1とmにおける速度および圧力値が収束す

るまで演算を続行する。時間に関する収束条件を次のように設定し

た。

‘［　S’　12，，一’　ISI：　〉／ISI：，， SO．Ol　．

　　　一一　一　一（4．65）

なお初期値は速度場においてはクリープ流れ、温度場においては熱

伝導のみの解とする。定常問題の解は、式（4．34プと（4．58プにおけ

る速度と温度の連成項を逐次修正し、NR法によって求めることがで

きる。

4．6　強制対流の数値解析

4．6．1　解析モデル

　緒言で述べたようにキャビティモデルを図4．3に示す。解析条件

は文献（7）、（17）と同じとし、次のように設定する。　レイノルズ
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図4．3　キャビティ内の強制対流解析モデル

　　　　（A，Bは従来の結果と比較する点）
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数Reは100、　グラスホフ数Grは0、104および106とし、粘

性流体は等方性、熱伝導に関する構成方程式は式（4．10）を用いる。

また熱源qhはなく、Re数が小さいため粘性摩擦熱による発熱qf

も無視する。粘性流体としてブラントル数P，は1に近い温度の水

を対象に考える。計算に用いる物性値は、

　ρ＝90．5　（Kg／m3），

　μ＝1．58xlO－5（Pa・s），

　β＝1．37x10－3（1／℃），

　λ＝6。76x10－t（W／m℃），

　c－p＝4．34x103（J／Kg℃），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一　一一（4．66）

でP，＝LO2、　動粘性係数　ソ＝1．75x10－2（cm2／s）である。

Re数とGr数は次のように定義する。

　　　　　の　Re＝IUolL／レ，　Gr＝gβL3（θw一θoo）／レ2，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一　一（4．67）

ここでしはキャビティモデルの幅（1cm）、θwはキャビティ上壁

面温度を意味する。

ア02
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　境界条件を次のように設定する。

　　　　　　　　　り　　　　　　　　　ゆ　壁面（斜線部）：u。＝v。＝0　（cm／s），θ＊・＝0，

　上壁面　：凸。＝一1．75（cm／s），

　　　　　　　　　Vo＝0　 （Cm／s），

　　　　　　　　　θ＊＝1　，

　　圧力は全三角形要素の頂点で未知とする。

なお上式でθ＊は無次元温度を意味し、次のように定義する。

　θ＊　＝：　（θ一θoo）　／　（θw一θoo）　　　’　一一一一一一一（4．68）

ここで　θ。。は側壁面温度と下壁面温度である。時間に関するパラ

メータはα＝0とする。

　Gr数が大きくなった場合、温度場の影響をうける流れ場を定常

問題として解くと解が不安定になり、また非定常問題として解くと

時分割△tを小さくしなければならない。そこで本論文ではGr＝

0、104の解は式（4．34）’、　（4．58）’より求めた。Gr＝106の解

はGr＝104の収束解；を初期値として、非定常法で求める。時分割

は△t＝・0．25　（s）とする。

4．6．2　計算結果

　図4．4～4．6はGr＝0、104および106の速度分布と無次元温度

分布を示す。実線は無次元温度θ＊の等温線を示す。流れ場は浮力

と慣性力の影響をうける。従来の結果（t7》　を参照すると、流れは

　Gr／Re2の比によって左右される。　Gr＝・0、104の場合、

　　　　ノ。、3

　　　　ム　　　　　　ロト　　　さぎ　　　　　　　　　　　　　　　　コ
　　　ト　　　　　　ロ　　　　　　　　　　　　　　　　へ　　　
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この比が0と1であるため、図からもわかるように、大きな差異は

認められない。Gr＝106ではGr／Re2の比が100になり、流

れは浮力によって大きく変わる。図4．6に示すように、キャビティ

上壁面付近で対流が発生し、左右両端付近で小さな渦がみられる。

またキャビティ下部の流れはほとんどない。従ってキャビティ下壁

面方向には熱対流によるエンタルピ移動が少なくなり、熱がほとん

ど伝わっていないことがわかる。図4．4～4．6は松田のMWRによるFE

M解（i7＞、TorranceらのFDM解（7）と良く一致している。モデルの

AとB点における温度値を文献（7）、（17）と比較した結果を表4．2

に示す。

4．6．3　考察

　本節では、熱流体のための変分原理に基づいたFEMをキャビデー．1

内の強制対流に適用した。本FEMの結果は従来のMWRによるFEM解

（i7）、FDMによる解（7）と一致することが確かめられた。

4．7　物性値の温度依存性を考慮した場合の数値解析

　流体の密度、粘性係数、比熱および熱伝導率などの物性値は一般

に温度に依存する。流体の温度差が大きくなると、これらの物性値

は大きく変わる。従って、物性値を一定として解析すると、解析結

果は非現実的になる。すべての物性値を温度の関数とした自然対流

熱伝達の解析例として、Watson（i25）、Nguyen（126）、Nerker、（t27）、

関ら（s28・i32）、Leonardiら（t29’i3D、Zhongら（i33）、Kakacら（t34）

などの研究がある。しかし強制対流についての報告例はなく、また
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FEMを用いた解析例も見当たらない。本節では文献（135）に基づい

て物性値の温度依存性を考慮した場合の数値解析例を示す。

4．7．1　解析モデル

　解析モデルは図4．3と同じとし、キャビテ．内の強制対流をFEM

解析する’。なお、Re数とGr数は物性値の関数である。そこで物

性値の温度依存性を考慮した場合、新たにRe数とGr数の定義を

しておく必要がある。

Re＝IUo馨　L／レ　，

Gr＝gB　（e．一e　oo）　L3／　v2　， 一一
@一一　一一　一一　一一（4．6（J）

ここでUoは上壁面速度、θwは上壁面温度、θ。。は側壁および下

壁面温度、Lは代表長さ、レはθwの温度における値を用いた。

Gr数は代表長さしによって変えた。これに伴って上壁面速度U。

を変えてRe数が100になるように設定した。以上のことをまとめ

ると、計算に用いた速度値と代表長さ、およびRe数とGr数との

関係は表4．3のようになる。

4．7．2　物性値の温度依存性

　粘性係数、密度、熱伝導率、比熱などの物性値は一般に、温度の

関数である。ここでは粘性流動の温度依存性の効果を調べるために、

流体には比較的温度の影響をうけやすい空気を選ぶ。上記の各物性

値の温度依存性は文献（136）の物性値表を参照し、物性値を温度の

2次式と仮定する。各物性値の温度係数は最小自乗法で求めた。こ

　　　ブ09
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れを式（4．70）に示す。なお、定圧比熱Cpは（0～200℃）の温度範囲

で差異が認められない。このため、一定値（1．01x103　J／K9℃）

とする。ただし各物性値の添字。　は0℃の状態を表わす。

p＝po　（1十a1e十a2e2）　，

　　Po”1・28x10－3　（Kg／m3）　，

　　at＝　・一　3．　22　x　lo’3　（　1　／　oc　）　，

　　a2＝5．67xlo－6　（　1／　oc　）　2，

ll　＝uo　（1十b，e十　b，e2）　，

　　pt　o＝　1・76　x　IO－8　（P　a　．　s）　，

　　bi＝2．　85x　10－3　（　1　／　oc　）　，

　　b2＝　一一　1．74　x　lo－6　（　1　／　ec　）　2，

K＝Xo　（1十。，e十。，e2）　，

　　Ao＝2・41　x　10－2　（W／m　OC　）　，

　　c　t＝3．61　x　10－3　（　1／　oc　）　，

　　c2＝　・一　2．51　x　10”6　（1　／　ec　）　2　． 一一
@一　一一　一一　（4．70）

また熱源による発熱量qhはなく、さらにRe数が小さいため粘性

による摩擦熱qfを無視する。時刻に関するパラメータαは0、時

分割△t＝0．25（s）とした。

4．7．3　計算手順

　式（4．60）、（4．61）の計算手順は次の通りである。

　（1）．　初期値は流動場に関してはクリープ流れの解、温度場に関

　　　しては、式（4．58）において［Mt］＝0，［C．］＝0とおいた熱



　　伝導のみの解とする。

（2）．　熱伝導のみの温度解を用いて各節点における物性値を修正

　　する。要素に関する物性値は、6節点の相加平均温度を川い

　　て算出する。これを要素平均の物性値とする。

（3）．　式（4．60）のマトリックスとベクトルを要素平均の物性値を

　　用いて再構成する。ここで［M。］、［M。］は物性値のほかに、

　　クリープ流れの速度値を用いて構成する。

（4）．　式（4．60）を用いて速度と圧力：を求める。　［M。］と同様に

　　［M。］は速度項を含む非線形マトリックスである。従って

　　式（4．60）は同時刻において収束するまで繰り返し演算を風な

　　う。収束条件を次のように設定する。

（mill一一　［s］i，，　）／mill g　o．ol　．

　　一　一一一　一一　（4．71＞

　　　式（4．71）を満足した後に時刻を△七進行させる。

（5）．　要素平均の物性値を用いて式（4．61）の各マトリックスを再

　　構成する。さらに［Cv］は（4）．で収束した速度値を用いて構

　　成する。

（6）．　式（4．61）より温度を求める。ここで求められた値を用いて

　　各種物性値の温度修正を行なう。

（7）．　以後同じ手順を繰り返し、時刻に関する次の収束条件を満

　　たすまで演算を続行する。

　　　　　　　　　　　　　　　　o
」
q
D
凸

（ i“t一’　［： 1：）／［：1：，， EO．Ol　．

　一一　一一　一一　一一　一（4．72）
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4．7．4　計算結果

4．7．4．1　物性値一定の場合

　図4．7（a）～（c）は物性値を一定とした場合の無次元速度ベクト

ルと無次元温度の等温線図である。流れ場はGr／Re2の値で左

右される。流れ場に浮力が加わった場合、流体は上壁面方向へ押し

上げられ、逆に下壁面付近で流れは弱められる。この結果、下壁面

方向への熱対流によるエンタルピ移動が少なくなる。図4．7（a）は

これらの現象を表わしている。しかしGr／Re2の値が1程度で

は、浮力は流れに大きな影響をあたえない。Gr／Re2の値が1

以上になると、図4．7（c）に示すように粘性項、慣性項と比べて浮

力項が支質的になり、下壁面方向の流れはほとんどない。温度場に

ついても同様な現象が見られ、下壁面付近では熱はほとんど伝わら

ない。

　図4．7（a）～（c）の結果は、Pr数が異なるためにNS、　EC、　TEを

FDMで解いたTorranceらの結果（7》、松田のMWRによる結果（t7）

と直接的に比較できないが、傾向は良く一致している。

4．7．4．2　物性値の温度依存性を考慮した場合

　図4．8（a）～（c）は物性値の温度依存性を考慮したキャビテ．内

の強制対流における速度および温度分布を示す。これらの分布形状

は物性値一定の結果と類似しているが、物性値の温度依存性による

効果は次のように認められる。

（1）．　Gr／Re2の値が1より小さい場合、物性値の温度依存性

　　による拡散の影響があらわれる。その効果は渦中心付近におい

　　て顕著になる。
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（2）．　Gr／Re2の値が1より大きくなると、キャビティ上壁面

　　付近で次第に循環流が発達し、下壁面方向へのエンタルピ移動

　　量は少なくなる。

4．7．5　考察

　熱流体挙動は通常、ブジネスク近似のもとで解析されている。し

かし流体の温度差が大きくなると、物性値の温度依存性は無視でき

なくなる。本節では熱流体のための変分原理を用いて、物性値の温

度依存性を考慮した熱流体挙動の有限要素解析法を提案した。

　熱流体挙動の従来の解析方法は一般に、無次元化したNS、　EC

およびTEを用いている（t25－i34）。このため物性値の温度依存性を

考慮した熱流体＝挙動を解析する場合、全ての物性値、無次元数につ

いても無次元化する必要があり、式が煩雑になる（t25‘一t34＞。本解

析法は式（4．60）、（4．61）からも明らかなように、無次元数を用いて

いない。各分割要素で物性値の温度依存性を考慮するだけでよい。

従って数値解析が容易である。

　最後に、2次元キャビティ内の強制対流について有限要素解析し

た。その結果、本解析法の妥当性が確認された。
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4．8　自然対流の数値計算

4．8．1　解析モデル

　密閉容器内の自然対流熱伝達の解析は、室内の冷暖房効果などを

評価するうえで重要な課題である。従って、この課題に関する解析

例は多く、：たとえば　Pepperら（6）、　Wilkes（to）ら、　池川q㍗、

Surianoら・（t2t＞、Torranceら（t22）、Winters（i23）などの報告があ

る。また、Davisら（i24）は密閉容器内の自然対流に関する研究例を

まとめ、比較検討している。

　図4．9に密閉容器内の自然対流熱伝達のモデルを示す。文献（6）

と（10）の結果と比較するために、境界条件を次のように設定する。

ABCD上

　AB上

　CD上

AC，BD上

り　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　い

u＝0（cm／s），v＝0（cm／s），
θ＊：＝　1，

θ＊＝　0，

θ＊，n＝0．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ここでnはAC、　BD上の外向き法線方向を示し、uとvはそれぞれ

x、y方向の速度、θ＊は無次元温度である。

　本解析結果の整理には無次元温度θ＊、レイレー数Ra、ヌッセ

ルト数Nuを用いる。

　解析条件はRa＝103、104および105、時分割は△t＝0．05（s）、

時刻に関するパラメータはα＝・0とする。Raは次のように定義す

る。

Ra＝　gP　L3　（eAB一　ecD）　／a　y　，　一　一一　一一　一一一　一（4．73）

IZ1
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図4．9　　密閉容器内の自然対流解析モデル
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ここでaは温度伝導率、gは重力の加速度、βは熱膨張係数、レは

動粘性係数、Lは代表長さ（1cm）である。流体は空気でa、β、

レの値はそれぞれ

a＝O．219　x　10－4　（　m2／h　）

B　＝　O．366　x　lo－2　（　1／　ec　）

y　＝O．　156　x　10－4　（　rn　2／h　）

○｝である．Ra数は温度差（OA－OCD）で変える・なお・熱源によ

　　　る発熱量qhと粘性摩擦熱qfを無視する。

4．8．2　計算結果

　図4．10～図4．12　は各Ra数に対する無次元温度分布と速度分布

を表わす。Ra数が増加するにつれて密閉容器内の自然対流が活発

になり、熱対流の効果が顕著になっていくことがわかる。図4．11

はAB，CD両壁面上における平均ヌッセルト数NUmとRa数との関

係を表わす。NUmを次のように定義する。

　　　　　ユ　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ

NUm＝　｛∫　θ＊、xlx＝o　dy十∫　 θ＊，xlxニi　dy｝　／2　．
　　　　　0　　　　　　　　　　　　　　　　　0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一　一（4．74）

図4．13より文献（6）、（10）の差分解に良く一致していることカ1・わか

る。従って熱流体のための変分原理の妥当性が検証される。
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4．8．3　考察

　自然対流熱伝達の数値解析には通常NS、　TEならびにTEが基礎i式と

して用いられている。本節では、これらの基礎式を用いず、本章で

提案した熱流体のための変分原理を密閉容器内の自然対流に適用し、

FEM解析した。その結果は従来の差分解と良く一致した。
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4．9　考察

　提案した熱流体のための変分原理の妥当性を検証するために、

4．6～4．8節でキャビティ内の強制対流および密閉容器内の自然対流

をFEM解析した。その結果の考察は4．6～4．8節で述べた。

　本節では、緒言で述べたように、温度場解析のための変分原理か

ら熱エネルギ式を誘導する。

（a）　δUdについて：

　式（4．8）を式（4．12）に代入すると、

　6Ud　＝bS　6Ed．　qd　dS
　　　　　　s

　　　　＝bS　（6e，．．qd．十　6e，，．qd，）　dS，
　　　　　　s

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　一　（4．75）

となる。右辺を部分積分すると、次のようになる。

　6Ud　＝b　｛一S　6e　（qd．，．十qdy，y）　dS
　　　　　　　　s

　　　　　　　十f　6e　．　qd．d　y十　di．　60　．　qdvdx｝　・

　　　　　　　　1　”　　　r

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　一　（4．76）

　φ1は領域の境界積分を意味する。qd．、　qdyは式（4．8）で与え

られている。これを式（4．76）に代入すると次式が得られる。
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6U，　＝　一b　｛S　6　（E）　（X．　（E）　，．．十　（A　，，十　K　2i）　（9）　，　．，

　　　　　　　s

　十x220，，，）　ds一　f　6e　（A”e，．十A，，　c），，）　dy
　　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　一　c5　S　（E）　（A2i　（E）　，　x十　K　22　（E）　，　y）　d　x｝　，

　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一　一一（4．77＞

ここで（）．。、（），y　はそれぞれxおよびyに関する偏微分を意味

する。（），。。、（），yvはそれぞれxおよびyに関する2階の偏微分

を意味する。また（），。yはXとyに関する偏微分である。

　流体を等方性とすれば、λtt＝λ22＝λ、λ、2＝λ2i＝0　であ

るから、式（4．77）は次のようになる。

6u，　＝一b　｛s　60x　（o，．．十e，，，）　ds
　　　　　　　s

　　　　　　　－f　6eA　e，．d　y　一一　f　6eA　o，，d　x｝　．
　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　一一　（4．78）

（b）δUetとδUhfについて：

　δU。tとδUhfについては式（4．14）、（4．15）で与えられている。

これらの式を式（4．18）に代入すると次式が得られる。

二四
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b｛∫　δ0｛一λ（0，xx十〇，yy）
　　9
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の
　　　　十ρCp（◎，t十uO，x十v◎．y）一qh－qf｝dS

　　　　十λ（φ　δ◎0．xdy十杢　δ0◎，vdx）｝＝0。
　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　一（4．79）

●

　式（4．79）の左辺第2項は境界より出入りする熱伝導量に相当する。

いま境界領域が断熱されているとすれば、式（4．79）の左辺第2項は

零になる。式（4．79）においてδ◎は任意の値を取り得るので、結局

次の熱エネルギ式が得られる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

ρc，（0，t＋u◎，。＋vO，，）

　　　＝λ　（0，xx十〇，yy）十qh十qf． 一一一@一一　（4．80）

　式（4．80）は差分法などで温度場解析に用いられる基礎方程式であ

る。

　なお、式（4．79）の左辺第2項は上記のごとく、境界より出入りす

る熱量に相当する。これは温度勾配で表わされるので、ノイマン問

題になる。一般に、ノイマン条件を導入した解析は非常に難しい。

具体的な解析では、左辺第2項を零として断熱条件を課するか、ま

たは、境界からの伝熱量を熱伝達率を用いて近似する場合が多い。
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4．10　結言

　本章では次の結論を得た。

　（1）．　第3章で提案した流れ場解析のための仮想仕事の原理に基

　　　づいて、浮力の影響を考慮した熱流体挙動解析のための仮想

　　　仕事の原理を提案した。また浮力は流体の温度場に依存する

　　　ために、温度場を解析するための変分原理も提案した。

　（2）・　（1）．で述べた二つの原理を結合して、熱流体のための変分

　　　原理を構築した。

　（3）・　熱流体のための変分原理に基づいて有限要素方程式を誘導

　　　した。

（4）．　本解析法の妥当性を確かめるために、2次元キャビティ内

　　　の強制対流ならびに密閉容器内の自然対流を有限要素解析し

　　　た。その結果、従来の結果と良く一致した。

（5）．　本解析法を用いると、流体の物性値の温度依存性を考慮し

　　　た流れ場の解析が可能であることを示した。

（6）．　最後に、温度場に関する変分原理から、通常の温度場解析

　　　に用いられる熱エネルギ式が誘導できることを示した。
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　第3章で，は流れ場解析のための変分原理、第4章では流れ場に浮

力が作用する熱流体のための変分原理をそれぞれ提案した。引き続

いて・これらの原理に基づいて有限要素方程式を誘導した。そして、

基本的なモデルを用いて数値解析し、本解析法の妥当性を確認した。

　第4章で提案した温度場解析のための変分原理は流体のみの温度

場を扱い・固体内部の温度場については一切論じていない。固体壁

では・二流束または温度が与えられていると仮定した。ところが一

般には、固体表面における熱流束や温度は必ずしも既知ではなく、

個体と流体の温度場は連成する場合が多い。

　以上のことから本章では、第4章の理論を発展させて、固体と流

体との二連成場に適用できる変分原理を提案する。
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5．1　緒言

　原子炉の燃料棒の冷却、連続鋳造における冷却（35）や電子機器に

用いられる半導体集積回路の冷却（36“4t）など固体と周囲流体が熱

的に連成する場の解明は工業的にも、工学的にも重要な課題である。

すなわち・原子炉の燃料棒の冷却では安全性が、連続鋳造や半導休

集積回路の冷却では、製品の精度や信頼性が問題になる。　このよ

うな熱連成場における温度場解析のための代表的な理論と特徴を表

5．1に示す（56一？2）。研究課題を明確にするために、表5．1を参照

して、従来の熱連成場解析に関する研究の概要と問題点を次章で検

討する。

　本章では、固体と流体を一個の連続体として扱う温度場解析のた

めの変分原理を提案する。次に、この変分原理と第4章で既に提案

した流れ場解析のための仮想仕事の原理を連成させて、固体と流体

との熱連成場解析のための変分原理を構築する。引き続いて、熱連

成場解析のための変分原理に基づくFEMを誘導する。最後に、この

FEMを内部発熱する固体と周囲流体との2次元自然対流熱連成場解

析に適用する。

　本章で提案する熱連成温度場解析のための変分原理より、固体の

熱伝導方程式および流体の熱エネルギ式が誘導できる。誘導方法を

本章の考察で述べる。

　なお、本論文で提案する熱連成場解析のための変分原理に基づく

FEMを用いると、過渡的な状態における固体内部の温度分布および

周囲流体の温度と流動状態が能率的に、しかも精度良く計算できる。

また局所的な熱伝達特性も求めることができる。従って、原子炉の

燃料棒などのように、内部発熱し、しかも熱伝達率が局所的に変わ

134
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る非定常伝熱現象の解明に適している。さらに、燃料棒内に発生す

る熱応力も算出可能である。このため、燃料棒の過熱による溶融や

熱応力による変形や破損などを未然に防ぐことが可能になる。以上

の事より、本変分原理に基づくFEMは原子炉の安全設計に有効であ

る。

　一方、本論文で扱う流れは層流である。ところが、各種工業製品

や工業装置を取り巻く流体の流れは殆どが乱流である。現在、乱れ

によるエネルギを用いた乱流解析の研究が数多く行なわれているが、

現象が複雑であるため、乱流エネルギの決定的な評価は、まだ確立

されていないようである。本論文で提案している変分原理は、流れ

場をエネルギ系で扱っている。このため、乱流エネルギを正しく評

価することができれば、変分原理に基づく有限要素法を用いて乱流

の解析が可能になり、より実用的になる。

5．2　問題の提示

5．2．1　熱連成場解析に関する従来の研究の概要と問題点

　従来の熱連成場解析の理論は、熱流体の挙動解析にNS、　ECおよび

TE・固体の温度場解析にTCを基礎式としている。そして、固体と流

体との三連成場の研究は通常、流体を中心とした伝熱問題として取

り扱い、固体の熱容量や熱伝導が流体に及ぼす影響を調べている。

　本節では、固体と流体との熱連成場を扱った従来の主な報告例を

あげ、その概要と問題点を述べる。

　固体の熱容量のみを考慮した報告例として　Gebhart（42－48）　、

Mollendorf（49》、Adams（50）、Soliman（5P、　花輪（52’55）などの

135ゆ
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表5・1　熱連成温度場解析のための理論と特徴

幽
『
，

理論 流動状態 固休と流体の

ｷ度場の取り扱い

熱的境界条件の

ｽ復演算

文　献

TE＆TC

iFD卜D

定
常
流
れ
・

分離
ρ
必
要

Lockらく56）、Zinnes（57）

ﾝ浪ら（58・59）

aroshら《eo）、Sekiら（61）

非定常流れ 智田（02）、SUIlde11（63－67）

TE＆TC

iFDM）

　定常流れ

�闖嵭ｬれ

一体 不必要

Patankarでc9・69）

ﾎ代ら（7。’

VP

定常流れ 亀ケ谷ら（7i＞

一休 不必要

（FEの 非定常流れ 亀ケ谷ら（72）

TE

TC

vp

FDM

FEM

Equation　of　Thernial　energy　for　fluid・

Equation　of　lleat　conduction　foT‘　solid．

Variational　Princil〕le　for　thermally　c・uPled　problellls　between　so口d　alld　fluid．

Finite　Differnce　Method．

Fini’te　Elenient　Me　thod．

ノ36
．
‘
　
戸



●

研究がある。これらの解析例は固体の熱伝導を考慮していない。こ

のため固体内部の温度は求められない。固体の熱伝導を考慮しない

と・境界面上において熱授受の平衡条件は不要である。従って、こ

れらの研究例で扱われている伝熱現象は、厳密な意味において熱三

智現象と言えない。

　固体の熱伝導を考慮して定常熱学町場を扱った例として　Lockら

（56）、　Zinnes〈57）、　岸浪ら（58・59’）、　Broshら（60）、Sekiら‘61）

の報告がある。

　固体の熱容量と熱伝導を考慮して熱連成場を扱った報告例として

智田（62）、Sunden（63“87）、Patankar（68・69）、石門ら（？o）の研究が

ある。

　熱連成温度場の扱い方として、固体と流体を個別または一一体化し

て扱う方法がある。文献（42）～（67）は前者の方法、文献（68）～（70）

は後者の方法を採用している。個別に扱うと、境界面において熱的

境界条件（熱源束の連続性の条件と温度一致の条件）を満足させる

ための反復計算が必要になる。一体化して扱うと、この欠点はなく

なる。しかし、文献（68）～（70）は境界において、固体と流体の熱伝

導率を平均化した値を用いている。このため、両者の熱伝導率の比

が大きくなると、境界面上の温度分布や熱流束を正確に評価できな

くなる。以上が従来の熱連閉場解析における問題点である。

　著者はNS、　EC、　TEおよびTCなどの基礎式；を用いない解析理論とし

て・熱学成場解析のための変分原理を提案している（7t・72）。　本原

理は固体と流体を一体化して扱う。しかし、境界において両者の熱

伝導率の平均値を用いていない。従ってこの原理を用いると、上で

述べた従来の方法の問題点は解消され、精度の良い解析が可能にな

13ク
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5．2．2　本章の具体的な検討事項

　本章では、文献（71）、（72）に基づいて固体と流体との熱連成場解

析のための変分原理を構築する。初めに、固体と流体の境界におい

て熱移動量を導入した固体および流体の温度場解析のための変分原

理をそれぞれ提案する。これらの変分原理に基づいて、固体と流体

を一個の連続体として扱う温度場解析のための変分原理を誘導ずる。

これらの原理を結合すると、固体と流体との熱連成場解析のための

変分原理になる。引き続いて、この原理に基づくFE卜1を導く。最後

に、これらのFEMを2次元熱連早場に適用する。すなわち、流休中

に設置され、内部の発熱量が部分的に既知であり、＝有限な高さの垂

直平板と周囲流体との自然対流に関する定常および非定常熱連成型

をFEM解析する。また、この結果から本章で提案した変分原理の妥

当性を証明する。なお本章では自然対流と固体との熱連成場に限定

する。

5．3　固体と流体との熱既成場解析のための変分原理

　取り扱いを簡単にするために、本章では固体と流体との熱連管場

：を2次元問題に限定する。このような熱連理場において、流休は固

体に付着しており、すべりや剥離を起こさないと仮定する。さらに

固体からのふく射熱の影響は無視できるものとする。

　固体と流体との熱連騰場解析のための変分原理は前述のように、

流れ場解析のための原理と温度場解析のための原理から成り立って

いる。本節では初めに、温度場解析のための変分原理を提案する。

13X
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次に、第4章で既に提案した流れ場解析のための仮想仕事の原理を

概説する。

5．3．1　温度場解析のための変分原理

　本節では初めに、境界面上で熱移動を考慮した固体と流体の温度

場解析の・ための変分原理をそれぞれ提案する。引き続いて、これら

の変分原理に熱授受の平衡条件を考慮して、固体と流体を一個の連

続体として扱う温度場解析のための変分原理を提案する。

5．3．1．1　固体の温度場解析のための変分原理

　固体の温度場には、内部熱源による発熱量、熱容：量、熱伝導量な

どが関与する。著者はこれらの熱量に基づいた固体の温度場解析の

ための変分原理を提案している（32》。固体と流体が熱的に連成する

場合、境界面上で熱移動量を考慮する必要がある。熱移動量を考慮

した固体の温度場解析のための変分原理は次のようになる。

虚
「
一
，

も　

∫（δUts十δUds一δUhs一δUgf）dt：＝0，　一一一（5．1）
七i

ここでδUt3、δUds、δUhgおよびδUSfは熱容量、熱伝導、熱

源および固体から流体へ移動する仮想熱量に相当する。δは変分演

算子、　ti、t2は時刻を意味する。式（5．1）の各項は次のように表

わされる。
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SUts＝bS　p．C．6eO，tdS　，
　　　　　ss

6Ud．＝bS　6£d　・qdBdS
　　　　　ss

6Uhs＝bS　60qh．dS　，
　　　　　ss

6Usf＝b　di　60qsfd1　，
　　　　　1

一一
@一一　一　一　一一　一　一　一一　一　一一　（．5　．2＞

●
，

ここで（nd。は伝導熱量、　qh。は熱源による内部発熱量、　q。fは固体

から流体へ移動する熱量である。0は温度、1εdは温度勾配、ρは

密度、Cは比熱である。0，tは温度の時間tに関する微分である。

bは厚さ、Sは積分領域、1は境界の長さである。添字s　は固体

を意味する。

　境界で移動する熱量q。fは熱伝導に依存する。しかし固体周りの

流体挙動に影響されるので、その値を決定することは非常に難しい。

従って式（5．2）の　δU。fは一一般に未知である。本章でも　δU。f

を未知として扱う。

e
5．3．1．2　流体の温度場解析のための変分原理

　流体の温度場には熱容量、熱伝導、熱対流、熱源、粘性摩擦など

が関与する。著者はこのような流体の温度場に関する変分原理を提

案し、その妥当性を確認している（32”34＞。流体と固体が熱的に連

成する場合、境界で熱の移動を考慮する必要がある。第4章で提案

した変分原理に境界の熱移動を考慮すると、次のようになる。
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耳　　　’．

もを

∫（　δU七f十δUdf十δUef一δUhf
t1

　　　一δUnf一δUfs）dt＝0　 ，　一一一一一一一一（5．3）

●

ここで添字fは流体を意味する。δUtf、δUdf、δU。f、δUhf、

δUnf　はそれぞれ流体の熱容量、熱伝導、熱対流、熱源および枯

性摩擦熱による仮想熱量に相当する。δUf。は流体から固体へ移動

する仮想熱量に相当する。本章では式（5．3）のδUf。を式（5．1）の

δU。fと同じように未知として扱う。また左辺最後の項を導入した

変分原理を提案する。式（5．3）の各項は次のように表わされる。

δU七f＝b∫　ρfCPfδ0◎，tdS，
　　　　　Sf

δUdf＝b∫　δ£d・（孤dfdS，
　　　　　Sf

　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　　δUef＝b∫　ρfcpfδ0（uO．x十vO，v）dS，
　　　　　Sf

δUhf＝＝b∫　δOqhfdS，
　　　　　＄f

δUnf＝b∫　δOqnfdS，
　　　　　Sf

δUf8＝bφ　δOqfsd1，　　　　一一一一一一一一一一一（5．4）
　　　　　1

ここでq。は粘性摩擦熱、qf。は流体から固体へ移動する熱量であ

る。Cpは定圧比熱である。　th、章はそれぞれx、y方向の速度を

意味する。（），．、（）、vはそれぞれx、yに関する偏微分である。

　　f41
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5．3．1．3　固体と流体を一個の連続体として扱う温度場解析のため

　　　　の変分原理

　境界面において固体から流体へ移動する熱量と流体から固体へ移

動する熱量は、熱授受の平衡条件により等しい。式（5．1）のδU。f

は固体から流体へ移動する仮想熱量に相当する。また、式（5．3）の

δUf。は流体から固体へ移動する仮想熱量に相当する。固体と流

体は付着しているので、次の関係が成立する。

　δUsf十δUfs＝0．　　一一一一一一一一一・一一一一一一（5．5）

　式（5．5）から境界面において両者の温度は一致する。また、温度

の時間微分も一致する。従って次の関係が成立する。添字w　は境

界面を意味する。

　Osw＝OfW，
　　　　　　　　　　　　り

　（E）sw＝＝　Ofw．　　　　　　　　　　　一　一一　一　一一　一一　一　一一　一一　一　一（5．6）

　また式（5．6）から仮想の温度に関しても次式が成立する。

　δ　Osw＝＝　δ　Ofw．　　　　　　一一一一一　一一一一一　一一一一一　一　一（5．7）

　式（5．5）が固体と流体との熱連成場解析に必要な熱的：境界条件に

なる。

　なお弾性体の接触問題では、境界面において式（5．5）は反力のつ

りあい条件式、式（5．6）は変位および速度が一致する条件式、　式

　　　　　　　　　　　　　142
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e

（5．7）は仮想変位が一致する条件式に相当する。浅野はこれらの条

件式が成立することを文献（137）～（142）で確認している。

　式（5・5）を式（5．1）、（5．3）に代入すると、固体と流休を一1固の連

続体として扱う温度場解析のための変分原理が構築され、これを一

般形式で表現すると次のようになる。

　も　
　∫　　Σ’i（δUts十δUd蓋十δUe重
　七i　　虹＝s．f

　　　　　　　　　　　　　一一δUh重一δUni）dt＝＝0，　一（5．8）

ここで固体部では熱対流と粘性摩擦熱がないため、次式が成立する。

6Ues＝O，　6Uns＝O． ．一一・
@一　一　一　一　一一一　一‘　一一　一　一　一　一一一　（t／7）　．9）

e
，

　式（5．9）の条件を考慮して式（5．8）：を展開すると、次のようにな

る。

　もを
　∫　（δUts十δUdS一δUhS
　tt

　　　δUtf十δUdf十δUef一δUhf一δUnf）dt＝O．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一一一　一一一一（5．10）

5．3．2　流れ場解析のための仮想仕事の原理

　5．3．1節では固体と流体を一個の連続体として扱う温度場解析の

ための変分原理を述べた。しかし固体には流れ場がないので、流体

のみの流れ場を扱う。

　著者は固体力学で用いられる仮想仕事の原理を流れ場に適用し、

定常粘性流れ（73－77）および非定常粘性流れ（it7・ti8）について、

7i！一3
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これらの妥当性を確認している。また浮力の影響を受ける熱流体挙

動のための変分原理を提案し、その妥当性を検証している（32－34）。

誘導過程は第4章で詳細に述べているので、本章では結果のみを式

（5．11）に示す。

　もを
　∫　（δUaf十δUcf十δUvf十δUbf
　ti

　　　　　一δUPf一・δUwf）dt＝0，

　セ　
　∫　δU8fdt＝0，　　　　　　　　　　　　　　　　一一一一（5．11）
　ti

●

ここでδUaf、δUc、δUv、δUb、δUp、δUwはそれぞれ加

速度形慣性力、対流形慣性力、粘性、浮力、圧力および外力による

仮想仕事である。　δUgは流体の連続性を表わす条件である。式

（5．11）の各項は次のように表わされる（32’34》。

　6Uaf＝bS　6N’　if　afdS，
　　　　　　sf

　6U．，＝b　S　6　ll　．　f．，d　S，

　　　　　　sf
■
－ δUVf＝b∫　δ£・ef　dS，

　　　　　Sf

δUbf＝b∫　δll。『bfdS，
　　　　　Sf

δUpf＝b∫　δ£v・IP　dS，
　　　　　Sf

δUwf＝b　｛∫　δlu・tf’WfdS十φδ、u・lf「塵fd1｝，
　　　　　　Sf　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　　δU8f＝b∫　δP・£vdS，　　　　　　一一一一一一（5．12）
　　　　　Sf
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ここでuは変位、£はひずみ、ε．は体積ひずみ、σは偏差応力、

Pは圧力、f。は加速度形慣性力、f。は対流形慣性力、　fwは物

体力・flは表面力の各ベクトルである。　・は時間に関する微分を

意味する。

－
●

5．3．3　『両変分原理の関係

　式（5．10）の熱対流項δU。fは速度の関数である。そこで、流体の

速度場を式（5．1Dから求める必要がある。式（5．1Dは浮力項δUb，

を含む。浮力項は固体の壁面温度ならびに流体の温度から算出され

る。　従って、固体と流体との熱帯成町解析に必要な変分原理は式

（5．10）と（5．11）になる。

■

5．4　有限要素法の定式化の概略

　流れ場および温度場に関する有限要素法の定式化は第2～4章ま

でに詳細に述べた。　従って、本章では式（5．10）、（5．11）に基づく

FEMの定式化の概略を示す。また本FEMを用いた熱連子場の計算手

順についても述べる。

5．4．1　熱連成場の有限要素方程式

　図5．1、5．2にFEMの定式化に用いる三角形6節点要素および3節

点要素を示す。要素内の変位u、圧力P、温度0および熱量qhは

次のようになる。
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懸翻　　．・・、、、　懸馨．灘繋灘　灘，
　　　　　　一’h鐵霜ノ1幽

iu　＝［u　v］’＝［Ai］［d］，

P＝［H］［p］　，

e＝［A，］［e］　，

qh＝［A2］［q］　， 一”’
@一’一’　”’一　一”一　一一　一’　一一’　一”’　’一（5・13）

●

［A‘］ e　［　No’　NO，　1　1　1　No6

［A，］＝［N，　N，　．．・　N6］，

［H］＝［n1　n　2　n　3］，

　Ni＝2　rp　t2　一一一　nt，

　N2＝2　op　22一　op　2，

　N3＝　2　n　32一　n　3，

［d］＝［ut　vt　．’　・

［P］＝［Pi　P，　p，］T，

［e］＝［e，　e，　．．．　e，］T，

［q］＝［qi　q2　・．　．　q6］T，

S，1　，

　N4＝4n1　72　2

　Ns＝4　ny　2　n　3

　N6＝4　ny　3　ny　t

U6　v6］T，

一一
@一一　一・　一一　一一　一　一一（5．14）

■
ここでU」、VJ、θ」、qJ、N」（」＝1～6）はそれぞれ節点jにおける

xとy方向の変位、温度、熱量および形状関数、P」（」＝1～3）は

節点jにおける圧力、ηi～η3は図5．1、5．2に示す面積座標である。

［］Tは転置行列：を意味する。式（5．13）、（5．14）を用いて式（5．10）、

（5．11）を通常のFEMで離散化すると、次のマトリックス方程式が得

られる。温度場のマトリックス方程式は次のようになる。
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　　　　　　Σ｛［Mt］［θ］＋［Cd＋Cv］［θ］｝・＝Σ［Q］　． ’一@一’　一（ilrJ）

［M七］＝

　Mtg重

　M七slwT

　　O

　　o

［C　d＋　C　v］＝

　Cdsi
　C　dstwT

　　O

　　o

［θ］＝［θ。量

［Q］＝［Qst

Mtsiw

M七sw

M七flwT

o

Cds藍w

o

M七f藍w

Mtfi

Mt臼ooT

o

o

o

M七floo

Mもfoo

Cdsw＋Cdfw　Cdftw

Cdft　vvT　Cdfi　＋Cvfs

O　　　　　　Cd月ooT

e，，　eft　e　oo　］T　，

O　Q臼　0］T　　　．

o

o

C　dft　oo

C　df　oo

，

一一
@一一　一一　一　一一・　一一　一一　（5．16）

また流れ場のマトリックス方程式は次のようになる。

e
　　　　　　　ワの
Σ［鷲：H：］ “： hK．一’．MC　一’8］（：1

”£ hF，1“2［B，bl

，　一一一　一一一　一一く5．17）

ここでΣはマトリックス合成を意味する。　添字iは内部、　w

は境界を意味する。［Mt］は熱容量マトリックス、［Cd］は熱伝導

マトリックス、　［C。］は熱対流マトリックス、［θ］は節点温度ベク
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トル、　［θw］は境界面の節点温度ベクトル、　［Q。i］は固体内の熱

源による節点熱量ベクトル、　［Qfi］は流体内の熱源および粘性に

よる節点熱量ベクトルである。また［M］は加速度形質量マトリック

ス、［K］は粘性マトリックス、［M。］は対流形質量マ1・リックス、

［G］は圧力マトリックス、　［Bb］は浮力ベクトル，［F］は外力ベク

1・ルであ’る。式（5．15）～（5．17）の各項はそれぞれ次のように表わさ

れる。なお［θ。。］は充分遠方の温度で既知である。

●

e

［M　tj］＝　b　S．　［A，］Tp　，C　，［　A，］　d　A　，

［C　dJ］　＝　b　S．　［B　，］TA　J［　B　，］　d　A　，　（j＝s，f）　，

［C　．］　＝b　S．　［A　，］Tp，c　，［E，］　dA　，

［Q　s］　＝　b　S．　［A　2］’［　A2］　d　A　．　q　hs　，

［Q　f］　＝　b　S．　［A　2］’［　A2］　d　A　．　q　hf　，

［M］　＝b　S．　［A，］Tp，［A，］dA　，

［K］　＝b　S．　［B，］T［C］［B，］dA　，

［M　c］　＝　b　S．　［A　t］TP　f［E　t］d　A　，

［G］　＝b　S．　［D］’［Hp］dA　，

［B，］@＝b　S．　［Ai］TpfgP mAO，］　dA　［e］

　　　　一一　b　S．　［A　i］T　pfg　BdA　［　eO　．1　，

［F］　＝b　｛S．　［A，］Tf．dA

　　　　　　　　　　　十　di　，［A，］T　rf　，　d　1｝　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一　一一　一一　一　一一　（5．18）

．5．懸層罵層 @　　’L｛el引
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式（5．18）で積分される各マトリックスは次のように表わされる。

［B，］一 m：III　N，ill111　：：ll］　，

　［E　，］＝　［a　N，，　．十VN，，，　・　．　・

　　　　　　　　　　・’　th　N　6，x＋“N6，y］　，

［E@，］　＝@1　th　N　i・x　＋o　i　N2’”　“　N　，，．　＋O　v　N　，，y　1　1

　　　　　　　e　　　　　　　　　　　　　　　　“

　　　　　　　uN6，x十vN6．y　　　　　　O
　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　O　　　　　uN6，x十vN6．y

　［Bt］＝　 Nt，x　 O　　 …　　　　N6．x　 O

　　　　　　O　　Ni，y　・・◆　O　　N6，v

　　　　　Ni，y　Ni，。　…　　　N6，y　N6，。

　［D］　：＝垂　 Nt，x　Nl，y　…　　　　N6，x　N6，y

　　　　　　　Nt，．　Nt．y　・・◎　N6，。　N6，y

　　　　　　　O　　　O　　…　　　　0　　　0

　［C］＝diag［2μ　2μ　μ］　，

　［Hp］＝　 η1　η2　η3

　　　　　　ηi　η2　η3

　　　　　　0　　0　　0　　　　，

ここで△は三角形要素の領域、μは粘性係数、

，

，

’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一．　一　一h　一・　一　一一　一一一一　一（5．19＞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ　は熱伝導率、　β　は

熱膨張率である。

　式（5．16）において、：境界面の温度［θw］に対応する行列要素が固

体と流体の温度場に関する連成項になる。式（5．16）の［θ。。］は既

懸
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知である。　従って式（5．15）より、内部および表面の温度が未知で

ある発熱物体の温度場を求めることができる。また、境界面の温度

［θw］は式（5．15）より直接求まるので、反復計算が不要である。

　なお、定常熱連成場に対するマトリックス方程式は次のようにな

る。

e

Σ［Cd＋Cv］［θ］＝Σ［Q］

　　　　　　　　　　　つ

，　一一　一一　一一　一一一一　一一　一（5．20）

＝2@［　Fo　］　＋2　［　Bobl　．　’（s’21）

式（5．20）は温度場、式（5．21）は流れ場の方程式である。

　一・方、固体の表面からの放熱量を算定する方法として、熱伝達率

が通常用いられる。式（5．15）より流体の温度分布が決定されるので、

局所熱伝達率をα。とすると、α。は次式より求めることができる。

0
ワ
．

a．＝一Af　（e，．）　f．／　（ef．一e　oo）　，　一一　一一　一　一一　一一　（5，22）

ここでθfwは固体表面温度で、各要素の境界面に接している辺の中

点の温度を表わし、nは法線方向を意味する。

　なお式（5．15）は固体と流体の温度場を結合して扱うFEM方程式で

あるため、次のような境界条件をもつ温度場の解析にも適用可能で

ある。

（1）．固体内の温度が一部分既知の場合。

（2）．流体内部に発熱源がある場合。

ISI
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5．4．2　定常熱連成場の計算手順

　（1）．　初めに、流体の速度を零として、式（5。20）より固体と流体

　　　の温度場を求める。

　（2）．　流体の温度場より浮力項δUbfを算出し、式（5．21）で流れ

　　　場を計算する。

　（3）．　（2）．で求めた速度の値を用いて式（5．20）を再構成する。式

　　　（5．20）より固体と流体の温度場を再計算する。

　（4）．　以後（2）．～（3）．の手順を繰り返し、速度および温度の値が

　　　収束するまで演算を続行する。

　流れ場の数値計算にはニュートン・ラフソン法（itg）、　温度場の

計算にはガウスの消去法を用いる（32’34）。

e

5．4．3　非定常熱連閉場の計算手順

　非定常熱連成場の計算手順は4．5節で述べた手順と基本的には同

じである。違う点は第4章では、温度場が流体のみの場合であり本

章では、温度場が固体と流体を含めた場合である。従って、ここで

は計算手順の概略を述べる。

　（1）．　初めに、流体の速度を零として、式（5．15＞より初期値より

　　　1時分割後の固体と流体の温度場を求める。

　（2）．　流休の温度場より浮力ベクトルを算出し、式（5．17）で流れ

　　　場を計算する。［M。］は非線形マトリックスなので、時刻を

　　　固定して、速度値に変化がなくなるまで計算を繰り返す。

　（3）．　（2）．で求めte速度の値を用いて式（5．16）を再構成する。時

　　　刻を1時分四分進め、式（5．15）より固体と流体の温度場を再

　　　計算する。
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　（4）．　以後（2）．～（3）．の手順を繰り返し、速度および温度の値が

　　　収束するまで演算を続行する。

　定常熱早成場の場合と同様に、流れ場の数値計算にはニュートン・

ラフソン法（itg）、　温度場の数値計算にはガウスの消去法を用いる

（32－34）

　　　o

e

5．5　定常自然対流熱連下場の数値解析

　本章では、厚みがあり、有限な高さの垂直平板を考え、平板と周

囲流体との自然対流に関する2次元熱連吟場を扱う。初めに、定常

自然対流熱連成場を数値解析する。

σ

5．5．1　解析モデル

　図5．3はこの熱連成場を解析するための2次元FEM解析モデルで

ある。周囲流休は空気（ブラントル数Pr・＝0．72、　熱伝導率入f

＝0．0257W／m℃）でブジネスク近似が成立つと仮定する。平板の

材質はマイコン素子の被覆材を想定して、エポキシ樹脂（熱伝導率

λ。＝0．233W／m℃）とする。平板は空気中に設置され図5．3

に示すように、モデルの対称性により右半分を解析対象とする。熱

的負荷として、平板内の中央部線状に熱源（発熱量qh．＝0．335

x103　W／m3）を設定する。垂直壁面および平板下面の近傍で

は温度勾配や速度勾配が大きくなるので、分割要素のサイズを細か

くする。なお図5．3の自然対流のFEMモデルは矢川らの報告（i43）

を参考にして作成した。
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5．5．2　結果の整理方法

　式（5．20）、（5．21）は無次元数を用いていない。しかし結果の整理

に無次元数を利用すると便利であるため、次の諸量を定義する。

Gry＝　gB　（ey　一一　e　oo　）　y3／　v2　，

Rayny＝　GryP　r　，

Nu，＝　一一一　y　（　（e－e．）　／　（e，．　一一一　e．）　）　，．1　．．，　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．p　一一一．　一一　一（．r，．23）

e

ここでg、レ、Gr、Ra、Nuおよびθはそれぞれ重力加速度、

動粘性係数、グラスホフ数、レイレー数、ヌッセルト数および解析

領域内の温度である。添字yは図5．3に示す垂直平板モデルにおい

て、下端からの高さyの位置における諸量を表わす。θfwは垂直面

温度で、各要素の境界面に接している辺の中点の温度である。また

熱二成場の温度分布は次式の無次元温度θ＊を用いて表わす。

e＊＝　（e　一一　e．）　／　（e．．．　一一　e　oo　）　， 一　一　一一一　一　一一　（5．24）

e

ここでθmaxは解析領域内の最高温度を意味する。

5．5．3　計算結果

　図5．4は図5．3に示したモデルの平板周りの自然対流に関する

速度分布、図5．5は平板および近傍流体の無次元温度分布である。

本論に示す平板壁面上の最大Ra数は970である。

　平板の熱伝導率は流体に比べて大きいため、平板内の温度降下は

7SS
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小さい。壁面近傍では温度勾配は大きくなり、境界層の発生が見ら

れる。また平板内の上部温度は下部温度に比べて高くなる。図5．6

に、平板の垂直壁面上におけるNUv－Rayの関係を示す。本モデ

ルは平板の内部発熱量を既知としている。また垂直平板の上面と下

面で流れと温度勾配が存在するため、図5．5に示すように、垂直壁

面上の温度は一定にならない。従って等温壁面の結果と直接比較で

きないが、参考までに併記する。実線は境界層理論に基づいた等温

垂直平板の結果を次式で近似した値を示す（144）。

e
N　u　y／G　r　yt／4

＝O．478P　r　i／4　． （Pr／　（O．861＋Pr））　’／‘　．　一一（5．25）

　本節で扱った平板と流体との自然対流に関する二連成場の解析例

はないが、図5．4～5．6に示した結果から判断すると、本解析法は妥

当であると考えられる。

e
5．5．4　考察

　本節では、熱連成場解析のための変分原理に基づいたFEMを垂直

平板と周囲流体との定常自然対流に適用した。解析結果に妥当性が

あることがわかった。
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5．6　非定常自然対流熱連成場の数値解析

　厚みがあり、有限な高さの垂直平板と周囲流体との非定常自然対

流熱連成場の解析例としてGebhart（42’48）、Adamsら（50＞、智田（62’

の報告がある。これらの報告例では、平板と流体の温度場は個別に

扱われており、熱的境界条件を満足するように反復演算で求められ

ている。しかし平板と周囲流体の温度場を一個の連続体として扱っ

た報告例は見当らない。また文献（42）～（48）、（50）、（62）は垂直平

板の高さに比して厚みが非常に薄い場合の報告例であり、平板内の

温度分布は明らかにされていない。

　本節では、発熱垂直平板の高さと厚みの比ならびに平板の保有す

る熱量を変えた非定常自然対流熱連成場を解析し、式（5．10）の変分

原理の妥当性を検討する。

e

5．6．1　解析モデル

　発熱垂直平板の自然対流に関する2次元解析モデルを図5．7に示

す。平板はニクロム板（密度ρ。＝8670Kg／m3、　比熱。。＝442

J／Kg℃，　熱伝導率λ。＝17．4　Wm℃）とする。平板は水中に設置さ

れており、図5．7に示したように、モデルの対称性により右半分を

解析対象とする。水の物性値はρf＝998．2K8／M3，cf＝4167J／Kg℃

，λf＝0．601Wm℃である。　q。8はモデルの上部境界面より法線方

向に伝わる熱量を意味する。上部境界面における熱量および速度の

境界条件は不明である。本章では、これらの外向き法線方向の勾配

を0と設定した。平板および周囲流体は時刻t＝0において、周囲

温度θ。。（一定）の状態にあると仮定する。そして、　t＞0で平

板は発熱する。発熱部は図5．7の平板内部の各節点上に設定し、各

ノ60
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刈

e

節点の発熱量をqh。とする。定常に達した状態における平板の保有

熱量を変えるために、平板の厚さ2eとqh。を表5．2のように3通

りに設定する。時分割はいずれの場合でも2sとした。ここでしは

平板の高さで5cm、表5．2の2eとqh。はRがGebhartらの実験結

果く42．48》とほぼ等しくなるように決定した。Rは定常状態におけ

る平板の二般化された保有熱量を表わす。Rの定義は式（5．30）に示

す。

　平板の垂直部および下部近傍では速度勾配、温度勾配が大きいた

め、図のように分割要素のサイズを細かくする。なお平板の物性値

は一定とする。また周囲流体の水はブジネスク近似が成り立つもの

とする。

e

5．6．2　結果の整理方法

　非定常自然対流熱連成場は固体と流体の物性値、固体の形状や大

きさなど多くの因子によって影響をうける。このため結果の整理方

法は非常に難しい。そこで初めに、式（5．26）、（5．27）のような無次

元数を定義する。

　発熱する垂直平板の過渡状態を表わすために、次の無次元温度を

定義する。

e＊＝　（e　一一一　e．）　／　（e．．．，　co　一一　e　co　）　， 一一@一一　一一（5．26）

ここで　θm。。，。。　は定常に達した状態における解析領域内の最高温

度、θは時刻tにおける任意の位置の温度である。

　熱伝達の状態等を表わすためにヌッセルト数Nuを次のように定義
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　蔓‘

する。ただし添字yは図5．7に示すモデルにおいて、平板の下端か

らの高さyの位置における丈量を意味する。

Nu，＝　一一　y　｛（e，一一　e．　）／（e，．　一一　e．　）｝，．1　．．o

　　　Ne
Nuym＝　］£　Nuyt／Ne　，
　　　i＝1

’

一　一一一　一（5．27＞

e

ここでθfWは垂直面温度で、各要素の境界面に接している辺の中点

の温度を意味する。NUVmは垂直面の平均ヌッセルト数で、Neは垂直

面に接している要素の数である。

　一方、式（5．26）、（5．27）は平板の厚さ、材質等を表わす虚血が含

まれていない。とくに過渡問題では、上述の諸量を含んだ無次元数

が必要になる。本章では、これらの因子を考慮して垂直平板を扱っ

たGebhartの方法（42’48）；を採用する。以下の式（5．28）～（5．31）は

文献（42）～（48）を参照した。

　平板の平均表面温度の過渡状態を表わすために、次の無次元温度

を定義する。

e

g，　＝　（e　．．一e．　）／　（e．．　一e．　）　， 一　一　一一　一一　（5．28）

ここでθmWは垂直面の平均温度、　θm。。は平板が加熱されて定常状

態に達したときの垂直面平均温度である。

　式（5．28）は平板と流体の熱容量や熱伝導率などの関数であり、ま

た流体のブラントル数やグラスホフ数にも影響される。そこで次の

ような一般化された時間Tと熱保有量Rを導入する。
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T＝　a　t（aGr“　．　Pr＞2／5／L2　，

R＝：ρscse（aGr＊・Pr）t／5／ρfcfしMo、

一一一@一一　一一　（5．29）

一一
@一（Jr．30）

ここでαは流体の熱拡散係数である。　aはPr数（本解析例ではPr

＝7．1）に依存する定数で、8x10－3である。また門。は一般化された温

度分布の微係数で、1．79である。Gr＊数は修正グラスホフ数である。

Gr＊は次のように定義する。

e

Gr＊＝gBL4q．，．／yf2xf　， 一　一　一　（5．31）

ここでqw，。。は定常状態における平板垂直表面の平均熱流束、レf

は流体の動粘性係数を意味する。

e

5．6．3　計算結果

　流体は時刻t＝0で静止している。垂直平板が発熱を開始すると、

平板の内部と近傍流体の温度は次第に上昇する。図5．7で示したよ

うに、解析モデルの右側は壁面になっている。従って、流体は上部

境界面より巻き込むように流入し、発熱垂直平板に沿って上昇する。

図5．8は平板が比較的厚い場合（L／2e＝5）の無次元温度分布およ

び平板周りの流れの解析結果である。温度場ならびに流れ場が次第

に発達：していくことがわかる。なお平板が薄い場合、平板の厚さ方

向の温度変化は非常に小さい。また、平板周りの流れな平板の上下

端部の影響をほとんど受けず、次第に境界層が形成されていく。
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　図5．9は垂直平板上における平均温度ΨとT／Rの関係である。

実線はGebhartの実験結果および一次元解析結果（42’48）である。

文献（42）～（48）では、平板の高さと厚さの比がL／2e≧750と設

定されている。従って、平板は十分薄く、厚さ方向の温度変化は無

視できる程小さい。この場合、平板の温度は高さ方向にのみ変化す

るので一次元非定常熱伝導問題として扱うことができる（42叫8）。

Rが小さい場合（本解析例ではR＝0．029ならびに0．094の場合）の計

算結果はGebhartの結果と非常に良く一致していることがわかる。

しかし平板が厚くなると（R＝0．703）、図5．8で示したように、平板

周りの流れは平板の上下端部の影響をうけ、また平板内の温度が一

様にならない。従って、平板温度の過渡応答は平板が非常に薄い場

合における実験結果および一次元解析結果と異なってくる。

　なお、図5．9においてRの値の一部が文献（42）～（48）の値と一致

していない。Rの決定は次のようにした。　Rの値は式（5．30）、

（5．31）で示したように定常状態における平板垂直表面の平均熱流束

から決定される。この平均二流束は発熱量qh。に依存する。そこで、

あるqh。のもとで平板の温度が定常状態に達するまで計算し、Rを

算出する。そして、そのRの値が文献（42）～（48）の値と一致しない

場合、試行錯誤的にqh。：を変えて再計算する。　従って、文献（42）

～（48）のRの値と厳密に一致させることは非常に難しい。

　図5．10は発熱垂直平板の自然対流過渡熱伝達特性を示す。平板の

温度は初め周囲温度に保たれているので、発熱開始直後の熱伝達は

非常に大きくなる。そして流れ場と温度場が十分発達すると、熱伝

達も次第に定常に達する。前述のように、発熱開始直後において流

れは上部境界面より巻き込むように流入し、発熱垂直平板に沿って

16ク

ミ
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上昇する。平板が厚い場合、巻き込まれた流体の流れは平板の上下

端部の影響を受ける。しかし図5．8からもわかるように、この影響

は発熱開始直後のみで、流れは次第に安定する。従って、平板が厚

い場合（R＝0．703）における熱伝達も次第に定常に達する。

　なお、レイレー数Ra、グラスホフ数Grを式（5．32）のように定義し

た場合、本解析例における最大のレイレー数は2x106であり、流れ

は層流である。

e
RaL＝GrLPr　，

GrL＝g　X3　（eL－e．　＞L3／v，2　， 一一@一n　一　一一　（5・32）

ここで添字Lは図5．7に示すモデルにおいて、平板の高さしの位置

における諸量を意味する。

　図5．9に示した平板温度の過渡応答より、固体と流体との非定常

熱連成温度場を一括して取り扱う変分原理の妥当性が証明できた。

　なお、本原理の応用として、温度場の測定に利用される熱電対の

温度応答性の検定や解析が容易になる。

e

5．6．4　考察

　本節では、非定常熱連成場解析のためのFEMを発熱垂直平板の非

定常自然対流熱伝達問題に適用した。得られた結果は従来の実験結

果と良く・・一・一致した。その結果、本FEMが固体と流体との非定常熱連

成場解析に適用できることがわかった。
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5．7　考察

　緒言で述べたように、本節では熱連成温度場解析のための変分原

理から、固体の熱伝導式および流体（ρ熱エネルギ式を誘導する。

　式（5．2）、（5．4）の各項を式（5．10）に代入すると、次式が得られる。

　b　｛∫δ0（ρsC30．七一qhs）dS＋∫δεd・qdsdS
　　　　’S3　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S3

　　　　　　　　　　　　　　　り　　＋∫δ0（ρfCf（0．t＋自◎，x＋vO，y）。qhf－qnf）dS
　　　Sf

　　＋∫δE：d・qldfdS｝　＝0，　　　　　　　　　　　一一一一（5．33）
　　　Sf

ここで、

　εd＝ ［0．x　O，y］Tg　qds＝λsεd，　qdf＝λfεd，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一一一（5．34＞

である。式（5．33）の第2項と第4項の和は、式（5．34）を用いると、

次のようになる。

　　b　｛∫δ£d・qdsdS＋∫δεd・qdfdS｝
　　　　Ss　　　　　　　　　　　　　　　　Sf

　　＝　b∫λs（◎，xδ0．x＋0，yδ0．y）dS
　　　　　SS

　　　十b∫λf（0，xδ0．x＋◎，yδ◎．y）dS．
　　　　　Sf　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一・一一（5．35）

　　　　　　　　　　　　　　　　　170

津
響
9
h
門

口

、
婬
斜懸鳶町

畠

石
．
」



　へ　　　　　むレ鍵盤鰹、
騨、魂滋幽纏縷灘 鑛灘購灘醗灘灘xt灘・

’錬亭　　　’　幽・・、or

これを部分積分すると、

式（5．35）＝一b∫λ。δ0（◎．．．＋0．yy）dS

　　　　　　　ss

　　　　　一　b　s　A，6　o（e，　．．＋　e，　，，）　ds

　　　　　　　sf
　　　　　十　b　f　6　（E）　（A3　（D　，nsf十　’A　f　（E）　，nf．）　d　1　，

　　　　　　　i　一　一一　一一　一（5．36）

e
となる。ここでn。fは固体から流体へ、nf。は流体から固体へ向か

う法線方向を表わす。λ。◎，n。fは固体から流体へ、λfO，　1）　f。は

流体から固体へ移動する伝導熱量である。両者は絶対値が等しく、

互いに逆向きである。従って次式が成立する。

K　．　（E）　，　nsf　十　A　f　（E）　，　nf3＝　O　． 一　一一　・一一　（5．37＞

e

　式（5．37）は境界上における単流束の連続性を意味する。式（5．37）

の条件を考慮すると、式（5．36）は固体内部および流体内部のみの熱

伝導式になる。すなわち、固体および流体の内部領域のみのマトリッ

クスを作成すると、自動的に境界上における熱流束の連続性の条件

が満足される。

　式（5．35）～（5．37）の関係を式（5．33）に代入すると、次式が得られ

る。
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　　b　｛∫δ0（ρsCsO，t’λs（◎，xx＋0，yy）一qhs）dS
　　　　　SS

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十∫δ0（ρfCf（0，t十uO，x十v◎，y）
　　　　　　　＄f

　　　　　　一λf（0，xx十〇，yy）一qhf－qnf）dS｝ ＝：0　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一一t．一一（5938）

ここでδ㊦は任意の値をとり得るので、式（5．38）より次式が得られ

る。

　ρsCsO．t＝λ3（0．xx＋0，yy）＋qhs，　　　　　　　一一一（5・39）

　　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　の
　ρfCf（0，t十u◎，x十vO，y）

　　　　　　　＝λf（0，xx＋0，yy）＋qhf＋qnf．　　一一一一一一（5．40）

　式（5．39）は固体の熱伝導方程式、式（5．40）は流体の熱エネルギ式

である。
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5。8　結言

　本章では次のような結論を得た。

　（1）．　境界面上において熱移動を考慮した固体および流体の温度

　　　場解析のための変分原理をそれぞれ提案した。

（2）．　これらの変分原理を結合して、固体と流体を一個の連続体

　　　として扱う温度場解析のための変分原理を誘導した。本原理

　　　は境界において熱流束の連続の条件と温度一致の条件を自動

　　　的に満足する。その結果、熱的境界条件の反復計算が省略で

　　　きる。

　（3）．　連続体として扱う温度場解析のための変分原理と、著者が

　　　提案した流れ場解析のための仮想仕事の原理に基づいて、熱

　　　連成場解析のための変分原理を構築した。

（4）．　熱連成場解析のための変分原理に基づいて、FEM解析法を

　　　提案した。

　（5）．　このFEMの妥当性を調べるために、内部の発熱量が部分的

　　　に既知である垂直平板と流体との自然対流に関する定常およ

　　　び非定常熱連成場をFEM解析した。その結果、本FEMが固体

　　　と周囲流体との熱連成場解析に適用できることを示した。

　（6）．　熱連成温度場解析のための変分原理から固体の熱伝導方程

　　　式、流体の熱エネルギ式が誘導できることを示した。
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　第3章から第5章にわたって「結言」として詳細に記述している

ので、ここでは総括という形で本論文の概要をまとめる。

e

e

（1）．　粘性流体の挙動は通常、ナビエ・ストークスの式と連続の式

　　を基礎式として差分法で解析される。また、これらの基礎式に

　　重みつき残差法を適用した有限要素法で解析される。本論文で

　　は、これらの基礎式を用いないで、粘性流体の挙動解析に適用

　　できる仮想仕事の原理を提案した。

（2）．　提案した原理の妥当性を検証するために、はじめに本原理に

　　基づいて有限要素法の定式化を行なった。次に、定式化した有

　　限要素方程式を定常ならびに非定常粘性流動の数値解析に適用

　　した。解析例として、段付き流路内の流れを取り上げた。その

　　結果、従来の差分解や重みつき残差法による解と良く一致する

　　ことが確かめられた。

（3）．　粘性流動解析のための仮想仕事の原理に、浮力の効果を導人

　　した。また、流体の温度場を解析するための変分原理を提案し

　　た。これらの原理を連成させると、熱流体のための変分原理に

　　なること：を明らかにした。

（4）．　熱流体のための変分原理の妥当性を検証するために、この原

　　理に基づく有限要素方程式を誘導し、キャビティ内の強制対流

　　と密閉容器内の自然対流の解析に適用した。その結果、従来の

　　差分解や重みつき残差法による解と良く一致することが確かめ
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　　られた。

（5）．　本有限要素法は粘性流体の物性値が温度に依存する場合にも

　　適用できる。このような場合の解析方法を述べ、キャビティ内

　　の強制対流の解析に適用した。その結果、本解析法による解は

　　現象的に妥当であることが確かめられた。

（6）．　流体の温度場解析のための変分原理を、流体と固体が熱的に

　　連成する場に適用できるように拡張した。拡張した温度場解析

　　のための変分原理は固体と流体の温度場を一個の連続体として

　　扱う。このことによって、固体と流体の境界面における熱的境

　　界条件が自動的に満足されることを示した。また、本原理と浮

　　力の効果を導入した仮想仕事の原理を連成させて、固体と流体

　　との熱連成場解析のための変分原理を構築した。

（7）．　固体と流体との熱連死場解析のための変分原理に基づいて、

　　有限要素方程式を誘導した。本方程式を、固体内部の発熱量が

　　部分的に既知である固体と、周囲流体との自然対流に関する定

　　常および非定常熱連平場解析に適用した。その結果、本解析法

　　の妥当性が確かめられた。

　以上が本論文で得られた結論である。

最後に、本研究の今後の課題と展望を述べる。

本研究の今後の課題として主なものを挙げると、次のようになる。

　（1）．固体と流体が連成する場の解析を行なうこと。

　（2）．固体や流体が融解または凝固するような熱幌成場を解析する

　　　こと。

　（3）．固体または流体が化学反応を伴う場を解析すること。
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　（4）．乱流場を解析すること。

　以上の課題に対する展望と解決しなければならない点を挙げると、

次のようになる。

　（1）．本論文では、粘性流体の流れ場解析に仮想仕事の原理を適用

　　している。この原理はもともと、固体の分野で用いられている。

　　従って、本論文の第3章より、固体と流体の場が同一の原理で

　　取り扱えるようになった。すなわち、固体と流体が連成する場、

　　例えば、振動を伴う配管系と流体との沖州挙動、液体貯蔵タン

　　ク内のバルジングやスロッシングなどの挙動解析にも本原理は

　　適用できる。

　（2）．第5章で提案した熱学成場解析のための変分原理を用いた解

　　析において、固体と流体との境界面は位置的に固定されている。

　　しかし、氷や金属が融解や凝固などを伴う熱連平場では、境界

　　面が移動し、その形状が変わる。そこで、形状変化の起因とな

　　る潜熱を考慮した変分原理を確立すること、ついで、境界面の

　　形状変化および固液混在領域を考慮した数値解析のアルゴリズ

　　ムを開発することが必要になる。

　（3）．（2）の課題：を発展させると、固体または流体の燃焼問題とい

　　う課題が考えられる。固体または流体の燃焼問題は化学反応と

　　物質拡散を伴う。物質拡散を支配する方程式は熱エネルギ式と

　　同じ形式で記述されるので、熱流体のための変分原理は物質拡

　　散の問題にも適用できる。しかし、化学反応問題を取り扱う場

　　合、流れ場、温度場のほかに化学種保存則を導入しなければな

　　らない。従って、化学種保存則を導入した燃焼問題のための変

　　分原理を構築することが必要になる。
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（4）．現在、乱流エネルギーを仮定した解析が行なわれているが、

　その決定的な評価はまだ、確立されていないようである。本論

　文で提案している変分原理は流れ場をエネルギー系で扱ってい

　る。従って、このエネルギーの適切な評価が確立されれば、乱

　流場の解析が可能になる。このため、乱流エネルギーを正しく

　評価することが必要になる。

e

e
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