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§1．　　Introduction　and　notations

　　　　　Let　m　denote　the　normalized　Lebesgue　measure　on　the　unit

circle　T・｛z；lzl・1｝，　that　i。　dm（eix）．dx／2π．　L。t　A　b。

the　　disc　algebra，　　that　ls，　　A　　is　the　algebra　of　all　continuous

functions　on　　T　　whose　negative　Fourier　coefficients　vanish．　For

O　　＜　　P　　＜　　oD，　　the　Hardy　space　　Hp　　is　the　closure　of　　A　　in　the

L・besgue　space　Lp・Lp（m），　and　HoD　is　theweak穏．cl。sure。f　A

　　　　　　ゆ　　　　　　　　　　

in　　L　　＝　L　（m）・　　Let　　S　　be　　the　singular　integral　operator

defined　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Sf（ζ）・π｝∫T書dz・

the　　integral　being　a　Cauchy　principal　value　（cf．　【3，　p．381）．　　If

f　　　is　　in　　L1，　　then　　Sf（ζ）　　exists　for　almost　everywhere　　ζ　　of

T・　　we　　shall　　define　　the　　analytic　proJection　　P＋　　and　the　co－

analytic　projection　　P　　　by

　　　　　　　　　　　　　　　　P＋　＝　（1　＋　S）／2・　　P＿　＝　（1　－　S）／2・

where　　工　　denotes　the　identity　operator．　Then，

　　　　　　　　　（P＋　＋　P＿）f（ζ）　＝　f（ζ），　　　（P＋　一　P＿）f（ζ）　＝　Sf（ζ）．

F。・afuncti・n　f　in　L1，　weshall　define　7　by

　　　　　　　　　　　　　lt　7（ζ）・一i｛Sf（ζ）一∫Tfdm｝・

By　the　calculation，
　　　　　　　　　　　　　7（e’θ）・∫Tc・t〔Q－il－L’〕f（e’x）dm（e’x）・

the　　integral　　being　a　Cauchy　principal　value．　　A　function　　Q　　in

HoD @is　an　inner　function　if　　IQI　＝　1　a。e．．　Afunction　h　 is　an

。ut。。　functi。n　ifthere　exist。arealfuncti。n　t　in　LI　anda

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ
。eal　c。n。tant　c　su。hthat　h。et＋it＋ic．　F。rfuncti。nsα

and　　β　　in　　Loo，
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　　　　　　　　　　　　Sα，β・αP＋＋βP．・触⊥・・％⊥S

is　　called　　a　　singular　　integral　　operator　　（cf．［17D．　We　shall

define　sub・paces　A。　and　H£・・≦P≦…by

　　　　　　　　　　　A。・｛f；fi・in　A・and∫Tfdm・・｝・

　　　　　　　　　　　H£・｛f；fisin　Hp・and∫Tfdm・・｝・

By　　　f　　we　denote　the　complex　conjugate　function　of　　f．　We　shall

define　sub・paces入。　and　fig・by

　　　　　　　　　　　A。・｛f；fi・inA。｝・電・｛？；fisinH£｝・

SuPP。se　1≦P＜・・and　W　i。　an。n－negatlve　functi。n　in　L1．

Then　Lp（W）　is　a　weighted　Lp　space。f　m－measurable　functi。ns

equipped　with　the　norm
　　　　　　　　　　　　　　　　　　llfllp，W・｛∫Tlflp　Wdm｝’／P・

The　weighted　Ha・dy　space　Hp（W）（resp・fig（W））i・th・n・・m　c…ure

・fA（resp・A。）in　Lp（W）・・n　thi・paper・we　sha・・c・n・ider

the　case　p　＝　2，　and　remain　entirely　in　Hilbert　spaces．　We　shall

w・ight　口・l12，W　a・1卜llW　f・rsh・rt・L2（W）isaHi・bert

space　equipped　with　the　inner　product
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（f・9）W・∫T　f9　Wdm・

We　shall　define　the　Helson－Szeg6　class　（HS）　as　follows（cf．［18】）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　へ
　　　　　（HS）＝｛eu＋v；　u，　v∈LoD，　real，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ivl　≦π／2　一　ε，　for　some　　ε　＞　0｝．

　　　　　Historlcally，　　　in　　the　　famous　　paper　　［18】，　　　H．Helson　and

G．Szeg6　P・・ved　that　P．　is　c・ntinu・u・inthen・・m・f　L2（W）if

and・nlyif　W　isin（HS）o「W≡0・Since　S＝S1，一1＝2Pド
1，　P＋　is　continuous　lf　and　only　if　S　is　contlnuous．　If　W∈
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（HS），　then　W－1∈（HS），　and　h。nce　W－1∈L1．　In　th。　paper

［21］・　　P・Koosis　　proved　　that　　P＋　　becomes　a　continuous　operator

f。。m　L2（W）t。　L2（U）f。r　s。me　n。n－zer。　andn。n．n。gativ。

functi。n　U　ifand。nlyif　W一l　isin　L1．　Inthi。paper，　w。

shall　　not　　distinguish　　between　　an　operator，s　being　bounded　and

being　　densely　　defined　and　extendable　by　continuity　to　a　bounded

operator．

　　　　　M．Cotlar　and　C．Sadosky　［7】　got　thelr　lifting　theorem，　which

is　cal工ed　the　Cotlar－Sadosky　theorem，　　and　consider　the　condition

・fthe・perat・・S・S、，．、　t・b・ab・unded・perat…nL2（W）

whose　operator　norm　 is　equal　to　or　less　than　M，　for　a　given

constant　　M．　　We　gave　the　another　proof　of　the　Cotlar－Sadosky

theorem　　in　　［44］　　and　　considered　　the　condition　of　the　slngu1－ar

integra・gperat・・Sα，βt・b・ac・ntracti・n・perat・r・n　L2（W）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ

under　the　strong　condition　thatαandβbelong　to　H．We

have　　used　　the　　Hilbert　　space　　methods　　and　　the　Cotlar－Sadosky

theorem．

　　　　　Prof．T．Nakazi　and　the　author　［28］　9ave　the　more　satisfactory

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　to　be　a　contractionnecessary　　and　sufficient　condition　of　　S　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α，β

。perat。。。n　L2（W）when　α，βand　W　sati・fy・・me　weak

condition．

　　　　　工n　　Section　　2，　　we　shall　give　the　necessary　and　sufficient

c・nditi・n・f　Sα，βt・be　a　c・ntracti・n・perat・r・n　L2（W）

completely　in　general．　We　consider　the　weighted　norm　inequaiity

　　　　　　　　　　　　　llSα，βfllW≦llfllW　（f∈A＋A。）・

　　　　　　　　　　　　　　ず

where　A・入♂｛f、・f2；f、∈A・f2∈A。｝・andgetac・ass

（HS）（r）　　with
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・rα，β・鴇・

We　　deflne　　（HS）（r）　　in　　Section　　2．　　Since　　the　　necessary　　and

sufficient　condition　fo「Sα，βto　be　a　c・nt・acti・n・perat…　n

L2（W）i・n・t　simple　ing。nera・，　w。usea。・ass（HS）（。）t。

describe　it．　Even　when　W≡1　0r　β≡0，　0ur　results　contain

new　　results．　　When　　　β　≡　0，　we　get　a　very　simple　necessary　and

sufficient　　condition　　fo「　　Sα，β　　to　be　a　contraction　operator　on

L2（W）・That　i・・Sα，。・αP．　i・ac・ntracti・n・perat・r・n　L2（W）

if　and　only　if　W　belongs　to　（HS）dαD　　with　　lα1≦1　0r　αW≡

0．　　This　　result　　was　essentially　given　by　Prof．T．Nakazi　and　the

author　in　［28］．　If　r　is　a　non－zero　constant，　then　（HS）（r）

becomes　　a　　subset　　of　　the　union　of　the　Helson－Szeg6　class　　（HS）
　　　　　　　　　　　　　　ト’

and　｛0｝．

　　　　　In　Section　3，　we　consider　the　（left）　invertibility　of　　S
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α，β

。n　L2（W）．　By　the　same　meth。d　whichweuset。c。n。iderthe

weighted　norm　inequality

　　　　　　　　　　　　　　Iisα，βfllW≦llf口W　（f∈A・A。）

in　　Section　　2，　　we　　shall　　give　　the　　necessary　　and　sufficient

condition　of　functions　　α，　　β　and　W　 to　satisfy　the　reverse

weighted　norm　inequality
　　　　　　　　　　　　　　llSα，βfllW≧・fllW（f∈A・A。l

completely　　in　　general．　　By　way　of　this　inequality，　we　consider

the（・eft）invertibi・ity・f　Sα，β・n　L2（W）・Sα，βi・（・・ft）

invertible　if　and　only　if　ess　inf　min｛1α1，　1βi｝　＞O　　and　S
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　φ，1

is　（left）　invertible　where　　φ　＝　α／β．　Hence　we　may　assume　　β　＝　1．

　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ
F・・a　φin　L・the　singula「integ「al　ope「ato「Sφ，1＝φP＋＋
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P一　is　denoted　by　S，b　for　short．　When　W＝　1，　H．Wldom一［431　and

A．Devinatz　［8］　considered　the　（left）　invertibility　of　T　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘t’

S¢　（cf．　［9］，　［10，　p．187］，　［31，　p．371］）．　M．Shinbrot　［39］

considered　the　invertibility　of　S，t，　on　L2　and　derlved　the

method　for　finding　the　inverse　operator　of　S　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　When　W　is　ln
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（t）　’

（Hs），　R．Rochberg　［35］　defined　the　Toeplitz　operator　T，b　on

HP（W）　by　T¢f　＝　P．（（bf）　for　all　f　in　HP（W），　and　got　the

necessary　and　sufficient　condition　for　the　invertibility　of　T　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘t’

on　LP（W）　（cf．　［3，　p．216］，　［4］）．　Many　generalizations　of　these

results　have　been　considered　（cf．　［3］，　［4］，　［6］，　［16］，　［17］，

［25］，　［27］，　［28］，　［29］，　［44］，　［45］，　［46］）．　lf　P．　is　continuous

in　the　norrn　of　LP（W），　then　T，t，　is　（left）　invertible　in　HP（W）

if　and　only　if　Stp　is　（left）　invertible　tn　LP（W）　（cf．　［15，

p．124］，　｛31，　p．393］）．　Prof．T．Nakazi　and　the　author　［29］　gave　a

simple　necessary　and　sufficient　condition　for　a，　B　and　W

which　satisfy　the　weighted　norm　inequality

　　　　　　　　　　　　　HSα，βfllW≧δIlf口W　（f∈A＋A。）・

for　some　positive　constant　6，　when　ess　infla　一一　BI　〉　O．　We

shall　study　the　weighted　norm　inequality

　　　　　　　　　　　　　　llS¢fl　lw　；il　5Hfl　lw　（f　EA　’　A．），

by　way　of　the　weighted　norm　inequallty

　　　　　　　　　　　　　llSct，Bfllw　；1　llfllw　（f　E　A　’　A．）・

Under　the　assumption　that　W　E　（HS）　or　ess　infll　一　tpl　〉　O，　we

can　give　a　simple　necessary　and　sufficlent　condition　for　the

　　　　　　　　　　　　　　　　to　　be　bounded　below　w．r．t．　W．　　工n　spite　of　thisoperator　S　　　　　　　　　　　　‘t’

assumption，　the　results　in　Section　3　cover　the　Widom－Devinatz－

Rochberg　theorem　for　p　＝　2．
l
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　　　　　1n　Sectlon　4，　we　do　not　assume　W　E　（HS）　or

ess　infll．　一　¢1　〉　O．　lt　is　remarkable　in　this　case　that　the

condition　of　tp　and　W　satisfying　the　weighted　norm　inequality

　　　　　min｛llSφfllW－IS．φfllW｝≧δ11fllW　（f∈A・A。）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　are　bounded　below　w．r．t．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　and　Swhich　implies　that　both　S　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1，

W，　becomes　simple．　lf　W　E（HS）　and　S　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　is　bounded　below
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘t’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ls　also　bounded　below　w．r．t．　W．　Hencew．r．t．　W，　then　S　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　tp

the　results　in　Section　4　also　cover　the　Widom－Devinatz－Rochberg

theorem　for　p　＝　2．　We　studied　the　L2－type　（left）　invertibtlity

　　　　　　　　in　［45）．of　s　　　　　‘ti

　　　　　This　paper　is　based　on　the　author’s　papers　［45］　and　［461．
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92．　Boundedness　of　S　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　and　its　norm
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a，B

　　　　　　We　shall　consider　the　condition　of　the　singular　integral

　　　　　　　　　　　　　　　　　　to　be　a　contraction　operator　on　the　weightedoperator　S　　　　　　　　　　　　ct，B

space　L2（w）．　Even　when　W　＝　1　or　B　＝　O，　Theorem　A　involves

new　results．　Theorem　A　involves　not　only　the　Helson－Szeg6

theorem　but　a］．so　new　results．　ln　this　paper，　the　Cotlar－Sadosky

theorem　（cf．　［2］，　［7］）　is　essential　and　is　used　several　times．

We　have　given　the　another　proof　of　this　theorem　in　［44］．　lf　W　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

＝　W2　＝　W3　ll　O，　then　（2）　becomes　the　Schwarz　lnequality，　and　（3）

holds　with　k　＝　O．　We　shall　use　the　equivalence　of　（1）　and　（3）．

　　　　　　cotlar一一Sadosky　theorem．　Suppose　Wl　and　W2　are　real

functions　in　Ll，　and　w3　is　a　complex　function　in　Ll．　Then

the　following　conditions　are　mutually　equivalent．

（1）　For　all　fl　E　A　and　f2　E　Ao，

　　　　　　fT　｛lfl12Wi　＋　lf212W2　＋　2Re（fl？2w3）｝dm　）　o．

（2）　Wl　；1　O，　W2　｝1　O，　and　for　all　fl　E　A　and　f2　E　Ao，

　　　　　　ifT　fli2W3dml　：S　｛fT　lfl12wldm｝1／2｛iT　lf212w2d．｝1／2．

（3）　Wl　；1　O，　W2　ll　O，　and　there　exists　a　k　in　Hl　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lw3　一　k12　S　WIW2・

ww，　ri，．e一，．．i．gfe．’．1，　V9｝7f．z’，’．・：lf＝／；i”，一，’sE．xr・／／
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　　　　　　We　　shall　consider　the　boundedness　of　the　slngular　integral

・perat・・Sα，β・n　the　w・ighted・pace　L2（W）・The　f・…wing

classes　　（HS）　　and　　（HS）（r）　　are　useful　to　consider　thls　problem．

Some　　properties　　of　　　（HS）　　and　　（HS）（r）　　are　given　in　series　of

ProPositions　2．1－2．5．

　　　　　　Definiti。n　2．・．　We　sha・・define　the　He、。。n＝Szeg6。、asS

（HS）　as　follows　（cf．　［14，　P．147】，　［22，　P．226］，　［31，　P．197］）．
　　　　　　　　　　　　　，’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ
　　　　　　　　　　　（IIS）＝｛eu＋v；　u，　v∈LoD　real，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lvl≦π／2　一　ε，　for　some　　ε　＞　0｝．

　　　　　　Def：inition　2．2．　　For　a　non－negative　function　　r，　we　shall

define　（HS）（r）　as　follows．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ
　　　　　　　　　　　（HS）（r）・｛Ceu＋v；Cis　a　n。n－negative　c。nstant，

　　　　　　　　　　　　　　　u，v，real　functi。n。，　u∈Ll，　lvl≦π／2，　and

　　　　　　　　　　　　　　　r2eu．e－u≦2（c。。　v）｝．

When　　O　＜　r　≦　1，　　by　the　calculation，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ
　　　　　　　　　　　（HS）（r）・｛Ceu＋v；Cis　a　n。n－negative　c。nstant，

　　　　　　　　　　　　　　　u，v、real　functi。n。，　u∈L1，

　　　　　　　　　　　　　　　lvl≦c。s聯1。，　and　lul≦c。sh－1｛（c。。　v）／r｝｝．

where　y。c。s－1x　implies　x・c。・y，　and

　　　　　　　　　　　　　　　c。。バ1x。1。g｛x．（x2．1）1／2｝．

！！！！！！ii’
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　　　　　　1n　　the　　following　　Propositions，　　we　shaユ．l　give　the　basic

Properties　of　the　set　　（HS）（r）．

　　　　　　Proposition　2．1．　　The　following　statements　are　true．

（a）　　　If　　（HS）（r）　　is　not　empty，　　then　　r　≦　1．
　　　　　　　　　　　　　．’

（b）　If　・1　and　r2　are　m・a・urable　functi・ns　sati・fying　O≦

・1≦・2≦1・then

　　　　　　（HS）（1）⊂（HS）（r2）⊂（HS）（・1）⊂（HS）（0）・

（c）　　　（HS）　⊂　（HS）（0）．

　　　　　　Proof．　　　　We　shall　prove　（a）．　SupPose　　W　　is　in　　（HS）（r）．

Then　　there　exists　a　non－negative　constant　　C　　and　real　functions

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ

u，v。uch　that　W。Ceu＋v，　u∈L1，　Ivl≦π／2，　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r2eu．e－u≦2（c。。　v）．

Since　2。≦r2eu．e－u，　r≦c。。　v≦1．　We　shall　p。。ve（b）．

SuPP・・e　W　i・in（HS）（r2）・Then　there　exi・t・an・n脚n・gative

c。n。tant　C　and　real　functi。n。　u，　v　such　that　u∈L1，　lvl≦

　　　　　　　　　　　　　　　へ

π／2，W・Ceu＋Vand

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・22eu・e－u≦2（c・・v）・

since・1≦r2・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r、2eu・e－u≦2（c・・v）・

Hence　W　isin（HS）（r1）・Weshallpr・ve（c）・SupP・se　W　i・in

（HS）．　　Then　　there　　exists　　a　non－negatlve　constant　　C　　and　real

functions　u，　v　such　that　u∈Lo。，　Ivl≦π／2一ε，　for　some　ε
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ

〉・，and　W・Ceu＋v．　Letδ・Uull。。一・・g（c・・ilvll。D），・・

that

　　　　　　　　　　　　　　　一（U・δ）≦IIU口。。一δ・1・g（C・・IIVII。。）

　　　　　　　　　　　　　　　≦lo9（cos　v）　≦lo9（2　cos　v）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ
Hence　W。（Ce一δ）e（u＋δ）＋v，　and　e一（u＋δ）≦2（c。。　v）．　Hence

Wisin（HS）（0）．

　　　　　　Proposition　2．2．　　The　following　statements　are　true．

（a）　lf　W　isin（HS）（r）forsomefunction　r　satisfying　O≦

。≦1，then。2W　i。in　L1．

（b）　lf　W　isanon－zerofunction　in（HS）（0），　then　logWand

W－1arein　L1．

　　　　　　Proof．　　　　We　　shall　prove　（a）．　SupPose　　W　　is　in　（HS）（r）．

Then　　there　exists　a　non－negative　constant　　C　　and　real　functions

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ

u，vsuchthat　u∈L1，　Ivl≦π／2，　W・Ceu＋vand

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　。2eu．e－u≦2（c。。　v）．

Ilence，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヘ　　　　　　　　　　　　ムノ

　　　　　　　　　　　　　1’r2W。Cr2eu＋v≦2Cev（c。。　v）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
Since　lvl≦π／2，　ev（c。。v）i。　in　L1（cf．［14，　P．161】）．　H。nce

。2W　i。in　L1．　Weshallpr。ve（b）．　SupP。se　W　i。an。n－zer。

function　　in　　（HS）（0）．　　　Then　there　exists　a　positive　constant　　C

・「．
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and　real　functi。n。　u，　v。u。hthat　u∈L1，　lv！≦π／2，　W＝

　　　　　　へ
　　U　＋　V　　　　　　　　　andCe

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e－u≦2（c。sv）．

Since

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　logW＝logC＋u＋v，

1。9W　i。in　L1．　Since

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ　　　　　　　　　　　　　　　　　　が
　　　　　　　　　　　　　　　W－1．C－1e－u－v≦2C－1e一V（c。。v），

　　　　　　　　が
and　e－v（。。。　v）　i。in　L1（cf．【14，P．161】），　W”11。in　L1．

　　　　　　Proposition　　2．3．　　　　The　following　conditions　are　mutually

equivalent．

（1）　W　is　in（HS）　or　W…≡0．

（2）　Wis　in（HS）（r）for　some　constant　r　satisfying　O＜r≦1．

　　　　　　Proof．　We　shall　show　that（1）implies（2）．　SupPose　W

is　　in　　（HS）．　　Then　there　exists　a　non－negative　constant　　C　　and

　　　　　　　　　　　　　げ

real　functions　u，　v　such　that　u∈Loo，　lvl≦π／2一ε，　for

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ。。meε〉。，　and　W。Ceu・v．　Let　r．ess　inf（e－lul　c。。v），

so　that　　r　　is　a　positive　constant　satisfying

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　eu．e－u≦2ビ1（c。。　v）．

Let　　u’　＝　u　－　log　r，　　so　that

　　　　　　　　　　　　　　　。2eu’．e－u’≦2（c。。　v），　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ
　　　　　　　　　　　　　　W．（C。）eu’＋v．

、
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Hence　　W　　　is　　in　　（HS）（r）．　We　shall　show　that　（2）　implies　（1）．

Suppose　　　W　　　ls　　in　　（HS）（r）．　　Then　there　exlsts　a　non＿negative

c。n。tant　C　and　real　functi。n。　u，　v。uch　that　u∈Ll，　lvl≦

　　　　　　　　　　　　　　　へ

π／2，W・CeU＋Vand

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r2eu．e－u≦2（c。。　v）．

Since　2。≦。2eu．e－u，　r≦c。。　v．　Since　lvl≦π／2，　lvl≦

。。s－1。．　Since　。　i。　a　p。。itive　c。n。tant，　M≦π／2一εf。。

。。m。　ε＞0．　Since　r2eu．e一u≦2and　r　i。ap。。itive

constant，

　　　　　　　　　　　　　　　　　一lo9　2　≦u　≦　lo9　2　－　2（log　r）．

　　　　　　　　　　　　　脚1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　
Ilence　u　isin　L．

　　　　　　Pr。P。siti。n　2．4．　F。ran。n－negativefuncti。n　W　in　L1，

the　following　conditions　are　mutually　equivalent．

（1）　wisin（HS）（0）．

（2）W。0。rW－1　islnLl．

（3）　Wis　in（HS）（r）for　some　function　r　satisfying　O＜r≦1．

　　　　　　Proof．　　　　　By　　Proposition　　2．2（b），　　　（1）　implies　（2）．　　By

Proposition　　2．1（b），　　（3）　　implies　　（1）．　We　shall　show　that　（2）

imp、ieS（・）．　SupP。se　W　and　W儒1　arein　L1．　Then　l・gW　i・

in　L1．　Let

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f。｛W－1．i（W脚1）～｝柵1，
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。。that　O≦Ref≦lfl≦W．　Since　W　isin　L1，　f　i。1n　H1．

Hence　　there　　exists　　a　　positive　　constant　　C　　and　a　functlon　　v

such　that　　lvl≦π／2　　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f。CeV－iv．

　　　　　　　　　　　　　へ

Then　W・Cev／（c。。v）．　Let　u・1・gW一守一1・gC，・・that　u

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ

i。in　L1，　and　W。Ceu＋v．　H。nce　e”u・c。。v≦2（c。。v）．　We

shalユ．　show　　that　　（1）　　implies　　（3）．　　SupPose　　W　　is　a　non－zero

function　　in　　（HS）（0）．　　Then　there　exists　a　positive　constant　　C

、md　real　fun、cti。n。　u，　v。uchthat　u∈L1，1vl≦π／2，　w。

　　　　　　ゆ
CeU　＋　v　　and　　e一u≦2（cos　v）．　Since

　　　　　　　　　　　　　　　（e’u／2）2≦e－u（。。。v）／2≦（c。。v）2，

there　exi。t。　a　functi。n　r　suchthat　r2。e吻u（c。。v）／2　and

O＜e－u ^2≦r≦cos　v≦1．　Let　u・＝u＋log　2，　so　that

　　　　　　　　　　　　r2eu’＋e－u’。c。。　v．e－u／2≦2（c。。　v），

　　　　　　　　　　　　　　プ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

and　W。Ceu＋v．（C／2）eu’＋v．

　　　　　　Proposition　　2．5．　　　　The　following　conditions　are　mutually

equivalent．

（1）　　w　　is　in　（HS）（1）．

（2）　　W　　is　a　non－negative　constant・

（3）　　　W　　is　in　（HS）（r）　for　any　constant　r　satisfying　　O　≦　r　＜　1．

　　　　　　Proof．　　　　By　　Proposition　2．1（b），　　（1）　implies　（3）．　　It　is

clear　　that　（2）　implies　（1）．　We　shall　show　that　（3）　implies　（2）．

We　shall　assume　that　W　is　not　identically　zero．　By　Proposition
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2．1（b）andPr。p。。iti。n2．2（b），1。gW　i。in　L1．　Hence　W＞0．

For　　any　　posltive　　constant　　　ε，　　　there　　exists　　a　　constant　　r

satisfying　　1　一　ε　＜　r　＜　1　　and

　　　　　　　　　　　　　c。sh－1（ビ1）．1。gゼ1．c。s－1。＜ε．

By（3），　W　is　in（HS）（r）．　Hence　there　existsapositive

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ

constant　C　and　real　functions　u，　v　such　that　W＝Ceu＋v，

u∈L1，　lvl≦π／2，　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r2eU．e－u≦2（c。。　v）．

Hence，

　　　　　　　　　lu．1。g　rl≦c。。h－1（ビ1c。。　v）≦c。sh－1（ビ1），

and　Ivl≦c。s－1r≦π／2．　Hence　u　and　v　arein　LoD．　Then，

　　　　　い12dm・∫T　lv12dm－1∫Tvdm12≦∫T　lv12dm≦（c・s－1・）2・

（cf．　【14，　p．108】）．　　Hence，

　　　　　　｛∫Tlu・τ12dm｝1／2≦｛∫T　lu12dm｝1／2・｛い12dm｝1／2

　　　　　≦c。。h－1（r－1）．1。gr－1・c。s－1r＜ε．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ
Since　log　W－log　C＝u＋v，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　∫Tl・・gW一・・gC12dm＜ε2・

for　any　positive　constant　ε．　This　implies W＝C．
　　　　　　　　　　　　　1’

　　　　　We　　shall　　consider　the　the　condition　of　the　operator　　S　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α，β

t。be　a　c。ntracti。n。perat。r。n　L2（W），　that　i。，
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　　　　　　　　　　　　　　11Sα，βfllW≦日fliW　（f∈A・入。）・

suppose　a，　B　are　functions　in　LCD，　and　w　ls　a　non－negative

function　in　Ll　such　that　ctw　＝　Bw．　ln　this　case，　s
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a，B

becomes　a　multipllcation　operator　on　L2（w），　and　hence　the

condition　of　the　boundedness　of　Sct，B　on　L2（W）　is　simple　as

fol－lows．　Since

　　　　　　　　　　lS．，B　f　12w　＝　lawl／2p．f　＋　Bwl／2p－f12　＝　laf12w，

we　have

　　　　　　　　　　　　　目Sα，βfllW・llαf日W　（f∈A・A。）・

Then　the　following　conditions　are　mutually　equivalent．

（・）日Sα，βfllW≦llfllW　（f∈A・A。）・

（2）IIαfllW≦口f日W　（f∈A・入。）・

（3）　lalw　S　w．

　　　　　　Suppose　ct，　B　are　functions　ln　Lco，　and　W　is　a　non－

negative　function　in　Ll　such　that　（a　一　B）w　is　not　identically

zero．　ln　this　case，　the　condition　of　the　operator　S　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　to　be
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ct，B

a　contraction　operator　on　L2（w）　is　not　simpie．　we　shall　use　a

　　　　　　　　　　　　　　　）・elag．　s　（HS）（r
　　　　　　　　　　　　a，B
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　　　　　　Definition　2．3．　For　functionsαandβin　L⑩

satisfying　　l1　一　αβ1　＞　0，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　rα，β・鴇・

　　　　　　We　shall　give　some　lemmas　to　prove　Theorem　A．　We　shall　use

Lemma　　A　　to　　prove　　Lemma　B．　　Lemma　A　is　is　a　original　result　in

this　paper．　　In　it’s　proof，　we　use　the　inner－outer　factorization

theorem．　Similar　results　are　given　in　【46】．

　　　　　　　　　　　　　ρ，

　　　　　　Main　Le㎜a　A．（［46D　　Suppose　r　and　F　aremeasurable

functi。ns　such　that　。≧0，　F　isin　L1，　and。F　i。n。t

identically　　zero．　　Then　　the　　following　conditions　are　mutually

equivalent．

（1）Thereexi。t。afun。ti。n　k　in　H1。u。hthat

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lF－k12≦（1．r2）IFI2．

（2）　IFI＞0，　r≦1，　and　there　exists　an　inner　function　Q

andarealfuncti。n　t　in　Ll。uchthat

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ
　　　　　　　　　　　　　　F／IF卜Qeit，　and　IFIe－t∈（HS）（。）．

　　　　　　Proof．　　　　　We　shall　show　that　（1）　implies　（2）．　工f　　k　＝　0，

then　（1）　implies　　rF　ニ　0．　This　contradiction　implies　that　　k　　is

n。n－zer・．　Hencq・・91kl　i・in　L1。　since　IF－kl≦IFI，　lk1

≦21FI．　Since・。91kl　i。in　L1，・。91Fl　i。a…in　L1．　Let

　　　　　　　　　　　　　　　u＝loglF／kl，　and　v＝Arg（F／k），

where一π≦A。gz＜π．　Then　u　i。in　L1，　and
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　。U＋iv。F／k．

Since　　IFl　＞　0，　　by　（1），

　　　　　　　　　　　　　　　　　0≦11．k／FI2≦1．r2．

Hence　　r　≦　1，　　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　I1－e”（u＋iv）12≦1－r2．

Hence，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r2eU．e－u≦2（c。。　v）．

Since　2。≦。2eu・e－u，　thi。　implies　r≦c。。　v．　Since　lvl≦

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ
r，　lvl≦c。s”1。≦π／2．　Hence　eu＋visin（HS）（r）．　Since　k

i。an。n．ze。。　functi。n　in　H1，　by　the　inner．。uter　fact。rizati。n

theorem，　there　exists　an　inner　function　Q　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　k。Qel・91kl・i（1・91kl）．

　　　　　　　　　　　　　　since　F／k・elVIF／kl，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ　　　　　　　　　　　　　　　　　　F／IFI。Qei｛（・・glkl）・v｝．

Let　t・1。91kl－V，。。that　t　i。in　L1，　and宅・（1。91kl）”v

＋　v　－　c，　　for　some　real　constant　　c．　　Ilence

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　が
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F／IFI　一（Qeic）eit．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆSince　u＝　log1F／kl　and　　t　＝　loglkl　－v，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lFI。eUlkトet＋u＋v．

　　　　　　　　　　　　　ゆ
Since　eu＋yis　in（HS）（r），　IFIe－t　i。　in（HS）（r）．　We　shall

。h。w　that（2）implies（1）．　Since　IFIe“t　is　in（HS）（r），　there

．
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exists　a　positive　constant　C，　real　functions　u，　v　such　that

u∈L1，　lvl≦π／2，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ
　　　　　　　　　。2eu．e－u≦2（c。。　v），　and　IFIe”t。Ceu＋v．

Let　k．Fe一一（u＋iv），。。　that

　　　　　　　　　　　lF．k12一（1－r2）IF12

　　　　　　　　　　　。IFI2｛ll．e《u＋iv）12．（1－r2）｝

　　　　　　　　　　　．IFI2e一u｛r2eu．e－u．2（c。。　v）｝≦0．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ
Since　lkl≦21FI，　k　i。in　L1．　Since　F。QeitlFl，

　　　　　　　　　　　　　　　　　バノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヘノ　　　　　　バノ

　　　　　　　　　　　k。QeitlFle一（u＋iv）．CQet＋it＋v－iv．

ll。nce　k　lsin　H1．　Thisc。mpletesthep。。。f．

　　　　　　We　shall　use　Lemma　2．1　and　Lemma　B　to　prove　Theorem　A．

　　　　　　Lemma　2．1．　If　max｛1α1，1β1｝≦1　0r　min｛1α1，1β1｝≧1，

then　rα，β≦1・

　　　　　　Proof．　11　＿α百12＿　1α＿β12＝　（1＿　1α12）（1＿　1β12）≧0．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　Main　Lemma　B．（［46】）　　SupPose　　α，　　β　　are　functions　in　　L　，

and　W　is　an。n－negativefuncti。nin　L1。uchthat（α一β）W
　　　　　　　　　　　　　げ

is　　not　　identically　　zero．　　Then　　the　　fol］一〇wing　conditions　are

mUtUally　eqUiValent．

．灘灘
．
．
鞠

　　　E，ww
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（1）Thereexi。t。afuncti。n　k　in　H1。uchthat

　　　　　　　　　　　l（1一　aB）W．k12≦（1．1α12）（1．1β12）W2．

（2）i・一αβIW＞0・rα，β≦1・and　there　exi・t・an　inner
　　　　　　　　　　　　　！

functi。n　Q　andarealfuncti。n　t　in　L1。uchthat

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ
　　　　　　　　　　　　　　（1．α百）／11．α百1。Qeit，　and

　　　　　　　　　　　　　　卜α百IWe－t∈（IIS）（・α，β）・

　　　　　　Pr・・f・　Let　r・rα，βand　F・（1一αβ）W・Since　rlFI・

1α　一　βIW，　rF　is　not　identically　zero．　By　Lemma　A，　（1）holds

if　　and　　only　　if　　　IFI　＞　　0，　　r　≦　1，　　and　there　exists　an　inner

functi。n　Q　andarealfuncti。n　t　in　L1。uchthat

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F／IFI。Qeit，

and　IFIe－t　i。　in（HS）（。）．　Since　IFi＞O，11一α百IW＞0．

since　W＞0，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．αB）／11一α副。Qeit．

Hence　（1）　and　（2）　are　equivalent．　This　completes　the　proof．

　　　　　The　　following　theρrem　is　the　main　theorem　in　this　section・

Even　　when　　　W　　　is　a　constant　function，　Theorem　A　　contains　new

results．　　When　　（α　一　β）W　　is　not　identically　zero，　we　shall

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tobeaconsider　　the　　problem　of　finding　the　condition　of　　S　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α，β

c。ntracti。n。perat。r　in　L2（W）．　The。rem　A　f。ll・w・immediately

from　the　Cotlar－Sadosky　theorem，　Lemma　2．1　and　Lemma　B．

雛．． ｶ．灘’灘’th’蒙 鰹魏譲　．・灘　…’

　　　　　　遷・．
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　　　　　　Main　　Theorem　　A．（［46］）　　　SupPose　　α，　　β　　are　functions　in

　　　　　　　　　　　　　　ヒロ
Luじ C　alld　W　isan・n－negativefun・ti・nin　L1。uchthat（α一

β）W　　　is　not　identically　zero．　Then　the　following　conditions　are

mUtUally　eqUiValent．

（・）llSα，βfllW≦日fllW　（f∈A・入。）・

（2）　　　11　　一　　αβlW　　＞　　0，　max｛1α1，　iβ1｝　≦1，　and　there　exists　an

innerfunction　Q　andarealfunction　t　in　Ll　suchthat

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ
　　　　　　　　　　　　　　　（1　一　α百）／11　＿　α百1　＝　Qeit，　　and

　　　　　　　　　　　　　　　i・一α百IWe－t∈（IIS）（・α，β）・

　　　　　　Pr・・f・　Let　W、・（・一1α12）W，　W2・（・一1β12）W，　and

W3＝（1一αβ）W・　By　the　C・tlar－Sad・・ky　the・rem・　（1）1・

equi・valent　to　the　c・nditi・n　that　W1≧0・W2≧Oandthere

exi・t・akin　H1・uchthat　lW3－k12≦W、W2，　thati・，

　　　　　　　　　　　1（1一α百）W－k12≦（1．1α12）（1．1β12）W2．

By　　Lemma　　2．1　　and　　Lemma　　B，　　　this　is　equivalent　to　（2）．　　This

completes　the　proof．

　　　　　　By　　Theorem　　A，　we　prove　Theorem　2．1．　By　Theorem　2．1，　we

prove　　Theorem　　2．2。　　By　　Theorem　　2．2，　　we　　prove　Theorem　2．3．

Theorem　　2．4　　follows　　immediately　from　Theorem　2．3．　Theorem　2．3

and　　Theorem　　2．4　were　essentially　given　by　Prof．T．Nakazi　and　the

author　in　【28］．
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　　　　　　Theorem　　2．1．　　　SupPose　　α，　　β　　are　functions　in　　LoD，　and

Wi。an。n－negativefuncti。nin　LI　suchthat（α一β）W　i。n。t

identically　　zero．　　SupPose　　there　exists　a　real　function　　s　　in

L2　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1一α百。eiSlレα百1，

　　　　　　　　　　　　　　　ゆ
and　Il一α百IWes　i。　in　L1．　Th。n，　the　f。ll。wingc。nditi。n。are

mUtUally　eqUiVa］、ent．

（・）目Sα，βfllW≦口fllW　（f∈A・A。）・

（2）　　11　一αβIW＞0，　max｛1α1，　1β1｝≦1，　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1・一α百IWeS∈（HS）（rα，β）・

　　　　　　Proof．　　We　shall　show　that　（1）　implies　（2）．　By　Theorem　A，

11　一　αβIW　＞　0，　max｛iα1，　1β1｝≦1，　and　there　exists　an　inner

function　Q　andarealfunction　t　in　Ll　suchthat

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ
　　　　　　　　　　　　　　　（1．α百）／11．α百卜Qeit，　and

　　　　　　　　　　　　　　　l・一α百IWe－t∈（HS）（rα，β）・

　　　　　　　　　　ハノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヘク

Since　Qeit・eis，　Qet＋s＋i（t鮪s）．et＋s．　By　Pr。P。siti。n

2．2（c），et／d1．α百IW）1s　in　L1．　Hence，

　　　　　　∫Te（t＋9）／2dm

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　　　≦｛∫Tl・一α百IWes　dm｝1／2｛∫Tet／（1・一α百iW）dm｝1／2＜・D・

騨挙．

購鱒i購．鱒・
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　　　　　　　　　　　　　　　へ

H・nce　et＋s @i・an・n－n・gativ・functi。nin　H1／2．　Bythe

Neuwirth－Newman　　theorem　　（cf．　　［30】），　　　there　　exists　a　positive

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ
。。n。tant　C。uch　that　et＋s。C．　Hence，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　1・　・一　a百IWeS・Cl・一α百IWe噌t∈（HS）（rα，β）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ
We　shall　show　that　（2）　implies　（1）．　Let　　t　＝　一s，　so　that　　t　　is

in　L1，　and　there　exi。t。ac。n。tant　c　suchthat。。宅．c．

Let　Q・eic，。。　that　Q　i。　an　inne。　functi。n．　Then，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ
　　　　　　　　　　　　　　　（1一α百）／11．α吾1。eis。Qeit，　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ
　　　　　　　　　　　　　　　1・一α百IWe－t・1・一α百IWes∈（HS）（rα，β）・

By　Theorem　A，　　this　implies　（1）．

　　　　　　Theorem　　2．2　　was　　given　　by　Prof．　T．　Nakazi　and　the　author

（cf・　【28］）・　We　shall　give　the　another　proof　of　Theorem　2．2　using

Theorem　2．1．

　　　　　　The・rem　2．2．　SupP・seα，βare　functi。ns　in　Lo。，　and

Wi。an。n－negativefuncti。nin　L1。uchthat（α一β）W　i。n。t

identically　　zero．　　SupPose　　there　exists　a　real　function　　s　　in

L2。uch　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1．α百．eiS11一α百1，

　　　　　　　　　　　　　　　へ
and　l1．α百IWes　i。　in　L1．　Then，　the　f。ll。wingc。nditi。n。　are

mUtUally　eqUiValent．

畿灘
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exists　a

that

　　ハノ　　　　　　プ　

＋　V　－　S
　　　　　　　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　c・・h－1｛（c・・v）／rα，β｝・n｛αメβ｝．and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　U’on　｛α＝β｝．

　　　　　　Proof・　　　　We　　shall　show　that　（1）　implies　（2）．　By　Theorem

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ

2．1，　11　一　αβIW＞　0，　max｛1αL　lβi｝≦1，　and　l1一α百iWes∈

（HS）（「α，β）・Hence　there　exi・ts　ap・・itive　c・n・tant　C・real

functi・ns　u，　v・uch　that　u∈Ll，　lvl≦π／2，

　　　　　　　　　　　　　　　r2eu・e－u≦2（c。。　v），　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　が　　　　　　　　　　　　　　　　　ハノ

　　　　　　　　　　　　　　　11　一　α百IWeS　＝　CeU　＋　v．

Since　2r≦・2eu・e－u・lvl≦c・s－1　rα，β・Let

　　　　　　　　　　　　　　u’　＝u＋1・grα，β・n｛αメβ｝・and

　　　　　　　　　　　　　　U’＝u　on　｛α＝β｝．

Then，

Hence

eU’@＋　e－U’
@S　2（cos　v）／ra，6　on　｛a　i　B｝・

1u’1　；：s；　cosh－i｛（cos　v）／r

一log（2　cos　v）　S　u’

　　　　　　｝　on　｛ct　f　B｝，
　　　a，B

on　｛a　＝　B｝．

and
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11ence

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　パノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　プ　

　　　　　　　　　　　　　　　eu＋v・（・／・α，β）eu’＋v・n｛αメβ｝，　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　プ　
　　　　　　　　　　　　　　　eU　＋　V　＝　eU曾　＋　V　　on　　｛α　＝　β｝．

　　　　　　　　　　　　　　　　　げ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヘノ

Since　　ll　一　α百lWes　＝　Ceu　＋　v，　　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　げ　

　　　　　　　　　　　　　　　1・一α百IWes・（C／・α，β）・u’＋v・n｛α≠β｝，　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　プ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　プ　

　　　　　　　　　　　　　　　1トα百IWeS・CeU’＋v。n｛α。β｝．

This　implies　（1）．　We　shall　show　that　（2）　implies　（1）．　Let

　　　　　　　　　　　　　　　u＝u’　一1・9・α，β・n｛α≠β｝・and

　　　　　　　　　　　　　　　U　＝　U’　on　　｛α　＝　β｝．

Then，　by（2），。2eu．e－u≦2（c。。　v），　and　l、．α百IWeg＝

　　　　　　　ムノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ　

Ceu＋v・Hence　lレα百IWes　i・in（HS）（rα，β）・By　The・rem　2・・，

this　implies　（1）．　　This　completes　the　proof．

　　　　　　Although　the　condition　of　the　operat・・Sα，βt・bea

c。nt，acti。n。perat。r。n　L2（W）i。　n。t　simple　a。　we　have　sh。wn　in

Theorem　’A，　Theorem　2．1　and　Theorem　2．2，　　it　becomes　simple　when

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

αβ　　belongs　to　　H　．　Theorem　2．3　and　Theorem　2．4　were　essentially

given　　by　Prof．T．Nakazi　and　the　author　in　［28】．　We　shall　give　an

another　proof　of　Theorem　2．3　using　Theorem　2．1．

羅．』 響騨．鱒鱒鞭．
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　　　　　　Theore皿　　2．3．　　　SupPose　　α，　　β　　are　functions　in　　LoD　such

that　α百bel・ng・t・HoD，　and　W　i。　a　n。n－negative　funct1。n　in

L1・uch　that　（α一β）W　i。　n。t　id。ntica、、y　zer。．　Then　the

following　conditions　are　mutually　equivalent．

（・）IISα，βfllW≦口fllW　（f∈A・入。）・

（2）1レαβIW＞0・max｛1α1・1β1｝≦・・and　W∈（HS）（rα，β）・

（3）　　　11　一　αβlW＞　0，　max｛1α1，　1β1｝　≦1，　and

　　　　　　ll・α，βP．fllW≦llfllW　（f∈A・A。）・

　　　　　　Proof。　　　　By　Theorem　2．1，　　（1）　implies　that　　l1　一　α百lW　＞　0

　　　　　　　　　　　　　　．，

and　　max｛1α1，　1β1｝≦1．　Hence　l一α百　is　an　outer　functlon　in

　ゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

H　　satisfying　　Re（1　一　αβ）≧0．　Since　　α一　β　　is　not　identically

zero，　　there　　exists　　a　　positive　constant　　C　　and　a　function　　s

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ
such　that　l。1≦π／2　and　1一α百・Ceis－s．　Hence，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1．αB。eiS11一α百1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ
and　l1一α百IWes　i。　in　L1．　By　The。rem　2．1，（1）and（2）are

equivalent．　　　By　the　equivalence　of　（1）　and　（2），　　（3）　and　（2）　are

equivalent．　　This　completes　the　proof．

　　　　　　The　condition　of　the　ope「ato「　Sα，0＝αP．　to　bea

c。nt。acti。n。perat。r。n　L2（W）is　m。re　simple　as　f。ll。w。．

Theorem　2．4　follows　immediately　from　Theorem　2．3．

．醤
雛 k

．．。．
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　　　　　　Theorem　2．4．　Suppose　a　is　in　Lco，　and　W　is　a　non－

negative　function　in　Li　such　that　aw　is　not　identicany　zero．

Then　the　following　conditions　are　mutually　equivalent．

（1）　IlctP．fl　lw　＝　llS．，o　fl　lw　S　llfl　lw　（f　EA　’　A．）’

（2）　w＞　O，　lctl　：S　1，　and　W　E　（Hs）（　lal　）．

　　　　　　For　a　given　positive　constant　M　and　a　non－negative

function　w　in　Ll，　M．cotlar　and　C．Sadosky　（7］　consider　the

boundedness　of　the　operator　S＝　Sl，一1　on　L2（W）　with　norm　M．

　　　　　　　　　　　　　　1I

Using　our　notation　（HS）（r），　their　result　can　be　written　as

follows．　The　following　conditions　are　equivalent．

（・）　llSf口W≦MIIfllW　（f∈A・入。）・

（2）　M　｝1　1，　and　W　is　ln　（Hs）（2M／（M2　＋o）．

　　　　　　We　shalIT　consl．der　the　operator　P．　since　the　conditlon　i．s

more　simple　as　follows　which　ts　a　corollary　of　Theorem　2．3　slnce

P．　＝　S．1，0・　The　’foU．ow．i．ng　condi．tions　are　equlvalent．

（・）　口P．fllW≦川fllW　（f∈A・入。）・

（2）　M　｝1　1，　and　w　is　in　（Hs）（M－1）．

　　　　　　By　this　equivalence　and　Proposition　2．3，　we　have　the

Helson－Szegb’　theorem　which　is　the　first　characterization　of　the

黙・・L’．・・．．．
D．・

D・ギ醐・…’．



．穫琴r

ズ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　27

non－negative　function　w　in　Ll，　defined　on　the　circle　T，

such　that　the　Riesz　projection　p．　acts　continuously　in　L2（w）．

　　　　　　By　Proposition　2．3　and　Theorem　2．3，　we　have　the　following

well　known　result　（cf．　［18］，　［14，　p．149］，　［22，　p．226］）．

　　　　　　Hel－son－Szeg6　theorem．　For　a　non一一’negative　function　W　in

Ll，　the　following　conditions　are　mutually　equivalent．

（1）　There　exists　a　positive　constant　C　such　that

　　　　　　　　　　　　　　llp．　fl　lw　S　cl　lfl　lw　（f　EA＋　A．）・

（2）　WE　（HS）　or　W　1　O．

　　　　　　If　P．　＝　Sl，o　or　S＝　Sl，一1　acts　continuously　in　L2（w），

then　W　is　in　（HS）．　Moreover　we　have　the　following　result　from

the　Helson－Szeg6　theorem　immediately．

the

（1）

（2）

　　Proposition　2．6．　For　a　non－negatlve　function　W　in

following　conditions　are　mutually　equivalent．

　　There　exist　functions　ct　and　B　in　Lco　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　ess　inf　la　一　Bl　〉　o，　and

　　　　　　　　　　llSα，βfllW≦llf目W　（f∈A・A。）・

　W　is　in，　（HS）．

Proof．　Since　Sct，B　f　＝　（ct　一　B）P．f　＋　Bf，　（1）　implies

　　　　　　　　　　　（essinflα一βDllp．f日W≦口（α一β）P．f目W

Ll，

that

　　
t　　　　國．／t　’幽

ifT’fym．　ny．　）’sv・　／
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　　　　　　　　　　　　　　　；lll　ll“Sa，B　fllw　’　IIBfllw　；Sl　（1　’　IIBI1．）11fllw・

By　the　Helson－Szeg6　theorem，　W　is　in　（HS）．　Since

　　　　　　　　　　　　　　　llS，，，βIlw≦IIα一βll。D目P．fllW・11βll。D・

口Sα，βllW　i・finite　when　llp．llW　i・fin・te・BytheHe…n－

Szegd　theorem，　（2）　implies　（1）．

　　　　　　We　shall　consider　the　weighted　norm　inequality　having　two

weights．　We　shal－1．　give　the　another　proof　of　the　Koosis　theorem．

If　W　is　in　（HS），　then　by　the　Zygmund　theorem　（cf．　［22，

p．i3s］），　w’P　E　Li　for　some　p＞i　and　hence　w－i　E　Li　（cf．

f14，　p．178］）．

　　　　　　Koosis　theorem．　For　a　non－negative　function　w　in　Li，

the　following　conditions　are　mutually　equivalent．

（1）　There　exists　a　non－zero　and　non－negatlve　measurable

function　U　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　口P．f口U≦口f日w　（f∈A・入。）・

（2）　w－i　．is　in　i，i’．

　　　　　　Proof．　We　shall　show　that　（1）　implies　（2）．　Let　a　＝
　　　　　　　　　　　　　t十

（u／w）i／2　on　｛w　〉　o｝，　and　a　＝　o　on　｛w　＝　o｝，　and　let　B　＝’　o．

By　（1），　U　；S　W　and

　　　　　　　　　　　　　　llSα，。　f口W≦口filW　（f∈A・A。）・

Since　U　S　W　and　m｛U　〉　O｝　〉　O，　we　have　aW　is　not　identically

zero．　By　Theorem　2．3，　we　have　W　E　（HS）（a）．　By　Proposition

1灘，購灘・ ．離．・　　舞　　　　澱’雛．』蟹幽

　　　　　　　　　　　農
，．．，魚，　．，，．．梅　　　　　　　　罪・
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　　　　　　　　　　　　　　げ
2．・（b）and　P・・P・siti・n　2．2（b），　W－1∈L1．　We　sha・l　sh。w　that（2）

implies（1）．　By　Proposition　2．4，　W∈（HS）（r）　for　some　positive

負1nction　r．　By　Theorem　2．3　withα＝r，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　llrP．　fliw≦llfllW　（f∈A・A。）・

L。t　U．r2W，。。that

　　　　　　　　　　　　　　　Ilp．fllU≦Ilf口W　（f∈A・A。）・

If　U≡0，　then　W≡0．　This　completes　the　proof．

　　　　　　Examp］．e　　2．1．．　　　　SupPose　　W　　is　a　non－negative　function　in

L1。uchthat　W－1　i。in　L1．　Let

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　U・（W－1）／｛W－2．（W－1）～2｝．

Then，

　　　　　　　　　　　　　　　llp．　fllU≦llfllW　（f∈A・A。）・

　　　　　　Pr。。f．　Let　k・1／｛W－1．i（W”1）～｝，。。　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lW－k12。W（W．U），

k∈HI　and　U≦W．　By　the　C。tla。．Sad。。ky　the。rem，

　　　　　　　　　　　　　　　llf口W2－lip．　fllU2

　　　　　　　　　　　　　　　・Ilp．　f・P．　f目W2一口．P．　fllU2≧・・

　　　　　　If　　there　　exists　a　non－zero　weight　　U　　such　that　　P　　　is　a
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十

。。ntinu。us。perat。。　fr。m　L2（W）t。　L2（U），　th。n　W－1　is　in

L1．　M。re。ver　we　have　the　f。ll。wing　result．

　　　　’・馬　　　　　＾’　　　　　耀　　灘　．藝　　・　　．，』『
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　　　　　　propositfon　2．7．　For　a　non－negative　function　w　in　Ll，

the　following　conditions　are　mutually　equivalent．

（1）　There　exist　functions　a　and　B　in　Lco　such　that　（ct－

B）W　is　not　identieally　zero，　and

　　　　　　　　　　　　　　口Sα，βf口W≦llfllW　（f∈A・A。）・

（2）　There　exist　functions　a　and　B　in　Lco　such　that　（a－

B）W　．i．s　not　identically　zero，　and

　　　　　　　　　　　　　　llSα，βf口W・口f口W　（f∈A・入。）・

（3）　w－i　is　in　Ll．

　　　　　　proof．　We　sha］．1　show　that　（1）　implies　（3）・　SlnCe　Sa，B　f

＝　（a　一　B）P．f　＋　Bf，　（1）　implies　that

　　ll（α一β）P．fllw≦日sα，βf11w・llβf口w≦（・・IIβll。．）llf日w・

Let　u＝　la　一　B12w／（1　＋　I　IBII．）2，　so　that　u　satisfies

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　llp．f目U≦IlfllW・

By　the　Koosis　theorem，　w－1　is　in　Ll．　we　shan　show　that　（3）

implies　（2）．　Let　k＝　2／｛w’1　＋　i（w－1）’“｝，　so　that　k　is　ln　Hl．

Let　a＝k／k　and　B＝一1，　so　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1　一　aB）W　＝　2W（Re　k）／k　＝　k．

Henee　（1　一　aiii）w　is　in　Hl．　Hence，　for　all　f　in　A＋　A一，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o

　　　　　llfllw2　一　lls．，B　fllw2　一　iT（p．f）（ii；：’ltr）（i　一　ctB）w　dm　一　o．

It　is　clear　that　（2）　implies　（1）．

霧　・雛灘・ ・． 蛛E、嘱　・…．・
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　　　　　　Example　2．2．

Li　such　that　sv－i

satisfying　一1　S　c　一K－

　　　　　　　　　　　　　a　＝　｛cw－1

and　B　＝　O．　Then，

　　　　　　　　　　　　　　日S
　　　　　　　　　　　　　　　　a，B

　　　　　　Proof．　Since

（ct　一　B）W　is　in　Hl．

　　　Suppose

　　　is　in

1．　Let

　　　’　i

fl　lw　S　Ilfl

（a　一　B）W　＝

Hence，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　31

　　　　　　　　　　　a　non－negative　functlon　in

　　　　　　　　　　　Suppose　c　is　a　constant

（w－1）’“ p／｛w－1　．　i（w－1）tv｝，

　　　　　w　（f　EA’　A．）・

　　　　　　（c　一　1）／｛w－i　＋　i（w－1）N｝，

　　　　　　　　　　　　　（f　EA　＋　AA）．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o

W　is

Ll．

　　　　　1）／｛w－1

　　　　　　　　　　fT　（p．f）（iS：：tr）（a　一　B）w　dm　＝　o

since　一1　S　c　S　1，　lal　S　1．　Hence，

目f・W2－Ilrα，βf日W2・∫T（・一1α12）lfi2≧・（f∈A・A。）・

　　　　　　By　Theorem　2．1，　Corollary　2．1　follovvs　immediately．

　　　　　　Corollary　2．1．　Suppose　a　and　B　are　functions　in　Lco

sati．sfying　m｛cz　f　B｝　＞o　and　1一　aB　＝　elCll　一　aBl　for　some

reai　constant　c．　suppose　w　is　a　positive　function　in　Li．

Then　the　following　conditions　are　mutually　equivalent．

（・）日Sα，βfllW≦lifllW　（f∈A・入。）・

（2）　11　一一　aBIW　〉　o，　max｛lal，　IBI｝　；＄　1，　and　ll　一　aBlw　is　in

（HS）（”ae，B）’

臨懸腰

響．．．灘・　　　ll．・1・脚・・一・パ　．；1・．・
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　「α／M，β／M－
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ilp＋llW

where　M・llSα，βllW（cf・［46】）・This　seems　t・be　n・t　written　in

any　　paper・　　Th　．i．s　　．ts　　equivalent　　to　　the　　result　of　I．Gohberg－

N．Krupnik　　　［17】　　’and　　I．Feldman　一一　N．Krupnik－A．Marcus　　［12］　　which

apP6ars　in　the　statement　of　Corollary　2．3．　In　Corollary　2．2，　we

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ
do　　not　assume　　αβ　is　in　　H　．　Then　we　shall　consider　the　norm　of

th・・perat・・P．・n　the　Hi・bert・pace　L2（1・一α百IW）when　Sα，β

i。ac。ntracti。n。perat。r。n　L2（W）．　We　use　The。rem　2．3　t。　pr。ve

Corollary　2．2．　We　use　Corollary　2．2　to　prove　Corollary　2．3．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　32

　　　　　　SupPose　　α，　　β　　are　functions　ln　　LoD　　such　that　α百

bel・ng・t・H。D C　and　W　1・an。n－n。gative　functi。n　in　L1。uch

that　　（α　一　　β）W　　is　not　identically　zero．　SupPose　M　　is　a

P・・itive　c・n・tant・ati・fying　IM2一α百IW＞・and　max｛1α旧β1｝

≦　　M・　　By　　Theorem　　2・3，　　the　following　conditions　are　mutually

equivalent．

（・）llSα，βIIW≦M・

（2）ll・α／M，β／MP．llW≦・・

　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　When　α脚and　β　are　different　complex　constants　and　W　is

in　（IIS），　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　o＜max｛1α1・1β1｝≦日sα，βliw＜⑩・

and　・≦llp．目W＜…　We　sha11・h・w　in　the　p…f・f　C…lla・y

2．3　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　蛭『．謬．

　ご、，．舜・琴蝉：・
拶

汎

宥
．

戸

匿
蚤
「



饗圃■騨F

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　33

　　　　　　Corollary　　2．2．　　　SupPose　　α　　and　　β　　are　functions　in　　LoD

・ati・fying　ess　inf　lα一β1＞・and　1一α百・eic11．α百l　f。。

・・mereal　c・n・tant　c．　SupP・se　W　isap。sitivefuncti。nin　Ll

satisfying

　　　　　　　　　　　　　　IISα，βfllW≦Ilf口W　（f∈A・入。）・

SupPose　　N　　is　a　constant　　and　　k　　is　a　function　satisfying

　　　　　　　　　　　N・日p．lll、。α百IW・and

　　　　　　　　　　　k・2－1（｛1α一β12N2・2Re（α百）．21αβ1｝1／2

　　　　　　　　　　　　　　　　　・｛1α一β12N2・2Re（α百）．21αβi｝1／2）．

Then，　max｛1αLIβ1｝≦k，　11一α百IW∈（HS）（N－1）　and

　　　　　　　　　　　ess　infrα，β≦N－1・rα／k，β／k≦・・

　　　　　　Proof．　　　By　Corollary　2．1，　max｛iα1，　1β1｝　≦1，　11　一α百i＞

0・and　l1一αβiW　i・in（HS）（rα，β）・ByThe・rem2・3・

　　　　　　　　　　　　lirα，βP．flll、．αBIW≦llf口1、．α百IW・

Since　ess　inf　lα一β1＞・・ess　infrα，β〉・・H・nce・

　　　　　　・≦N・口P＋lil、．α百IW≦｛essinfrα，β｝卿1＜・D・

Since

　　　　　　　　　　　　　llP．flll、一α百IW≦NIIflll、．αBIW・

by　The。rem　2．3，　N≧1and　l1一αBIW　i。　in（HS）（N－1）．　Let

　　　　　　　　　　　　　　　9。iα一β12N2．2Re（aB），

　　　　　　　　　　　　　1「

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
so　that　　g　　is　in　　L　，

．轡．・勝騨．購騨融『翠：㌧

鎧
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　　　　　　　　　　　　　　　92　一　41aB12　；1：　（lct12　一　IBI2）2　；1　o，　and

　　　　　　　　　　　　　　　k　＝　il／2｛g　＋　（g2　一　41aB12）1／2｝1／2．

Hence　k　is　in　LCD　and　k4　一　gk2　＋　laB12　＝　o．　This　tmplies

N－1
@＝　rct／k，B／k．　sinee

　　　　　　　　　　　lct14　一　glct12　＋　laB12　＝　la121ct　一一　B12（i　一　N2）　s　o，

and

　　　　　　　　　　　IB14　一　glB12　＋　laBI2　＝　IBI21a　一一　B12a　一　N2）　s　o，

we　have　max｛lal，　I　BI｝　S　k．　This　completes　the　proof．

　　　　　　We　shall　consider　the　connection　between　the　norms　of　the

operators　Sae，B　and　P．　on　L2（W）．　Corollary　2．3　is　the

special　case　of　the　Feldman一一Krupnik－Marcus　theorem　（cf．　［12］，

［17，　Chapter　13，　Lemma　5．3］）．　We　shall　give　the　another　proof

using　CoroUary　2．2．

　　　　　　Corollar，y　2．3．　Suppose　a　and　B　are　constants，　and　W

is　a　posltive　function　in　Li．　Then

　　　　　　　　　　　2M　一　｛lct　一　B　l　2N2　＋　2Re（aiiii　＋　21aB　l｝1／2

　　　　　　　　　　　　　　　　＋　｛la　一　B　12N2　＋　2Re（ajii）　一　21aB　l｝1／2，

where

　　　　　　　　　　　M・lisα，β日w　and　N・日p．ilW・

　　　　　　Proof．　Suppose　a　i　B．　Then，　by　the　Helson－Szeg6
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　臼
theorem　and　Proposition　2．6，　M＝　l　lS　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　is　flnite　if　and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a，B　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　W

，．麗・’ @、羅　　　　’

1．；！・驚潤戸．∴・卜嘱丁、P否・’γ　．

．藏・匿
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・nly　if　N・llP．口W　i・finite・If　M　and　N　areinfinit・，

then　N－1　＝　ra／M，B／M　＝O　and

　　　　　　　　　　2M　＝　｛la　一　B12N2　＋　2Re（ctB）　＋　21aBl｝1／2

　　　　　　　　　　　　　　　＋　｛1ct　’　B　l　2N2　＋　2Re（ctB）　一　21aB　l｝1／2　＝　co．

Suppose　M　and　N　are　finite．　Then，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　11Sα／M，β／Mf口W≦ilf目W・

Let

　　　　　　　　　　g　＝　lct　一　B　l　2N2　＋　2Re（aB），　and

　　　　　　　　　　k　＝　2－1（｛g　＋　21aB　l｝1／2　＋　｛g　一　21aeB　l｝1／2）．

Then　by　Corollary　2．2，　max｛la／kl，　I　B／kl｝　；＄　1，　w　E　（Hs）（N－1），

WE　（HS）（r　　　　　　　　　　　　　　　　）　and
　　　　　　　　　a／k，B／k

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ra／M，B／M　S　N－i　＝　rct／k，B／k・

By　Corollary　2．1，

　　　　　　　　　　目Sα，βf日W・kllSα／k，β／kfllW≦kllfllW・

Hence　M　＝　I　ISct，Bllw　S　k　〈　co．　By　the　calculation，　this　implles

rct／k，B／k　：S　ra／M，B／M・　Hence，　rct／k，B／k　＝　rct／M，B／M　＝　N－1．　stnce

r．／lvl，B／M　＝　N”’1，　M4　一　gM2　＋　lctB12　＝　o．　since　M　）　max｛lal，　I　BI｝，

M2　｝i　g／2．　since　（2M2　一一　g）2　＝　g2　一　41aeB　l　2，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　4M2　＝　2g　＋　2（g2　一　41aeB　l　2）1／2

　　　　　　　　　　　　　　＝　（｛g　＋　21ctB　l｝1／2　＋　｛g　一　21aB　I｝1／2）2　＝　4k2．

Hence　M　＝　k．　This　equality　holds　even　when　a＝　B，　since

llSct，（zl　lw　＝　I　lalllw　＝　lal・　This　completes　the　proof．

　　…馨灘灘・灘i

ヨウ．．　　　、．．．野。、．・｝饗：・㌦　．．．．竪禅ら、

．蓬・　．憩．　ww　　P．・

　　酷 購繹．，騨
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　　　　　　　　　　　　　　脚ρ

fi3．　lnvertibility　of　S　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘t’

　　　　　　Scz，B　is　（left）　invertible　in　L2（W）　if　and　only　if　stp，1

is　（一left）　invertible　in　L2（W）　with　（b　＝　ae／B．　Hence　we　shall

consider　the　（left）　invertibility　of　the　singular　integral

operators　S，b　＝　S，b，1　on　L2（W）．　We　use　Theorem　B　to　prove

Theorem　3．1．　We　use　Theorem　3．1　to　prove　the　Widom－Devinatz－

Roch6erg　theorem．

　　　　　　Suppose　a，　B　are　functi．ons　in　Lco，　and　W　is　a　non－

negativ・functi・n　in　LI　such　thatαW・βW．エnthiscase，

Sa，B　becomes　a　multiplication　operator　on　L2（W），　and　hence　the

condition　of　the　operator　Sct，B　to　become　a　bounded　below

operator　on　L2（w）　is　simple　as　follows．　The　following

conditions　are　mutually　equivalent．

（・）目Sα，βfllW≧Ilf目W　（f∈A・A。）・

（2）口αfllw≧1剛w　（f∈A・入。）・

（3）　lalw）w．

　　　　　　Suppose　a，　B　are　functions　in　Lco，　and　W　is　a　non－

negative　functlon　in　Ll　such　that　aW　＝　BW．　Then　the　following

conditions　are　mutually　equivalent．

（1）　Sct，B　is　a　bounded　operator　on　L2（W）　which　has　a　bounded

i．nverse　operator．

『灘灘’灘　　囎…
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（2）Sα，βi・ab・unded・perat・r・n　L2（W）which　ha・ab・und。d

left　inverse　operator．

（3）The「e　exist・ap・・itivec・n・tant　C、　and　C2…chthat

CIW≦1αIW≦C2W・

　　　　　　The　following　theorem　（cf．　［29D　　is　essentially　the　same　as

Theorem　　　A・　　　We　　　shall　　give　　it’s　　proof　　for　　the　　sake　　of

completeness．

　　　　　　Main　　Theorem　　B・　　　　SupPose　　α，　　β　　are　functions　in　　LoD，

and　W　i・an・n－negative　functi・n　in　L1。uch　that（α一β）W

is　　not　　identically　　zero．　　Then　　the　　following　conditions　are

mUtUally　eqUiValent．

（・）口sα，βf」lw≧11f口w　（f∈A・A。）・

（2）　　ll　一　αβIW　＞　0，　min｛iα1，　1β1｝≧1，　and　there　exists　an

innerfllnction　Q　andarealfunction　t　in　Ll　suchthat

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1一α百）／ll．α百1。Qeit，

and　l・一α百IWe－t　isin（HS）（rα，β）・

　　　　　　Pr・・f・　Let　W、・（1α12一・）W・W2・dβ12一・）W，　W3・

（αβ　一　1）W．　We　shall　show　that　（1）　implies　（2）．　By　（1），　for　all

f1∈Aandf2∈A。・

　　　　　∫T｛lf・12W・・if212W2・2R・（f・ぞ2W3）｝dm≧・・

、。，．　．．．．＿．一．tt、、、．，．．、騨凹．ゼ隅・，怨・甥・・騨
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　　　　　　　　　　　　　’t

By　the　Cotlar－Sadosky　theorem，　Wl　）　O，　W2　）　O，　and　there

exi．sts　a　ko　in　Hl　such　that　IW3　一　ko12　S　WIW2・　Hence，

　　　　　　1（aki　一　i）w　一　k．12　s　（la12　一　i）（tB12　一　i）w2．

Let　k　＝　一kn，　so　that
　　　　　　　　　　　o

　　　　　　l（レα百）W－k12≦（1．1α12）（1．1β12）W2．

By　Lemma　B，　1－oglkl　and　log（11　一　（xBlw）　are　in　Ll．　Hence　w＞

O・　Since　Wl　）　O　and　W2　）　O，　we　have　mln｛lal，　IBI｝　）　1．．

Hence　ra，B　：S；　1．　By　Lemma　B，　（2）　holds．　We　shall　show　that　（2）

implies（1）・Since　min｛1α旧β1｝≧・・we　have　W、≧・・W2≧・

and　ra，B　S　1・　By　Lemma　B，　（2）　implies　that　there　exists　a

function　k　in　Hi　such　that

　　　　　　1（i　一　aB）w　一　k12　；：s；　（i　一　lae12）a　一一　1612）w2．

Hence　IW3　＋　k　l　2　E｛　WIW2．　By　the　Cotlar－Sadosky　theorem，　for　ail

fl　E　A　and　f2　E　Ao，

　　　　　fT　｛lfl12Wl　＋　lf212W2　＋　2Re（fli2w3）｝dm　；1：　o．

This　implies　（1）．　This　completes　the　proof．

　　　　　　If　S（x，B　is　left　invertible，　then

　　　　　　　　　　ess　inf　lal　〉　O，　and　ess　inf　IBI　〉　o．

Let　（b　＝　a／B，　so　that

　　　　　　　　　　Sa，B　＝　BSa／B，i　＝　BS¢，i

欝．”
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　　　　　　　　　　　ニβ（φP＋＋P．）・β（P．φP．・P．）（1・P．φP．）・

If　a　weight　function　W　is　in（HS），　P　and　P　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　becomes
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十　　　　　　　　　　　　＿

bounded　operat・rs・and　hence　I・P．φP＋ha・ab・unded　inverse

・pe・at・r　in　L2（W）・Then，（・・P．φP．）一1・・一　P一．φP．．　When　W

is　　in　　（HS）　　and　　　β　　　is　　invertible　　in　　　LoD，　　the　　following

conditions　are　mutually　equivalent．

（1）　　Sα，β　　is　（left）　invertlble．

（2）Sφ＝Sφ，1i・（left）invertible・

（3）　P．φP＋＋P．is（left）invertible・

（4）Tφi・（left）invertible・

　　　　　　Lemma　3．1．　SupP・se　φ　is　in　Lo。，　and　W　isan。n．
　　　　　　　　　　　　　唱「

n・gative　functi・n　in　L1・uch　thatφW　i。　n。t　id。ntica、、y　zer。．

Then　the　following　conditions　are　mutually　equivalent．

（1）There　exi。t。akin　HI　andac。n。tantε。uchthat　O

〈　ε　≦　1，　　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　IφW－kl≦（1一ε）1φIW．

（2）　　iφIW　＞　0，　　and　there　exists　an　inner　function　Q　and　a

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ
real　functi。n　t　in　L1。u。hthatφ／iφ卜Qeit，　and　lφIWe輔t

is　in　（HS）．

　　　　　　Proof．　　We　shall　show　that　（1）　implies　（2）．　By　（1），

　　　　　　　　　　　iφW．k12≦（1一ε）21φw12≦（1．ε2）1φw12．

雛．…　灘鐡灘白鍵鞭
　　．璽
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By　　Lemma　　A・　　　1φlW　　＞　0，　　and　there　exists　an　inner　function　　Q

and　a　rea・fun・ti・n　t　in　LI　suchthatφ／1φ1．φW／1φWI＝

　　　へ
Qeit，　and　lφ1　We　“’　t　i・in（HS）（ε）．　ByPr。P。。iti。n　2．3，1φIWe－t

is　　in　（HS）・　We　shall　show　that　（2）　implies　（1）．　By　Proposition

2．3，1φWle．t　isin（HS）（r）f・rs・mec・n・tant　r　sati。fying。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　が

＜・≦・．Since　lφWl＞・andφW／1φWトQeit，　by　L。mma　A，

there　exi。t。afuncti。n　k　in　Hl。uchthat

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lφW－k12≦（1一。2）1φw12．

This　completes　the　proof．

　　　　　　　　　　　　　　コ　　　　　　When　　　’W　　　is　　in　　（HS），　　then　　a　　simple　　necessary　　and

suff　．i．clent　condition　for　that　there　exists　a　positive　constant　　δ

such　that

　　　　　　　　　　　　　　　llSφf口W≧δ目fllW　（f∈A・A。）

i．　s　　known　as　one　of　the　Widom－Devinatz－Rochberg　theorem．　If　　ess

hlf11一φ1＝O，　W　is　not　in（HS），　and　W　is　not　identically

zero，　　　then　it　becomes　too　complicated　to　wright．　When　　ess　inf

h　一φ1＞0，　Prof．　T．　Nakazi　and　the　author　could　give　it　as　the

following　theorem（cf．【29］）．　We　do　not　assume　W∈（HS）instead

of　　the　　assumption：　　ess　　inf　　I　1　　一　　φ1　＞　0．　When　　φ　≡　1，　　S
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　φ

becomes　an　identity　ope「ato「・and　hence　Sφis　left　invertible・

We　shall　give　the　another　proof　of　Theorem　3．1　using　Theorem　B．

　　　　［

　　　1…綴灘’灘’灘
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　δ2）／1φ　δ21

and　lφ一δ21We－t　i・in（HS）（rφ／δ，、／δ）・Hence　thereexists

positive　　constant　　　C　　and　real　functions　　u，　v　　such　that　　lφ

　　　　　　　　　　　　　　　　
δ21We’t’．Ceu＋v，　u　i。in　L1，　Ivl≦π／2，　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　rφ／δ，、／δ2eU・e－u≦2（c・・v）・

Since　ess　inf　l・　一φi＞・・ess　inf　rφ／δ，、／δ〉・・Since

　　　　　　　　　　　　　　　　2rφ／δ，、／δ≦rφ／δ，、／δ2eU1＋e－u・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　41

　　　　　　　　　　　　　　げ

　　　　　　The・rem3・1・SupP・seφi・in　LoD　such　that　ess　inf　l1

一φ1＞0．SuPP・se　W　i・ap・・1tivefuncti。nin　L1．　Th。nthe

following　conditions　are　mutually　equivalent．

（1）　　There　exists　a　positive　constant　　δ　　such　that

　　　　　　　　　　　　　　IISφfllW≧δ11fllW　（f∈A・入。）・

（2）　　ess　inf　　Iφ1　＞　0，　and　there　exists　an　inner　function　Q

andarealfuncti。n　t　in　LI　suchthat

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　が
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　φ／1・bl　一Q。it，

　　　　　　　一t

and　We　　　　　　　　　　　is　in　　（HS）．

　　　　　　Proof・　　　We　shall　show　that　（1）　implies　（2）．　Let

　　　　　　　　c・（essinf　lφD（essinf　l1一φD／（11・Pll。D＋1）．

SupPose　　O　＜　δ＜min｛c，　1｝．　By　Theorem　B，　　（1）　implies　that　　lφi

≧δ，and　there　exists　an　inner　function　Q　and　a　real　function

t・　　in　　LI　　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（φ一　　一　。Qeit’，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　，
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1vl≦c・s－1・φ／δ，、／δ・Ilence　u　i・in　LoO．　Since　lφ1≧δand

・＜δ＜・，1φ一δ21≧δ一δ2＞・．Sinceδ2／1φ1≦δ＜、，　th。。e

　exists　a　real　function　　s　　in　　Loo　　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　（φ一δ2）／1φ一δ2ト（φ／1φ1）ei・，　and

　　　　　　　　　　　　　　　　l。1≦sin－1（δ2／1φ1）．

　　　　　　　　　　　　　　　　へ
Let　　　t　　＝　t’　＋　s，　　so　that　there　exists　a　real　constant　　c　　such

that　　　　　　　！

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ガ
　　　　　　　　　　　　　　　　φ／1φi。（Q。ic）eit，　and

　　　　　　　　　　　　　　　We－t。C。（u一・・91φ一δ21）・（v－s）N

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，

where　u－1・91φ一δ21　i。in　LoD．　Since　lvl≦c。s－1。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　φ／δ，1／δ’

　　　　　　　　　　　　　　　lV－sl≦ivl・lsl

　　　　　　　　　　　　　　　≦π／2一｛・iボ1・φ／δ，、／δ一siガ1（δ2／1φ1）｝・

Let　ε＝δ（c一δ）／（ess　inf　lφ1），　so　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　・＜ε≦rφ／δ，、／δ一δ2／1φ1＜・・

Ilence，

　　　　　　　　　　　lv－sl≦π／2－sin－1（ε｛1一（1．ε）2｝1／2）．

　　　　　　　　　　一t
　　　　　　　　　　　　　　　is　　in　　（HS）。　We　shall　show　that　（2）　implies　（1）．Ilence　　We

Since　φandφ一1　bel。ng　t。　Lo。，1φIWe鞠t　i。　in（HS）．　Since

lφIW＞0，　by　Lemma　3．1，　there　exi。tsakin　HI　anda

constant　　ε　　such　that　　O　＜　ε　≦　1，　　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lφW　－　ki　≦　（1　一　ε）1φlW．

Then，

肇
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　　　　　　　　　　　　　　　　（1　一　s2）（1，b12　一　£2）　一　（1　一　£）21，b12

　　　　　　　　　　　　　　　　＝　£（1　一　s）｛21¢12　一　E（1　＋　£）｝

　　　　　　　　　　　　　　　　lll：；　2s（1　一　s）（1（p　l　2　一　£）　）　o．

　Hence，

　　　　　　　　　　　　　　　　1（＃）w　一一・　k12　s　（1　一　s2）（1¢12　一　E2）w2．

For　all　fl　E　A　and　f2　E　Ao，

iT　｛（1¢12　一　£2）lfi12w　＋　（i　一　s2）lf212w　＋　2（Re　fii2（bw）｝dm　一：｝．1　o．

　Hence，

　　　　　　　llSφf目W2　一（ε2／2）llfllW2

　　　　　　　fT　1¢fl　＋　f212wdm　一一　（£2／2）fT　lfl　＋　f212wd．

　　　　　　　；i：　fT　lofi　’　f212Wdm　一　£2iT　（lfi12　＋　lf212）wdm

　　　　　　　＝　fT　｛（lrp12一£2）lfl12w　＋　（1－s2）lf212w　＋　2（Re　fli2（1）w）｝dm

　　　　　　　＝　fT　｛（ltp12　一　s2）lfl12w　＋　（1　一　£2）lf212w

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋　2（Re　fl12（（bW　一　k）｝dm

　　　　　　　）　2fT　lfF21｛（1¢12　一　s2）1／2（1　一　s2）1／2w　一　1¢w　一　kl｝dm　）　o．

　　　　　　　　　　　　　　’l

　Th．is　comp］．etes　the　proof．

　　　　　　　If　W　E（HS），　then　S¢　is　left　invertible　in　L2（w）　if

and　only　if　SEe，　is　left　invertible　in　L2（W）　for　some　posltive

灘灘繍翻、騨．繍．獺’騨聯灘・一t・騨一一．・・‘v一一wl
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constant　　　ε　　＞　0・　We　shall　give　the　another　proof　of　the　Widom＿

Devinatz－Rochberg　theorem　（1）　（cf．　［35】）　using　　Theorem　3．1．　We

shall　　glve　　the　　another　　proof　　of　　the　Widom－Devinatz－Rochberg

theorem　　（1工）　using　the　Widom－Devinatz－Rochberg　theorem　（1）．　The

condition　（3）　of　the　Widom－Devinatz－Rochberg　theorem　（1）　seems　to

be　not　written　in　any　paper．

　　　　　　Widom－Devinatz－Rochberg　theorem　　（1）．　　　SupPose　φ　　is　in

　ゆ
し　・　　　SupPose　　　W　　　is　　a　　non－zero　　function　in　　（HS）．　　Then　the

following　conditions　are　mutually　equivalent．

（・）Sφi・・eft　inve・tib・e　in　L2（W），　that　i・，　there　exi・t・a

Positive　constant　　δ　　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　Ilsφfllw≧δ11fllw　（f∈A・A。）・

（2）Tφi・・eft　invertib・e　in　H2（W），　that　i・，　there　exi・t・a

Positive　constant　　δ　　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　日Tφf口W≧δllf目w　（f∈A）・

（3）中一1i・1n　Lo。，　and　there　exi。t。　an　inner　funct　1．。n　Q　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　が

areal　functi・n　t　in　L1。uchthatφ／1φ卜Qeit，　and　We－t

is　in　（HS）．

　　　　　　Proof．　　　　We　　shall　　show　　that　　（1）　implies　（2）　（cf．　【15，

P・123］）・Since　W　i・in（HS）・llp．口W＜…andhence口1・

P．φP．llW＜c＜・・f・r　s・me　c・n・tant　c・Since・

　　　　　　　　　　　Sφ＝φP＋＋P．；（P．φP＋＋P．）（1＋P．φP．）・and
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　　　　　　　　　　　（1　＋　P一¢P．）（1　一　P一¢P．）　＝　1，

　　　　　　　　　　　　　’t

by　（1），　for　a．11　f　ln　A，

　　　　　　　　　　　δ日fllW≦δll（・・P．φP．）（・一P一φP．）fllW

　　　　　　　　　　　：；1　5cll（1　一　p一（pp．）fllw　S　cllS，p（i　一　P．一．4）P．）fllw

　　　　　　　　　　　＝c口（P・φP＋＋P．）f目W・cilp．（φf）ilW・c口Tφf口W・

We　shall　show　that　（2）　implies　（1）．　By　（2），　for　all　f　in　A　＋

入。・

　　　　　　　　　　　δ口fllW≦δ目p．fllW・δIlp．f口W

　　　　　　　　　　≦口TφP．fllW・δlip－fllW

　　　　　　　　　　　・Ilp．φP．f日W・δllP．fllW

　　　　　　　　　　≦目p．SφfllW・δ日p．SφfllW

　　　　　　　　　　≦max｛llp．口W・δ口P．llW｝llSφfllW・

We　shall　show　that　（2）　implies　（3）．　Since　4）　is　ln　Lco，　there

exists　a　positive　constant　S　such　that　ess　inf　ll　一一　E¢1　〉　O．

Since

　　　　　　　　　　　　　　口Tεφf口W≧δllfllW　（f∈A）・

we　have

　　　　　　　　　　　　　　口SεφfllW≧δlifllW　（f∈A・入。）・

By　Theorem　3．1，　this　implies　（3）．　By　the　proof　of　Theorem　3．1，

（3）　implies　（1）．　This　completes　the　proof．

F．　，”一t”．　q”tt　一／，t／一．．一一，，ys．　，　，，，＝Ep，
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　　　　　　Widom一一Devinatz－Rochberg　　theorem　　（II）．　　SupPose　φ　　is　ln

　ゆ
し・SuPPose　W　is　a　non－zero　functionin（HS）．　Thenthe

following　conditions　are　mutually　equivalent．

（・）Sφha・ab・unded　inverse・perat・r・n　L2（W）．

（2）Tφha・ab・unded　inverse・perat・r・n　H2（W）．

（3）φ一1i。　in　LoD C　and　there　exi。t。area、　c。n。tant　c　anda

real　funct　．i。n　t　in　LI　suchthatφ／1φトei（c・V），　and

　　－t
　　　　　　is　in　（HS）．We

　　　　　　P「oof・Slnce　W　is　in（IIS）・P・．and　P－a「ebound・din

L2（W）．　since

　　　　　　　　　　　（1＋P．φP．）（エーP．φP．）・1・

・・P．φP＋is　invertib・e　in　L2（W），　and

　　　　　　　　　　　（1．PφP）一1。1．PφP．
　　　　　　　　　　　　　　　　　一　　　十　　　　　　　　　　　　　　　　一　　　十

Since

　　　　　　　　　　　Sφ＝φP＋＋P一＝（P．φP＋＋P．）（1＋P一φP．）・

Sφi・（・eft）invertib・e　in　L2（W）ifand・n・yif　P．φP．＋P．

i。（left）invertible　in　L2（W）．　Then　PφP．P　i。　invertible
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十　　　十　　　　　　一

in　L2（W）ifand・n・yif　Tφi・invertib・ein　H2（W）・Hence，

Sφi・（・eft）invertib・e　in　L2（W）ifand・n・y　if　Tφi・（・eft）

invertible　in　H2（W）．　Hence（1）and（2）are　equivalent．　We

p
t

pm，．　E，Ept．．i．／．“F，．vs，f．t－r．“；．i
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・hall　sh・w　that（2）implies（3）．　Since　W　i・in（HS），　W－1　i。

in　L1・By（2）・Tφis・eftinvertib・ein　H2（W）and　Tdi　i・

・・ft　invertib・e　in　H2（W－1）・Hence　Sφi・・eft　invertib・・in

L2（W）and　S畢i・・eft　invertib・e　in　L2（W口1）．　BytheWid。m．

D・vinatz－R・chberg　the・rem（1），　there　exist　inner　functi・n。　Q，

Q’，　and　real　functions　　t，　t・　in　 LI　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ
　　　　　　　　　　　φ／1φ卜Qeit，　We－t　i。　in（HS），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ
　　　　　　　　　　　i／1φトQ・eit’，　W－1e－t’i。　in（HS）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ
Hence　QQ・ei（t＋t’）・・，　and　et＋t’ 堰B　in　L・／2．　Since

　　　　　　　　　　　　　！
　　　　　　　　　　　　　　　QQ・et・t’・i（t・t’）～。et・t’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，

et＋t’ 堰Ean・n－negative　functi。n　in　H1／2．　By　the　Neuw、rth．

Newman　the・rem，　et＋t’ 堰Eac。n。tant，　and　hence　QQ㌧、．

Hence　　Q　　and　　Q’　are　constants・　We　shall　show　that　（3）　implies

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ
（2）．Sinceφ／1φ1・ei（c＋t）and　We－t　i。・n（HS），　bythe

Widom－Devinatz－Rochberg　　theorem　　（1），　T　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　is　left　invertible　in
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　φ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　が
H2（W）．　Since革／1φトei（一。－t）and　W’1e画（轄t）i。　in（HS），

Tφ㌧Tdi　i・・eft　invertib・e　in　H2（W鞘1）・Hence　Tφi・

invertible　in　H2（W）．　This　c。mpletes　the　pr。。f．
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．fi4．　lnvert．ibil．ity　and　L2（（w））．

　　　　　　As　we　have　shown　in　Secti．on　3，　if　we　assume　one　of

conditions　W　E　（HS）　or　ess　infll　一　（Pl　〉　O，　then　the　condition

of　the　operator　S，b　to　be　bounded　below　in　L2（w）　becomes

simple．　ln　the　case　that　W　is　not　ln　（HS）　and　ess　infll　一　4）1

＝　O，　we　can　not　give　a　simple　necessary　and　sufficient　condition

for　an　operator　stp　to　be　bounded　below　in　L2（w）．　ln　Theorem

4．2，　we　shall　show　that　the　necessary　and　sufficient　condition
　　　　　　　　　　　　　’t

of　two　operators　S，p　and　S一，t，　to　be　bounded　below　in　L2（w）

becomes　simple　even　in　this　case．　When　W　E（HS），　if　S¢　is

bounded　below　ln　L2（W），　then　S－tp　is　also　bounded　below　ln

L2（w）．　Hence　the　equivalence　of　conditions　（5）　and　（2）　of

Theorem　4．2　covers　the　Widom－Devinatz－Rochberg　theorem　（1）．

Sinee　we　can　not　give　a　simple　necessary　and　sufficient

cond．i　tlons　for　an　operator　S¢　to　be　bounded　below　ln　L2（w），

we　introduce　a　new　space　and　get　a　necessary　and　sufficient

condi．tions　for　an　operator　S¢　to　be　a　left　invertible　operator

from　L2（（w））　to　L2（w）．　ln　this　sectlon，　we　shall　say　that　w

is　a　weight　functi．on　when　w　i．s　a　positive　functj．on　in　Ll．　Let

L2（（w））　denote　the　Hllbert　space　which　is　the　completion　of　the

pre－Hilbert　space　A　＋　Ao　with　the　inner　product

　　　　　　　　　　　（f，　g）（w）　＝　（P．f，　P．g）（w）　＋　（P－f，　P－g）（w），

雛羅門口．・　　灘門門1醐鱗．．．糠’．灘．灘r，　㈱誕．鍛』E”．．’欝配　　　’一

　　　　　　　　　　　　　、、　　鍵：饗　∴　　＝‘・・．・ツ1””’叩　　購

rs，｛TTPI．，：，／？’“／，一．一，／．rTLtv’一，prs．：1’．，Tf’．一tny．，．
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and　the　norm

　　　　　　　　　　　　llfll（W）・（f・f）（W）1／2・｛Ilp．fllW2・llP．fllW2｝1／2．

Then口fllW≦21／211fll（W）・・f　W∈（HS），　then　tw・n・・m・

llf日（W）and　llfllW　are　equiva・ent・Hence　the　equiva・ence・f

conditions　　（1）　and　（2）　of　Theorem　4．2　covers　the　Widom－Devinatz＿

Rochbe「g　theo「em（1）・We　shall・ay　that　Sφi・・eft　invertib・e・

when　Sφi・b・unded　ab・ve　andbe・・wa・an・perat・r　fr・m　L2（（W））

t・L2（W）．　F・r　every　weight　functi。n　W　and　every　functi。nφ

　　　　　　ゆ

in　L・an　operat・r　Sφ　bec・mes　a　b・unded・perat・rfr・m

L2（（W））t・L2（W）・Hence　Sφi・・eft　invertib・e　a・an・perat・・

f・・mL2（（W）l　t・L2（W）ifand・n・yif　Sφisb・undedbe・・wa・

an・perat・・f・・m　L2（（W））t。　L2（W）．　In　The。rem　4．1　and　The。rem

4。2，　　we　　shall　give　necessary　and　sufficient　conditions　for　　S
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　φ

t・be　left　invertible　a・an・perat。r　fr。m　L2（（W））t。　L2（W）．　We

use　　the　　Cotlar－Sadosky　theorem　to　prove　Theorem　4．1　（cf．　［45】）．

We　　use　　Theorem　4．1　to　prove　Theorem　4．2．　　Each　theorem　involves

the　　Helson－Szeg6　theorem　（cf．　［18】）．　We　shall　consider　weighted

L2　n。。m　inequaUties．　When　pメ2，。ur　technique　is　n。t　useful

t・・tudy　the　weighted　Lp　n・rm　inequality．　P・・f．T．Nakazi【27】

could　　give　　el　simple　necessary　and　sufficient　condition　for　the

Lp－type（left）invertibility　of　the　operator　T　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　from　some　new
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　φ
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・pace　t・H2（W）in　genera・，　and　h。　apP・ied　it　t。　the。perat。r

Sα，β・His　results　c・ver　the　Wid・m－Devinatz－R・chberg　the・・em　f・・

any　　p　　satisfying　　1　＜　P　＜　oD．

　　　　　　Theorem　4・1・　　　SupPose　　Iφ1　＝　1，　W　　is　a　weight，　δ　　is　a

constant　satj．sfying　　O　＜　δ　≦　1，　　and　let

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　。・δ（2一δ2）1／2．

Then　the　following　conditions　are　mutually　equivalent．

（1）　　δ口f口（W）≦llSφfllW（f∈A・A。）・

（2）　　There　　exists　　an　inner　function　　Q　　and　a　real　function　　t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ
in　LI　suchthatφ・Qeit，　and　We－t　i。in（HS）（。）．

（3）　　There　　exists　an　inner　function　　Q，　a　real　function　　t　　in

L1，　u　and　v　in　LoD　suchthat

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ

　　　　　　　　　　　　　　　φ・Qeit，　We－t。eU＋v，

　　　　　　　　　　　　　　　口vll．。≦c・s”lr，　lul≦c。。h－1｛（c。。v）／r｝．

　　　　　　Proof・　　We　shall　use　the　idea　of　R。Rochberg　（cf．　［35］）　and

the　idea　of　R・Arocena，　M・Cotlar　and　C．Sadosky　（cf．　［2】，【7D．　We

shall　show　that　（1）　implies　（2）．　By　（1），

　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　δ2　fT　df・12　・　lf212）Wdm≦∫T　ltPf、・f212　W　dm・

f・・all　fl　in　Aand　f2　inA。・H・nce

　　　　　　∫T｛（・一δ2）df・12　・　lf212）・2（Reφf・i2）｝Wdm≧・・
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By　　the　Cotlar－Sadosky　theorem，　　δ　≦　1　　and　there　exists　a　　k　　in

H1・uch　that　lφW－kl≦（・．δ2）W．　Hence，

　　　　　　　　　　　　　！

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1φW－k12≦（1．r2）W2．

By　　Lemma　　A・　　　there　　exists　　an　　inner　　function　　Q　　and　a　real

functi・n　t　in　L1・uchthatφ・φW／1φWトQeiti；，　and　lφWle－t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－t
is　　ln　　（HS）（r）．　Hence　　We　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　is　in　（HS）（r）．　We　shall　show　that

（2）implies（3）・By（2），　there　exi・t・ap・sitive　c・nstant　C，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ

real　functi・n・uand　v・uchthat　W・Ceu“v，　u∈L1，　lvl

≦π／2，and　r2eu・e騨u≦2（c。。　v）．　Hence，

　　　　　　　　　　2≦eu＋lo9「・e輪（u＋log　r）≦2（c。。　v）／r．

H・nce，　lvl≦c・・一1r，　lu…9。1≦c。。h－1｛（c。。　v）／。｝，　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ
W・（C／・）e（u＋lo9「）＋v．　This　imp・ies（3）．　The　pr。。f　is

reversible．　　This　completes　the　proof．

　　　　　　Corollary　　4．1．（［45］）　　　SupPose　　φ　　is　in　　LoD　and　　W　　ls　a

weight・　Then　the　following　conditions　are　mutually　equivalent．

（・）Sφi・ani・・met・yfr・m　L2（（W））t・L2（W），　thatis，

　　　　　　　　　　　　　　　日SφfllW・llfil（W）（f∈A・A。）・

（2）　　1φi　＝　1，　and，

　　　　　　　　　　　　　　　　llf口（W）≦日sφf日W（f∈A・A。）・

（3）　　There　　exists　　an　inner　function　　Q　　and　a　real　function　　t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ

in　L1。uchthatφ。Qeit　and　W。et．
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　　　　　　　　　　P「oof・　By（1）・f・ra・・f、　in　A・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫Tdφ12一・）lf、12Wdm…

　　　　Th五・implies　lφト1・H・nce（1）implies（2）．　By　Th。。rem　4．1，

　　　　（2）　and　（3）　are　equivalent．　　By　（3），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t　＋　it
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　φW＝Qe

　　　andφW・・in　L1．　Thi・imp・ie。φW　i。　in　H・，　andhence

　　　　　　　　　　　　　　∫TIφf・・f212Wdm一∫Tdf、12・lf212）Wdm

　　　　　　　　　　　　　　・2Re∫Tφf・ぞ2W　dm・・（f、∈A・f2コ入。）・

　　　Thjs　implies　（1）・　　Thls　completes　the　proof．

　　　　　　　　　Let　H2（W）④fi言（W）den・te　the　a・g・braic　direct。um。f

　　　H2（W）and　fig（W）（cf・［…P・78］）・Then　H2（W）曲ぎ（W）i・th・

　　　Hilbert　space　equipPed　with　the　inner　product

　　　　　　　　　　　（＜f・・f2＞・＜9・・92＞）＜W＞・（f、・9、）W・（f2・92）W・

　　　and　the　norm

　　　　　　　　　　　　　ll〈f、・f2＞目＜W＞・（＜f、・f2＞・＜f、・f2＞）＜W＞・

　　　F・・any　f　in　L2（（W））・thereexi・t・asequence　f、n　in　A

　　　and　a　sequence　f2n　in　A。　suchthat　fln・f2n　c・nvergest・

　　　finthen・・m・f　L2（（W））・Thenthereexi・t・an　f、　in　H2（W）

　　　and　an　f2　in且ま（W）・uch　that＜f、n，　f2n＞c・nverges　t・
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‘fi，　f2＞　ln　the　norm　of　H2（w）　e　fig（w）．

　　　　　　　Let　J　denote　the　isometry　from　L2（（w））　onto　H2（w）　e

丘ま（W）defined　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Jf　＝　〈fl，　f2＞・

This　definition　is　correct　in　the　sense　that　it　does　not　depend

on　the　particular　choice　of　the　Cauchy　sequence　which　defines　f
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l

and　f2’

　　　　　　Let　R¢，w　denote　the　operator　from　H2（w）　e　fig（w）　to

I．，2（w）　def．ined　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　R4，，w〈fl，　f2＞　＝　（Pfl　’　f2　’

For　all　〈fl，　f2＞　in　H2（w）　e　fig（w），

　　　　　　目Rφ，W＜ti・f2＞日W≦max｛llφ口。．・・｝（目f、llW・ilf211W）

　　　　　　≦21／2max｛llφll。。・・｝日＜f、，　f2＞口＜W＞．

Hence　R　　　　　　　　　　　　　is　bounded．
　　　　　　　　¢，W

　　　　　　Sometimes　we　shall　wright　S¢　＝　S，b，（w）　when　we　consider

s，p　as　an　operator　from　L2（（w））　to　L2（w）・　slnce　s，b，（w）　＝

R，b，wJ　and　J　is　an　isometry，　we　have　the　following　lemma　（cf．

f45］）．　The　proof　of　Lemma　4．1　is　clear．

　　　　　　Lemma　4．1．　Suppose　¢　is　in　Lco，　and　W　is　a　weight．

Then　R，t，，w　is　a　bounded　operator　from　H2（w）　e　fig（w）　to　L2（w）．

　　　　　　　　マタ　
　　繍／．　．、．v：：．．．，，＿堺t． masuk’me　　　　　郡。．珊羅懇．一，、y
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R¢，w　is　（．left）　invertible　if　and　only　if　S¢　＝　S¢，（w）　ls　（left）

invertibie　as　an　operator　from　L2（（w））　to　L2（w）．

　　　　　　Lemma　4．2．（［4s］）　suppose　“，　¢一一1　are　in　Lco　and　w

is　a　weight．　lf　there　exists　an　inner　function　Q，　outer

funettons　a，　B　such　that　la12w，　I　BI2w　are　ln　（Hs），　and　¢

＝　QB／ct，　then　R，b，w　becomes　a　left　invertible　operator　from

H2（w）　e　Flg（w）　to　L2（w），　and　s，b　becomes　a　left　invertible

operator　from　L2（（w））　to　L2（w）．　if　an　operator　T　is　defined

　　　　　　　　　　　　　　　　Tf　一　〈ctp．（Qf／B），　QBp一（Qf／B）〉，

for　all　f　in　L2（w），　then　T　is　the　left　inverse　to　R
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ip，W’

　　　　　　一1

and　J　　　　　　　　T　is　the　left　inverse　to　S　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Then
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ1Tg・（αP＋＋Q百P一）（Qg／百），

for　all　g　in　tpA　＋　A一．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o

　　　　　　proof．　since　la12w，　IBI2w　are　in　（Hs），　（lce12w）’i，

dβ1　2wブ1　are　a・s・in（HS）．　Hence　dα12W）一・，　dβ12W）一・are

in　Ll．　For　an　f　in　L2（w），　by　the　schwarz　inequality，　f／li

is　in　Ll．　By　the　Helson－Szeg6　theorem　（cf．　［18］），　there　exist

constants　Y，　Y’　such　that

　　　　　　llTfll．w．2　一一　．fT　laP．（Qf／B）12w　dm　＋　fT　IQBp．．（Qf／B）12w　dm

繍騨騨灘騨鑛灘eWt’M””eewuN繍醐繊

．
無
．
・

、
．
雛
．
。
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　　　　　　　　　≦マいf／百121α12W　dm・￥・いf／ii121β12W　dm

　　　　　　　　　≦（・yll（b“ill．3　．　・，，・　　　　　co）∫Tlf12Wdm・

　　　For　all　fl　in　H2（W）　and　f2　in　iig（W），　by　the　Schwarz

　　　lnequality，　fl／ct　is　in　Hl　and　Qf2／B　is　ln　Rg．　Let　f＝

　　　¢fl　“　f2，　So　that

　　　　　　　　　　　　　（xp．（Qf／B）　＝　ctp．（fl／a　＋　Qf2／B）　＝　aP．（fl／a）　＝　fl，

　　　　　　　　　　　　　QBp．（Qf／B）　一　QB’p一（fi／a　＋　Qf2／B）　一　QBP一（Qf2／B）　＝　f2・

　　　Hence　ctp．（Qf／B）　E　H2（w），　QBp一（Qf／B）　E　Rg（w），　and

　　　　　　　　　　　　　　　　TR，＃，，w〈fl，　f2＞　＝　Tf　＝　〈fl，　f2＞・

　　　Hence　T　is　the　left　inverse　to　R¢，w．　By　Lemma　4．1，　J－IT　is

　　　the　left　inverse　to　S，p，（w）．　For　any　g　in　¢A＋Ao，　there

　　　exists　a　gl　in　A　and　a　g2　in　Ao　such　that　g＝¢gl＋g2・

　　By　the　calculation；　aP．（Qg／B）　＝　gl，　and　QBP一（Qg／B）　＝　g2・

　　Hence　ap．（Qg／B）　ls　in　A，　and　QBp一（Qg／B）　is　in　Ao．　Hence

　　　　　　　　　　　　　J－1Tg・ゴ1〈αP．（Qg／百），　Q百P。（Qg／百）〉

　　　　　　　　　　　　　一　aP．（Qg／B）　＋　QBP一（Qg／B）　＝　（ctp．　＋　QiiiP一）（Qg／B）．

　　This　completes　the　proof．

　　　　　　　　　　　　　　　／1
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　　　　　　　Theorem　4．2．（f45］）　Suppose　（b　is　ln　Lco　and　W　ls　a

weight．　Then　the　following　conditions　on　¢　and　W　are

　mutually　equivalent．

（1）　S，b　is　left　invertible　as　an　operator　from　L2（（w））　to

I．2（w）．

（2）　（b－1　is　in　L（D，　and　there　exists　an　inner　function　Q　and

a　real　function　t　in　Ll　such　that　（b／1（t）1＝Qeiti：　and　we－t

　．ts　，1n　（HS）．

（3）　¢一1　i．s　．in　LM，　and　there　exists　an　inner　function　Q，

outer　functions　a，　B　such　that　la12w，　I　BI2w　are　in　（Hs），

and　4）　＝　QB／a．

（4）　（p一一i　is　in　Lco，　and　there　exists　a　k　in　Hi　and　a

positive　constant　£　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l（＃）w　一一・　kl　；il｛1　（1　一　£）1（blw．

（5）　Both　of　two　operators　S　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　and　S　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　are　bounded　below　as
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘t’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一¢

an　operator　on　L2（w）．　That　is，　there　extsts　a　positive

constant　S　such　that

　　　　　δ口f口W≦min｛llS，pfllW・llS－q，fllW｝　（f∈A・A。）・

　　　　　　Proof．　We　shall　show　that　（1）　impltes　（4）．　By　（1），
　　　　　　　　　　　　　il

there　exists　a　positive　constant　6　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　sllfll（w）　S　IIS，bfllw　・

for　all　f　in　A　＋　AA．　Hence，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o

　　・　難鱒鱒1鑓一
掴購．霧、　鐸ワ．
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　　　　∫T｛dφ12一δ2）lf・12・（・一δ2）lf212・2Re（φf、i2）｝Wdm≧・・

　　　　　　　　　　　　　！

fo「all　fl　in　A　and　f2　in　A。・By　the　C・tlar－Sad・・ky

the。rem，　0＜δ≦1，δ≦1φI　andthereexist。akin　Hl

such　that

　　　　　　　　　　　　　　　lφW－kl≦（1一δ2）1／2dφ12．δ2）1／2W

　　　　　　　　　　　　　　≦（1．δ2）1／21φIW．

This　　implies　　（4）．　　　By　　Lemma　3．1，　　（2）　and　（4）　are　equivalent．

We　　shall　　show　that　（2）　implies　（3）．　Put　　u　＝　log　lφ1，　　then　　u

　　　　　　　ゆ
is　j．n　　L　．　　Put

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ね　　　　　　　　　　　　　　α。e一｛u・t・i（u・t）｝／2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　β。e｛u－t・i（u－t）｝／2，

then　　α，　　β　　are　outer　functions，　and　φ＝Q百／α．　Since　We－t

i・in（HS），1α12W　and　lβ12W　are　in（HS），　Thi。　imp、ies（3）．

By　　Lemma　　4．2，　　（3）　implies　（1）．　We　shall　show　that　（4）　implies

（1）．By（4），　there　exist。ac。n。tantδandakin　H1。uch

that　O＜δ≦1，δ≦1φ12，　and　lφW－kl≦（1．δ）1φIW．　Then

　　　　　　　　　　　　　　（1一δ2）dφi2．δ2）．（1．δ）21φ12

　　　　　　　　　　　　　　。δ（1．δ）｛21φ12＝δ（1．δ）｝

　　　　　　　　　　　　　　≧2δ（1．δ）（1φ12．δ）≧0．

Hence

　　　　　　　　　　　　　　lφW．k12≦（1．δ2）dφ12．δ2）W2．
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By　the　cotlar－Sadosky　theorem，　for　all　fl　E　A　and　f2　Ei　Ao，

fT　｛（1（t）12　一　s2）lfi12　＋　a　一　62）lf212　＋　2Re（（bfii2）｝wdm　2！　o．

This　implies　（1）．　We　shall　show　that　（1）　implies　（5）．　Since

llfllW≦口fロ（W）・we　have

　　　　　　　　　　　IISfllW≦口Sf口（W）・llf目（W）・

Hence，

　　　　　　　　　　　llfllW・口Sf口W≦211fll（W）・

Since　S¢，（w）　is　left　invertible，　there　exists　a　positive

constant　S　such　that　for　all　f　E　A＋　AA，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o

　　　　　　　　　　δ（llfllW・11SfllW）≦2δ11f日（W）≦llSφf目W・

Hence　，

　　　　　　　　　　δIlfllW≦IISφf口W・and

　　　　　　　　　　sllsfllw　S　lls¢fllw　．

since　s2f　＝　f　and　stpsf　＝　slp（p．　一　p一）f　＝　¢p．f　一　p．f　＝　一s．¢f，

we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　s¢f　＝　s¢s2f　＝　一s一一thsf．

Hence

　　　　　　　　　　611gLfllw　；sl　11s一，bsfllvi，　（f　e　A＋　A．）．

Since　f　Ei　A＋　Ao　if　and　only　if　Sf　E　A＋　Ao，　we　have

　　　　　　　　　　611fllw　S　IIS一¢fllw　（f　EIA＋A．）・

We　shall　show　that　（5）　implies　（1）．　Since
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　　　　　　　　　　　δIlf日W≦llS一，t，fllW・

we　have

　　　　　　　　　　　δllf口W≦llS，t，SfllW（f∈A・A。）・

Hence，

　　　　　　　　　　　δ口Sf日W≦口SφfllW（f∈A・A。）・

Hence，

　　　　　　　　　　δdlf日W・日Sf口W）≦211S，，bfllW（f∈A・A。）・

Since

　　　　　　　　　　　・filW2・目Sf・W2・llP．f・P．fllW2・llP．f－P－f11W2

　　　　　　　　　　・2（日P．f日W2・日P．fllW2）・2日fll（wl，

　　　　　　　　　　　　　dt

we　have

　　　　　　　　　　21／211fll（W）≦口f日W・llSf口W．

Hence，

　　　　　　　　　　21／2δllf日（W）≦2日SφfllW（f∈A・A。）．

Thi．s　completes　the　proof．

　　　　　Remark．　（a）　lf　S¢，（w）　is　left　invertible，　then　log　W

is　in　Ll，　and　there　exlsts，an　inner　function　Q，　real

functions　u，　v　in　Lco　such　that　I　lvll　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈　r！2　and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　co

　　　　　　　　　　　　　　　（P／14）1　＝　Qei｛V　’　（U　一’　log　W）tv｝．
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（b）　By　condition　（2），　S，p，（w）　is　left　invertible　if　and　only

if　（＃）一一1　ls　in　Lco　and　s¢／r¢1，（w）　is　left　invertible．

　　　　　　The　equivalence　of　conditions　（3）　and　（4）　in　Corollary　4．2

is　the　Helson－szeg6　theorem　（cf．　［ls］）．　since　l　lfllw2　＋

llsfllw2　一　211fll（w？，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tlf”w　s　2i／2Hftl（w）　．

　　　　　　　　　　　　　　‘t

　　　　　　Corol－1．ary　4．2．（［45］）　For　a　weight　W，　the　following

conditions　are　mutually　equivalent．

（・）日S、，（W）口く21／2・That　i・，　there　exi。ts　ap。sitive

constant　E　such　that

　　　　　　　　　　　llfllW≦（21／2一ε）llf口（W）（f∈A・A。）．

（2）　Sl，（w）　is　left　invertible．　That　is，　there　exists　a

positive　constant　S　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　δ日f口（W）≦11fllW（f∈A・A。）・

（3）　There　exists　a　positive　constant　Y　such　that

　　　　　　　　　　　　　　IIP．fl　lw　i：SI　YI　lfl　lw　（f　El　A　’　A．）・

（4）　W　is　in　（HS）．

（s）　There　exists　a　k　in　Hl　and　a　positive　constant　£　such

that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　IW　一　kl　：1｛　（1　d一　£）w．
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　　　　　　Proof・　　　　We　　shall　　show　　that　　（1）　implies　（2）．　By　（1），

there　exists　a　positive　constant　　δ　　such　that

　　　　　　　　llf、・f211W2≦（2一δ2）（llf、IIW2・Ilf211W2），

fo「all　f1∈A　and　f2∈A。・Hence・

　　　　（レδ2）lif、日W2・（・一δ2）llf2口W2・2Re（f、，　f2）W≧・．

Hence，

　　　　　　　　　　δdlf、llW2・llf2ilW2）1／2≦口f、・f211W．

This　lmplies（2）・Since　Ilp．f日W≦Ilf日（W）・（2）imp・ies

（3）・　We　shall　show　that　（3）　implies　（2）．　By　（3），

　　　　　　　　　　llp．fllW≦口P．f目W・ilfliW≦州lf口W・

for　some　eonstant　　Y，．　　Hence

　　　　　　日f日（wl・llP．fllw2・llp－f口w2≦（y2・マ・2）llfllw2．

This　　implies　　（2）・　　We　　shall　　show　　that　　（2）　implies　（4）．　By

Theorem　　4・2，　　　　there　　exists　　an　inner　function　　Q　　and　a　real

functi。n　t　in　L1。uchthat　We－t　i。in（HS）and　Qei宅．、．

Since　W－1et　i・a・s。in（HS），　W－1et　isin　L1．　BytheSchwarz

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　が
inequa・ity，　et／2　i。　in　L1．　Since　Qet＋it。et，　a　p。。itive

functi。n　et　i。　in　H1／2．后y　the　Neuwirth．Newman　the。rem

（cf・［30】），　V　is　a　constant．　Hence　W　is　in（HS）．　Conversely

when　　W　　　is　in　（HS），　we　can　choose　　Q　＝　1，　t　＝　0，　and　　φ　＝　1

　　　　　　　　　　　　　げ
in　　the　condition　（2）　of　Theorem　4．2．　Hence　（4）　implles　（2）．　　By

Theorem　　4．2　　with　　φ　　＝　　1，　　（2）　and　（5）　are　equivalent．　This

completes　the　proof．
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　　　　　　　put　w（eie）　＝　ll　一　eie12，　¢（eie）　＝　eie　and　k（eie）　＝

（トe’8）2・then　k　i・in　H・andφW．k。。．　ByThe。。em

4．2，　this　implies　S¢，（w）　is　left　invertible．　Henee　there

　exists　a　positive　constant　5　such　that

　　　　　　2－1／2δ”f目W≦δ・fll（W）≦・Sφf日W（f∈A・A。）．

since　w’i　is　not　in　Li，　w　is　not　in　（Hs）．　By　corollary　4．2，

Sl，（w）　is　not　left　invertible．　Sl，w　is　an　isometry．　But　we

have　the　following　result．

　　　　　　Corollary　4．3．（［29］，［45］）　Suppose　tp　G　Lco　and

ess　infll　一　¢1　〉　O，　and　W　is　a　weight．　lf　there　exists　a

positlve　constant　6　such　that

　　　　　　　　　　　　　　δ口f口W≦llSφf日W（f∈A・A。），

then　for　any　eonstant　s　satisfylng　o　s　s　s　62　there　exists　a

positive　constant　6’　such　that

　　　　　　　　　　　　δ’目fll（W）≦llSφ．εfllW（f∈A・A。），

that　is　S，b－E　is　left　invertlble　as　an　operator　from　L2（（w））

to　L2（w）．

　　　　　　Proof．　lf　S　＝　O，　then　by　Theorem　3．1　and　Theorem　4．2

give　the　result．　suppose　o〈ss　s2．　Then，

fT｛（1（t）12　一　e，）lfi12　＋　（i　一　s）lf212　＋　2Re（（（b　一　s）fii2）｝wdm　）　o．

灘．一・．．騨‘．暦　罪騨1・
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By　the　C・tlar－Sad・・ky　the・rem，ε≦1φ12，ε≦1　and　there

exi。t。akin　H1。uchthat

　　　　　　　　　　　l（φ一ε）w－k12≦（1一ε）（1φi2．ε）w2

　　　　　　　　　　　・｛レεdφ一ll／1φ一ε1）2｝1（φ．ε）w12．

Sinceφand（φ一・）一1　are　in　LoD，　there　exists　a　c。n。tantρ，

0≦ρ〈1　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　εdφ一11／1φ一εD2≧1＿P2．

Hence
　　　　　　　　　　　　　I，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1（φ一ε）W－kl≦ρ1φ一εIW．

since

　　　　　　　　　　　　　Iφ一ε1≧1φ1一ε≧ε1／2（・一ε1／2）〉。，

（φ．ε）一1isin　LO。，　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l（φ一ε）W－kl≦ρ1φ一εIW．

By　Theo「em　4・2・this　implies　Sφ一ε，（W）is　left　invertible・

　　　　　　C・r・1－1．ary　4・4・（［45］）SupP・seφi・in　LoD　and，　W　i・a

w・ight．　If　there　exi。t。　a　real　functi。n。in　L1。uch　thatφ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の
・eislφ1，　and　Wes　is　in　L1，　then　the　f。ll。wingc。nditi。ns

are　mUtUally　eqUiValent．

（・）Sφand　S一φare　b・undedbe・・w・perat・rs・n　L2（W）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ

（2）φ一1isin　LoD，　and　Wes　i。in（HS）．
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　　　　　　Pr・・f．　By　The・rem　4．2，（1）impliesφ一1　i。

thereexi。tsakin　H1。u。hthat
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l11－k／（φW）ll⑩＜1・

Hence

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ
　　　　　　　　　　　　　　　　　口・一（kes－is）／（1　4）　IWes）II。D＜・．

　　　　　　　　　　　　　　！

　　　　　　　　　　　　　へ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ

Since　lφIWes　is　in　L1，　kes－is　i。in　H1．

　　　　　　　　　　　　ヘノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハノ

4．2，1φiWes　isin（HS）andhence　Wes　isin（HS）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ

（2）implies　lφIWes　i・in（HS）．　By　C。r。llary　4．2，

akin　H1。uchthat
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Il・一k／（1・plWeS）ll。。＜1．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ
Hence　Il・一keis－s／（φW）ll。D＜・．　By　The・rem　4．2，

（1）．　This　completes　the　proof．

　　　　　　C。r。11ary　4．5．（［45】）　SupP。seφis　in　L⑩

weight．　SuPP。se　the　argument。fφis　in　LI　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ
conjugate　　function　　is　in　　L　．　　　（This　condition　is

φis　invertible　in　HoD C　or　the　argument　of

continuous．）　　　Then　　　the　　　following　　conditions

equivalent．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　are　bounded　below　operators　on　　　　　　　　　　and　S（1）　　S
　　　　　　　　　　　　　　　　一φ　　　　　　　φ

（2）φ一・isin　L・D，　and　W　i。’
奄氏iHS）．

　　　　　　　　64

　　　　の
in　L　　and

By　Corollary

　Conversely，

there　exlsts

this　lmplies

　and　W　is　a

it’s　harmonic

　satisfied　if

　　　¢　is　Dini

are　mutually

L2（w）．

口

達
r
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　　　　　　proof．　There　exists　a　rea．1　function　s　in　Ll　such　that

（p　＝　elSl（bl　and　2；　is　in　Lco．　Hence　weg　is　in　Li．　By

corollary　4．4，　¢　and　W　satisfy　（1）　if　and　only　if　¢一’1　is　in

Lco C　and　wel；　is　in　（Hs）．　since　eg　is　invertibie　in　Lco，　weg

is　in　（HS）　if　and　only　if　W　is　in　（HS）．　This　completes　the

proof．

　　　　　　When　P．　is　continuous　in　the　norm　of　LP（W），　1〈p〈　co，

R．Rochberg　［35］　solved　the　invertibility　problem　of　the　Toeplitz

operator　on　the　weighted　Hardy　space　HP（W）．　Even　when　P　ls
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十

not　continuous　in　the　norm　of　LP（W），　T．Nakazl　f27］　solved　the

invertibility　problem　of　the　Toeplitz　operator　on　some　new

spaces．　We　shall　consider　the　case　p　＝　2，　and　use　the　Hilbert

spaee　argument．　When　S¢，（w）　has　a　bounded　inverse　operator，

we　shall　say　S¢，（w）　is　invertible．

　　　　　　Prof．T．Nakazi　privately　communicated　me　the　equivalence　of

simple　conditions　（1）　and　（2）　in　Theorem　4．3　（cf．　［45］）　．　We

shall　prove　Theorem　4．3　using　Theorem　4．2．　Zn　Theorem　4．3，　we
　　　　　　　　　　　　　　／l

shall　give　the　form　of　the　inverse　to　S¢，（w）．
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　　　　　　The・rem　4・3・SuPP・seφi・in　LoD　and　W　i。　aweight．

Then　the　following　conditions　are　mutually　equivalent．

（・）Sφi・invertib・e　a・an・perat・・fr・m　L2（（W））t・L2（W）．

（2）φ一1i・・n　LoD C　and　there　exi。t。　a。ea、　c。n。tant。and　a

rea・functi・n　t　in　L1・uchthat　We－t　i。in（HS），　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　が
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　φ／1φトei（C＋t）．

（3）φ一1i・in　LoD C　and　there　exi。t。uter　functi。n。α，β

suchthat　Iα12W，1β12W　arein（HS），　andφ。百／α．

（4）φ胸1　is　in　LoD，　and　there　exi。t。　an。uter　functi。n　k　in

III　and　a　p。。itive　c。nstantε。uch　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　IφW　・一　ki　≦　（1　一　ε）1φlW．

　　　　　　SupPose　one　of　these　conditions　are　satisfied．　Let　T　be

the・perat・ゼdefined　in　Lemma　4・2　with　Q…　Then　Sφ，（討・

　一1．

　　　T，　andJ

　　　　　　　　　　（αP．＋βP．）（1／β）（Sφ，（W）9）＝f　（f∈A＋A。）・

（Thls　　formllla　　is　　essentially　　the　　same　　as　　one　　of　　H．Widom，

A．Devinatz，　R．Rochberg　and　M．Shinbrot．）

　　　　　　Proof．　　　　　We　　shall　　show　　that　　（1）　　implies　（2）．　Slnce

　　　　　　　　　is　　invertible，　　by　Theorem　4．2，　　there　exists　an　innerS
φ，（w）

functi。n　Q　andarealfuncti。n　t　in　L1。uchthat　We－t　i。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ
in（HS），　andφ／1φ1・Qe’t・Since　Sφ，（W）i・invertib・e・

灘欄醐耀珊。．．t
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there　exi・ts　an　f・n　L2（（W））・uchthat　Sφ，（W）f…　｝lence

there　exi・t・an　f、　in　H2（W）andan　f2　in竜（W）・u・hthat

φf1＋f2＝1・Then・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ
　　　　　　　　　　　Qf、（・一i2）e’t＋t・1・一f212W／（1φIWe－t）≧・．

Since　φ　i・invertible　in　LoD　and　We口t　i。　in（HS），

dφIWe†1　isin　L1・Since　f2　in　fiま（W），1・一f212W　i・・n

L1．　Hence　the　left　hand。ide　i。　an。n．negative　functi。n　in

1／2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ic
　　　　．　　By　　the　　Neuwirth－Newman　theorem，　Q　＝　eH　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　for　some　real

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り
。・n・tant　c．　Henceφ／1φ1・ei（c＋t）．　Thi。　imp・ies（2）．　By

The。rem　4．2　and　it・s　pr。。f　with　Q・eic，（2）implies（3）．　We

shall　show　that　（3）　implies　（1）．　By　Lemma　4．1　and　Lemma　4．2，　　it

is　　sllff　，i、cient　　to　　show　that　　R　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　is　right　invertible．　　Let　　T
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　φ，W

be　the　operator　defined　in　Lemma　4．2　with　　Q　＝　1．　　By　（3），　　log　W

i。in　L1．　Hence　there　exist。　an。uter　functi。n　h　in　H2。uch

that　w。lh12．　since　Iβ12w　i。in（Hs），　dβ12w）p　i。al。。1n

（HS）f。rs。me　p，　P＞1．　Hence（1β12W）葡p　isin　L1．　F。rall

finL2（W），

　　　　　　　　　　∫Tlf／百12P／（P＋1）dm

　　　　　　　　　　≦｛∫T　lf12　W　dm｝P／（P＋1）｛∫T（1β12W）一p　dm｝1／（P＋1）＜…
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Since　　　2P／（P　　＋　　1）　＞　1，　by　the　Riesz　theorem　（cf．［22，　P．132］），

P．（f／百）i・in　H2P／（P＋1）．　Since　lα12W　isin（HS），　bythe

Ilelson－Szego　　theorem，　　there　exlsts　a　constant　　マ　　such　that　for

allfinL2（W），

　　　　　　∫TiαhP・（f／百）12dm・∫Tlp・（f／百）121α12Wdm

　　　　　　≦￥∫Tlf／副21αi2Wdm≦・，・ll・P－1日盆∫Tlf12Wdm＜…

IlenceαhP．（f／百）i・in　H2・Simi・a・・y・百五P．（f／百）i・・n　Fiぎ．

By　　the　　Beurling　　theorem　　（cf．［22，　P．110］），　　there　　exists　　a

sequence　　　gn　　in　　A　　such　that　　hgn　　converges　to　　αhP＋（f／β）　　in

the　n・・m・f　L2・Hence　gn　c・nvergest・αP．（f／百）・nthen・・m

・fL2（W）．　Thi・imp・iesαP．（f／百）is　in　H2（W）．　Simnar・y，

百P（f／百）i。in貢2（W）．　Hence
　　－　　　　　　　　　　　　　　　　O

　　　　　　　　　　　Rφ，wTf＝Rφ，W〈αP．（f／β）・βP一（f／β）〉

　　　　　　　　　　　＝　φαP＋（f／β）　＋　βP＿（f／β）　＝　β（P＋　＋　P＿）（f／β）　＝　f．

Hence　T・Rφ1馬・By　the　pr・・f・fLemmaA・（2）and（4）are

equivalent．　This　completes　the　proof・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一t
　　　　　　Remark．　　　　（a）　　R．Rochberg【35】　　showed　that　if　　We　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヘ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　プソ

We－t’ @a。e　in（HS），　and　ei（c＋t）・ei（c’＋t’），　thenレt・

iS　a　COnStant．
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　　　　　（b）・fIα12w，1β12w，1α・12wand　Iβ・12warein（Hs）and

　　　　　β／α　＝　βソα’，　then　there　exists　a　constant　　c　　such　that　α’　＝　cα

　　　　　and　　β’　＝　cβ・　since　α’／α，　β’／β　and　their　complex　conjugate

　　　　　functi。n。　are　in　H1，　and　hence　they　are　c。nstant。，

　　　　　（c）・fW－1　isin　Ll　and　Sφ，（W）i・invertib・e・then　Sφ，W

　　　　　and　S一φ，W　have　a　dense　range・and　there　exi・t・ap・・itive

　　　　　constant　　δ　　such　that

　　　　　　　　　　δllfliW≦min｛日Sφf日W・IIS一φfllW｝（f∈A・入。）・

　　　　　　　　　　　C・r・naゼy4．6．（［45D　Supp。seφisin　LoD　and　W　i。a

　　　　　weight・uch　that　W－1　i・in　L1・Then・Sφ，（W）i・invertib・e

　　　　　if　and　only　if　Sφ，（W）and　Si，（W鱒1）a「e　left　invertible・

　　　　　　　　　　　P「oof・　　SupPose　Sφ，（W）and　Si，（W騨1）are　left

　　　　　invertible．　　By　Theorem　4．2，　　there　exist　inner　functions　　Q，　　Q’

　　　　　and　real　functi。ns　t，　t・in　L1。uchthat　We－t，　W－1e－t’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　プ　ラ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ

　　　　　are　ln（HS），　andφ／1φ卜Qeit，　lil／1φ卜Q・eit’．　Hence

　　　　　　　　　　　　　　　　QQ・e（t＋t’）＋i（t＋t’）tv。et＋tg≧0．

　　　　　Since　W－1et，　Weガarein　L1，　e（t＋t’）／2　i。in　L1．　Byth。

　　　　　Neuwirth－Newman　　theorem，　Q　　and　　Q’　are　constants．　By　Theorem

　　　　　4・3・Sφ，（W）is　invertible・SupPose　Sφ，（W）is　inve「tible・By

　　　　　Theorem　　4．3，　　　there　　exists　　a　　real　　constant　　　c　　　and　a　real

　　　　　functi。n　t　in　L1。uchthat　We－t　i・in（HS），　andφ／1φト

…．
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　　　　　　　へ
e”i（C＋t）．

invertlble．

　　　　　　　　ガ
ei（c＋t）．　Hence　W－let　i。in

By　　Theorem　　4．2，　　thls　　implies

This　completes　the　proof．

（HS），　and　EIS／1（b　l　＝

Sdi，（w－1）　ls　left

，
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