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DIVERGENT　DIAGRAMS　OF　SMOOTH　MAPPINGS
　　　　　　　　　　　　　　AND　ITS　APPLICATIONS

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Yasuhiro　KUROKAWA

　　　　　　　　　　　　　　Department　of　Mathematics，　Hokkaido　University

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O，INTRODUCTION

　　The　divergent　diagrams　of　smooth　mappings　on　smooth　manifolds　（pa，　g）　：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N“’　M一一g一一一＞P

appear　in　several　areas　in　differential　topology．　For　example　the　envelope　theory，

the　study　of　singularities　of　solutions　of　first　order　differential　equations，　the　vision

theory，　the　web　geometry，　and　the　stability　of　smooth　mappings．　Two　divergent

diagrams　（pa」’，go’）：Nj　〈一一　Mi・　一・　1）」　（2’　一一一　1，2）　are　said　to　be　equivaZent　if　there

exist　diffeomorphisms　A　：　IVi　．　N2，　th　：　Mi　．　M2　and　di　：　Pi　一一〉　P2　such　that

Ao　ILi　＝　／L2　o　’〈！］，　（II）　o　gi　＝　g2　o　f4・，・

　　This　paper　consists　of　two　part，s．　ln　Part　1，　as　one　of　the　problems　in　the　vision

theory　we　study　a　generic　semi－local　classification　for　the　singularities　of　orthogonal

projections　of　cont，our　lines　of　surfaces　onto　planes　（i．e．，　so－called　“topography”）．

This　problem　is　reckiced　to　t，he　semi－local　classificat，ion　of　the　divergent　diagram

R－M．R2．

　　In　Part，　II，　we　give　a　generic　classification　of　the　divcrgcnt，　diagrains　of　n’｝ap　gernis

（R，o）　÷一　（R”’＋i，O）　．　（R”’＋i，O）　corrcsponding　to　a　certain　clfugs　of　diff’erential

equat，ions　which　arc　called　“Clairaut，　t，ype”．　We　also　st，udy　first　order　ordinary

differential　equat，ions　witli　complet，e　integral．

　　More　precisely　let，　”s　describe　how　the　divergent　diagrams　AT　4L’　M　一g＞　P　appear

in　t，he　above　scveral　areas．

Ty　p　eset　by　AMS一’IIEX
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（1）　The　envelope　theory　［1，　7，　14，　15，　18，　36］　：　The　study　of　this　subject　can

be　reduced　to　the　study　of　divergent　diagrams　（pa，g）　and　the　envelope　is　defined

as　the　discriminant　set　of　g，　where　pa　is　a　submersion　（furthermore，　Thom［36］，

Carneiro［7］　suppose　that　g　restricted　to　a　fiber　of　pa　is　injective　immersion）．　ln

particular，　Arnol’d［1］，　Dufour［15］，　Dufour　and　Jean［18］　have　classified　the　diagrams

of　map　germs　（R，　O）　〈LE一　（R”，O）　g　（R”，O）　which　are　called　one－parameter　families

of　hypersurfaces　for　n　＝　2，3．　We　remark　that　as　the　result　of　classifications，　some

normal　forms　are　parametrized　by　arbitrary　functions　in　n－variable　（i．e．，　so－ccxlled

the　functional　moduli）．　Hence　we　need　to　characterize　these　functions　which　appear

as　functional　moduli　for　normal　forms．　Dufour［16］　has　given　a　characterization　of

the　functional　moduli　for　some　normal　forms　in　the　case　n　＝＝　2　by　investigating

the　dynamical　systems　t　H　at　＋t・・　（a　E　R　一一　｛O，1｝）　associated　with　the　functional

moduli，　however，　we　can　not　justify　his　result　if　we　adopt　his　characterizat，ion．

In　Part　II　vI｝e　correct　the　characterization　of　Dufour　and　give　a　generalization　for

arbitrary　n　（cf．　Theorems　D，　E）．

，

　　（2）　The　study　of　singularities　for　solutions　of　first　order　differential

equatio．ns　for　one　real　valued　functions　［22，　24－27］　：　As　we　shall　describe

in　Part　II，　a　holonomic　system　of　differential　equation　germs　with　complete　inte－

gral　corresponds　to　the　diagram　of　smooth　map　germs　with　some　condition，　which

is　called　a　integral　diagram：　（R，　O）　tE一　（Rn，O）　一IZ＞　（R”，O），　where　g　describes　the

discriminant　of　the　equation　and　the　submersion　germ　pa　represents　cx　complete　in－

tegral．　Moreover　it　is　shown　that　the　classification　of　differential　equations　of　this

type　under　the　equivalence　relation　given　by　the　group　of　point　transformations

in　the　sense　of　S．　Lie　is　generically　reduced　to　the　classification　of　integral　dia－

grams．　ln　Part　II，　we　give　a　classification　of　integral　diagr．xms　which　correspond

to　holonomic　systems　with　classical　complete　integral　（briefiy，　we　call　a　holonomic

system　of　Clairaut　type）　by　using　the　method　of　Legendrian　singularities　［1，　9，

10，　12j　（Theorem　C）．　As　the　result　of　the　classification　for　such　integral　diagrams，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
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we　observe　that　functional　moduli　appear．　We　also　give　a　characterization　of　the

functional　moduli　which　is　a　generalization　of　the　result　of　Dufour　（cf．，　Theorems

D，　E）．　We　emphasize　that　Theorem　E　gives　a　complete　invariant　for　the　generic

classification　of　holonomic　systems　of　Clairaut　type．

　　　By　Theorems　C，　D，　E，　we　have　given　a　complete　classification　for　holonomic

systems　of　Clairaut　type，　however，　the　situation　is　very　complicated　for　general

holonomic　systems　with　complete　integral．　For　n　＝　1，　that　is　the　ccise　for　ordi－

nary　differential　equations，　it　has　been　known　a　classification　under　a　rather　strict

equivalence　［221．　It　also　appears　functional　moduli　in　some　normal　forms．　We

also　give　a　characterization　of　the　functional　moduli，　however，　the　normal　form　is

so　complicated　comparing　with　the　above　case，　we　can　not　detect　the　complete

invarlant．

　　　（3）　The　vision　theory　［6，　10，　19，　23，　28，　30，　37］　：　As　one　of　the　problems　in

this　area　we　study　the　visions　for　contour　lines　of　surfaces　when　one　looks　at　it　from

a　distant　view　in　some　direction　d．　The　study　of　such　a　landscape，　which　is　called’

a　topography　with　a　direction　d，　is　reduced　to　the　study　of　the　divergent　diagram

which　we　call　a　topographic　diagram　：　R　〈EL　M　一g＞　E，　where　M　is　a　surface，　E　is

a　plan．e　with　the　normal　direction　d　and　the　level　curves　of　pa　give　contour　lines　on

M．　ln　Part　1　we　give　a　generic　semi－local　classification　of　topographic　diagrams　by

using　the　classification　due　to　Dufour［15］　for　one－parameter　families　of　plane　curves

（R，o）　，tE一　（R2，0）　一2＞　（R2，0）．

In　［19］　Dufour　and　Tueno　studied　the　local　pattern　for　photographs　of　lighted

surfaces，　Their　formulation　is　also　summed　up　by　the　divergent　diagram　as　cxbove．

（4）　The　web　geometry　［3，　4，　8，　17，　32］：　An　T－web　in　a　manifold　P　is　a

configuration　of　r　foliations　with　codimension　k　in　general　posit，ion　of　P．　Thus　the

local　study　of　r－web　in　P　is　reduced　to　the　study　of　the　following　diagram　of　mcxp

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3
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germs
（RP，o）　ny－Zl，L一．i　（Rk，o）

　　　　　　　　ノニ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

（Rk，　O）

where　f．i　（i　’一一’：　1，．．．，T）　is　a　submersion．　The　diagram　of　this　type　is　regarded　as　a

multi　germ　of　a　divergent　diagram：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Rk，o）　一一EFL．一一　（Rp，　o）　一1；i’一一＋．　（RP，O）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Rk・o）　kl　，．，，，1．isl／’i　”，

where　pai　is　a　submersion　germ　and　g．i　is　a　diffeomorphism　germ　（i　一一一一　1，…　，　T）・

（5）　The　stability　of　diagrams　of　smooth　mappings　［8，　11－15，　18］　：　The

theory　of　stability　of　smooth　mappings　due　to　R．　Thom，　J．　Mather　gave　rise　to

varlous　generalizations　and　specializations．　Particularly　it　has　been　known　thcxt

for　divergent　diagrams　and　cyclic　diagrams　the　Thom－Mather　theory　does　not　hold

（［12］）．　Dufour　has　been　studied　divergent　diagrams　in　detail　from　the　viewpoint　of

stability　theory　（［11－15］）．　One　of　his　attractive　results　is　that　the　topological　clas’一

sification　and　the　smooth　classification　of　（R，　o）　eL　（R2，0）　g　（R2，0）　are　the　scime

m　generic．　This　result　is　deduced　from　the　topological　rigidity　of　the　web　structure

formed　by　the　curves　g（pa－i（c）），　c　E　（IBI，　O）　in　（R2，0）．　Also，　by　investigating　the

web　structure　formed　by　the　curves　g（pa－i（c）），　in　［7］　Cameiro　has　g’iven　a　charac－

te「ization・f　s・me・cl・sses・f（μ，9）：（R，・）乙（Rn＋1，・）ユ（R冗＋・，・）＠∈N）f，。m　a

different　viewpoint．　These　classes　coincide　with　some　classes　of　integral　diagrams

of　Clairaut　type　which　is　described　in　Part　II．

We　shall　suppose　throughout　this　paper　that　all　mappings，　map　germs　cxnd　man－

ifolds　are　of　class　COO　unless　otherwise　stated．　As　usual，　we　denot，e　by　8x，，．．．　，x．　the

ring　of　all　smooth　function　germs’
盾氏@R”　at　O　with　a　coordinate　（xi，…　7xn）　（ind

denote　by　M．，．．．．，．．　the　unique　macximal　ideal　of　8．T，，．．．　，x．・
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PART　1

　　　　SINGULARITIES　FOR　PROJECTIONS　OF

CONTOUR　LINES　OF　SURFACES　ONTO　PLANES

1．　FORMULATIONS　AND　RESULTS

　　　In　Part　1　we　give　a　generic　semi－local　classification　for　the　singularities　of　or－

thogonal　projections　of　contour　lines　of　surfaces　onto　planes．

　　　Let　M　be　a　surface　in　R3　＝　｛（x，　y，　z）｝　and　let　Ed　be　a　hyperplane　in　R3　with　the

normal　direction　d　such　that　Ed　n　M　＝　ip．　We　denote　by　Emb（M，　R3）　the　space

of　all　embeddings　M　．　R3　with　the　Whitney　COe－topology．　Let　rd　：　R3　一　Ed

be　a　orthogonal　projection　along　the　direction　d．　Now　consider　a　level　set　of　the

height　function　x：i（M）　一一．　R，　that　is　i（M）n｛x＝constant｝　for　i　G　Emb（M，　R3）．

We　call　the・etαc・nt・ur　line・n　i（M）・lf・ne　1・・ks　at　a　c・n七・u・line・n　i（M）

丘om　a　distant　view　in　s・me　directi・n　d，　then・ne　wi11　getπd（i（M）∩｛・一。｝）as

the　viewing　image．　Our　subject　is　a　semi－local　classification　of　singularities　for　one．

parameter　families　｛7rd（i（M）　n　｛x　＝　c｝）｝．ER　which　is　called　a　topograph？y　of　i（M）

with　respect　to　a　direction　d．

We　now　formulate　our　theorems．　Without　loss　of　generality　we　can　suppose　that

d＝　（O，cos　4，　sin　e）　E　S2　n　｛x　＝＝　O｝　where　O　〈　4　．〈，，　一1．　For　a　direction　d，　by　the

transformation　of　g　一一　4　rotation　around　x－a［xis　in　R3，　we　choose　a　new　coordinate

（x’，9／t，xノ）・Then　the　directi・n　d　bec・mes（0，0，1）and　the　height　functi。n、iS

exp「essed　by　一y／sin（9一ξ）＋z’・・s（9一一ξ）in　the　new・。・，dinate．　Letπ、R3→R2

be　a　projection　defined　by　r（zL，v，　w）　＝　（2L，v）．　We　call　the　following　divergent

diagram　of　mappings　a　topographic　diagram　of　i（M）　，　which　is　denoted　by　（pai，g）　：

R　．　LEi・L．ny　M　．一一一｛Z一一，　R2，

where　pa・i　＝　一i2　sinO＋　i3　cose　（O　；S　e　〈　g），g　＝＝　T　o　i．
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　　　Since　our　concern　is　to　describe　the　discriminant　set　ofπoi（the　outline　of

i（1］s4））and　the　bifurcation　ofπoi（μ『1（c））along　the　parameter　c∈Rin　serni－

local　situation，　we　introduce　the　following　de丘nitions．：Let　i∈Emb（M，　R3）and　let

｛pユ，＿，pr｝be　a　subset　of　M　whose　elements　are　all　distinct　points　in　M　such　that

π・i（P・）＝…＝π。i（P・），　where　r　is　a　p・・itive　intege・．　Then　the　multige・m・f　a

topographic　diagram　at｛p1，＿，pr｝which　is　denoted　by　rTi

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　濃：：出1：：：才R2，0）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　9r
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（R，0）←竺L・（R2，0）

whe・eμん，9丸are　germs・fμ｛，π。i　at　pk・　respectively（k＝1，＿，γ），　is　calledα

topographic　multigerm　of　i．　LetアTi　andアTit　be　topographic　multigerms．　Then　rTi

and　・Ti’a・e　said　t・be　・quivαlent　if　there　exist　diff・・m・・phi・m　germsλん・（R，0）→

（R，0），ψた：（R2，0）→（R2，0），　where　k＝・1，．．．，T，　andφ：（R2，0）→（R2，0）such

that　Ak　o　pa　k・ニ・patk．　o　tip　K・，φ09k・＝9’k　oψた．

　　We・ha11・tate　a　gen・・i・ity　th・・rem　f・・t・P・g・aphic　multige・m・．　　　・

The・rem　A・Th・T・　・xi・t・a・T・・iduα1　subs・埴eηc・d・n・eノ。O　in　Emb（砿R3）

such　tんαげ・r　an・」・i∈rO　tん吻・graphic　m吻erms　，Ti（・≦r≦3）is。η，。f　the

fo〃。ω吻蜘e5’

　　In　thc　cαse　r＝1．

　　（1）μ1乞・α・・めm・丁伽α吻li・T・卿，・。

　　（11）t・1　i・αM・T・吻peα・吻1続卿7．

（III）μ・i・α蜘翻・η，91融駕μ、7で伽・麟・tん，5吻ulαr，Cオ。f　9、　is

T・卿r　and（μ1，91）・（R2，0）→（R3，0）is　7’C’9・Llaザ．

（IV）μ・融・ub・几傭・・，91　i・α∫・ld，μ1　T・・t・繍伽1、C　3伽1αr、呵91　・is‘L

Mo7’se　t？Jpe　and　（／Li，gi）：（IR2，0）　一t　（IR3，0）　is　rcg？da7：

（V）／・1　’i・α珈蜘・・，」（1　・i・α耀，（μ1，9、）・（R2，0）→（R3，0）i、α卿、伽，’y、’s

翻r・”α・u・ん伽オオんe伽・・∫・1…tbl・p・幡。∫ωんゴ。んis伽sv，ブ、αごαオOt。オんε

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7

購．灘・・二三、，灘．三二　　’　灘蔦　購　纒懸1灘騰　　’．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．，桝・耀。輝．・．・．・・1、＿凹凹1・・駕繕灘・鰻，罵騨騨灘、騨国華購撚，響・・胴・・・…∵一・糊・　糟四郷Kr’

　　　騨騨騨騨‘ご”㌘’瓦「 」＝←：巴’樺　”rリダ

野・
ヂ・「．



一一JNNNN，

rワ「幽

樗

direction　｛O｝　×　R2　in　R3．

（VI）μユ融5u6mer3飢91融・usp　and（μ・，91）・（R2，0）→（R3，0）is　re卿r．

　　Inオんεcα5e　T＝＝2．

　　（1，　1）o　：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（μ・，9ユ），（μ2，92）αre　b・th・f　type　（ty

　　　　　　　　　　　　αnd（μ10gユー1，μ2092－1）：（R2，0）→（R2，0）is　regulαr．

　　（1，　1）i　：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Pei，gi），（LL2，g2）　aTe　both　of　type　（1？

　　　　　　　　　　　　α蝋μ・。91剛1，μ2。92嗣1）・（R2，0）→（R2，0）i・α耀。

（1，　1）2　：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（μ1，91），（μ2，92）αr・ろ・th・∫ゆ・（1？

　　　　　　　　　　　　and（μ1。9・一ユ，μ2。92一ユ）（R2，0）→（R2，0）i・　a　c・・sp、

（II，　1）　：

　　　　　　　　　　　　　　　　（μ1，9・）i・・f　type仰，（μ2，92）is・ノ＠・‘η

　　　　　　　　　　　　αnd（μ・・g・一1，μ2。92一ユ）（R2，0）→（R2，0）is　a　f・ld．

　（lrl，　1）O　，

　　　　　　　　　　　　　　　　（pai，gi）　is　of　type　（lll？，　（pa2，g2）　is　of　type　（ny

　　　　　　　　αnd　th・discriminαnt・et・f　g、α吻2（μ牙1（0））αr・tran・ver，α1．

　（lll，　1）i　，

　　　　　　　　　　　　　　　（μ1，小・・f　type　（叫（μ2，92）is・ノtype　（1？

　　　　αnd　the　discriminant　set・∫9、α吻2（μ牙1（0））hαve　tω。　P。int、。ntact．

（IV，　」）　：

　　　　　　　　　　　　　　　（μ・，9ユ）i・・鞠pe岬，（μ2，92）is・f　typ・（1？

　　　　　　　αη痂e伽。舳η傭8eオ・ノ9、α吻2（μ牙’（0））αre　trαn・versα9．

（V，　1）　：

　　　　　　　　　　　　　　　（μ1・小・・f　t・yp・ピη，（μ2，92）i・・伽・rη，

　　　　　　　　　th・discm’minant　set・fg・α吻2（μ牙1（0））are　trαnsv，r，al．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8
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　　　　（Vl，　1）　：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（μ・，9ユ）i・・f・typ・仰，（μ2，92）i・・∫勿・ピη

αη蹴ε伽㈱c・η・・ftんe　discriminαnt　set・ノ91αnd　92（μ牙1（0））αTe　trαnsver，α1．

　　　（lll，　III）　：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（pai，9i），（pa2，g2）　are　both　of　type　（III？

　　　　　　　　　　　　　　　and　the　discriminant　sets　of　gi，g2　are　transveTsal．

　　　lnオんe　cαse　r＝3．

　　　ピろ切1，・：（μゴ，9ゴ；μ南，9k）is・f　type　（1，　1？、　f・r　1≦ブ〈k≦3．

　　　ピ皿1　U？9’0’（μ1，9・；μ2，92）i8・伽ε雌，η・αnd（μ2，92；μ3，93）is。μ蜘ろ

1？i・

　　　餌lll・　1？O・O　l（μ・，9ユ；μ2，92）is・∫ゆε鶴11ηαηd（μゴ，9ゴ；μ3，93）is。f　type

　ピ1ZI，・1フ。　forブ＝＝1，2．

　　　1ヲesides　th・f・〃・ω吻nine　typ・・’

　　　（1，　1，　1），，，，　（II，　1，　1）8・O，　（III，　1，　1）8・O，　（lv，　1，　1）8・O，　（v，　1，　1）8・O，　（vl，　1，　1）8・O，

（pai，　gi　；　pak，　gk）　is　of　type　（1，　1）o，　（v，　1），　y＝II，．．．，VI　fork　＝　2，　3　and　（pa2，　g2　；　pa3，　g3）

is　of　type　（1，　1）o．

（1，1，1）…，（1，1，1）2，・，（III，1，1）6，0・（μユ，91；μ2，92）is・伽・（1，1）1，（1，1）2，（III，

1）i　and　（pa2，g2；pa3，g3）　is　of　type　（1，　1）o．

Remark　1．1．　ln　the　case　T　＝　2，　the　generic　condition　of　（1，　1）i　（resp・　（1，　1）2）

means　that　gユ（μ・一1（0））and　g2（μ2『1（0））have　sec・nd（・esp．　thi，d）。，der　c。ntact．

Remark　1．2．　ln　the　case　T　〉．　4　all　of　generic　types　are　essentially　same　cxs　the　case

r　＝　3・　That　is，　we　can　add　only　type　（1）　to　the　each　type　in　the　case　r　＝　3　such

lhat（μゴ，9ゴ；μ・，9・）f・・ゴー・，…，r－1i・n・t・f　type（・，1）ユ，（・，1）2　in　the　lis七。f

the　case　r　＝　2．　ln　the　same　sense　for　the　case　r　＝＝　3，　the　generic　types　except　three

types　（1，　1，　1）i，i，　（III，　1，　1）？’O，　（III，　II’1，　1）O，O　are　essentially　same　cis　in　the　case　r　＝　2・

Nex七we・hall　give　a　n・・mal　f・r曲・each　type　stated　as　ab。ve．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9
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Theorem　B．7偽e吻ogTαp耽m説茗ge㎜50∫eαcん聯eαre　eguゴuαleη哲オ。　one　of　the

following　multigerms　rTi　＝　（pai，gi　I　’　’　’　］　par，　gr）：

　　ln　the　case　T　＝　1．

　　（i）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　pa1　＝　Yl，　gl　＝　（Xl，　？Vl）・

　　（ll）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　μ・＝・じ鋒〃1，9ユ＝（x、，yユ）．

　　（IU）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　μ・＝X・＋？y・，9ユ＝（Xl，の．

　　（IV）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　la　＝　xi　＋　yi，　gi　＝　（xi，yi2　）．

　　（V）

　　　　　　　　　　　　　　　　　μ1ニX1＋鋤＋7Y？，9ユ＝（C、，の．

（VI）

　　　　　　　　　　　　　　　　pa1　＝　？Yl　＋aO　91，　91　＝　（Xl，　Y？　＋　Xl　？Yl），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　where　or　E　Mu，v・

　in　the　case　T　＝　2．

（1，　1）o

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　pa　1　＝　Yt　1，　gl　一’一　（Xl，Yl）i

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　pa　2　＝　X　2，　g2　＝　（’　X　2｝　Y2）・

（1，　1）i

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　μ1＝Z！1，　　9ユ＝（X1，3ノユ）；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　pa2　＝　x3　±　y2，　g2　＝　（x2，y2　）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　μ1ニ：Yl　l，　　9ユ＝（Xl，tJl　l）；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　10
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（II，1）

（III，　1）O

（III，　1）i

（IV，　1）

（V，　1）

（Vl，　1）

　　　pa2　＝　x8　＋　x2y2　＋　y2，　g2　＝　（x2，　？y2）・

　　　　　　μ・＝　xl　±ッ1，9、＝（X、，yユ）；

　　　　　　　　pa2　＝　X2）　g2　＝　（X2，　Y2　）・

　　　　　　pa1　＝・X1＋〃1，9ユ＝（娠の；

　　　　pa2　＝　x　2　十　e（x2，　y2　），　g2　＝　（x2，　？y2），

　　　　wh・re・e∈M・，，y、ω客オ磯（o）o・

　　　　　　pa1　＝　Xl　＋　？」1，　gl　＝　（xl，y12　）；

　　　pa　2　＝　？Y2　十〇（X2，　‘Y2），　92　＝　（X2，Y2），

　　　　wher・θ∈鴎、，㌢μん9馨（・）≠・・

　　　　　pai＝x？＋’yi，　gi　：（xi，7h2）；

　　　pa　2　＝　x2　十　e（x2，　y2　），　g2　＝　（x2，　y2　），

　　　　z・heT・θ∈Mx，，，，切痂募象（0）0・

　　　μユ・＝・Xl＋Xl・’Y・＋？y？，9、＝（Zユ，の

　　　pa2　＝　X2　＋　0（X2，　Y2　），　g2　＝　（X2，　2Y2　），

　　　　where　e　E　M．，，se　with　zil．1｝e．　（O）　＝　O．

pa1　＝　fYl　＋aO　91，　91　＝　（Xl，Y？　＋　Xl　？Yl）I

　　　pa2　＝　X2　＋　e（X2，　Y2），　g2　＝　（X2？　？J2），

where　a　E　Mu，v，e　E　Mx，，，y，　with　zl｝．1｝e．　（O）　＝＝　O・

　　　　　　　　　　　　　　　11
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（UI，　III）

Remark　1．3．

the　following：

　　（1，　1，　1）1，1　：

（III，　1，　1）9・O

where　a

　　　　a2　a

　　　　　　pa1　＝　Yl　＋　al　O　gl，　gl　＝　（xl，y12）；

　　　　　　pa2　＝　x2　＋　a2　o　g2，　g2　＝　（x3，y2），

ωhere・aユ，α2∈廻u，・ω伽絵（0）≠0，箸（0）≠0．

The　normal　forms　of　type　（1，　1，　1）i，i，　（III，　1，　1）9’O，　（III，　III，　1）O，O　are

　E　Mx2　，y2　，　fi　E　・A／t　x3　，y3　With

（o）一＆t一（o）sg．SfisZ｛，（o）fi’｝2，，2（o）

pai，gtipa2，　g2　have　the　same　form　as　the　normal　form　of　type　（1，

　　　　pa3　＝　y3　＋　ax32　＋　e（x3，　y3　），　g3　＝　（x3，　？y3）

where　a　E　R一　｛O，　1｝，　e　G　M4，，，，　with　7allll￥17．2 Ce　（O）　＝　O・

　　　　　　　　　μ1＝コCユ＋？1ユ，9・＝（・・1，？y、2）；

　　　　　　pa2　＝　x2　＋　a（x2，　y2），　g2　＝　（x2，　y2　）l

　　　　　　pa3　＝　X3　＋　fi　（X3，　Y3　））　g3　＝　（X3，　Y3　），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ag．．　r　m　一一　一eEL　r　A　N　一．一　n　一aLq．　r　A　N　一2gztis（o）　＝　zlalg．，（o）　＝＝　o，

一畿（・）轟（・）

1）1，

砺（o）一鵬（o）

and
　　　　，ey22kui　n　bl177t　NU70p．．i2kUl　F　blti］1　7，2kU］　一一’　5；，1　；h　〈U？Stll；；‘　）1，i：　’．　th　〈U）’

（III，　III，1）o’o・μユ，9・；μ2，92　have・the　same　f・・m　as　the－al　f・・m・f　type（III，

III），

　　　　　　　　　　pa3　＝　x3　＋　y3　＋　e（x3，　y3　），　g3　＝　（x3，　7y3）　where　e　E　MZ，　，y，　・

Remark　1・4．　The　divergent　diagram　（R，　O）　一　（R2，0）　一．　（R2，0）　have　been　studied

by　Arnol’d　［1］，　Carneiro　［7］，　Dufour　［15］　from　the　viewpoint　of　envelope，　stability

theory・　Also，　the　normal　forms　of　each　type　stated　in　Theorem　A　for　r　＝＝　1　has　been

obtained　by　Arnol’d　［1］，　Dufour　［15］．（The　classification　of　Arnol’d　is　not　COO　case

but　formal　case．）　For　T　＝　2，　essentially　types　（1，　1）k　（k・＝　O，　1，　2），　（II，　1）　have　been

studied　by　Dufo．ur　［11，　12，　13］　from　the　viewpoint　of　“bi－stability”　and　its　normal

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　12
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forms　have　been　obtained．　On　the　other　hand，　singularities　for　certain　visual　images

have　been　studied　by　several　authors　［6，　10，　19，　28，　37］．　ln　particular，　Dufour　and

Tueno　have　investigated　in　［19］　the　pattern　of　illuminance　due　to　a　point　source　of

light　which　coincide　with　our　Theorem　A　in　the　case　T　＝　1．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2．　GENERICITY

2．1．　Preliminary　of　proof　of　Theorem　A．　x

　　　In　order　to　describe　the　genericity　we　shall　prepare　a　transversality　lemma．　Let

M（’）　＝＝　｛（pi，．．．，p．）　E　M’lp，・　＃　pk　for　l　．〈一　］’　〈　k　“〈一　T｝，　where　Mr　is　the　T－fold

product　of　M　and　let　．Ji（M，　R3）　denote　the　multi　jet　space’from　M　to　R3　of

multiplicity　r　and　order　1．　For　a　map　f　：　M　．　R3，　denote　by　．2’if　：　M（T）　一

・・j”’（M，R3）the・multi　1・extensi・n・fノ．　Den・te　by　，」lmb（砿R3）the　set。f　all　multi

jets　ofi　E　Emb（M，　R3）．　Note　that　．，J3mb（M，　R3）　is　open　in　．，Ji（M，　R3）．　We　suppose

that　1　is　a　positive　integer　with　1　1　3．

　　C・n・ide・the　map・Φ・魂m6（M，　R3）→。塩6（M，　R3）de丘ned　by

　　　　　　　　　　　　　　・Φげゆユ），…，ゴ知。））一（ブz銑（P1），＿，彊（P。）），

where　Ti　＝　（k，7r　o　i）　E　Emb（M，　R3）　defined　in　section　1．　We　can　easily　see　that

the　map　．¢　is　a　diffeomorphism．

　　The　following　is　our　transversality　lemma．　Let　S　be　a　smooth　submanifold　of

r」3mb（M，　R3）・　Then　by　the　multi　jet　transversality　theorem　we　can　easily　have

Lemma　2．1．　lf　codimS　〉　2T

　　　　　　　　　　　　　　　08・＝｛乞∈Em6（砿R3）レノTi（M（「））∩5ニφ｝

is　residuaZ　in　Emb（M，　R3）．　’

Remark　2・2．　Any　algebraic　set　A．c　RN　can　be　decomposed　into　a　finite　disjoint

union　of　analytic　manifolds　with　dimensions　less　than　or　equal　to　dimA　（see　［5］）

Hence　our　transversality　lemma　is　valid　even　if　S　is　an　algebraic　set　in　．・Jt（R2，　R3）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　13
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M・・ep・ecisely，　let　5⊂・」’（R2，R3）be　an　algeb・aic・et　and　1・t　5－Uゴ畠be　it，

dec・mp・siti・n　as　ab・ve・lf・・伽5＞2r，　apPlying　Lemma　2．1　t・・ach　Sゴwe・define

Os　：＝　Ui・Os－?　Then　this　Os　also　has　the　same　property　in　Lemma　2．1．

　　　According　to　Dufour［15］，　we　now　define　subvariety　of　Ji（2，3）　as　follows．

　　　Z．　＝　｛7’3（pa，　g）（O）　l　g　is　a　fold　map　at　O　and　rds，　is　degenerate　at　O｝，

　　　Σb＝｛ブ3（μ，g）（0）lgis　a　fold　map　at　O　and（μ，　g）is　Whitney／s　umbrella

such　that　the　line　of　double　points　of　which　is　non　一一　transversal　at　O

to　the　direction　｛O｝　×　R2　in　R3｝，

　　　Zc　＝＝　｛7’3（pa，　g）（O）lg　is　a　cusp　at　O　and　（pa，　g）　is　singular　at　O｝，

　　　Xd　＝　｛2’3（pa，　g）（O）　1　pa　is　singular　and　degenerate　at　O｝，

where　pa　：　IR2，0　．　R，　O，g　：　R2，0　一　R2，　o．

For　Xd，　by　its　definition，　Za　is　a　subvariety　of　codimension　3　in　」i（2，3）．

Lemma　2・3（Duf・ur［15］）・Σ・，Σb，Σ・αre・subvαri・ties・f　c・伽・n・i・n　3　in・」i（2，3）．

2．2．　Proof　of　Theorem　A　in　the　case　T　＝　1．

　　In　the　case　r　＝　1，　as　was　shown　in　［15］，　by　Lemma　2．1　and　Lemma　2．3　we　obtain

Theorem　A．

2．3．　Proof　of　Theorem　A　in　the　case　r　＝　2．

Denote　by　rA　the　diagonal　set　in　r－fold　product　of　R2．　Then　．A　is　codimension

2T　一一　2　submanifold　of　IBI2　×　…　×　R2　（r－times）．　Set

　　　　　　　　　　　　　　　　　s．　．．　R2（2）　×R×R×　2A　×　£．　×　．Jt（2，　3），

which　is　algebraic　sets　in　2．Ji（R2，R3），　where　＊　＝　a，　b，　c，　d　and　Z＊　is　cxs　above．　By

Lemma　2・3，　c・伽5・＞4・H・nce，　by・Lemma　2．1　a　residua1・ubset・。一・5。　U・5、　U

O8・UO5・　in　Emb（M，R3）h麗the　f・11・wing　P・・perty・f・・any　i∈・。，（μユ，91）is

one　of　the　types　（1），．．．，（VI），　（pa2，g2）　is　of　type　（1）・

Moreover　we　need　the　following　to　see　relations　between　type　（1），．．．，（VI）　and

type　（1）．

14
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Proposition　2．4．　There　exist　residual　subsets　O（．，i）　in　Emb（M，　R3）　such　that　for

α噸∈0（・，∫）・　2Ti　i・・f・typ・（レ，1いん・r・レ＝1，…，VI　and・鞠P・（1，1）meαη5

that・∫蜘e（1，1）・，（1・1）ユ，（1，1）2　and　similαrlッ・！type（111，1）meαns　thαt・！蜘e

（III，　1）O，　（III，　1）i．

Proof．　Define　Xfoid，　Z．．，p　c　．Ji（2，2）　by

　　Xf．td　＝　｛2’ig（O）　l　g　is　a　fold　map　at　O｝，

　　£cusp　＝　｛7’ig（O）　l　g　is　a　cusp　map　at　o｝．

It　is　a　well－known　fact　that　2foid　is　a　codimension　1　subvariety　and　X，．．p　is　a

codimension　2　subvariety　in　，Ji（2，　2）．

Proof　of　the　case　u＝　III，　IV，　V．　Let　g　：　M．　R2　and　let　pi，p2　E　M　with　g（pi）　＝＝

9（P2）・SupP・se　th　at　P1　is　a　f・1d　p・int・f　g．　We　take　a　1・cal・c・・rdinate（xl，yユ）・f　M

a・・und　Pユand（u，v）・f　the　targ・t　space・f　g　su・h　that　g（xユ，？yユ）＝（xl，？yl）．　Then，

t・desc・ibe　the　c・ntact・f　the　disc・iminant　set　gユ（Sgl）and　the　cu・ve　92（μ牙1（0）），

we　define　a　function　germ　K：　（R，　O）　．　（R，　O）　by

K（2L）　＝　pa2　o　g，一i（・u，　O）．

By　direct　calculations，　we　see　that　｛1Zit十（O）　＝　O｝，｛！iPiflSK，　（O）　：O｝　are　algebraic　se．ts　in

．7’t（2，　3）．

Define　algebraic　sets　S（．，T）　in　2」i（R2，　R3）　by

s（　lll，1）　＝＝　R2（2）　×　R×R×　2A　×　」i（2，　1）　×　zf．id　×　｛！iltSi（o）　＝ d2K

sav，i）　＝　R2（2）　×R×R×2A×｛liiltk一（o）　＝　o｝n｛til？kl；pa，　（o）　＃　o｝×£foid×｛｛tl十　（o）　＝　o｝）

i’pt，，　LAi（o）一〇｝，

　　　dK

S（　v，i）　＝　IR2（2）　×　R　×　R　×　2A

×　｛（pa，　g）　is　Whitney’s　umbrella　such　that

the　line　of　double　points　and　｛O｝　×　R2　are　transversal　at　O｝

　　　　　　　　　　dK
×Σノotd×｛

磁
（o）　＝ o｝．

15
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　　Since　coaimS（．，i）　＝＝　5，　by　Lemma　2．1　2Ti　is　of　type　（u，1）　for　any　element　i　of

the　residual　set　O5（u，1）．　口

Proof　of　the　case　u＝　VI．　Suppose　that　gi　is　a　cusp　map．　We　take　a　coordinate

（x1，〃ユ）such　that　g・＝（x1，〃13＋xlYI）・Then・the・functi・n・defined・as・ab・ve　K（u）＝

pa2092－i i2L，　O）　describe　the　contact　of　the　tangent　cone　of　the　discriminant　set　gi　（Sg，）

and　the　curve　g2（pa2一一i（O））．　Define　an

　　　　　　　S（Vl，1）　＝

　　Since　codimS（vi，i）　＝　5，　by　Lemma　2．1　the　residua

properties．　口

PToof　of　the　case　u　＝　1．

（u，v）be　a　coordinate　in　the　target　space　of　gユ　and　g2．

　　　　；An　ma　rnoxr　o”nTNA．A　＋kA“　a（plogl一一1

　　　　　　　　　　　　　　　　algebraic　set　in　2　Ji（R2，R3）　by

R2（2）@×　R×　R×　2A　×　」i（2，　1）　×　£cusp　×　｛Eilitl　i（O）　＝　O｝・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　set　Os（．，，，）　has　the　required

Suppose　that　（pai，gi），（pa2，g2）　are　both　of　type　（1）．　Let

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Since　pai　o　gi’i　is　a　sub一

mersion，　we　may　suppose　that　ELYA2；i／fL一一一L’　（O）　S　O．　So　that　consider　the　coordinate

t「an・f・rmati・n（u，のD（u’，の＝（μ・。9ユー’，v）．　Then　in　the　new　c・・rdinate（’1・’，の，

the　map　germ（μ・・gユー1，μ2。92一ユ）・（R2，0）→（R2，0）bec・mes　the　f・11・wing　f・，m，

　　　　　　　　　　　　（’u’，G（’u’，の）wh・・eσ（u’，の＝μ2。92’ユ（ilL（u’，uノ），の。

Define　algebraic　sets　Vi，　V2　in　」i（2，3）　×　」i（2，3）　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　aG，A，　02　G．A．　a3G

　　　　　　　　　　　　　　　　　V2＝｛

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂v’　　∂v’2　　∂uノ∂v・

By　direct　caluculations，　we　see　that　the　codimensions　of　Vi　，　V2　in　」t（2，　3）　×　」i（2，　3）

are　both　three．　As　is　well一　known　（2’　ila　（O），　2’　igi　（O），　2’　‘　pa2　（O），　7’　ig2　（O））　E　」‘　（2，　3）　×

」z（2，3）一（V・UV2）if　and・nly　if　the　map　ge・m（μユ・9、一・，μ2。92一・）is　regula，。r

a　fold　or　a　cusp．

Vi　＝　｛

　　　　　Ovt

　　　　OG

（o）　　　　　　　　　　（o）　＝＝

　　　　　　0’vt2

　　　　　02G
（o）　　　　　　　　　（o）

Ozxt3

02G

（O）　＝　O｝7

（o）一〇｝．

　　　　　，V2

We　now　define　an　algebraic　set　S（i，i）　by

　　　　　　　　　　　　　　　　8（u）　＝　R2（2）　×R×R×　2A　×　Vi　U　V2’
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翻■L．

へ

　　　Since　c・伽5（・，∫）＝5，　by　L・mma　2・1　the　residual・et　O5（、ノ）has　the　requi・ed

properties・　口

Pr・・ノ・伽。α・・v－11・　Let（μユ，9・）i・・f　type（1），　and　let（μ2，92）i・・f　type（II）．

By　the・ame　argum・nt副n　the　c説（1，1），　we・ee　that（μ・・9、一ユ，μ2・92一・）＝

（tu’，G（iu’，v’））　for　some　coordinate　（2L’，v’）．　Note　that　by　the　direct　caluculation　we

have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛g／　（o）　．．　a，　（o）　．．　o｝　．　｛3／，　（，）　＝　，｝．

Define　an　algebraic　set　S（ll，i）　in　2．Ji（R2，R3）　by

　　　　　　　s（　ll，1）　＝　R2（2）　×　R　×　IRI　×　2A

　　　　　　　　　　　　　　　　×｛霧（・）一両（・）・｝∩｛1夢（・）一・｝∩｛券（・）≠・｝

　　　　　　　　　　　　　　　　×｛［ll？lllg（o）ge？，（o）一2zll？1；liropa，（o）＝o｝・

Since　c・伽5仰）＝5，　by　Lemma　2・1　the・esidual　set　O5（、、，、）has　the　requi・ed

properties．　D

　　Thus　this　completes　the　proof　of　Proposition　2．4．口

　　Next　we　shall　prove　the　genericity　of　type　（III，　III）．　The　following　lemma　is

obtained　by　a　theorem　of　Whitney　and　Lemma　2．1．

Lemma　2・5・There　exists　a　residuα1　set　Oユin　Emb（M，　R3）5励細∫。丁吻

i∈01・翻・P・grαphic　multigerm　2Ti　i・　th・folgowing　type’　g、α吻2　are　b。オん耀

map　geTms　such　that　the　discriminant　sets　of　gi，　g2　are　transversal　at　O　each　other．

Proposition　2．6．　There　exists　a　residual　set　O（lli，iu）　in　Emb（M，　R3）　such　that

foT　any　i　E　Ouuiu），　2Ti　is　of　type　（lll，　lll？．

Pr・・f・　SupP・se　that　gユi・af・ld　map　9・・m．　We　can　take　a　c…dinat・（コ，小uch

tha七9一（x，y2）・ln　this　c・・rdinate，　Pals，　is　singula・at・，　which　means　that塞（・）一

〇　and　（pa，g）：（R2，0）　．　（R3，0）　is　sl’ngular　at　O，　which　means　that　gOffy　（O）　＝　O・　So

that　we　shall　define　algebraic　sets　Si，　S2　in　2」t（R2，　R3）　as　follows．

　　　　　　5ユ・一R2（2）×R×R×2△×｛霧（・）一・｝×Σノ。ld×」z（2，・）×Σノ。ld，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　17
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　　　　　　s2　，＝　R2（2）　×　IBI　×R×　2A　×　｛

Since　the　codimensions

Os，　A　Oi　has　required　properties．

Proof　of　TheoTem　A　in　the　case　r　＝

by　Proposition　2．4　an

　　　　　　　　　　Opa
　　　　　　　　　　砺（0）一〇｝×Σf・ld×・J’（2，1）×Σ鰯

of　5ユ，82　are　both　five，　by　Lemma　2ユ0（III，IJI）：＝

　　　　　　　　　　口

Os，　n

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2．　Set　O　＝　U．V＝ii（O（．，i）nOo）UO（fll，irr）．　Then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　d　Proposition　2．6，　O　has　required　properties　in　Theorem　A．

This　completes　the　proof　in　the　case　r＝・2．口

2．4．　Proof　of　Theorem　A　in　the　case　r　＝　3．

　　We　shall　give　the　proof　which　is　likewise　in　the　case　r　＝：　2　by　using　Lemma

2．1．　So　that　we　admit　only　codimS　n（｛O｝　×　（」‘（2，3））3）　．〈．　2　in　（，Ji（2，3））3，　where

S　c　R2（3）　×　R3　×　3A　×　（，Ji（2，　3））3，　because　codim3A　＝　4　in　3t」i（R2，R3）．

Proposition　2．7．　There　exist　residuaZ　sets　O．　in　Emb（M，　R3）　szLch　that　foT　any

i∈On，　th・吻・gTαphi・mu吻erm・3Ti　i・・ηε・伽・f・〃・ωing　types’

　　（1？　（1，　1，　1）o，o，　（1，　1，　1）1，0，　（1，　1，　1）1，1，　（1，　1，　1）2，0　ifn＝　1；

　　剛III，1，1）8，0，（エII，1，1）1，0，（III，1，1）1，0　if　n－2ノ

　　（3？　（III，　III，　1）O・O　if　n　＝　3．

Proof　of　the　case　n＝　1．　Let　（pak．，gk）　be　of　type　（1）　and　let　Fk　＝　pak　o　gk・’i．　Suppose

that　the　map　germ　（Fo・，Fk）：（R2，0）　．　（R2，0）　is　regular　or　a　fold　or　a　cusp，　where

1　．〈．　2’@〈kS　3．　We　may　take　a　coordinate　（u，　v）　of　the　source　space　of　（F」’，Fk）

such　that釜（・）≠・・Hence　it　f・11・w・that（F」，Fk）一（u・，Gゴ，k（’u・，の）f。r　s。m，

coordinate　（zL’，v’），　where　G」・，K．（2L’，v’）　＝　Fk（u（iu’，v’），v’），　Then　define　an　algebraic

set　17Vj，k　in　（Ji（2，3））3　by

　　　　　　　　　　　　　　　　W」・k一｛∂顧た（・）一・｝∩｛∂誰ん（・）≠・｝・

By　the　direct　caluculation，　we　see　that

　　　　　　　　　　　　　aG2，3
Wl，2　n　Wl，3　C｛　　　　　　　　　　　　　　　　　　（o）一〇｝．

　　　　　　　　　　　　　　Otvt

　　　　　　　　　　　　18

　　　　　熱・灘灘灘

　　　．「難’

馨　「・

＿羅．・＿＿繋i綴雛j鱗灘．鑛雛灘串羅1…灘・購糖・羅．＿．．、、．灘・　　灘灘灘震纒

纏、ド，t．　　　一隅…．脚“』　．　「「「丁㌧　’’”㌣ぴ”　』』1　　1’t’’’ ．「 T’ ﾎ聯’1

’e’iv：）｝Sl



Hence　codimWi，2　n　1717i，3　A　VV2，3　＝　2．　Therefore　we　see　that　combinations　of　types

（Fo・，Fk）　are　voided　of　the　following　two　cases　in　generic：　for　any　two　（Fi・　，．　Fk），　both

types　are　cusp；　one　is　a　cusp　and　the　other　is　a　fold．　This　implies　the　assertion．

Proof　of　the　case　n　＝　2．　We　use　the　same　notations　in　the　proof　of　Proposition

2。3and　also　in七he　proof　of　genericity　of　type（1，1）。　SupPose　that　gl　is　a　fold　map

germ．　Let　us　take　coordinates　（xi，yi），（u，v）　such　that　gi（xi，yi）　＝　（xi，？h2）．　Then

define　an　algebraic　set　S（iu，i，i）　in　3．Jt（R2，R3）　by

　　　　　　　　　5（肌、）一R2（3）×R×R×R×3△

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dK　・．一　．一　d2　K
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　×　，，］’i（2，1）　×　2fold　×　｛　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（o）　＝o｝n　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（o）fo｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　伽2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　du

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o2G　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　OG
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n　｛5，：／　（o）　＝　o｝　n　｛5，zil，，V，　（O）　＃　O｝

Since　codim5（III，1，1）＝7，　by　Lemma　2ユit　follows　the　assertion．

Proof　of　the　case　n　＝＝　3．　lt　is　ciear　t，hat　the　condition　for　type　（III，　III，　1）　is　generic．

This　implies　the　assertioll．口

　　Clearly　t，he　other　types　in　the　case　r　＝　3　are　also　generic．　Thus　these　factimplies

the　Theorem　A　in　t，he　case　T　＝　3．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3．　NORMAL　FORMS

3．1．　Proof　of　Theorem　B　in　the　case　7’　＝　1．

　　For　t，he　case　r　＝　1，　t，he　normal　forms　havc　been　obt，aincd　by　Dufour　［15］　cxcept

type　（II）．　For　t・ypc　（II），　by　Morse’s　lcinina　we　irrinic（liatcly　obtain　the　norinal　forrn・

3．2．　Proof　of　Theorem　B　in　the　case　’r　＝　2．

　　In　the　case　r　＝　2，　we　sha11　det，ect，　normal　forms　as　follows．

0α5e　oノゆ。（IU，1）o，（II1，1）1．　We　can　suppose　that

　　　　　　　　　　　　　／Li　＝　Xi　十　yt　i，　gi　＝＝　（．7：i，7t　i2）；　（／L2，g2）　is　of　type　（1）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　19
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By　the　coordinate　change　g2－i　in　the　source　space　of　g2　and　pa2，　（ta，gi；pa2，g2）　is

equivalent　t・（μユ，91；Pa3．，9S），　where

　　　　　　　　　　　　　　μ灸（　t　．．rOじ2，シ2）ニμ209『1（コ。6，ツ灸），9益（oc灸，：y6）＝（餌灸，：y5）・

　　Then　in　the　case　（IJI，　」）O，　the　generic　condition　about　transversality　means　that

ili／fi｝i　（o）　s　o．　By　the　coordinat・e　change　（｛ll／Eil’　（O））’一i　which　is　a　scalar　multiple　in　the

target　sp　ace　of　pa　’2，　（pai，　gi；　pa6，　gS）　is　equi　val　ent　to　（pai，　gi；　pa　’i，　gS　），　wh　ere

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ae

　　　　　　　　　　　μ灸（xst，y5）＝＝伍灸十θ（露ら，yる）　　　　　　　　　　　　　　　　（0）一〇・

　　On　the　other　hand，

that書髪i（・）

from　the　generic　condition　of　the　second　order　contact

by　the　c…dinate　change（鱒（0））一1

0f　pa’2，　（la，gi　：，　／／2，gS）　is　equivalent　to　（pai，gi；pa6’，g6）

　　　　　　　　　　　θ∈M。ら，，」らwith

　　Thus　we　obtained　normal　f

Case　of　t？Jl）e　（IV，　J），（V，　1），

（III，　J）O，

0α8c　o／t？Jl）　（1（」r11，IIJ）．

following　len’nnas．

Lemma　3．1．　Let　（R2，0）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，θ∈人イ賜，垢with

　　　　　　　　　in　the　case　（III，　1）i，

＝　O．　Since　pa’2　一一一＝　pa2092’i　is　a　submersion，　we

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，

　　　　　　　　　　　　　　　i

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　W
　　　　　　　　　　　　　oyS

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ，where

　　　　　　　　　　　　　　ILSt（　　ノ　　’X2，　？」2）＝垢十θ（x灸，垢），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　020　　　　　　　　　　　　　　　　0e　．　J．　oe
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（o）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（o）

　　　　　　　　　　　　　　　　∂x灸

　　　　the　non－transversality　condition　means

　　　　　　　　　　　　　　have　｛k／ii｝／1“，　（O）　7E　O．　Moreover，

　　　　　　　　　　　　　we　have　g；7kZi’；　（o）　t　o，　Hence，

hich　is　a　scalar　multiple　in　the　target　space

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　∂妬　　　　∂垢　　　　　　　　∂妬2

　　　　　　　　　　　　　　　　　0rms　of　type　（IJI，1）O，（III，1）i

　　　　　　　　　　　　　　　　（VI，1）．　By　the　same　tu’gmiient，

we　obtaiii　the　norrnal　forins　in　Theoreni　B．

　　　　　　　　　　　　To　det，ect　the　norinal　fonn　of　type　（III，III）　，

（o）＃o．

in　the　case　of　type

wc　need　thc

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　酬色一→（R2，0）←2三一一（R2，0）beαわ二一ge77π3？i・chオんαオ

91，92αγ・8ゐ・オ1げ・1‘1γ1zα1／gcγ欄αηdオ1あα痂ε‘lisc7’翻γ占αγ占オ5cオ3・ノ01，92α？・c　t7’（tnsve7’sal

α孟Oeacん・伽γ・．　Tん（1γb　1〃εcαηcα∫1♪7・ess　tんεδ乞一geγ7rゆ7・3・γπεc・・γ伽ゐαオe3α8μ・ω3’

　　　　　　　　　　　　　　　　　9ユ（．T　1，ツ1）＝＠1，’Y　12）り92＠2，！y2）＝＠22，iy2）．
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Proof．　We　can　choose　coordinates　（xi，’yi）　in　the　source　space　of　gi，　（’u，v）　in　the

target　space　of　gi　and　g2　such　that　gi（xi，　yi）

in　the　source　space　o

the　discriminant　sets　of　gi，g2

aS（vog2）rO　m　o）（o）lo（resp．　e￥；z，　g22，g一）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝　（xi，　’yi　2）．　Let　（x2，　’y2）　be　a　coordinate

f　g2．　By　direct　caluculations，　the　transversality　condition　for

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　eSi，l12fla］L．｛）（o）　7E　o　or　Elgile．　f11！一Z．9，　）（o）　7f！　o．　lf

　ax2

in　the　source　space　of　g2

　　　means　t　h　at　XXzlii．llfE！一‘￥，　’〈O）　＃　U　o　r　＝’SSt．　iiy；

（O）　1　O），　then　by　using　the　coordinate　transformation

（x2，　2y2）　H　（y2，v　o　g2）　（resp．　（x2，　y2）　F一〉　（x2，　’u　o　g2）），

we　can　supPose　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　92（，T2，Y2）＝（U・g2，Y2）・

Since　g2　is　a　f・ld　map　germ，　fr・m　the　Malg・ange　p・epa・ati・n　the・・em，ε…y・is

9，n，，ated　by　1，x2　a・εu，v－m・dule　via　g2＊・Thus　the・e　exi・t　A　B∈εu…such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x22ニ＝Aog2十2（Bo92）x2

（・）　　　　　＝撫・92，？Y2）＋2B（u・92，〃2）x2・

By，imple　caluculati・n・，　we・ee　tha七A（0）＝B（0）一〇，器（0）≠0・N・w　we　can

define　coordinate　transformationsφ1，ψ，φ2　by

　　　　　　　　　　　　　　　φ1（X’1，　’Yl）＝・（AOg1（コじ1，1シ1）＋」B2091（・Tl，：シ1），？Jl），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ψ（？zジひ）＝（A（ze，の＋B（u，の2，”），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　φ2（．T2，：ヴ2）＝（．T2－B（’U　O　g2（，T2，：ヴ2），：シ2），IJ2）・

By　tllc　dcfillitiolls　of’ψ，φ1，it　is　clca，r　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ψ091ニ910φ1．

Sctφ2＠2，tJt　2）＝（　t　”t．cr　’2，’Jt　2），ψ（’eL，η）＝（’t〆，ガ）．　Thcll　by　llsi119（＊）wc　sce　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（X2’）2＝＠2－B（U・92，’Y2））2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝A（’・．L。92，、’Y2）＋B（’U。92，’Y2）2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝’～ゐog2・
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　　Therefore，　in　these　new　coordinates　preserving　gi，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　（ut　o　g2）（x2t，　？y2t）　＝　（x2’）2，　（v’　o　g2）（c2t，　2y2t）　＝＝　？y2t．

This　completes　the　proof　of　L・emma　3．1　口

Lemma　3．2．　Let　g　＝　（x，　ty2）　：　（R2，　O）　一一〉　（R2，　O）　be　a　fo　ld　map　germ　and　get

A，」B∈εu，v．！アAo9十？JBo9＝＝Oinεコじ，！ノ，　thenAo9ニ＝」Bo9＝0　乞nεコじ，y・Thαtis，

8x，y　is　a　free　8．，．一module　via　g’．

Proof．　SupPose　that　A　o　g十ツB　o　9＝0．　Then，　since　g　is　6ven　with　respec七to

y－variable，　we　have　A　o　g　一一　yB　o　g　＝　O．　This　means　that　A　o　g　＝：　？JB　o　g　＝　O．　Hence

wehaveBog＝O．　a

Lemma　3．3．　Let　g＝　（x，？」2）：（R2，0）　．　（R2，0）　be　a　fold　map　germ　and　let

H：（R2，0）　．　（R2，0），　K：（R2，0）　一一〉　（R2，0）　be　diffeomorphism　germs．　Then

g　o　jEl　＝　K　o　g　if　and　only　if　H，　K　have　the　following　forms：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　H　＝　（a　o　g，　y6　o　g），　K　＝　（or，　vfi2），

where　a，6　E　S．，．　with　a（O）　＝　O，　gI／，　（O）　17E　O，　P（O）　7E　O．

Proof・　The　suff｝ciency　is　clear，　by　direct　caluculations．　We　shall　prove　the　necessity．

Suppose　that　g　o　H　＝＝　K　o　g．　Set　H　＝　（hi，h2），K　＝　（ki，k2）．　Then　by　t・he

assumption，　hi　＝　ki　o　g　and　h22　＝　k2　o　g．　On　the　other　hand，　using　the　Malgrange

preparation　theorem　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　h2　（x，　’y）　＝　A　o　g（x，　・y）　＋　？」B　o　g（x，　’y）

for　some　A，　B　E　8．，．，　Thus

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A2　＋vB2　一一　k2）og＋z（2AB）og＝　O・

By　Lemma　3．2，　we　have　AB　o　g　＝　O．　Note　that　B（O）　7E　O　and　SaZ：i－ft，　（O）　＃　O，　because

H　＝　（ki　og，　Aog＋yBog）　is　a　diffeomorphism　germ．　Thus　B　o　g　does　not　vanish　on

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　22
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（R2，0）．　Hence　A　o　g　＝＝　O，　and　h2　＝　yB　o　g．　Consequently　a　form　of　H　is　determined

to

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　H＝（kiog，？yBog）．

Then　by　the　form　of　H　and　the　assumption　g　o　H＝　K　o　g，　the　form　of　K　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　K（zL，　v）　＝　（ki　（u，　v），　vB　（u，　v）2）．

These　forms　of　H，　K　are　the　required　forms．　O

Lemma　3．4．　Let　（R2，0）　k’　（R2，0）　k’　（R2，0）　be　a　bi－germ　such　that

9、（・・1，Yi）＝（x、，〃ユ2），92（x2，？」2）ニ（x22，・」2）．　Let　H、，H2，K・（R2，0）→（R2，0）b・

diffeomorphism　germs．　Then　gi　o　Hi　＝　K　o　gi　and　g2　o　H2　＝　K　o　g2　if　and　ongy　if

Hl，∬2，K　hαve　the／ollO’ω吻forms：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Hi　（xi，yi）　＝　（xia2　o　gi，yifi　o　gi），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　H2　（x2，　？」2）　＝　（x2ao　g2，　y2P2　o　g2），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　K（u，　v）　＝　（zLa2，　v62），

where　a，　rs　G　S．，．　with　or（O）　7E　O，　fi（O）　iE　O．

Proof　By　the　same　argument　as　in　Lemma　3．3，　the　following　fact　holds：　g2　o　H2　＝

Kog2　if　and　only　if

　　　　　　　　　　　H2　（x2，’y2）　＝＝　（x2a2　o　g2，rs2　o　g2），　K（u，　v）　＝　（ua22，　fi2），

where　a2，62　E　8．，．　with　or2（O）　＃　O，　fi2（O）　＝　O，　fllj．ii｝（O）　i7E　O・

　　Combilling　this　fact　and：Lemma　3．3，　we　can　deduce　Lemma　3．4．口

We　are　now　ready　to　detect　a　normal　form　of　type　（IU，　III）・　’

Let　（la，gi；　pa2，g2）　be　of　type　（lll，　III）．　By　Lemma　3．1，　we　can　suppose　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　gl（xi，　’yl）　＝＝　（xl，is　12），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　g2　（X2，　’y2）　＝　（x22，　ty2）．
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Applying　the　Malgrange　preparation　theorem，　pai，　pa2　have　the　following　forms：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　μ1＝．41091十写ユBユ09ユ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　pa2　：　A2　o　g2　＋　x2　B2　o　g2，

where　Ak，Bk　E　8．，．（k　＝＝　1，2）．　Note　that　Bk（O）　i7E　O（k　＝＝　1，2）　because　the

map　germ　（pak，gle）　is　non－singular．　Thus　we　can　define　coordinate　transformations

Hi　，　H2　，　K　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E1＠、，yユ）＝（X、B22。9、，〃ユB、・gユ），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　H2　（x2，　？y2）　＝　（x2B2　e　g2，　y2　Bi　2　o　g2），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　K（zL，　v）　＝　（tuB22，　vBi2）．

In　the　new　coordinates　by、H1，H2，K，　it　follows　from　Lemma　3．4　that（μ1，gユ；μ2，g2）

is　equivalent　to　（pai’，gi；　pa2’，g2），　where

（＊＊）　　　　μ、’（X1’，y、ノ）＝α、・gユ（X、’，・Yユ’）＋？y、’，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　JLL2’（CC2t，　iYi）　＝　CM2　O　g2（C2i，Z2t）　＋　C2’，

whereακ＝Ak　o　K－1∈ノVイ　u，v（k＝1，2）．

Since　pai’ls，，　is　non－singular，　we　have　SaSiiFa．　（O）　＃　O．　Similarly　il18tYi’　（O）　＃　O．　Con－

versely，　for　any　ori，a2　G　M．，．　with　iaQ；va．　（O）　：　O，　li；t3’　（O）　＃　O，　a　germ　whose　form　is

given　by　（“＊）　is　of　type　（III，　III）．　Therefore　we　obtain　the　normal　form　of　type

（UI，　UJ）．

CaSe　Of　（17　1？o，　（1，　1？i，　（L　1？2．　The　normal　forms　of　this　case　have　been　detected

essentially　by　Dufour　［11，　12，　13］，　however，　we　shall　give　a　process　of　detecting　the

normal　forms．

L・t（μ1，9ユ；μ2，92）be　a　t・P・g・aphi・multige・m．　lf　9k．（k＝1，2）is　a　diffeo－

morphism，　then　by　the　coordinate　transformation　gk－ni　in　the　source　space　of　pak・

and　g允，（μ・，9ユ；μ2，92）is　equivalent　t・（F，9i；G，9S），　whe・e　F一μユ・g、一・，　G＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　24
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ua　o　g2－i，gk．　＝　idR2　（k　＝＝　1，2）．　From　now　on，　we　only　consider　the　coordinate

transformations　preserving　both　g｛　＝　ia　and　g6　＝＝　id．　Hence　it　is　sufficiant　to

detect　normal　forms　of　the　following　divergent　diagrams　up　to　coordinate　transfor－

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（R，0）一L（R2，0）一一SZ一一・（R，0）・

Let　（x，　y）　be　a　coordinate　of　the　source　space　of　F，　G．　Then　we　detect　the　norml

form　of　each　type　by　using　the　deformation　theory　of　functions　（［2］）　as　follows．

　　　In　the　case　of　type　（1，　1）o：　From　the　generic　condition，　（F，　G）：（R2，0）　一　（R2，0）

is　a　diffeomorphism　germ．　Hence，　clearly　we　obtain　the　normal　form　F　＝　x，　G　＝　7」，

　　　In　the　case　of　type　（1，　1）i　：　From　the　generic　condition，　G　is　a　submersion．　Thus

we　may　suppose　that　G（x，y）　＝　？y．　Then　the　generic　condition　such　that　t，he　map

germ　（F，　G）：（R2，0）　一．　（R2，0）　is　a　fold　and　besides　F　is　a　submersion　metms　t・hat

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　多ξ（・）・，寡（・）≠・，書吾（・）≠・・

Namely　F（x，　O）　has　Ai－singularity　and　F　is　a　deformation　of　F（x，　O）．　So　thcxt　let　th　：

（R，　O）　．　（R，　O）　be　the　diffeomorphism　germ　such　that　F（’ip（x），　O）　＝　±x2．　Then　triv－

ially　the　diagram（・F，　yi）is　equivalent　to（F’，yノ），where、F’（〆，？」’）＝土F（ψ（．T・），y・）．

We　can　easily　verify　that　F’　is　an　R－infinitessimaly　versal　（hence　R－versal）　de－

fbrmation　of　x／2・OII　the　other　hand，　x2十2Y　is　also　an　R－versal　deformation　of

x2．　Therefore　by　the　uniqueness　of　the　R－versal　deformation，　t，he　following　holds：

there　exist　a　diffeomorphism　germ　A　E　M，y　and　h　E　．M．，v，　with　h（x，　O）　＝　x’　such

that　the　two　diagr．ims　（．F’，2y’），（x2　＋　？」，ty）　are　equivalent　transforming　the　coordi一

nates　in　the　target　space　of　yt’　by　A　and　in　the　source　space　of　both　F’　and　2」’　by

（x，y）　H　（h（x，y），A（y））．　Thus　we　obtain　the　normal　form　of　type　（1，　1）i・

In　the　case　of　type　（1，　1）2．　We　may’suppose　that

condition　on　this　type　means　that

　　　　　　　　書ζ（・）一差謬（・）一・，書裟（・）≠・，∂2F

G（x，ty）　＝　tJ．　The　generic

　　　　　（o）　so
Ox　ayt

OF
　　　（o）＃o．
∂ツ
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zStEita”’　（O）　f　O，　we　can　easily　verify　that　F’　is　a　R＋一infinitessimaly　versal　（hence

R＋一versal）　deformation　of　x’3．　On　the　other　hand，　x3　十　xy　is　also　an　R＋一versal

def・・mati・n・f’x3・Theref・re　by　th・uniqueness・f　versal　def・・ma七i・n，　th・d・ag，am

（F’，シノ）is　equivalent　to

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（x3　＋　xy　＋　a（y），　y）

for　some　a　E　My．　Here　we　need　the　following　lemma　which　was　shown　by　Dufour

in　［11］．

Lemma　3．5．　For　an？yα∈ルly，　the　dia9「αm（x3十xy十αω，y）is　e9珈αle痂to

（x3　＋　x？」，　？」）・

　　That　is，　we　obtain　the　normal　form．

　　In　the　case　of　type　（II，　1）：　We　may　suppose　that　G（x，‘y）　一一一　y．　By　the　generic

condition，　since　the　map　germ　（F，　G）　：　（R2，0）　．　（R2，0）　is　a　fold　and　F　is　cx　Morse

germ，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　！ili／li（o）　一　o，　f？？SIF，　（o）　i　o；　fZtEl（o）　＝　o．

Hence　F（x，　O）　has　A2－singularity．　So　that　let　th：（IR，　O）　．　（IR，　O）　be　the　diffeo－

m・・phism　g・・m・uch　that　F（ψω，0）＝圭x3・Then　t・ivia11y　the　diag・am（鞠）

is　equivalent　to（F’，2Y’），where　F’（x1，？」ノ）・＝土F（ψ（xt），ヅ）．　Due　to　the　condition

∂2F　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0，yNVi　V7　0，y2

Henceα（y）＝＝士ψ（y）2　for　some　coordinate　transformationψin？」．variable．　Conse－

quently　by　the　coordinate　tran＄formation　（x，y）　F一一÷　（x，　tip（y））　we　obtain　the　normal

form　（x2　±　？」2，　？」）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　26

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ox　NVi　V，　ax2　NVI　T　V，　oy　Nv／　一

Thus　F　is　an　R＋一infinitesimally　versal　（hence　R＋一versal）　deformation　of　F（x，　O）

which　has　Ai－singularity．　So　that　we　see　the　diagram　（F，　？」）　is　equivalent　to　（F’，　yt　’），

where　F’　is　an　R＋一versal　deformation　of　x’2．　On　the　other　hand　the　trivial　de－

formation　of　x2　is　also　R＋一versal．　Therefore　the　diagram　（F，　？y）　is　equivalent，　to

（x2　＋　or（y），　yt　），　where　or　E　M．J，　．　Moreover　by　the　generic　condition，　x2　＋　a（y？　）　must

be　a　Morse　germ．　That　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Oa　．　A．　i　a2　or
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（o）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　07　EiT．　TX．　．X　（O）　＃　O・
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　　This　completes　the　proof　of　Theorem　B　in　the　case　T　＝　2．

3．3．　Normal　form　in　the　case　T＝3．

We　shall　detect　the　normal　forms　of　types　（1，　1，　1）i，i，　（III，　1，　1）9’O，　（III，　III，　1）O，O

stated　in　Remark　1．3．

Oase　of　type（1，1，1フ1，ユ．　Let（μ1，g1；μ2，g2；μ3，g3）be　of　type（1，1，1）ユ，1．　Set　Fk＝

／Le　le。9ゼ1（k＝1，2，3）・F・・m　the　gen・・ic　c・nditi・n・uch　that　the　map　ge・m（Fユ，F2）

is　a　fold，　we　may　suppose　that　Fi　＝　y，　F2　＝y十x2．　Moreover　since　（Fi，F3）　is　a

fold，　F3　can　be　written

F3　＝　y　十　ax2　十　e（x，　y），

where　a　f　O，　0　E　MZ，，　with　g；7｛？9，　（O）　＝　O．　Then　to　see　the　condition　such　that

（F3，F2）　is　a　fold，　we　consider　the　coordinate　transformation　（x，？」）　H　（x，F2）．　ln

the　new　coordinate　the　map　germ　（F3，F2）　has　the　following　form：　（G（x，ab，2y），

where　G（x，　y）　＝＝　2y　一一　x2　＋ax2　＋0（x，　ry）．　Thus　the　condition，　（F3　，　F2）　is　a　fold，　means

that　｛lt｛÷（O）　＝　O，　f2i？：SG，，　（o）　i7E　o．　That　is，　g＋／　（O）　＝　O，　a　iE　1　since　｛i17i；｛｝g　（O）　＝　O．　Therefore

by　adding　this　condition　to　the　above　F3，　we　obtain　the　normal　form．

Case　of　t7ype　（lll，　1，　ty9’O．　Let　（pai，gi；pa2，g2；pa3，g3）　be　of　type　（III，　1，　1）9’O．　We　may

suppose　that　（pai，gi）　is　the　normal　form　of　type　（III）　and　that　（pa2，g2；pa3，g3）　＝

（F2，id　；　F3，id），　where　Fk　＝xk．＋ek（xk，yk）　（k　＝　1，2），　Ok　E　M．，，・y，　with　tta　kL2，（O）　＝

O・　We　remark　that　the　generic　condition　such　that　（F2，F3）　is　a　fold　is　equivalentto

the　c・nditi・n　such　that乃一1（0）an鵡一1（0）have　sec。nd。，de，　c。ntact　at　O．　Hence

by　the　direct　caluculation　we　get　the　condition　e2，　e3　so　that　we　obtain　the　normal

form　stated　in　Remark　1．3．

CaSe　of　type　（lll，　lll，　1？O・O．　Let　（ta，gi；va，g2；pa3，g3）　be　of　type　（III，　III，　1）O’O．　We

MaY　Suppose　that　the　form　of　（pai，gi；　pa2，g2）　is　the　normal　form　of　type　（III，　III）

and　that　（pa3，g3）　＝　（F3，id），　where　F3　＝　pa3　o　g3一一i．　Then　by　the　generic　condition，

F3　can　be　written　F3　＝　ax3＋by3＋0（x，　ed，　where　a　1　O，　b　S　O，　e　E　MZ，y．　Consider

the　following　six　coordinate　transformations　preserving　gi，　g2　cxnd　g3　＝　id：
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　　　　　　　　　　　　（xl，Z1ユ）ト〉（αxl，〉「b写1）in　the　source　space　of　9ユ，

　　　　　　　　　　　　（x2，　ty2）　H　（vidx2，　by2）　in　the　source　space　of　g2，

　　　　　　　　　　　　　（x3，Y3）ト〉（αx3，⑳3）in　the　source　space　ofg3，

　　　　　　（u，v）ト→（αu，　bv）in　the　common　target　space　of　g1，g2　and　g3，

V5，　vid　which　are　scalar　multiples　in　the　target　spaces　of　pai，　pa2　respectively．

Then　in　these　new　coordinates　we　obtain　the　normal　form．
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PART　II

HOLONOMIC　SYSTEMS　OF　FIRST

ORDER　DIFFERENTIAL　EQUATIONS

　　Part　I工contains　two　main　results．：Firstly　we　give　a　classification　of　holonomic

systems　of　first　order　differential　equations　with　classical　complete　solutions，　which

are　called　Clairaut　type，　studied　in　［26，　27］．　Secondly　we　characterize　functional

moduli　which　appear　in　the　normal　forms　for　completely　integrable　first　order　or－

dinary　differential　equations，　studied　in　［22］．

5．　CLASSIFICATION　OF　CLAIRAUT　TYPE

5．1．　Geometric　formulation　for　holonomic　systems　of　first　order　differ－

ential　equations．

　　We　shall　recall　some　results　which　have　been　developed　in［25，27】about　com－

Pletely　integrable　holonomic　systems　of　first　order　differential　equation　germs．

　　Let　J1（Rn，R）be　the　1。let　bundle　ofη，一variables　functions　which　may　be　con－

sidered　as　R2π＋1　with　natural　coordinates　given　by（x1，．．．，cn，？y，Pユ，。．．，Pn）．　We

hav・the　can・nical　pr・jecti・nπI」1（Rn，R）→Rn×R，π（x，ッ，P）＝（x，y）．　L・tθbe

the　can・nical　c・ntact　f・rm・n」ユ（Rn，R）which　is　given　byθ＝吻一Σ』P鋤歪．　A

ん・1・η傭C卿εm・ノfirSt・齎雌reη翻e卿オ伽geT塀・r，　bTiefly，　a　h・Z・n・miC

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ
鯛em／is　de且ned　to　be　an　immersion　germ∫：（Rn＋1，0）→」1（Rn，R）．　We　also　say

that／i・c・mpZe鞠傭eg励le　if　there　exist・a・ubmersi・n　ger叫・（Rn＋・，0）→R

such　that〈dpa〉ε、⊃〈！＊θ〉ε、りwhereεu　is　the　ring　of　smooth　function　germs　on

（Rn＋1，0）・Here，　z・一＝（tt、，．一，’un＋、）a，e　can・nical　c…dinates・f（Rn＋・，0）．　Then

we　call　the　pair（μ，！）：（Rn＋1，0）→R×」ユ（Rn，R）αholonomic　system’ωith

comPleオe鶴egTα乙We　observe　thatπ。∫（μ一1（の）is　the　graph　of　the　solution　in

Rn　×　IR．　lf　r　o　f（pa一一i（t））　are　non－singular　map　germs　for　each　t　E　（R，　pa（O）），　then

｛TOf（pa－i　（t））｝tER　is　the　family　of　graphs　of　a　（classical）　complete　sohttion．　We　cal1
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such　a　systemαholonomic　system　o∫Clairαut勾pe。：Let（μ，　g）be　a　pair　of　a　map

9・・mg・（Rn＋1，0）→（Rn×R，0）and　a・ubmersi・n　ge・mμ・（Rn＋1，0）→（R，0）．

Then　the　diagram

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（R，0）乙（Rn＋1，0）名（Rn×R，0）

or　briefly　（μ，9），　is　called　α　（holonomic／　integrα1（海α9γ・αm　if　there　exis七s　a　holo－

nomic　systemノ：（Rn＋ユ，0）→」1（Rn，R）such　that（μ，　f）is　an　equatioll　germ　with

complete　integral　andπoノ＝g，　and　we　say　that　the　integral　diagram（μ，g）is

induced　byノ。　If！is　a　system　of　Clairaut　type，　then（μ，πoノ）is　called　o！Clαirαut

type・Furthermore　we　introduce　an　equivalence　relation　among　in七egral　diagrams．

Let（μ，g）and（〆，g’）be　integral　diagrams．　Then（μ，　g）and（〆，gノ）are　eguivαlent

（respectively，　strictly　equivαlent）if　the　diagram

　　　　　　　　　　　　　　　　（R，0）←上一一（Rn＋1，0）一一』一→（Rn×R，0）

　　　　　　　　　　　　　　　　　λ⊥　　ψ⊥　　　⊥φ

　　　　　　　　　　　　　　　　（R，0）←一一一（Rn＋1，0）一一→（Rn×R，0）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　μ’　　　　　　　　　　　　　9’

commutes　for　some　diffeomorphism　germsλ，ψandφ（respectively，λ＝idR）．

　　In［25］it　has　been　defined　an　equivalence　relation　among　systems　under　the

group　of　point　transformations　in　the　sense　of　S，：Lie　and　shown　th批t　two　completely

lntegrable　holonomic　systems／andノ’are　equivalent　if　and　only　if　induced　integral

diagrams（μ，πof）and（〆，7r　o　f’）are　equivalent　for　generic（μ，ノ）and（μノ，fi）．

　　Under　the　above　forniulation　it　has　been　given　generic　classifications　of　holonomic

じ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ

Mtegral　diagrams　by　the　strictly　equivalence　in　the　caseη，＝1［221，1≦n≦3［25】。

Particularly　we　shall　give　a　generic　classification　of　holonomic　systems　of　Clairaut

type　by　the　equivalence（not　the　strictly　equivalence）in　the　following　subsection

5．2．

5・2・　Statement　of　results．

The・rem　C．　F・r　a　gen・ri・ん・1・n・m②c卿，m・ノClairαut　t・yp・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（μ，！）：（Rn＋1，0）→R×」ユ（Rn，R），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　39
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伽客ηオegrα1伽9Tαm（μ，π。ノ）is　strictly　eq珈alent　t・・n・ノgeTm5朗んe！・ll・ω吻

list　：

DAi　I

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　pa　＝　Un＋1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9＝（uユ，＿，Un＋1），

五）．A2；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　pa　＝　ttn＋1　’一　5’Ul，

g　＝　（2Li，…，un，uk＋i）・

幽
仁

一

2つノ4e（3≦4≦n十1）　；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　μ＝2Ln＋1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　乏一ユ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9一（’uユ，…Un，　u£＋、＋Σu嫉＋ユ）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ti＝＝1

へDAn＋2；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　μα＝ZLn十1十α09　forα∈ノV妊，ツ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9一（’ui，　・　・　・　，　zL．，　zL＃？　＋　2　uiuk＋i）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

　　This　theorem　gives　a　generic　classification　of　integral　diagrams　of　Clairaut　type

under　the　strict　equivalence，　however，　our　purpose　is　to　classify　these　subjects

under　the　equivalence．　We　remark　that　two　germs　of　types　DAe（1〈e〈n十1）

　　　　　and　DAn＋2　are　not　equivalent　each　other　if　two　types　are　different．　Thus　the

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ
problem　is　reduced　to　classify　germs　which　are　contained　in　the　family　DAn＋2

umder　the　equivalence，　This　family　is　parametrized　by　function　germsαwhich　are

called加。オゴ。ηαl　moduli．　We　shall　characterize　functional　moduli　relative　to　the

equivalence．

　　For　the　purpose，　we　now　adopt　coordinates（x1，．，．，xn，y）of　Rη×Rand　define

つn　・｛（x・，…，xn，y）∈Rn×叩＝誓＝…＝｛Ve，。F＝Of・r　s・me　t｝，　where

F（t，xl，．。．，：c几，・Jt）＝＝tn＋2十：zlt十…十zπtn一？」．　Then　we　have　the　following　char－

acterization　theorem．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　40
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Theorem　D・　Let　（pa．，g）　be　an　integral　diagram　of　DA．＋2．　Then　fo’r　an？y　or，　there

ε翻3α加・伽ηgem・α’・（Rn＋1，0）→（R，0）・uch　tんαオ

（1）　（paa，9）　is　eguivalent　to　（pa．i，g）．

（2）　a’IDn＝o．　，

　　This　theorem　is　a　generalization　of　Dufour’s　result　in　［16］．　He　has　also　shown

that　the　uniqueness　of　functional　moduli　relative　to　the　equivalence，　so　that　we　now

consider　a　generalization　of　his　uniqueness　result．　Define

　　　A　＝　｛（xi，・　・　・　，　xn，y）　E　R”　×　IRIIThe　（n　十　2）一degree　algebraic　equation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（xi，．．．，x．，vr　）（t）　＝　O　has　（n　十　2）一real　roots　with　mu！tiplicity｝，

　where　F（x，　，．．．　，．．　，y）　（t）　＝　F（t，　xl　，　．　，　，　，　xn　，　？y　）．

　　　We　say　that　ct　and　a’　are　equivalent　as　moduli　ifthere　exists　a　E　R一｛O｝　such　that

aa（xi，．．．，xn，y）　＝　at（a”＋ixi，a”x2，．，．，a2xn，an＋2vi　for　any　（xi，．．．，xn，？y）　G　A．

　We　remark　that　this　definition　of　the　equivalence　among　functional　moduli　is　slightly

　different　from　Dufour’s　definition　of　it　in　［16］．　lf　we　adopt　his　definition，　we　cannot

　assert　the　necessity　of　the　condition　that　functional　moduli　are　equivalent．　Then

　we　correct　the　definition　as　the　above．

Theorem　E．　Let　（pa．，g）　and　（pa．t，g）　be　integral　diagTan7，s　of　DTAn＋2　szLch　that

orlDn　＝　a’IZ）n　＝　O．　Then　（pa．，g）　and　（pa．，，g）　are　equivalent　if　and　onl？／　of　a　and　a’

　　are　equivalent　as　moduZi．　・

　　　We　emphasize　that　this　theorem　asserts　that　the　equivalence　classes　of　functional

．　Moduli　or　with　or　l　CI）”　＝　O　are　the　complete　invariant　for　generic　classifications　of

holonomic　systems　of　Clairaut　type　under　the　equivalence　relat，ion　given　by　the

　group　of　point　transformations－

　　　We　d・fine　M（つn）＝｛α∈M．，．，　1　alDn＝0｝and頒（DAn＋2）ニM（つn）／～，

　Where　．v　denotes　the　equivalence　relation　as　moduli．　The　above　theorem　asserts

that　the　moduli　space　for　generic　holonomic　systems　of　Clairaut　type　is　EM（D’VAn＋2）・
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　　In　S6　we　shall　prepare　basic　tools　to　prove　the　theorems　including　quick　reviews

of　（［24，　25］）．　We　shall　give　a　proof　of　Theorem　C　in　g　7．　Theorems　D　and　E　will　be

proved　in　S8　by　using　an　analogous　method　of　Dufour［16］．

　　　　　　　　　　6・PREPARATIONS（INCLuDING　QUICK　REvlEws　OF［24，25］）

　　　　In　this　section　we　review　some　results　on　completely　integrable　systems　and　the

　　theory　of　Legendrian　unfoldings［24，25］which　will　be　used　in　later　sections．

　　　　Firstly　we　introduce　an　equivalence　relation　among　systems　under　the　group

　　of　point　transformations　of　Rn×R．、4　point　trαnsformαtionφon　Rn×Ris，　by

　　de丘nition，　a　diffeomorphism　of　Rn×Ronto　itsel£

　　　　To　define　a　lift　ofφ，　we　give　a　contact　manifold　which　is　a丘berwise　compact－

　　i且cation　of　J1（Rn，R）．　Let売：PT＊（Rn×R）→Rn×Rbe　a　projective　cotangent

　　bundle　over　Rn　x　R　which　containsπ：」1（Rn，R）→Rπ×Ras　an　a，f丑ne　part．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Then　we　have　a　canonical　contact　liftφ：PT＊（Rn×R）→P：Z「＊（Rn×R）ofφ．：Let

し∫，9：（Rπ＋1，0）→」1（Rn，R）be　equation　germs．　Following　Lie，　we　say　that／and
I

lgare　equivαlentα5　equαtions　if　there　exist　a　diffeomorphism　germψ：（Rn＋ユ，0）→

（Rn＋1，0）and　a　p・int　t・ansf・・mati・nφ・（RπxR，π（z。））→（Rn×R，π（・1））such

　　　　　　　　　　　　バ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゐ

　　that　the　liftφofφsatisfies　thatφ（IO）・＝zl　andφoノ＝goψ，　where　zo＝ノ（0）and

l
I
　　z1＝・g（0）．　In［25］it　has　been　shown　the　following　theorem．

The・rem　6・1・五eオ（μ，∫）αnd（μ1，∫’）・（Rn＋1，0）→（R×」1（R几，R），0×v）be

ん・1・η・m②C聯・mω痂C・mplete・i吻rα1・SU・h　thαt　the　Set・∫・伽吻・int・・ノπ。ノ

・ndπ・ノ’αre　CZ・・ed・et・With・醐η厩・r　p・傭．　Th・η惚∫・ll・Z〃吻S　are　・qUivα1・励

（1）ノα剛’αTe　e卿α1・nt　a・eguations．

（2）（μ，π。f）and（μ・，π。ノ・）鷹e卿α1碗伽漉grα1伽卿m5．

　　Secondly，　we　briefly　review　the　theory　of　one－parameter　Legendrian　unfoldings

in　［24，　25］．　We　now　consider　the　1－jet　bundle　Ji（IR　×　Rn，R）　and　the　canoniccxl　1－

fOrM　（E）　on　the　space．　Let　（t，xi，．．．，x．）　be　t，he　canonical　coordinat，e　on　IR　×　IR”　and

（t，Xi，…，xn，’y，　g，pi，．．．，pn）　be　the　corresponding　coordinate　on　．Ji（R　×　R”，R）．
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Then　the　canonical　1－form　is　given　by　O　＝＝　d？y　一　2，”・．i　pidx，i　一　qdt　＝　0　一一　qdt．　We

also　have　the　natural　projection

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n：　Ji　（R　×　Rn，R）　一一÷　（R　×　Rn）　×R

defined　by　n（t，x，　？y，　q，p）　＝　（t，x，　？」）．　We　call　the　above　1－jet　bundle　an　zLnfolded　1　v’et

bundle．　Let　（pa，　f）　be　a　holonomic　system　with　complete　integral．　Then　there　exists

a　unique　element　h　G　S．　such　that　e’e　＝＝　h・　dpa．　Define　a　map　germ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e（．，f）　：　（Rn＋i，o）　一一÷　Jl（R　×　Rn，R）

b
y
　　　　　　　　　　　　　　e（μの（u）ニ（μ（u），・・。e（u），y。砲），ん（の，P・e（の）．

Then　we　can　easily　show　that　e（p，f）　is　a　Legendrian　immersion　germ．　We　call　e（p，f）

a　complete　LegendTian　unfolding　associated　with　（pa，　f）．　By　the　aid　of　the　notion

of　Legendrian　unfoldings，　holonomic　systems　of　Clairaut　type　are　characterized　as

follows　：

Proposition　6．2．　［24］．　Let　（pa，　f）　：　（IR”＋i，O）　．　R×　，Ji（IRn，R）　be　a　holonomic

躯emω伽・gmpl・te　integrα1・Then（μ，∫）i・αん・1・η・m乞。躯em・ノClaiTαut　tmpe

if・and・吻耀（μが・五・geη面αηη・η一5吻ular．

A　complete　Legendrian　unfolding　e（p，f）　associated　with　（pa，　f）　is　called　a　Legen一

碗蜘ψZ蜘・f　Clairaut　t・yp・if・e（μ，∫）is　a　h・1・n・mic　sy・tem・f　Clai・創ut　type．

　　Returning　to　the　study　of　equations　with　complete　integral，　we　now　establish

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’the　notion　of　the　genericity．

　　Letσ⊂Rn＋1　be　an　open　set．　We　denote　by　Int（σ，　R×．Jユ（Rn，R））the　set

・fsystems蝋h　c・mplete　int・g・al（μ，　f）・σ→R×」ユ（Rn，R）．　W・al・・d・fine

L（U，　」i（IRI　×　R”，R））　to　be　the　set　of　complete　Legendrian　unfoldings　e（pa，f）　：　U　．

」i　（R　×　Rln，R）．

　　These　sets　are　topological　spaces　equipped　with　the　Whitney　COO－topology．　A

SUbset　of　either　spaces　is　said　to　be　genen’c　if　it　is　an　open　dense　subset　in　the

space．
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　　The　genericity　of　a　property　of　germs　are　de丘ned　as　follows．：Let　IP　be　a　property

of　equation　germs　with　complete　integra1（μ，！）：（Rn＋1，0）→R×」1（R冗，R）（re－

spectively，　L・egendrian　unfoldings　e（μ，∫）：（Rn＋1，0）→」1（R×Rn，R））．　For　an　open

setσ⊂R「，　we・define・7）（σ）t・be　th・・et・f（μ，！）∈lnt（σ，　R×」1（Rh，R））（respec－

tively，4（μ，∫）∈五（σ，」ユ（R×Rn，R）））such　that　the　germ　atコr　whose　representative

is　given　by（μ，ノ）（respectively，乏（μ，∫））has　property」P　for　any　l∈σ’

　　The　property　P　is　said　to　be　generic　if　for　some　neighbourhoodσof　O　in　R「，

the　set　7）（σ）is　a　generic　subset　in　Int（σ，　R×」1（Rn，R））（respectively，　L（σ，．J1（R×

Rn，R））．

　　By　the　construction，　we　have　a　well。defined　continuous　mapping

　　　　　　　　　　　　（］［［ユ）．・五（σ，」1（R×　Rn，R））→lnt（σ，　R×」1（R几，R））

defined　by（Hユ）＊（ゼ（μ，f））＝】］：l　o　4（μ，f）＝（μ，ノ），　where　H1：」ユ（R×Rn，R）→

」1（Rn，R）is　the　canonical　projection，　Then　it　has　been　showll　that　the　follow－

ing　fundamental　theorem．

Theorem　6．3．［24，層251．　The　continuous　mαp

　　　　　　　　　　　　（H1）＊：五（σ，」1（R×Rn，R））→lnt（σ；R×」1（Rn，R））

is　ah・me・m・励繍．

　　On　the　other　hand，　since　4（μ，f）is　a　Legendrian　immersion　germ，　then　there

exlsts　a　generating　family　of　L　by　the　Arnol’d－Zakalyuki：n’s　theory（［2，38］）．　In　this

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ
case　the　generating　family　is　naturally　constructed　by　an　one－parameter　family　of

generating　families　associated　with（μ，の．：Let　F：（（R×Rn）×Rk，0）→（R，0）be

afunction　germ　such　that　d2FIO×Rn　x　Rk　is　non－singular，　where　d2F（t，　u，9）＝

（8器（t，x，q），…，器（ちx，q））．　We　ca11　F　a　g－lii・ゆんα3e　fα吻・Then　O（F）一

d2F－1（0）is　a　smooth（n十1）一manifold　germ　andπF：（0（F），0）→Ris　a　submersion
ド
　
　
．

germ，　where　rF（t，x，　q）　＝　t．　We　call　the　submanifold　C（F）　a　catastrophe　set　of　F・

De且11e

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢F：（C（F），O）　一一〉　Ji（IRn，IR）
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灘灘灘灘灘籔繊
．Lt』　　　　。．．。　．　t　　・，　魑・i　　　　槻，；．「』・Vt．珊㌦・筑轡・’

厚
熟
．
、

磯
，
．
・灘

錺
、

碍．

脚瀬擁鵜蝋藤謂己私・

鐘

’・ 酷｡・『・層欝・鰯　　鱒…i”胃灘糖鰹国難｛麗麗一腰懇灘難識簿鍵購錘錨灘’．』顎輔tt’．’鱗

　　　　　　　　　　　　　　pm．．．一．．　J．，，／，T．．．　．．”1，”．．　，．．tt－t，’11
．tl　tt’．・＝『．韻、tt　’1i｝㌔．～幽；・t”t’『・’”　．・．”．



T
h
L
賦

し

，

t

暮
ー
ー
ー
E
一
、

by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈1＞F（t，　x，　g）　＝

and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢　F　：　（C（17），　O）

by

　　　　　　　　　　　　ΦF（ちx，q）＝（ちx，F（ちtZ｝，（～），

Since　gi／t．　＝　O　on　C（F），

By　the　definition，　〈PF　is　a

we　can　show　the　following　proposition．

Proposition　6．4．

method．

（c，F（ち］c，q），
OF

　　　　　　　Ox

．　Ji　（R　×　Rn，　R）

　　0．F，　．　OF

（ちsc，　q））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ot　V）　ny　）　一i）　Ox

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　we　can　easily　show　that　（¢F）“e　＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Legendrian　unfolding　associated　with　the　Leg

family　（7rF，　fpF）．　By　the　same　method　of　the　theory　of　Arno

（ち¢，q），

き

（ちx，q））．

iiltt　lC（F）　・　dtlC（F）　一　O．

　　　　　　　　　　　　　endrian

1’d－Zakalyukin　（［2，　38］），

All　Legendrian　unfolding　germs　are　eonstructed　b？y　the above

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　rank（

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ot∂t∂賜

In　this　case，　we　have　（C（F），O）　＝　（R　×　IR”，O）　and

　　　　　　　　　　　　　　　　ΦFニブユF：（R×Rη’，0）→」1（R×Rn，R），

SO　that　it　is　a　complete　Legendrian　unfolding　associated　with　（7rr．n，　2’ii　F）・　Thus　the

generating　family　of　a　Legendrian　unfolding　of　Clairaut　type　is　given　by　the　above

germ．
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Let　（pa，　f）　be　a　holonomic　system　of　Clairaut　type．　By　Proposition　6．2，　e（pa，f）　is

Legendrian　non－singular．　Then　we　can　choose　a　family　of　function　germ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F：　（R　×　Rn，O）　．　（R，　O）

such　that　lmage　7’iFt　＝　f（pa－i（t））　for　any　t　E　（R）　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴlF：（R×Rn，0）→」ユ（Rπ，R）

is　an　immersion　germ，　where　Ft（x）　＝　F（t，x）　and　7’ii　F（t，x）　＝　1’iFt（x），　The　fact

that　2‘奄奄e　is　an　immersion　leads　rts　to　the　following　equality　：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　OF　02F
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）　＝＝　1．
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7．　PRooF　oF　THEoREM　C

The　main　idea　of　the　proof　is　to　define　an　equivalence　relation　which　can　ig－

nore　functional　moduli　and　to　do　everything　in　terms　of　generating　families　for

Legendrian　unfoldings　like　as　those　of　in　［25］．　Let　（pa，g）　and　（pa’，g’）　be　holonomic

integral　diagrams．　Then　（pa，　g）　and　（pa’，g’）　are　CRI＋一eguivalent　if　there　exist　a　diffeo－

morphism　germ　W　：　（R　×　（Rn　×　R），O）　．　（R　×　（R”　×　R），O）　of　the　form　W（t，x，　？」）　＝

（t＋α（c，？y），th（x，　’y））and　a　diffeomorphism　germΦ：（Rn＋ユ，0）→（Rn＋1，0）such

that　¢o（pa，　g）　＝　（pa’，　g’）o　fp．　We　remark　that　if　（pa，g）　and　（pa’，g’）　are　R＋一equivalent

by　the　above　diffeomorphisms，　then　we　have　pa（ze）　十aog（u）　＝　pa’　o　¢（zL）　and

thog（’u）　：　g’o¢（u）　for　any　u　E　（IRIn＋i，O）．　Thus　the　diagram　（pa＋aog，g）　is　strictly

equivalent　to　（pa’，g’）．

　　We　now　define　the　corresponding　equivalence　relation　among　Legendrian　unfold－

ings．　Let　e（pa，f），　e（pat，ft）　：　（R”＋i，O）　．　（，Ji（IR　×　Rn，　IR），　io）　be　Legendrian　unfoldings．

We　say　that　e（p，f）　and　e（pa，，ft）　are　S，P＋一Legendrian　eguivalent　（respectivel？y，　S．P一

五εgeη面αηequivalent／if　there　exist　a　contact　diffeomorphism　germ　K：（．J1（R×

R”，R），　zo）　．　（」i　（R×R”，R），　z6），　a　diffeomorphism　germ　¢　：　（R”＋i，　O）　．　（R”＋i，　O）

and　a　diffeomorphism　germ　KP　：　（R×　（IR”　×R），n（io））　一〉　（R×　（Rn　×　Rl），n（i6））　of　the

form　KIP（t，　：，　’y）　＝　（t　＋　a（x，　？y），　2P（cn，　vi　））　（resp　ectively，　illlr（t，x，　？y）　＝　（t，　’〈b（x，　？」）））　such

that　IloK＝　gl　o　ll　and　KoL＝　£’o¢．　lt　is　clear　that　if　e（p，f）　and　e（y，f，）　are　S・P＋一

Legendrian　equivalent　（respectively，　S．P－Legendrian　equivalent），　then　（LL，　7rof）　cxnd

（pa’，T　o　f’）　are　R＋一equivalent　（regpectively，　strictly　equivalent）．　By　Theorem　6．1

in　［38］，　the　converse　is　also　true　for　generic　（pa，　f）　and　（pa’，f’）．　The　notion　of　the

Stability　of　Legendrian　unfoldings　with　respect　to　S．P＋一Legendrian　equivcxlence

（respectively，　S．P－Legendrian　equivalence）　is　analogous　to　the　usual　notion　of　the

Stability　of　Legendrian　immersion　germs　with　respect　to　Legendrian　equivalence

（cf．　Part　lll　in　［2］）．

　　On　the　other　hand，　we　can　interpret　the　above　equivalence　relation　in　terms

Of　generating　families．　For　the　purpose，　we　use　some　notations　and　results　in　［2，
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g，　20，　25，　38］．　Let　F，　G　：　（R　×　（IR”　×　R），O）　．　（R，　O）　be　generating　families　of

Legendrian　unfoldings　of　CIairaut　type．　We　say　thaげand　G　are　P－0＋一equivalent

（respectively，　P－e－equivalent）　if　there　exists　a　diffeomorphism　germ　¢　：　（R　×　（Rn　×

R），0）→（R×（Rn×R），0）・fthe　f・・mΦ（ち・c，ッ）＝（＋α（c，y），φユ（・r，？y），φ2（x，y））

（respectively，Φ（ちx，〃）一（，φユ（x・Y），φ2（x，y）））such　that〈F。Φ〉ε（t，x，，）一〈σ〉ε（，，　）

where〈G〉ε（鞠）is　the　id・al　generat・d　by　G　inε（鞠）．　W・als・say　that　＃（ちx，y）

is　C＋　（respectively，　e）一versal　deformation　of　f　＝　FIR　×　O　if

　　　　　　　　　　　　εt〈霧＞R＋〈ノ〉ε，＋〈8霧IR×・，…，霧霧IR×・，1＞R

（respectively，

　　　　　　　　　　　　　　　εt一〈ノ〉ε・＋〈k／iR・・，…，塞霧IR×・，1＞R）・

　　By　the　similar　arguments　like　as　those　of　Theorems　20．8　and　21．4　in　［2］，　we　can

show　the　following　：

Theorem　7．1．　Let　17，　G　：　（R　×　（R”　×　R），O）　．　（R，　O）　be　generating　families　of

五・9・ndriαn　unf・ld吻3・ノClairau吻peΦF，　a＞G　T・・pecti吻．　Then

（1）　〈1＞F　and　〈PG　are　S．P＋　（respectively，　S．P？一Legendrian　equivagent　if　and　on17」　if　iii

and　G　are　P－C＋　（respectivel？y，　e？一equivalent．

（2）q＞F　is　S・Pt（respectiv・匁5．P？・五・ge痂αη3励1・if　and・吻ザ挑・αP一ご＋

陶ec伽吻，伽・rsα1　def・rmα伽・〃＝FiR×0．

　　The　following　theorem　is　a　corollary　of　Damon’s　general　versality　theorem　in　［9］．

The・rem　7・2・五・オ戸，∂・（R　x（Rn×R），0）→（R，0）6εgeηeTα吻蜘伽・μeg－

e痂αn　unf・ldings・ゾCZαiraut　t・」pe　sucんtんat　¢P，ΦGαrε5．P＋（respectivelッ，5，Pノー

Legendriαn・tαbl・．　Th・ηΦF，〈1＞G　are　S．P＋ピrespecti吻，5．Pノー五egen・ITian　eqz・ivaZent

if　and・吻乞〃＝FIR×0，9＝σIR×O　ar・ご一e卿α1・ntピ乞．e．〈∫〉ε、一〈9＞εtノ．

　　Then　the　classification　theory　of　function　germs　by　the　e－equivalence　is　quite
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usefu1　for　our　purpose．　For　each　function　germ　f　：　（IR，　O）　一一一÷　（IRI，　O），　we　set

．　e－cod　（f）＝　dimR8t／〈f＞　s，，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ご＋一。・d（∫）一dimRε・／〈ノ〉εt＋〈審＞R，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2〈1－c・d（f）一dimRεt／〈ノ〉εt＋〈劣〉εビ

Then　we　have　the　following　well－known　classification　（cf．　［20］）．

Lemma　7・3・五eげ・（R，0）→（R，0）δeα加。伽geTm初¢オんκ一。・d（！）く・・．　Then

f　is　C－eguivalent　to　the　map　germ　tP’＋i　for　some　e　E　N．

　　By　the　direct　calculation，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c－cod　（te＋i）　＝＝　e十　1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ご＋一cod（〆＋1）＝乏．

Thus　we　can　easily　determine　C　（respectively，　e＋）一versal　deformations　of　the　above

germs　by　the　usual　method　as　follows　：

The　e－versal　deformation　：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t？’＋i　＋　2　’ui＋it’‘．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・i＝o

The　C＋一versal　deformation　：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　乏一1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〆＋1＋Σ鞠オ｛・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　i＝o

　　We　are　now　ready　to　prove　Theorem　C．

Proof　of　Theorem　C．　Let　（pa，　f）　be　a　holonomic　system　of　Clairaut　type　such　that

the　corresponding　Legendrian　unfolding　e（p，f）　is　S．P＋一Legendrian　stable．　By　the

assumption，　the　generating　family　F（t，x，　・s　）　of　e（pa，f）　is　C＋一versal　deformation　of

f　・FIR×O・By　The・・em　7．2　and　Lemma　7．3，戸（ちx，・」t）is　P－C＋一equiva1・nt　t・・ne

of　germs　in　the　following　list：

DAe（1≦e≦n＋1）；〆＋Σ1ゴ忽壱が＋Σ狂exゴーy，
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　DAn＋2　i　tn＋2＋ΣLユ・じ≠一7J，

　　　We　n・w　detect　the　c・rresp・nding　n・rmal　f・・m・・f　integral　diag・ams　as　f。11。ws

Dん（1≦4≦n十1）；We　can　choose

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e－1　　　　　　n

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（ちx，）一一＋Σ・Tit’＋Σvゴ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た1　　　　ゴ＝e

as　a　generalized　phase　family，　so　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8－1　　　　　　n

　　　　　　　　　　　　　　ΦFニ（ちx1，…，Xn，±〆＋Σ　Citi＋Σxゴ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　τ＝1　　　　ゴ＝e

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e－1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　士ete一ユ＋Σ瞬’一1，ち．，．，〆『1，1，．．．，・）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

Then　we　can　easily　calculate　that　the　c・rresp・nding　int・g・al　diag・am　is　st，ictly

equivalent　to

　　　　　　　　　　　　　　　　　　μ＝2Ln・＋1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e－1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9一（ui　，　・　・　・　，　zen，　u£＋i　＋　2　ttiuh＋i）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

This　is　the　n・rmal　f・・m・in　the　case・f　3≦e≦n＋1．　lf・e＝2，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　μニJU冗＋1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9＝（・U・1，…，tUn，鴫＋、＋U、Un＋、），

We　now　de丘ne　a　transformation　by

　　　　　　　　　　　　　　　α一か1，∴η），Un＋・一Un＋ユ＋訴

then（μ，9）is　strictly　equivalent　to

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　μ＝Un＋一1｝’u・，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9一（ttL・1，…，Un，（鴫＋・一iul））・

W・als・apPly　a　transf・・mati・n　whi・h　is　d・丘ned　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Xi　＝　c・i（’i一・，…，n），　y一’y＋lxl，
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thell　we　have　the　normal　fbrm．

P且冗＋2；ln　this　case　the　gen・・alized　ph・se　family　is　giv，n　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（ち・・，9）一tn＋2＋Σ彫歪

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

By　the　same　calculati・ns　as　th・se・f　the　case　when　e≦η＋1，　we　can，h。w　that

the　c・rresp・nding　int・g・al　diag・am　is　R＋一equivalent　t。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　μ＝Un＋1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9＝（ui　，　・　．　・　，　u．，　±zL＃？　＋　2　zLiua＋i）。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

Since　the　generalized　pha・e　family　is　e＋一versal　and　n・tご一versal，　th・n　the　integ，aI

diag・am　is　st・ictly　equiva1・nt　t・th・n・rmal　f・・m．　This　c・mplete，　th，　p，。。f。f

Theore：m　C．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8．PROOF　OF　THEOREMs　D　AND　E

　　　F・・the　pr・・f・f　The・rem　D，　w・n・w　intr・duce　an。ther　equiva1，nce　relati。n

among　int・g・al　diagrams・Let（μ，9）and（μ’，9’）be　h・1・n・mi・int・g・al　diag，（、Ms．

Then（μ，9）and（μ’，9’）a・e　weak　equivαlent　if　there　exist　a　diffeom。，phism　germ

Ψ：（R×（Rn×R），・）→（R×（Rn×R），・）・fthe　f・rmΨ（ちx，y）一（ψ、（鞠），ψ2（x，y？））

and　a　diffe・m・・phism　ge・mΦ・（Rn＋1，0）→（Rn＋ユ，0）such　that　・V・（μ，9）一

（〆，9’）・Φ・By　the　definiti・n，　if　either（μ，9）and（μ，9・）a，e　equivalent。，π＋一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　せ
equivalent，　then　these　are　weak　equivalent．

The・e　als・exists　the　c・rresp・nding・quivalence　relati・n　am。ng　Leg，nd，ian　un．

f・ldings・Let　e（μ，ノ），　e（μ’，ノ’）・（Rn＋1，0）→（」・（R×Rn，R），z。）be　Leg，nd，ian　un－

f・1dings・We　say　that　e（μ，f）and　e（μ’，ノ’）are　P一五・gendrian　eguivαlent　if　there　exist

a　contact　diffe・m・rphism　g・・m　K・（」1（R×Rn，R），z。）→（」1（R×Rn，R），i6），

a　diffe・m・・phism　germΦ・（Rn＋㍉0）→（Rn＋1，0）and　a　diffe・m・・phism　germ

Np：（R×（Rn　×R），H（z・））一（R×（Rn　×R），■（z6））・f　the　f・・mΨ（t，、．T，、Yt）一

（’ip　1　（t，　X，　‘Y），ψ2（x，・Jt））such　that　II　o　K＝・ΨoII　and　K　o∠：：＝・∠ソ。Φ．　It　is　clear　that
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dt　」v　i　ot　，　x　o　xl　1““　tx　v，　…，　bJsEE

　　By　the　similar　arguments　like　as　those　of　Theorems　7．1　and　7．2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，

following　：

ife（μ・ノ）and　e（〆・f’）are・P－L・gendrian・quival・nt，　then（μ，π・f）and（μ・，呵・）are

weak　equivalent．　By　Theorem　1．1　in　［38］，　the　converse　is　also　true　for　generic　（pa，　f）

and　（pa’，　f’）．　We　can　also　define　the　notion　of　the　stability　of　Legendrian　unfoldings

with　respect　’to　P－Legendrian　equivalence　exactly　the　same　way　as　in　the　previous

section．　The　corresponding　equivalence　relation　among　generating　families　are　also

given　as　follows：　Let　i7，　G：（R　×　（R”　×　R），O）　一÷　（IR，　O）　be　generating　fcxmilies　of

Legendrian　unfoldings　of　Clairaut　type．　We　say　that　．i7　and　G　are　P－rc－equivaient　if

there　exists　a　diffeomorphism　germ　Q　：　（R　×　（R”　×　R），　O）　．　（R　×　（R”　×　R），　O）　of　the

fo「mΦ（t・　x・　？Y）一（φユ（ちcc，y），φ2（x，　’Y），　i13　（x，y））such　that〈F・Φ〉ε（＿）一〈σ〉ε（＿）．

We　a1・・say　that　P（t，　X，　？」）isκ一versal　def・rmati・n・fノーFIR×・if

　　　　　　　　　　　　　　st　＝＝　〈li／li，　f＞s，　＋　〈£tillll一．　tR　×　o，　・　・　・　，　一i．Ilililillli］一・iiR　×　o，　i＞R・

we　can　show　the

Theorem　8．1．　Let　P，0　：　（R　×　（R”　×　R），O）　．　（R，　O）　be　generating　families　of

Legendriαn・znf・1吻3・ノααぬ吻P・ΦF，ΦG　Te、鋤吻。　Th，η

（1）　〈1＞F　and　¢G　aTe　P－Legendrz’an　eqzLivalent　if　and　only　if　jfi　and　e　a，Te　P－rc－

equivalent．

（2）　〈1＞F　is　P－Legend7”z’an　stable　if　and　only　if　Fi　is　a　P－rc－versal　defoTmation　of

f＝　FIR　×　O．

（3）SUPP・se　tんαt　P，e　be　9・…吻families・ノP一五eg，ndrian　stαbl，　Leg，ndriαn

unfol吻5ΦF，ΦG・ノClαiTαzLt　tzlpe・Th・ηΦF，ΦGαT・P一五・geη伽，卿Z，吻

αnd・吻げノニFIR×0，9－GIR×O　ar，κ一e卿αZeηオ．

Sinceノ＝FIR　x　O　is　a　fun・ti・n　ge・m・f・ne－va・iable，　we　have〈裏＞R＋〈f〉ε，一

〈瑳，ノ〉ε・，s・that　P　is　a　C＋一versal　def・rmati。n。f！if　and。nly　if　it　is　aκ一versa1

deformation．　By　Theorems　7．1　and　8．1，　a　Leg’endrian　unfolding　of　Claircxut　type　is

S．P＋一Legendrian　stahle　if　and　only　if　it　is　P－Legendrian　stable．　Then　the　following

lemma　is　a　corollary　of　Theorem　C．
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■emma　8・2・Let　（μノ，9ノ）b・傭吻ral吻rαm・∫OZ伽吻P・蹴んis　eguivalent

to　（paa，g）　for　some　a　E　£M（．，y），　Then　theTe　exists　a’　E　£M（．，y）　such　that　（pa’，gi）　and

（paat，g）　are　strictl？y　eguivalent．

The　main　idea　of　the　proof　is　a　generalization　of　methods　studied　by　Dufour　［16］．

Let　（pa，g）　be　an　integral　diagram　which　is　equivalent　to　（pa．，g）　for　some　or　E　M

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x，y・

De丘ne

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n十2
3μ＝｛（c1，…，cn＋2）IA11・f　c1，…，・n＋2　are　different　and∩9（μ一1（・ゴ））≠の｝．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝ユ

We　call　it　tん・伽ei吻persurface・f（μ，9）．　We　can　detect　a　de且ning　equati。n。f

the　closure　of　the　Carneiro　hypersurface　of　（paa，g）．

Proposition　8．3．

defined　by

The　closure　SllT．　of　the　Cameiro　surface　of　（pa．，g）　in　Rn＋2　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　si　：　（n　十　2）a（xb　．．．，　xn，　？」），

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S」　＝Σcバ・Ciゴ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛ゼb…，’ら｝⊂｛ユ，＿，n＋2｝

for　7’　一一一’一　1，・．．，n十2　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k・一1

　　　　　　　　　　　　　　　　　Xn＋2一ドΣδ妊・ん一越（k－2，＿，n＋1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　認

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y　＝　2　bisn＋2－isl

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝o

foT　some　real　numbers　bi　which　depend　on　n，　k．

Proof　Let　ti，．．．，tn＋2　with　ti　．〈．　…　S　t．＋2　be　the　（n＋2）一real　roots　of　F（．，y）（t）　＝＝　O

for　each　（x，　y）　E　A．　We　define　map　germs　c」・　：　A　一・　（R，　O）　by　c2’　（x，　’y）　＝　t］’　＋　ct（x，　y），

where　］’@＝　1，　．　．　．　，　n＋2．　Then　we　set　e　＝　（ci，．．　．　，　c．＋2）：　A　．　（Rn＋2，　O）．　Moreover　let

s　＝　（si，．．．，sn＋2）：　（R”＋2，0）　一．　（R”＋2，0）　be　a　map　germ　defined　by　si・　’一一一elementary

symmetric　po1ynomial　of　degree　i　By　the　relation　between　roots　and　coefficients
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we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tl＋’”＋tn＋2　：O

　　　　　　　　　　　　　　　£　tii　’”　tik　＝　（’1）　kXn＋2－k　（k　＝　2，　．．．，n＋　1）

　　　　　　　　　｛ii，…，ik｝C｛1．．．，n＋2｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tl’”tn＋2　：（一1）n＋2（一y）．

Putting　s　o　e（x，　y）　＝　（si，．．　．，　s．＋2），　we　have

　　　　　　　　　si　＝　（n　十　2）a（x，　？」）

　　　　　　　　　・一書儲り（一1）i　2一‘α（の幽げ）ψ，？y）k

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n十1

　　　　　　Sn＋2　＝　（一一1）”＋2（一？v）　＋　£（一1）ix．＋2－ior（x，　y）”＋2一’i　＋　a（x，　y）”＋2，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た：2

Wher
X　k　．＝　2）　・　・　・　，　n　＋　1，　（mT）　denot　es　the　binomi　al　coefiEi　cient　and　we　presumably

use　（76L）　＝　1．

From　these　formulae　and　by　direct　calculations　we　can　inductively　show　that

xn＋2－fo，　？y　are　uniquely　expressed　as　in　the　statement　of　this　proposition．　Further一

mo「e　we　can・h・w　that　5μ。一Uσ∈6n＋，lmag・（cσ（ユ），．，．，cσ（冗＋2）），whe・e　6η＋2　i・the

symmetric　group　of　degree　n＋2．　lt，　foilows　that　3」7．　is　included　by　the　hypersurface

which　is　de且ned　by　the　equati・n　sユー（n＋2）ψ，の，　where（x，y）is　the　preimage。f

（sユ，…，sn＋2）by　th・map　ger　s・e　and　sゴis　the　elementa，y　symmet，ic　p。1yn。mial

of　degree　2’@with　respect　to　6i　，　．　．　．　，　c．＋2．　Therefore　we　obtain　a　defining　equation　of

Sμα．This　completes　the　proo£　口

　　By　Proposition　8．3　we　can　easily　have

Lemma　8・4・ση伽んe・αm・ゆ・オん・sis　a・in　Pr・P・・i伽8，3，α1つπ一〇　if、an、d

o吻ザ
（Cl，…）Cn＋2）　E　Spl
@　　C2　＝’”＝　Cn＋2｝⇒c・一

一（n　＋　1）cn＋2・
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　　We　are　now　ready　to　prove　Theorem　D．

P「oof　of　Th・・rem　D・By　P・・P・・iti・n　8・3　and　the　implicit　func七i。n　th，。，em，　there

exists　a　function　germ　h：　（R，　O）　．　（R，　O）　whose　form　is　given　by　h（c）　＝　一一（n＋1）c＋

o（lcl）　such　that　，

Spa．　n　｛（ci，　c2，…，　cn＋2）lc2　＝　…　＝　cn＋2｝

　　　　｛（h（cn＋2））　c2，…，cn＋2）IC2　＝　’”　＝　Cn＋2｝・

Applying　a　linearization　theorem　of　Sternberg　［34］，　there　exists　a　diffeomorphism

germ　A　：　（IBI，　O）　．　（R，　O）　such　that　A　o　h　o　A’i　（c）　＝　一（n　＋　1）　c．　Thus　we　have

A（ci　）　＋　A（c）　＋　・　・　・　＋　A（c）　＝　O　for　any　（ci　，　c，　．　．　．　，　c）　E　of．　．　By　this　relation　and　t，he

fact　that　the　（n　＋　2）一fold　product　of　A　sends　of．　onto　3；．gM．，we　can　show　thatJ　if

（ci，…，cn＋2）　E　37；gZT．　with　c2　＝…　：c．＋2　then　ci　＝　一一（n　＋　1）cn＋2．　Furthermore，

by　Lemma　8．2　there　exists　a’　E　M．，y　such　that　the　following　diagram　commutes

　　　　　　　　　　　　　　　　（R，o）　．！t2’Es一”　．cr　（Rn＋i，o）　一．一2一一〉　（Rn×R，　o）

　　　　　　　　　　　　　　　　（R，O）　÷一一一一一一一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Itct　t

The　commutativity　of　the　dia

we　have　of　I　Z＞n　＝

ψ⊥ φ⊥
（Rn＋i，o）　s　（IRn　×　R，　o）．

　　　　　　　　　　　g

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　gram　implies　that　SAop．　＝　Sp”．7．　Thus　by　Lemma　8．4

　　　　　　　　　　　　　　　0・This　completes　the　proof　of　Theorem　D．口

Proof　of　Theorem　E．　Firstly　we　prove　the　necessity　of　the　condition　that　functional

moduli　are　equivalent．　Assume　that　（pa．，g）　and　（pa．，，g）　are　equivalent，　where

o「IDn　一　a／1つn一・・Let　u・assume　thatλ・μα一μα’・ψandφ。g－9。ψf。r　s。me

diffeomorphism　germs　A：　（R，O）　．　（R，　o），th：（R”＋i，o）　一・　（R”＋i，o）　and　ip：（R”　×

R，　O）　一〉　（IBIn　×　R，　O）．

We　determine　the　form　of　A．　Since　（A　×　…　×　A）（lllT．）

we　have　A（一（n　十　1）c） ＝　一一一　（7？，　＋　1）A（c）　，

A（c）　＝　（一一（rb　＋　1））PA（

　　　　　　　　　　　　　　　＝　Spa．，　and　by　Lemma　8．4

so　that　we　inductively　have

　　　　　　　　　　c
　　　　　　　　　　）
（一（n　＋　1））P
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for　all　integers　p．　By　the　same　arguments　as　those　of　Dufour　（［15］　p．466，　［16］　p．231，

（17］　p．274）　we　can　show　that　the　form　of　A　is　given　by　A（c）　＝　ac　（a　iE　O）．　Also　we

determine　the　form　of　iplA．　Let　C　be　the　map　germ　as　in　Proposition　8．3．　By　the

assumption　we　have　（A　×…×　A）oe　＝　（c．（i），．．．，　c．（．＋2））o　iplA　for　some　a　e　（E5n＋2・

We　recall　the　fact　that　s　o　e　is　invertible　and　the　inverse　map　germ　is　given　as

in　Proposition　8．3．　Thus　we　have　ip（x，ryt　）　＝　（a”＋ixi，a”x2，．．．，a2x．，a”＋2y）　on　A，

where　a　E　R一　｛O｝　such　that　A（c）　＝　ac．　Now　for　each　（x，y）　E　A　write　e（x，y）　＝

（ci，・　・　・　，　cn＋2）．　Then　by　Proposition　8．3　we　have　ci　＋・　・　・＋c．＋2　＝　（n＋2）dv（x，　？」）　and

aCi　＋’”＋acn＋2　＝　（n＋2）a’（ip（x，y））．　Hence　aa（x，y）　＝　a’（ip（x，　？y））　on　A．　Therefore

we　obtain　the　necessity．

Conversely　suppose　that　aa（xi，，．．，x．，？y）　＝　at（an＋ixi，a”x2，．．．，a2x．，a”＋2ty）

on　A　for　some　a　E　R　一一　｛O｝．　Then　we　have　the　following　commutative　diagram

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（R，O）　一’　g－i（A）　一一！一一÷　A

where

（R，O）　一一一一一一　g一一i（A）　一一一一一一．　A，

　　　　　　　pa’　g

A（c）　＝　ac，

th（zLi，．．．，un＋i）　＝　（an＋iui，anu2）．．．7a2un）a’un＋i），

ip（xi，…，xn，y）　＝　（a”＋ixi，a”x2，．．．，a2x．，a”＋2？v）．

The　proof　is　based　on　the　following　result　of　Carneiro　［7］．

The・rem　8・5・五・オ（μα，9）αnd（μα’，9）わ蜘・吻rα1吻一・！D君η＋2．　Tん，η

（μα，9）and（μα’，9）αr・　・g珈1・呵and・吻げオんer・　exi・t・α雌。m。廊m　g，m

A：　（R，　o）　．　（R，　O）　such　that　（A　×　…　×　A）（S　；T．）　＝　3i71：；，一．

We　remark　that　the　commutativi．ty　of　the　above　diagram　implies　that　the　（n＋2）

fold　product　of　A　sends　1｛i7　；．’　onto　of，．，

and　（pa．，，g）　are　equivalent．　This　completes　th

Thus　it　follows　from　Theorem　8．5　thcxt　（pa　cr，g）

pletes　the　proof　of　Theorem　E．
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　　　　　　　　　　　　　　　　9．　FUNCTIONAL　MODULI　FOR　FIRST　ORDER

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ORDINARY　DIFFERENTIAL　EQUATrONS

Unde「the　same　f・rmulati・n　in・ubsecti・n　5ユ，in［22］it　has　been　studied　agene，ic

classification　of　completely　integrable　holonomic　systems　in　the　case　n　＝　1，　that　is

the　case　of　ordinary　differential　equations．　They　showed　that　any　generic　integral

diagram　in　the　case　n　＝＝　1，　（pa，g）　is　strictly　equivalent　to　one　of　the　following　germs：

　　（1）μ＝v，9＝（u，の．

（2）　pa　＝v　一一　gu3，g＝　（u2，v）．

（3）　pa　＝　v　’一一　S2L，　g　＝　（ze，　v2）．

（4）μα一2u4＋9u2v＋α・9，9一（u3＋即）f・・α∈M．，，　with窃（・）一士1．

（5）　paa　：v＋ao　g，g　＝　（zL，　v3　＋　’uv）　for　a　E　M．　，y．

（6）　pa．　＝　一1　v2　＋aog，g＝　（’u，v3　＋’uv2）　for　a　E　M．，y　with　lil［tI（O）　＝±1．

　　　A　function　germ　a　which　appear　in　the　normal　forms　（4），　（5），　（6）　is　called　a

f？mctional　modulus　of　each　normal　form．

　　Our　concern　is　to　classify　generic　integral　diagrams　by　the　equivalence　（not　the

strict　equivalence）．　We　remark　that　the　germs　（1）　to　（6）　cire　not　equivalent　each

other．　Hence　we　shall　classify　t，he　families　of　the　germs　（4），　（5），　（6）　by　the　equiv－

alence．　On　the　other　hand，　the　normal　form　（5）　is　one　of　the　normal　forms　for

generic　divergent　diagrams　studied　by　Dufour　［15］　and　also　one　of　the　normal　forms

for　Clairaut　type　in　the　case　n　＝　1　as　was　described　in　S5．　Thus　we　shall　classify

the　normal　forms　（4），　（6）　by　the　equivalence，　which　is　an　analogy　of　Dufour’s　resultt

for　（5）．

Denote　by　A，　（resp．　u4．）　tus　the　set　of　functional　moduli　of　（4）　（resp一　（6））・

　　We　now　state　our　results．

Theorem　F・五eオ（μα，9）δeαη蜘rαZ吻T…ノω．　Then，メ・…y　ct　E　．4vt

オん・r・　exists　an　a’∈Ay　sucんtゐαオ

（i）　（paa，g）　is　eguivalent　to　（pa．t，g），
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（ii）αノ（0，y）＝誇（0，0）’Y・　＋　Sxα・y2　f・r吻≦0，

wheTe　）（a　＝　gilila，　（O，O）

Theo「em　Gゴ・（ゴー1，2）五eオ（μα，9）be　an物mZ伽g…・∫ピの．　Th，η，加ny

a　E　．4x　there　exists　an　a’　E　．4．　such　that

（i）　（paa，g）　is　equivalent　to　（pa．，，g），

　　（ii）α’ニδ・・琶Xα・r2・ηDゴ，

wh・T・・＞CCt一書1警（・，・），δ一士1，　P1一｛（x，Z，t）1？y一・｝αnd　D2一｛（x，　・y）127y－4x3｝．

Dufour　also　has　shown　uniqueness　of　functional　modulus．　However　the　germs

（4），　（6）　are　so　complicated　that　we　can　not　obtain　the　uniqueness　result　in　this

paper．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　10．　PRoOF　OF　THEoREM　F

　　The　proof　is　based　on　the　following　two　propositions．

Proposition　10．1．（Takens［35］）．　Let　cb：　R，　O　．　R，　O　be　a　diffeomomphism　such

オんαオψ2んα3オんe！ormψ2（ココ）ニ・x＋xkF（z）2〃ith　F（0）≠0α加l　k≧2．7「んen　theTe

z5　an　oTzentati・n　pre・erv吻雌・m・励乞・mλ・R，0→R，0・ucんthαいπ3。m，

η吻んδ・励・・d・∫0∈R，

λOψOλ一1（C）＝士X＋δxk＋：）（X2k－1

whereδ＝土1αnd　X∈R．

　　The　following　is　implicitly　proved　in　［22］．

Pr・P・siti・n…2・Let（μ1，gt）be・an・i吻rα1　diagTαm　which　is　eguivα1・nt・t・（μα，9）

・ノω伽P4の〃・r・・mεα∈Ay　（r・5P．ん2．　Th・η（〆，9・）¢3伽吻，quivαlent

t・（μα’・9）・f（4〃resp・（6？？　for　s・mεα・∈Ay　．（resp．んノ．

For　each　case　F，　Gi，　G2　we　will　define　a　map　germ　7．：　（IR，　O）　．　（R12，0），　as

follows．　ln　the　case　F　：　Put　A　＝　｛（x，ty）127x2　＋4yt　3　〈　O｝．　Note　that　A　＝

｛（　c，　？」）ltt（g－i　（x，　2」））　＝　3｝．　Let　（？‘i，　ty），　（・u2，　・y）　and　（tu3，y）　be　the　preimages　of　（x，　’s　）　by
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g　for　each　（x，　y）　G　A　near　（O，　O），　where　zL」　一一一一　ze」（x，　y）　（7’　＝　1，　2，　3）　are　three　real　roots

of　the　equation　U3　＋？」U－x＝O　and　ordered　by　ui　〈　zL2　〈　zL3．　For　each　a　E　v4vt　set

c3’
@（x，　y）　＝　pa　ct　（uo’　，　？J）．　We　see　cle　arly　ci　（O，　y）　＝　c3　（O，　y）　＝　ty2　＋　a（O，　y），　c2　（O，　y）　＝

a（0，y）　for　any　（O，y）　E　A．　We　set　7．（y）　＝　（a（O，y），　iy2　＋a（O，y））　for　each　a　E　．4，，．

　　In　the　case　Gi　（resp．　G2）：　Note　that　tt（g－i（x，　y））　＝　2　for　any　（x，y）　G　Di

（resp．　D2）．　Let　（x，vi），　（x，v2）　be　the　preimages　by　g　for　each　（x，y）　E　Di　（resp．

D2），　where　vゴ＝ψ，〃）（ゴ＝1，2）are　three　rea1…t・・f　V3　＋xV2　一一y－0（vユ

is　the　multiple　ro　ot）．　For　any　（x，　・y）　E　Di　（resp・　D2　），　set　c2’　（x）　？y）　＝　paa　（X）　V」’　）・

We　see　clearly　ci（x，2v）　＝　a（x，y），　c2（x，y）　＝　gx2　＋a（x，y）　（resp．　ci（x，7y）　＝＝　gx2　＋

a（x，　？v），　c2　（x，　y）　＝　ilgx2＋a（x，　ty））．　We　set　7．（x）　＝　（ci（x，O），　c2（x，　O））　（resp・　7a（・x）　＝

（ci（x，　Six3），　c2　（x，　ziltlx3））　for　each　a　E　．4x．

Lemma　10．3．　Let　e　：　（R，　O）　．　R　be　a　junction　germ　such　that

（10．1）　e（o）　＝＝　ot（o）＝e”（o）　＝＝　e”t（o）＝　o．

In　the　case　E　for　any　a　E　v4y　there　exists　an　a’　E　．4y　such　that

　　（i）　（paa，g）　and　（paat，g）　are　equivalent，

（ii）　一一？y2　＋　a’（O，　？」）2　一一　x．a’（O，　？」）3　＋　e（a’（O，　？v））　＝　O　for　all　’」t　S　O，

ωん・T・xα一書1警（0，0）．

in　the　case　Fi　（resp．　F2？　for　any　a　E　．4．　there　exists　an　or’　E　v4x　such　that

　　（i）　（paa，g）　and　（paa，，g）　are　equivagent，

（ii）一一一x2＋α’（c，0）2－xαα’（・c，0）3＋θ（α・（x，0））一〇・nDユ

　　（resp・一一x2＋c2一（告＋xα）・3＋θ（c）0・ηD2／

where　c＝　Eilgx2　＋a’（x，　li＃tx3），　x．　＝　g7；f｝9　（O，　O）．

P「oOf　Since　any　a∈ん（resp・ん）ve・i且es　the　c・nditi・n寄（0，0）士・（resp・

舞（0，0）一回1），by　the　implicit　functi。n　the。，em，　there　eXists　the　functi。n．9，，m

tha　：　（R，　O）　一　（R，　O）　such　that　lmor．　＝　graph，th．　in　each　ccftse．　By　direct　calcula－

tions，　we　see　respectively　in　the　cas’ ?　F，　Gi，　G2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’ipa（C）　＝　c＋　ic2　一一m　ixac3　＋o（lc13），
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by

tha（c）　＝　c＋　ic2　一　i，y．c3　＋o（lc13），　th．（c）　＝　c＋　gc2　一　g（g

In　the　case　F，　Gi，　G2　respectively，　define　the　function

砿

1．．　A3

互xαc

（c）　＝＝　c＋　ic2 1一．　．．3

4Xac

＋　）（　ct）c3　＋　o（lc13）．

germ　ip．：（R，　O）　一．　（R，　O）

vr．（c）　＝　c＋　gc2　一一　gx．，3　＋　ge（，），　iT．（，）　＝　，＋　g，2　一　g（g　＋　x．），3　＋　go（，）．

Then　by　Proposition　10．1　there　exists　an　orientation　preserving　diffeomorphism一

　　1
＋耳θ（c），

IA2　1
6C”　一6

germλ：（R，0）→（R，0）such　thatψα＝λ。ψα。λ一ユin　each　case．　Since（λ。

paa，g）　is　equivalent　to　（pa．，g），　by　Proposition　10．2　there　exists　a　functional　modu！us

α’ ｸん（・esp・ん）in　the　ca・e　F（resp．　Gユ，　G2）such　that　th・f・11・wing　diag，am

commute，　hence　（pa．，g）　and　（p．t，g）　are　equivalent：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（R，o）　一’　（R2，0）　一一一2一一・　（R2，0）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e　（R2，0）　．　（R2，0）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　AOJLLa　’　r　g

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⊥k・　　⊥ん

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（R，O）　〈一一一一一一　（R2，0）　．　（R2，0）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p．t　g

　　In　the　case　F　since　the　set　｛（O，　y）　1　y　fs｛　O｝　is　preserved　by　h　and　since　A　is

orientation　preserving，　the　above　commutative　diagram　implies

　
の

」
藍
鼠
　
（

（10・2）　λ×λ（1町α1，≦。）一9噸砺∩｛δc≦0｝一加（ツα’1，≦。）

where　6　＝　gt　（O，　O）．　ln　the　case　Gi　（resp．　G2）　since　a　discriminant　set　Di　（resp・　D2）

is　preserved　by　h，　from　the　commutativity　of　the　above　diagram　we　see　that　A　×

Remark
act’

A（lm7a）　＝　gTaph；i5T．　＝　lm7．t．　Therefore　by　the　definitions　of　iJT．　and　7a　we　have

the　equation　in　Lemma　10．3．（ii）　in　each　c，fise．　This　completes　the　proo£

　　　　　　　　　　　　　　　In　the　case　F，　by　（10．2）　if　6　＝＝　1，　then　c＝　a’（O，’vi）

Oy
（o，o）

10．4．

＝　1．　Similarly，　if　6　：

　　　　　　　　　　　if　6

－1　then　iilStf’　（O，O）

　　　　　　　　59
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　　The　functional　moduliαノin：Lemma　10．3　depends　onθandα．　Now，　by　means　of

special　choice　ofθ，　we　normalizeαノsuch　thatαノ（O，・y）（resp・α’（x，0），α’（x，119x3））

is　the　polynomial　as　low　degree　as　possible　in　the　case　F　（resp．　Gi，　G2）．　Note

that　the　degree　of　the　normalization　is　no七zero　for　the　condition　of　the　functional

m・duli究（0，0）一士・（re・p・舞（0，0）一圭・）・ln　the　ca・e・f　Xα一〇，　we　have

the　normalization　to　degree　one．　ln　the　case　of　xa　4　O，　we　can　not　have　the

normalization　to　degree　one　because　of　the　condition　（IO．1）　for　e　，　thus　we　consider

the　normalization　to　degree　two．　ln　fact，　it　is　possible　as　follows：　For　any　x　E　R

we　define　the　function　germ　ex：　（R，　O）　一〉　（R，　O）　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ex＝（O．．4　llff　Xx；Oo

whereξ（の一一一1＋睾＋2yt，α（t）一2×2t4＋2×3t5＋gX4t6・

　　Then　the　ex　satisfy　the　condition　（10．1）　in　Lemma　10．3．　Moreover　we　define　the

function　germ　h．：　（R　×　R，　（O，O））　．　（R，　O）　by　h．（t，c）　＝＝　一一t2　＋　c2　一xc3　＋　0．（c）　for

any　X∈R．　By　the　de且niti・n・fθx　it・an　b・di・ectly　sh・wn　that　hx（士ちオ＋5t2）＝O

for　all　t　E　（R，　O）．　Hence　we　can　easily　have

Lemma　10．5．　lf　（t，　c）　E　hx一一i（O），　then　c＝　±t　＋　5t2　for　an？J　）c　E　R．

F・・anyα∈ん（・e・p．ん），set　X一券（・，・）（・esp・X一書差警（・，・），6＋書差警（・，・））・

Then，　by　Lemma　10．3，　Lemma　10．5　（and　Remark　10．4　in　the　case　F），　we　obtain

Theorem　F，　Gi，　G2・

Remark　10．6．　xa　is　an　invariant，　of　（4），　（6）　relative　to　the　equivalence　because　we

can　see　that　by　the　direct　calculat，ion　the　third　coefficient，　of　the　Taylor　expansion

at　the　origin　for　fl！］，，　is　invariant　uiider　the　conjugate．　i！i，，　＝　Adi　o　’iP，，t　o　，＞t　for　a

diffeoinorpl｝isni　gerni　A．
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