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1．1　背景・目的

　近年，大規模化の進むソフトウェアに対して，全体的な正しさを保証することは非

常に難しい問題であるとされている．そこで，この問題を解決するために，新しいパ

ラダイムに基づくプログラミング言語が次々と提案されている．これらの言語に共通

する特徴は，根底にある論理体系が明確に定まっていることである．プログラミング

を数学的な枠組みの中に置くことによって，ソフトウェアのメカニズムや性質，計算

の意味を明らかにすることができ，厳密に議論ナることが可能である．

　これらの言語のいくつかは，等式系とみなすことができる．等式は，数学をはじめ

とする科学のさまざまな場面で用いられる．あるときには，与えられた公理からある

恒等式が論理的に導かれるかどうかを定めようとし，またあるときには方程式に対し

1
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1．1背景・目的　2

てその解を求めることをする．等式を用いたこのような推論はまた，さまざまなコン

ピュータ応用，たとえば，定理自動証明，代数的仕様記述，関数型言語などの理論的

基礎として非常に重要である．

　等式系に基づく計算モデルの一つとして，書換え系［3，6，8，9，13，24］（抽象書換え系

および項書換え系）がある．書換え系は，書換え規則とよばれる左辺から右辺へ向き付

けられた等式の集まりであり，与えられた式に対して，その一部をそれとパターン照合

する左辺をもつ窺則の右辺で置き換える操作を繰り返して式を最も簡単な形にするもの

である・たとえば；以下のプール代数を例にして考える．関数記号の集合∫ニ｛O，1，×｝，

書換え規則の集合π＝｛0×0→0，1×0→O，O×1→0，1×1→1｝とすると，書換え

系を定義することができる．0を真理値のF，1を真T，×を論理積くと解釈するこ

とができ，この書換え系では，1×0×1→0×1→0もしくは1×0×1→1×0→0

の書換えができる．書換え系にはいくつかの性質があるが，特に重要な性質として停

止性と合流性がある．停止性は無限に書換えが続かないことを意味し，合流性は計算：

結果が一意であることを意味する．停止性と合流性を満たす書換え系は完備であると

いう．停止性と合流性の検証は一般には決定不能な問題であるが，いくつかの十分条

件が知られている．それらの条件を拡張する基礎研究やその応用研究はこの分野で最

も重要な研究の一つである［5，14，16，19，21，271．

本論文では，書換え系のこれらの性質を形式的に検証する手法の拡張とその応用を

述べている．具体的には，項書換え系の停止性に関して，従来の手法では形式的に検

証できなかった問題を解くため，拡張ステv・一・Lタスという新しい概念を導入した手法を

懇

鞭
財
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1．2論文の構成　3

提案し，その有効性を示す．また，合流性に関する応用として，講座配属アルゴリズ

ムの解の一意性を，抽象書換え系理論を用いて形式的に検証する．

1．2　論文の構成

　本論文の構成は，以下のとおりである．

　第2章では，準備として，書換え系（抽象書i換え系および項書換え系）の概要と諸

性質について述べている．

　第3章では，項書換え系の停止性検証法について述べている．項書換え系の停止性

の検証は一般には決定不能な問題であるが，Dershowitzによって提案された単純化順

序を用いることにより，一部の（しかし，実用上重要な多くの）項書換え系に対して

停止性の形式的検証が可能であることを述べる．本論文では特に，経路順序とよばれ

る単純化順序の部分クラスに着目する．経路順序は，関数記号の集合上に定義される

優先順位とよばれる半順序と項の構造に基づき，二項の相対的な重さ（大小関係）を

比較するものである．この方法は，機械的な手順で二項の比較ができることから実装

も容易で，したがって複雑な項にも十分対応し，また前提となる優先順位は項の構造

から逆に推論できるなど，自動化という観点から最も有望な方法である．次に，経路

順序のうちで特に代表的な（ステータス付き）再帰経路順序（RPOS）について検討

する．

　第4章では，ステータスの概念を拡張した・拡張ステータス，，を提案し，それを適用

ww纏、 ’繍難灘灘蕪難　　　”継
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1．2論文の構成　4

した経路順序について述べている．ステータスは各関数記号ごとにもつていて，比較

すべき二つの項の最外（最左）の関数記号が同一のときの引数の比較方法を示してい

る．ステータスの種類としては，多重集合順序，左辞書式順序，右辞書式順序の3種類

あり，慣習的にそれぞれmZLIt，left，rightの記号を用いる．従来のleft，　rightステー

タスは，引数の比較する順序を辞書式順序で1引数ずつ比較していたが，拡張ステー

タスを用いることにより，いくつかの引数をまとめて多重集合順序で比較できるよう

になっている．本論文では，従来のRPOSよりも検証に成功しやすい拡張ステータス

付き再帰経路順序（RPOES）を提案し，それが単純化順序であることを証明し，その

有効性について述べている．

　第5章では，書換え系の検証理論を用いた応用として，卒業研究の指導などのため

に学生を大学の各講座（研究室）に配属させる講座配属問題について述べている．本

論文では，学生と講座の双方の優先度を考慮して配属を決定するアルゴリズムを考察

する．このアルゴリズムには非決定性があるので，解（すなわち配属結果）が一意で

あるということは自明ではない．そこで，解の一意性を検証するために，このアルゴ

リズムの停止性と合流性（すなわち完備性）について抽象書換え系の理論を用いて形

式的に証明する．

第6章では，本論文の結論および今後の展望について述べている．

㈱　醗
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　書換えという概念が意図するのは，等式の適用に方向性を与え，書換え規則として

解釈することである．等式が項の非順序対e＝rとして定義されるのに対し，書換え

規則は項の順序対として定義され，これはe→rのように表記される．書換え規則は

その使い方において等式と異なっている．すなわち，左辺eの例を右辺rの対応する

例で置き換えるという点は等式と同じであるが，しかし，逆にrの例をeの例で置き

換えることは許されない．関数記号から作られる項の集合上の書換え規則の集合を項

書換え系という．

　項書換え系を定義するにあたって，書換えの抽象的な概念を与えると都合がよい．こ

れは，抽象書換え系とよばれ，項の概念とは独立した性質を明確に，かつ，一般的に

とらえることができる．

　本章では，抽象書換え系および項書換え系の概要と性質について述べる．

5
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2．1　抽象書換え系

　本節では，抽象書換え系の概要と諸性質について述べる．抽象書換え系を以下に定

義する．

定義2．1

　抽象書換え系は，空でない集合Aと二項関係→⊆A×Aから成る対凶＝〈A，→〉で

ある．（a，b）∈→の代わりに，α→bと書き，　aはbに1ステップで簡約（reduction）

されるという．

　例えばA＝｛α1，α2，α3｝，→＝｛（α1，α2），（α1，・a3），（α2，α3）｝とし，π＝｛a1→α2，α1→

α3，a2→α3｝とすると，　A＝〈A，R＞は，一一つの抽象書換え系を定義する．　Aの簡約グ

ラフを図2．1に示す．このような簡約グラフは一般には非連結グラフになる．すべて

の要素が簡約グラフの節となるように簡約グラフを描くことによって，抽象書換え系

を表現することができ，性質を理解しやすい．

2．1．1　性質

　抽象書換え系にはいろいろな性質があるが，その諸性質を本節で定義する．もし抽

象書換え系A＝〈A，→〉がある性質をもっているならば，関係→もまたその性質を

もつという．

羅｛．

羅
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al

a2 a3

　　　　　　　　　　　　　図2．1：抽象書換え系A

定義2．2

（1）α，b∈Aが同一要素であるときa≡bと表す．

（2）→の反射推移閉包（reflexive－transitive　closure）を→で表す．もしα→bな

　　らば，αはbに簡約されるという．

（3）→の推移閉包（transitive　closzLre）を→＋で表す．

（4）→の対称閉包（symmetric　closure）を→で表す．（すなわち，　e＝→U←．）

（5）eの反射推移閉包を＝で表す．

　すなわち，α→・b（α→＋b）はαからbへの0ステップ（1ステップ）以上の簡約

の列α→…→bが存在することを表す．もし，b→αならばα←bと書くことも可

能である．α←bに対しても同様である。

麟難灘・，灘灘．鱗．難．
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定義2．3

（1）もしα→bなる要素b∈．Aが存在しないならば要素α∈Aは正規形（no7・mαl

　　form）である．ある正規形bに対してα→l　bであるならば抽象書換え系α∈A

　　は正規形をもつという・・4の正規形の集合をNF（A）あるいはNF（→）によって

　　表す．

（2）もしAのすべての要素が正規形をもつならば，抽象書換え系Aは弱正規化性

　　（weakly　normagizing：WN）を満たす．

（3）もしAの要素の無限簡約列α1→α2→α3→…が存在しないならば1抽象書換

　　え系Aは強正規化性（strongly　normαlizing：SN）もしくは停止性（termination）

　　を満たす．言い換えれば，すべての簡約経路がいっかは正規形で終わるというこ

　　とを意味する．

定義2．4

（1）任意のα，b，c∈Aに対し，　b←α→cならばヨd∈、A，b・一”　d←cであるとき，

　抽象書換え系Aは合流性（coη伽eηce）を満たす，もしくはチャーチ・ロッサ性

　（Church－Ro8ser：CR）をもっという．

（2）任意のa，b，c∈Aに対し，　b←α→cならばヨd∈A，b→・d←cであるとき，

　抽象書換え系Aは局所合流性（local　confluence）を満たす，もしくは弱チャー

　チ・ロッサ性（ωeakly　Church－RosseT：WCR）をもっという．

鐡灘羅懸購　．灘、。．、 　　　e’　　　＿、　　議騰　　ew＄ll　　．，、鑛．、

灘，白山＿醗灘一直灘一曲灘i鰹羅1山

籠羅・　　1：1

灘
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合流性と局所合流性を表現するよく知られた図式を図2．2，図2．3に示す．

　合流性と局所合流性の相違点は，合流性ではαの複数回の書換えによりb，cになる

が，局所合流性では，αの1回の書換えによりb，cになるところである．また，合流

性と局所台流性の両方に共通する重要な性質は，αからb，cに一度分岐してもdで再

び合流するという点である．

　合流性に関して，以下の命題［21］がある．

命題2．1

　抽象書換え系A＝〈A，→〉が合流性を満たすとき，かつそのときに限り，α＝bを満

たすAの要素のすべての対は共通の簡約形をもつ．（すなわち，∀α，b∈A，ヨ。∈A，α＝

b　＝〉　a　一一＞＞　c　〈一　b．）

証明

⇒Aは合流性を満たしα＝・bと仮定し，α＝bの長さに関する帰納法によってaと

　　bが共通の簡約形をもつことを証明する．まず，α≡bの長さ0の場合は明らか．

　　次に，a→α1ニbのときは，帰納法の仮定からα1とbは共通の簡約形をもつ．

　　これはαとbの共通簡約形になっている．最後に，α←α1＝bのときは，帰納

　　法の仮定よりα1とbは共通の簡約形をもつからα1→C←bである共通簡約形

　　Cが存在する．このときα・←α1→Cが成立しており仮定よりαとCは共通の

　　簡約形dをもっことがわかる．したがって，aとbは共通簡約形dをもつ．

騨、
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a

b c

＼．　　ノρ‘

　ヘ　ノド

　　d

図2．2：合流性

醗・繊購二一・
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a

b c

’K．，　．．A

　ヘ　ノド

　　　d

図2．3：局所合流性

豪“

早
譲
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　eb・←α→Cを仮定する．b＝Cであるから，仮定よりbとCの共通簡約形dが

　　存在する．ゆえにAは合流性を満たす．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

定義2．5

（1）任意のα，b∈Aに対し，　a・＝bかつα，　b∈NF（→）ならばα≡bであるとき，抽

　　象書換え系A＝〈A，→〉は，単一正規形（unique　normα1　forms：UN）をもっと

　　いう．

（2）任意のa，b，　c∈Aに対し，　b←α→cかつb，　c∈NF（→）ならばb＝cである

　　とき，抽象書換え系A＝〈、4，→〉は，簡約に関して単一正規形（u吻ue　normαl

　　forms　with　re8pect　to　redZLction：UN→）をもっという．

（3）任意のα，b∈Aに対し，α＝bかつb∈NF（→）ならばa→bであるとき，抽

　　象書換え系A＝〈A，→〉は，正規形性（normα1　form　property：NF）をもっと

　　いう．

例題2．1

　・41＝〈Al，→〉とする．ここで，　A1＝｛α，　b，　c，　d，　e｝，→＝｛α→b，　b→c，　b→d，　d→

d，d→e｝である．図2．4はA1の簡約グラフである．

　c，eは正規形である．正規形であるか否かは簡約グラフをみれば明らかである．正規

形とは，簡約グラフで対応する節からいかなる弧もでていないものである．A1はWN

ma・

灘

鑛
fa・
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であるがSNではない．なぜならば，α→b　一．　d→d→…という無限の簡約経路が

存在する．．41はUNではない．なぜならば，　c≠eである．．41はUN→ではない．な

ぜならば，αとbは二つの異なる正規形。，eをもつ．んはNFではない．なぜならば，

eは正規形であり，c＝eであるが，　c→eとはならない．

α　一一レ　わ一一一一一一一H＞　c

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e

　　　　　　　　　　　　　　図2．4：簡約グラフA1

定義2．6

停止性と合流性を満たす抽象書換え系は完備（complete）であるとよばれ，弱正規

化性と合流性を満たす抽象書換え系は部分完備（semi－complete）であるとよばれる．

霧灘
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2．1．2　諸勢質問の相互関係

　これまで導入した抽象書換え系の諸性質がどのように関連しているかを示すのが次

の補題である．

補題2．1

（1）SN性を満たす抽象書換え系は，　WN性も満たす．

（2）CR性を満たす抽象書換え系は，　WCR性も満たす．

（3）CR性を満たす抽象書換え系は，　NF性をもつ．

（4）NF性をもつ抽象書換え系は，　UN性をもつ．

（5）UN性をもつ抽象書換え系は，　UN→性をもつ．

（6）UN→性をもつWN性抽象書換え系は，　CR性をもつ．

　補題2．1を図2．5に示す．

証明

（1）SNとWNの定義より明らか．

（2）CRとWCRの定義より明らか．

（3）任意のα，b∈・4に対し，αニbかつb∈NF（A）とする．　CR性および命題2．1

　　より，α→C←bなるCが存在する．bは正規形なので，　b≡C．したがって，

　　α→6であり，AはNF性をもつ．

職㌧・
．
雛
，
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WCR

鯉
醇

　
f

SN

WN

CR

一一一一一一一r　＆

　　　　　図2．5：諸性質問の関係

一一一一一一一一一Bレ　NF

　　　　　　　　　　　，

　　　　　　　　　　UN

　　　　　　　　　　　，

・・dt一一一一一一一一一一一一一　UN一一＋

灘　　
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（4）任意のα，b，　c∈Aに対し，δ・←α・→cかつb，　c∈NF（A）とする．＝の定義よ

　　り，α＝b，α・＝cである．＝の対称性，推移性より，b＝c．　NFより，δ→・c（ま

　　たは，C→b）．ところが，　b，Cはともに正規形であるので，　b≡Cでなければな

　　らない．ゆえに，AはUN性をもつ．

（5）UNとUN→の定義より明らか．

（6）任意のα，b，　c∈Aに対し，δ・←α→cとする．　WNより，　b’とdをbと。の

　　正規形とすると，b’，d∈NF（A）でα→b’，α→c’である．　UN→より，　b’≡c’

　　である．よって，bと。は共通の簡約形をもつ．したがって，　AはCR性のある

　　抽象書換え系である．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

　以下に停止性と合流性に関する重要な補題を示す．

補題2．2（Newmanの補題）

SN性を満たす抽象書換え系がWCR性を満たすならばCR性も満たす．

証明

　Noetherian帰納法に基づく図2．6の図式追跡法による．

　Noetherian帰納法とは→がSNのときに用いる帰納法である．　P（α）をAの要素a

に関する任意の命題とし，→をSNとする．　Noetherian帰納法は，次の原理に基づく．

慧
騒
レ



　　　　ii’
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　　　　　　　　　　a

　　　　　　　　’K．．　．．A

帰納

　　　　　　　　Zh，．．　．2‘

　　　　　　　　　’v

　　　　　　　　　　d

　　　図2。6：Newmanの補題の証明

．．．／．．．，．．．．．”．．・‘．．
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　　　　　　［Va　E　A［Vb　E　A（a．b　＝〉　P（b））］　＝〉　P（a）］　＝〉　Va　E　A　P（a）　（2．1）

式（2．1）は次のことを示している．任意のα∈Aをとって考える．a→bを満たすす

べてのbについてP（b）が成り立つことを仮定して，P（α）を証明する．（特に，α→b

なるbが存在しないときは，この仮定なしにP（α）を証明する．）これで，すべての

α∈Aについて，P（α）が成り立つことが証明できたとする．

　実際にこの帰納法をNewmanの補題の証明に当てはめると次のようになる．（図2．6

参照．）図式中に示すWCRはd’∈Aの存在を示すのにWCRを用いたことを示し，帰

納法の仮定はNoetherian帰納法の仮定を，それぞれの図式の証明に用いたことを示し

ている．

　　　　　　　　　　b←α→c⇒ヨ（i∈A（b一→＞d←c）　　　　　　　　　　（2．2）

が証明すべき命題である．α≡bあるいはα≡cのときには，式（2，2）は明らかに成

り立つので→を→＋とする．すると，α→bl→b，α→b2→Cとなるb1，　b2が存

在する．b1←α→b2を前提とすると，　WCRよりある♂が存在して，わ1→♂・←b2

となる．次に，b←bl→d’が成り立つので，　b1について帰納法の仮定を用いて，

b→e・←♂なるeが存在する．すると，e・←62→Cであるからb2について，帰納

法の仮定を用いて，e→d←cなるdが存在することが証明される．□
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2．1．3　準Thue系

　準Thue系（semi一　Thue　system：STS）は文字列の書換え系である．表現の構成法

が簡単で，容易に抽象書換え系へと変換できるので，ここで抽象書換え系と第2．2節

で述べる項書換え系との橋渡しをする意味でこの書換え系について説明する．

　Xを任意のアルファベット，X＊をXの要素の列からなる集合とする．　X＊は空列ε

を含む．X上の準Thue系はXと書換え規則の集合S＝・｛（ui，　vi）lui，　vi　E　X＊，i　E　1｝の

組〈X，S＞で定義される．例えば，　X＝｛α，　b｝，S＝｛（bα，αb），（bb，　c）｝とすると，〈X，　S＞

は準Thue系である．準Thue系によって，例えば文字列bαbは，以下のように文字列

αcに書喚えることができる．

　　　　　　　　　　　　　　　bab　．　abb　一〉　ac

　準Thue系から，次のように抽象書換え系を作ることができる．　A＝．X・とする．　A

上の二項関係→を次のように定義する．

　　　　　　　　Vx，y∈X＊に対して，　xuy　一　xvy⇔（u，v）∈S

　．・‘t＝〈A，→〉は抽象書換え系である。．4に関する諸性質はそのまま準Thue系〈X，　S＞

の諸性質として引き継がれる．例えば，〈X，S＞がCRであるとはAがCRであること

である．準Thue系〈｛α，b｝，｛（α6α，ε）｝〉はUN→ではない．例えば，

　　　　　　　　　　　　　　　　αbαbα→わα

　　　　　　　　　　　　　　　　ababa　一〉　ab

潤
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である．

　ここで，下線を引いた部分が書換えられる．一方，この準Thue系はSN性をもつこ

ともわかる．

準Thue系は項書換え系とともに，理論的な性質が深く研究されており，計算：可能

性の理論や言語理論へと応用されている．

2．2　項書換え系

　書換え系の中でも，応用範囲が広く，しかも性質がよく知られているものの一つに，

項書換え系（term　rewriting　system：TRS）がある。項書i換え系は，関数型プログラ

ミング，自動推論，代数的仕様記述などと深くかかわっている．項書換え系の理論と

応用は，ラムダ計算とコンビネータ論理に起源をもつ．これらの系は計算の概念を形

式化するために半世紀前に開発された，項書換え系の多くの性質と証明テクニックは，

これらの系に関しての研究から始まっている．例えば，Church－Rosser性は，　Church

とRosserがラムダ計算と組み合わせ論理の一貫性を確立するのに，この性質を使用し

た後，名付けられた．また，完備化手続き（completion　procedure）は，等式論理にお

ける語間題（ωord　problem）を解くために，　KnuthとBendixにより考案された手続き

である・語問題とは項（語ともよばれる）問の関係が等式の集合E＝価＝t，li∈1｝

で与えられたときに，等式s＝tがEから導けるかどうかを決定する問題である．

　本節では，第2．1節で説明した抽象書換え系を項書換え系に適用し，その性質につ

誇ゴ’一色．・
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いて述べる．

2．2．1　諸定義

定義2．7

　指標（signαture）もしくはアルファベット（αlphαbet）は関数記号（fzenction　symbol）

の集合∫である．すべてのf∈．7’には，引数の数を示す項数（arity）とよばれる自

然数が割り当ててある．項数が0の関数記号は定数（constαnt）とよばれる．

定義2．8

　関数記号の集合∫と∫∩ソ＝のである変数（variαble）ソの可算無限集合から作ら

れる項（term）T（∫，ソ）の集合は，以下を満たす最小の集合である．

（1）ソ⊂T（．7’，ソ）

（2）もしノ∈∫が項数ηの関数記号でt1，＿，tn∈T（．1’，γ）ならば，　f（t1，．．．，tn）∈

　　T（∫，V）である．

　関数記号0が定数のときはいつでも0（）の代わりに0と書く．項t∈T（．7’，ソ）

の中にある変数の集合はy（t）によって示される．変数を含まない項は基礎項（ground

term）もしくは閉じた項（cl・sed・term）とよばれる．すべて基礎項であるT（．7’，ソ）の

部分集合はT（∫）もしくはT（．1’，の）と書ける．

鍵蓬　　・蝉

．難山・
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定義2．9

　項書換え系は関数記号の集合．1’と書換え規則の集合R⊂T（一，V）×τ（∫，y）から

成る対〈∫，R＞である．すべての書換え規則（e，r）は以下の二つの条件を満たす．

（1）左辺eは変数ではない．

（2）右辺rで現れる変数は左辺eにも現れる．

今後は，書換え規則（e，r）はぞ→Tと書くものとする．また，関数記号の集合であ

るアルファベットを宣言することなしに書換え規則の集合として項書換え系を示す．

例題2．2

　関数記号の集合をアニ｛画5，mZLlt，5，0｝，変数の集合をソ＝｛x，y｝とし，書換え

規則の集合をπとする．なお，関数記号の項数はそれぞれ2，2，1，0である．

フヒ・＝

ri　：　plzLs（x，O）　．　x

r2　：　plus（x，s（y））　．　s（plzLs（x，　y））

r3　：　mzLlt（x，O）　．　O

r4　：　mzLlt（x，s（y））　．　plttLs（mult（x，y），x）

　ここで書換え規則の前につけたri　（i＝1，＿，4）は書換え規貝ljを参照するために，書

換え規則につけた名前で書換え規則の二部ではない．このように定義されたく∫，R＞は

項書換え系である．

嚢ew
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f
i

2．2．2　代入と文脈

項書換え系は，第2．1節の抽象書換え系に翻訳して理解する．そのために，代入，文

脈という概念が必要となる．そこで，与えられた項書換え系にかかわる書換え関係を

定義するために，最初に代入と文脈を紹介する．

定義2．10（代入）

代入（substitution）σは変数の集合ソから項の集合丁（ア，　Y）への関数σ：ソH

T（∫デレ）である．このような関数を次のように変数と項の順序対Xi　H　Siの集合で表

す．1

　　　　　　　　　　a＝　｛Xl　H　SI，　C2　H　S2，…，　Cn　H　Sn｝

　特に，n＝0のときσを空代入（empty　substitution）とV・う．対Ci　H　Siは，変

数Viは項Siに写像される　（Vi　mαps　t・Si　）ということを表現している．すなわち，

σ（Xi）＝Siである．また，　x¢｛ω1，x2，．．．，Xn｝ならばσ（x）ニxとする．二つの代入

qTは集合としては異なっていても，関数として等しければσ＝アと書く．例えば，

｛コじH・α，yト瑠｝＝｛sv→α｝．

　代入を次の再帰的な定義により，項の集合丁（F，V）から項の集合丁（f’，y）への関

数に拡張して使用する．また，慣習に従い，σ（t）の代わりにtaまたはt・という表記

1歴史的な理由から，代入を

　a　＝　｛Sl／X17　S2／X2）．　・　．　）　Sn／Xn｝

と表す文献も多い．

齪　’

強
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法を用いる．

　　・tが変数のとき，

　　　　　　　　　　　　　　　ta　＝

　　・tが定数のとき，tσ・・＝t．

tσは上の定義をそのまま使う．すなわち，

Si，　t＝Xiのとき

t，x¢｛Xl，＿，Xn｝のとき

・t・f（t1，＿，tn）のとき，　ta＝f（tlσ，＿，tnσ）．

また，σ（t）をtのインスタンス（instαnce）とよぶ．書換え規則の左辺のインスタ

ンスは可簡約項（Te伽C乞bZe鉱Pγe55乞0η：redex）である．

例題2．3

　x，y，zを変数，　cを定数，　f，9を関数記号とする．

　　　　　　　　　　　　t　＝　g（x，　f（c，　x，　y），i），a　＝　｛x　H　h（y），y”　a｝

のとき

　　　　　　　　　　　　　　　xa　＝　h（y），　ya　＝＝　a，　ia　＝　i，　ca　＝c

であるから

　　　　　　　　　　　　　　　ta　＝　g（x，f（c，　x，y），z）a

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝　g（xa，　f（c，　x，y）a，　za）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝　g（xa，　f（ca，　xa，　ya），za）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝9（h（y），ノ（c，h（y），a），z）

灘

灘
’　諸　　，
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定義2．11（文脈）

　文脈（context）0［，．．．，1は，いくつかの出現位置が空になっている項であり，この

特別な空である項をロで表す．

　もし。［，．．．，］においてロがn個の出現位置をもつ文脈でtl，．．．，tnが項であるな

らば，そのとき。［t1，．．．，tn］はt1，．．．，tnによってロの出現位置を左から右へ置き換

えた結果である．ロが一つである文脈は00によって記述される．もし文脈0日が

存在してそのときt≡0同であるならば，項sは項tの部分項（subterm）である．

ここで，00は項のメタ表記であり，項そのものではない．また，’τ（fU｛ロ｝，ソ）は

C（f7V）と省略した表記法で書くことにする．

定義2．12

　項書換え系〈．1’，R＞の書換え規則は以下のようなT（∫，γ）に関する書換え関係→π

を定義する．すなわち，もし，ある文脈0日，代入σ，および書換え規則e→r∈R

が存在し，8≡0［例，t≡C［rσ］であるならば，　s→πtである．　sは可簡約項eaを縮

約すること（contracting）によってtに簡約するという．　S→πtを書換えステップも

しくは簡約ステップとよぶ．

例題2．4

　関数記号の集合をf＝｛0，S，A，M｝，変数の集合をソ＝｛x，y｝とし，以下の書換え

規則Rをもつ項書換え系を考える．なお，関数記号の項数はそれぞれ0，1，2，2である．

　　　　　　　　一雛

灘二三　　灘　白

鍵
腰
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R＝

ri　：　A（O，x）

r2　：　A（S（x），y）

r3　：　M（O，x）

r4　：　rvl（S（x），y）

一　　x

一一
r　S（A（x，y））

一　〇

一一
r　A（M（x，y），y）

　Rは後続関数5＠）＝x＋1，加SCE．A（x，y）＝x＋y，および乗算M（x，y）＝xyの再

帰的な定義となっている．M（S（S（0）），S（S（0）））は，書換え規則rl～r4を適用するこ

とにより以下の書換えステップの列を得る．

　　M（s（s（o）），s（s（o）））　一一＞R　A（M（s（o），s（s（o））），s（s（o）））　（r4）

．R　A（A（iN4（O，S（S（O））），S（S（O））），S（S（O）））

．R　A（A（O，S（S（O））），S（S（O）））

．．　A（S（S（O）），S（S（O）））

．R　S（A（S（O），S（S（O））））

π
π
↓
↓

S（S（A（O，　S（S（O）））））

　　　　　　　　　　　　　　　s（s（s（s（o））））

　ここで，下線を引いた項が可簡約項であり，ri（i・＝1，＿，4）の書換え規則により左

辺を右辺に書換えている．このことにより最終的に正規形S（S（S（S（0））））を得る．

　第2．1節で抽象書換え系に対して定義したすべての表記法は項書換え系に持ち越す

ことができる．それは，抽象書換え系〈T（ア，y），→n＞をすべての項書換え系〈．7’，R＞

と関連づけることによる．

（r4）

（r3）

（rl）

（r2）

（r2）

（rl）

癩
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例題2．5

　関数記号の集合を∫＝｛！，9｝，変数の集合をソ＝｛x｝とし，以下の書換え規則R

をもつ項書換え系を考える．なお，関数記号の項数はf，9とも1である．

　　　　　　　　　　　フ1＝！（9（x））一→9（9（ノ（∫（x））））

　この項書換え系はWN性がない．次の書換えステップの列はWN性がないことを

示す．

　　　　　　　　　f（g（g（x）））　一．n　g（g（f（f（g（x）））））

．R　g（g（f（g（g（f（f（x）））））））

　　　　　　　　　　　　　→7ヒ　’”

この書換えにおいて，f（9（9（t）））の形をした項が9（9（！（9（9げ（！（x）））））））の中に真部

分項（下線の部分）として現れ，この書換えは無限に続いてしまうのでf（9（9（x）））は

正規形をもたない．しかもこれ以外の書換えはない．

　項書換え系は，書換えの対象を基礎項に限定すると，異なった性質をもつことがあ

る．次の例でこのことをみてみる．項書換え系をプログラムと考えたときに，書換え

の対象となる項を基礎項に限定するというのはごく自然なことである．データと普通

によばれる計算の対象は基礎項である．

例題2．6

　関数記号の集合を∫＝｛0，s，ノ｝，変数の集合をy＝｛x，y｝とし，以下の書換え規則

πをもつ項書換え系を考える．なお，関数記号の項数はそれぞれ0，1，2である．

鎌錘
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R＝

ri　：　f（x，y）　．　f（y，　x）

r2　：　f（s（x），y）　一一〉　f（x，y）

r3　：　f（O，y）　．　O

書換え規則rlを用いてf（z，z）の書換えを試みると，

　　　　　　　　　　　　f（X，　i）　一’　ri　f（Z，　Z）　一ri　・　’　’

となる．しかもf（i，z）はこれ以外の書換えはできないので，　f（x，のは正規形をもた

ない．したがって，RはWN性がない．しかし，すべての基礎項は必ず正規形をも

つ．f（s（0），s（0））を考えると，

　　　　　　　　　　　f（S（O），S（O））　’r2　f（O，S（O））　’r3　O

である．もちろん，f（s（0），s（0））→。、ノ（s（0），5（0））→r、…であるから，すべての書換

え列が有限というわけではない．

　上の例が示すように，書換えの対象を基礎項とする項書換え系は，一般の項書換え

系とは別に，その性質を論じる価値がある．なぜならば，書換えの対象である項を制

限しなければこの例の項書換え系はWN性はないが，書換えの対象を基礎項とすると

この項書換え系はWN性があるといえるからである．

隷・，
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2．2．3　正則項書換え系

　ここでは，項書換え系の中でも書換え規則の左辺に書ける項を限定した，正則項書

換え系（reguZαr　term　rewriting　system）とよばれるクラスの項書換え系を扱う．正則

項書換え系は多くの応用に現れる項書換え系であり，しかもCRという（関数型プロ

グラムと考えたときには）よい性質をもつ項書換え系である．一般の項書換え系につ

いて，それがCRであるかそうでないかを知ることは決定不能な問題であるので，最

初からCRであることがわかっている項書換え系はいろいろな点で有用性が高い．

定義2．13

　線形（lineαT　）な項は同一変数を二つ以上含まない．

　書換え規則e→rは，もし（左辺）eが線形であるならば左線形（left－lineαr　）であ

り，もし（右辺）rが線形ならば右線形（right－lineαr）である．もしすべてのその書

換え規則が左線形であるならば，項書換え系は左線形である．また，右線形項書換え

系は右線形の書換え規則しかもたない．

　単一化（ZLnification）はパターン照合を一般化したものであり，その結果として適切

な代入を作り出す．以下では，項どうしの単一化を定義する．

定義2．14（単一化）

　適当な代入θによって二つの項s，tが同一，すなわちsθ≡tθとなるとき，，sとtは

単一化可能（unifiαble）であるといい，このとき用いた代入θを単一化代入（unifier　）

という．



t
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定義2．15

　σはある二つの項s，tの単一化代入であるとする．　s，tの任意の単一化代入θに対

してσ≦θであるとき，σはs，tの最も一般的な単一化代入（most　general　unifier：

mgu）であるという．

　次の例題において，非左線形な項書換え系は一般的にCR性を満たさないことを示す．

例題2．7

　以下の項書換え系を考える．

Rl＝

ri　：　F（x，x）　．　A

r2　：　F（x，G（x））　．　B

r3　：C　．　G（C）

項F（0，0）は二つの正規形A，Bをもつ．すなわち，書換え規則を適用することに

より以下の2通りの書換えが可能となる．

　　　　　　　　　　A　一ri　F（C，　C）　’r3　F（C，　G（C））　’r2　B

　よって，RlはUN性がない．ゆえに，それはCR性がない．

次に，以下の項書換え系はUN性をもつ．

R2　＝

ri　：　F（x，x）　．　A

r2　：　G（x）　一〉　F（x，G（x））

r3　：B　一　G（B）

・聰
@
，
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　この項書換え系により項G（B）は，rl～r3の書換え規則によりまず以下のように

Aに書換えることができる．

　　　　　　　　　　　G（B）　．R，　F（B，G（B））　（r2）

　　　　　　　　　　　　　　一一＞n，　F（G（B），G（B））　（r3）

　　　　　　　　　　　　　　一n2　A　（ri）

　ここで更に項G（B）は，以下のように書換えることができる．

　　　　　　　　　　G（B）　一÷n，　G（G（B））　（r3）

　　　　　　　　　　　　　．R，　G（F（B，G（B）））　（r2）

　　　　　　　　　　　　　．R，　G（F（G（B），G（B）））　（r3）

　　　　　　　　　　　　　．R，　G（A）　（ri）

　　　　　　　　　　　　　→7ヒ2　●”

　簡単に，AとG（A）がCR性がないということが示された．このように，　R2はCR

性がないといえる．

　二つの書換え規則rl：e→rとr2：ノ→〆において，　eの部分項e1と4が単一化

可能なとき，r2はrlに重なる（・veTZαpping）という．もし，二つの書換え規則が同

じである場合には，部分項としてeの真部分項のみを考えるものする．

　r2がr1に重なるのと，　rlがr2に重なるというのでは意味が異なる．すなわち，「に

重なる」というのは非対称的な関係である．しかし，日常生活では，このような非対

称性を響けて，r1とr2は重なるといった表現を用いる．これは，　r2がrlに，あるい

はr1がr2に重なることを意味する．これからは，この「r1とr2は重なる」という

難
窮

洲

鏑
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表現を使うことにする．項書換え系は，任意の書換え規則どうしが重ならないときに，

重なりがない（non－overlαpping）という．

定義2．16（正則項書換え系）

　左線形かつ重なりのない項書換え系を正則項書換え系という．

　正則項書換え系の例を以下に示す．

例題2．8

　関数記号の集合を．1’＝｛0，1，s，f，9｝，変数の集合をソ＝｛x｝とし，以下の書換え

規則Rをもつ項書換え系は正則項書換え系である．なお，関数記号の項数はそれぞれ

0，0，1，1，2である．

　　　　　　　　　R＝＝（　；1　1　ii2：．））　：　1（s（x），f（x））

　重なりがあるために正則でない項書換え系を次の例で示す．

例題2．9

　関数記号の集合を．Z’＝｛0，f｝，変数の集合をソ＝・｛x，y｝とし，以下の書換え規則

Rをもつ項書換え系を考える．なお，関数記号の項数はそれぞれ0，0，3である．

　　　　　　　　　　　R－k　i［9．IX，1；1　：　1

　πは左線形である．しかし，重なりをもつので正則でない．重なりを見るには，定

ee　2．14を満足することを見ればよい．　rlとr2に現れる変IX　x，yは，同じ変数であっ

　　］1・

　　t
　　　　　　　雛鰻

直直　羅
蕪．

’醗’



2．2項書i換え系　33

ても，お互いどうしは無関係である．したがって，二つの書換え規則に現れる変数を

ともに変更して，ここではr1：ノ（0，Xl，Yl）→x1，　r2：ノ（x2，1，Y2）→Y2とする．代入

σ＝｛O／x2，　1／Xl，　Y2／Yi｝によって，　r1はr2と重なる．

　正則な項書i換え系は次の重要な性質をもつ［7｝．

定理2．1

　正則項書換え系はCRである．

　繕　　罰

幽幽灘
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　項書換え系の停止性の検証は一般には決定不能な問題であるが，Dershowitzによっ

て提案された単純化順序を用いることにより，一部の（しかし，実用上重要な多くの）

項書換え系に対して停止性の形式的検証が可能である．単純化順序として経路順序と

よばれるクラスのものがいくつか提案されている．例えば，（ステv一・・一タス付き）再帰経

路順序（RPOS）が代表的なものであり，それらは，関数記号の集合上に導入した優先

順位とよばれる半順序と各関i数記号ごとに割り当てたmult，　left，　rightのいずれかの

ステータスに基づいて項の集合上の単純化順序を定義する．

　本章では，項書換え系の停止性検証法（経路順序とよばれるクラスの単純化順序）に

ついて述べる．

34

鶴　蕪
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3．1　停止性

　本節では，項書換え系の停止性検証がなぜ困難であるかを例を用いて述べたあと，単

純化順序を用いた停止性検証法について述べる．

3．1．1　停止性検証の重要性

　一般にプログラムの正当性（correctnes8）を検証するためには，次の二つの性質を

示さなければならない．

（1）停止性（terminαtion）：プログラムは必ず停止する．

（2）部分正当性（pαrtiα1　correctness）：プログラムが停止したならば，得られた最終

　　結果は正しいものである．

　項書換え系では部分正当性を示すことはしばしば容易である［3］．これは項書換え系

では得られた最終結果が望まれた結果でない場合，さらに書換えが続行することを容

易に示すことができるためである．したがって，項書換え系の正当性を示すためには

停止性を示すことが重要なポイントとなる．
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例題3．1

　次の3本の書換え規則からなる簡単な書換え系を考える．

R＝

ri　：　white，red　一一〉　red，　white

r2　：　blzLe，　red　一　red，　bule

r3　伽e，ω鳩e→’ω檎e，　blue

　この書換え系は「オランダ国旗」ゲームを行う．このゲームは赤，青，白のマーブ

ル（碁石）を不特定に並べた列が与えられたとき，赤の碁石群を左に寄せ，青の碁石

群を右に寄せて，そして白の碁石を中央に並べ換えるものである．

　例えば，最初の書換え規則は，与えられた碁石列の任意の隣接する二つの碁石の左

が白で右が赤ならば，赤を左に，白を右に置換えることができるということを示して

いる．

　与えられた初期列に関わらず，上記の書換え規則を任意の順序で適用した結果が常

に正しく並べ換えられた碁石の列となることを示すことは難しくはない．

　ある停止性の検証は青は白より大きく，白は赤より大きいという順序に基づいて行

なわれる．各書換え規則は二つの碁石を並べ換える．つまり，・大きい・色をもつ左に

ある碁石が“小さい”色をもつ右の碁石と置換えられる．

例題3．2

　次の選言標準型への項書換え系を考える．この例は項書換え系が停止するかどうか，

そしてなぜ停止するかを決定することの難しさを例示する．

運

f

望

縣
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R　：

rl　：　一一a　一　CY

r2　：　一（a＋5）　一〉　nx一一5

r3　：　一（cM　x　5）　一　一一a＋　一6

r4　：　ax（6＋or）　一　（ax5）＋（axty）

rs　：　（6＋　or）　×　cy　．　（6　×　cu）＋（or　×　cM）

　最初の書換え規則rlは二重否定を削除し，2，3本目の書換え規則r2，r3は否定を

論理和と論理積に変換するためにド・モルガンの法則を適用し，最後の2本の書換え

規則r4，rsは分配則を適用する．

　この系が停止することは明らかではない．つまり，ある書換えは項の長さを減じ，例

えば，

　　　　　　　　　一一（O　×　（一一1＋　一一　1））　一…　．　一〇＋　（1　×　1）

　一方，他の書換えでは項の長さが増える．例えば，

　一（O　×　（1　＋　1））　一〉　…　一〉　（（（一一〇　×　O）　＋　（一〇　×　一1））　＋　（（一1　×　一〇）　＋　（一1　×　一1）））

　さらに，ある部分項への書換え規則の適用はその部分項の構造に影響を与えるばか

りでなく，同様にその部分項を含む項の構造にも影響を与える．

　停止性の検証は，書換え規則と部分項の非決定的な選択によって作られる多くの異

なる書換え列を考慮に入れなければならない．このため項書換え系の停止性検証は非

常に難しい問題である．
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3．1．2　停止性検証法

　項書換え系の停止性を検証する一般的な方法は存在しないが，いくつかの十分条件が

知られている．本論文では，Dershowitzによって提案された単純化順序（3伽p砺。醐。η

ordering）を用いた停止性検証法を考える．

定義3．1（単純化順序）

　項をSニノ（Sl，＿，Sm），　t　＝9（tl，＿，tn）とし，関数記号の集合．1’のみから構成され

る項の集合をT（∫）とする．7（∫）上の半順序7　（推移的かつ非反射的な二項関係）

は，次の三つの性質を満たすならば単純化順序である．

（1）s＞一　t　⇒　f（＿，s，＿）〉一！（．．．，t，．．．）　置：i換

（2）f（＿，t，，．．）〉’一　t　部分項

（3）f（＿，ち＿）〉）・一f（＿，＿）　削除

　なお，（3）の性質は関数記号が固定個の引数をもつとき必要がない．

　単純化順序と以下の定理［1，2］を用いて項書換え系の停止性を検証できる．

定理3．1（停止定理）

　項書換え系R＝｛ei→川1≦i≦n｝は任意の代入θに対して，

　　　　　　　　　　　eiO　〉一　rie，　for　all　i　E｛1，．．．，n｝

となる単純化順序トがT（F）上に存在するならば停止する．

難　tt　　　　　　，灘
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　単純化順序の最もよく知られた例は，Dershowitz［1］の再帰経路順序である．第3．2

節において，再帰経路順序を含めた単純化順序について説明する．

3．2　経路順序

　項書換え系の停止性検証を行うには，単純化順序を用いた方法がある．単純化順序

として経路順序（Pαth　ordering）とよばれるクラスの順序［10，12，20］があり，二項の

大小関係を比較する際にさまざまな方法がある．

　単純化順序は部分項順序を含むので，もし，sの真部分項が項tより大きいか等価

ならば，5はtよりも真に大きい．したがって，二つの項5とtを比較するには，ま

ず最初にそれぞれの根の記号を優先順位（precedence）によって比較すればよい．　Sの

根の方が小さいとき，8カ㍉より大きいとすれば，それは唯一sの部分項がtよりも

大きい場合である．一方，tの根の方が小さければ8がtより大きいためにはsはt

のすべての部分項より大きくなければならない．両者の根の記号が同じ優先順位をも

つときには，何らかの再帰的な方法でその直接の部分項をそれぞれ比較する．このと

きの部分項を比較する方法により，異なる経路順序のクラスが得られる．

3．2．1　辞書式順序

　Sの要素ai∈S　（2＝1，2，．．．，m）の列を（α1，α2，．．．，αm）と書く．　Sの要素の有限

列の集合をS＊とする．半順序（s，7）が与えられたとき，これをS・上の辞書式順序

簸灘騰τ　　　　　Vh；
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（S＊，｝1。。）に以下のように拡張できる．

定義3．2（辞書式川守序）

　（α1，α2，．．．，αm）卜Z。x（b1，　b2，，．．，bn）であることは以下の条件のいずれかを満たすと

きに限る．

（1）m＞O　A　n＝O

　（2）　ai　〉一　bi

（3）　ai　＝　bi　A　（a2，…，a．）　〉一一i，．　（b2，…，b．）

　辞書式順序を用いた例を以下に示す．ただし，＞lexは自然数上の辞書式順序とする．

例題3．3

　　　　　　　　　　　　　　（3，　O，　1）　＞iex　（2，　3，　4）

例題3．4

　　　　　　　　　　　　　（2，　1，　1，　3）　＞lex　（27　1，　1，　O）

3．2．2　多重集合順序

　S上での多重集合（miLltiset）は，　Sの各要素の出現回数が意味をもつような，順序

のない有限の集まりである．形式的には多重集合とは要素の全体Sから自然数への写

灘繋　』轍、ww．el　一

　　難　二二二日鰹
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像であり，これはそれぞれの要素が現れる回数を与えている．S上のすべての有限な

多重集合の集合をM（S）とする．任意の（厳格）半順序集合（S，｝）が与えられたと

き，M（S）上の多重集合順序（M（S），》一）は以下に定義される．

定義3．3（多重集合順序）

　集合s上の多重集合をM，N∈M（s）とする．以下のすべての条件を満たす有限な

多重集合X，Y∈M（S）が存在するとき（またそのときに限り）M＞＞p　IVである．

　e　｛｝IXgM

　e　N＝　（M　一X）UY

　●（∀y∈y）（ヨx∈x）x＞一y

　Sの要素の多重集合間の順序〉・）・…は，多重集合の一つの要素をトに関してより小さ

い有限個（0を含む）の要素で置き換える，という操作の推移的閉包として定義される．

　多重集合順序を用いた例を以下に示す．ただし，》は自然数上の多重集合順序と

する．

例題3．5

　　　　　　　　　　　　　　　｛3｝　＞＞　｛2，2，2｝

例題3．6

　　　　　　　　　　　　｛3，　3，　4，　O｝　＞＞　｛3，　2，　1，　2，　O，　4｝
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　DershowitzとMalmaによる以下の重要な定理［4］がある．

定理3．2（Dershowitz＆Manna）

　（S，〉一）が半順序ならば（M（S），》一）も半順序である．

3．2．3　再帰経路順序

　経路順序の中でも定義の簡潔さや効率の面から再帰経路順序（recursive　pαth　ordering

RPO）［1，3，9］がよく使用される．これは，優先順位とよばれる∫上の半順序〉を

用いて，T（JP，　V）上の単純化順序｝を定義するものである．その定義を以下に示す．

定義3．4（再帰経路順序）

　〉を固定個の引数をもつ関数記号の集合．7’上の半順序とする．このとき項の集合

’T（∫）上の再帰経路順序〉一Rpoは，以下のように再帰的に定義される．

　項をS＝f（81，＿，5m），　t＝9（t1，＿，tn）とする．このときS＞一RPO　tであることは

以下の条件を満たすときに限る．

（1）　si　〉．’Rpo　t　for　some　i　E｛1，．．．，m｝

（2）ノ＞9　〈　s＞一Rpo　tj　for　all　j∈｛1，．．．，n｝

（3）　f＝g　A　｛si，…，Sm｝〉）一Rpo｛ti，…，tn｝

定理3．3（Dershowitz［1D

　再帰経路順序は単純化順序である．

灘灘　1
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例題3．7

　25ページの例題2．4の項書換え系Rについて考える．今，優先順位をM＞A＞S

とすると以下を得る．

（1）x≧＝Rpo　xよりA（0，x）〉）・一　Rpo　x

（2）　A＞S，A（S（ω），y）〉・一Rpo　A（x，y）　より　A（S（x），y）〉・一Rpo　S（A（x，y））

（3）0≧＝Rpo　OよりM（0，x）〉一Rpo　O

（4）　M＞A，｛M（S（x），y）｝〉〉一Rpo｛M（iC，y），y｝　より　M（S（x），y）〉一RI）o　A（M（x，y），y）

3．2．4　種々の経路順序

　種々の経路順序を用いることで，項書換え系の停止性検証が可能である．それらの

経路順序は，Steinbachにより各々の経路順序間の包含関係（図3，1）が示されている

［25，　26］．

　図3．1において13種類の経路順序を示したが，KBOとKBOSは他の11種類とは

包含関係がない．また，矢印は，矢印先の経路順序は矢印元の経路順序を包含してい

ることを意味している．例えば，PSDSは，　RPO，　RPOS，　PSO，　PSDのそれぞれ四つ

の経路順序を包含している．

懸灘騨暫
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KNSS　＝　IRDS

PSDS KNS　＝　IRD RDOS KBOS

PSO＝　PSD RPOS RDO KBO

　　　RPO

図3．1：経路順序間の包含関係

難
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3．2．5　ステータス付き再帰経路先哲序

　図3．1で示したようにステータス（status）とよばれるものによって，元の経路順序

を拡張することができる．

　ステータスは各関数記号ごとにもつていて，比較すべき二つの項の最外（最左）の関数

記号が同一のときの引数の比較方法を示している．ステータスの種類としては，多重集

合順序，左辞書式順序，右辞書式順序の3種類あり，慣習的にそれぞれmZLlt，left，吻配

の記号を用いる．第3．2．3節で再帰経路順序（RPO）について定義したが，　RPOの

ステーータス付き経路順序としてステータス付き再帰経路Iil頁序（reCZLr8ive　path　ordentng

with　stαtus：RPOS）があり，以下に示す7として定義される．

定義3．5（RPOS）

　項をs＝f（Sl，＿，Sm），　t・＝9（tl，＿，t。）とする．このときs＞一　tであることは以下

の条件のいずれかを満たすときに限る．

　（1）Siとt　for　some　i∈｛1，＿，m｝

　（2）　f＞g　A　s＞一一　t，・　for　all　2’E｛1，．．．，n｝

　（3）　f　＝＝　g　A　fa　＝＝　mult　A　｛si，…　，　Sm｝　＞＞一　｛tl，…　　，tn｝

　（4）ノニ・9　〈　 ノσニleft　〈　 （s1，．．．，Sm）〉コeτ（t1，．．．，tn）　〈

　　　　3トちf・rallブ∈｛1，＿，n｝

　（5）　！：＝9　　〈　　 ノσ＝right　　〈　　 （5m，＿．，51））’一　lex（tn，．．．，tl）　　〈

鍵
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　　　　5トちf・ra11ゴ∈｛1，＿，n｝

　ただし，〉は∫上の優先順位，！σはfのステータス，とは7と＝の和，〉は

トの多重集合順序への拡張，》一’1。xはトの辞書式順序への拡張である．

定理3．4

　RPOSは単純化順序である．

　
騰

三二



　本章では，経路順序のステータスの概念を拡張することにより，従来手法よりも検

証に成功しやすい強力な停止性検証法を示す．さらに，この考えをRPOSに適用する

ことにより，拡張ステータス付き再帰経路順序（RPOES）を構成し，それが単純化順

序であることを証明し，その有効性について述べる．

47
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4．1　拡張ステータス

4．1．1　拡張ステータス

　従来のleft，rightステータスは，引数の比較する順序を辞書式順序で1引数ずつ比

較していたが，本論文では，いくつかの引数をまとめて多重集合順序で比較できるよ

うに，ステータスの概念を拡張する［22］．

定義4．1（拡張ステータス）

（1）関数記号fの拡張ステータスfσはある列（Il，12，．．．，1，）である．ただし，　fの

　　項数がmのとき，11，12，．．．，1，は集合｛1，2，．，．，m｝の被覆（cover）であるとす

　　る．すなわち

　　　　e　Zi　C一一　｛1，2，．．．，m｝　for　all　i　E｛1，2，．．．，c｝

　　　　e　li　U　12　U…　　U　1，　＝　｛1，2，．．．，m｝

（2）fの引数｛Sl，＿，Sm｝に対して，！σ（s1，．．．，5m）は，ノのステータス！σ中の整

　　数iをSiで置き換えて得られる多重集合の列である．すなわち

　　fa（sl，s2，．．．，sm）　＝　（Sl，S2，…，Sc）

　　ただし，fσ＝（11，12，＿，1。），

　　　S」’　一一　｛Sii，Si2，…　，Sik｝　if　1］’　’一一＝　｛ii，i2，・．．，ik｝　for　all　2’　E　｛1，2，．．．，c｝．

、撹　e
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例題4．1

　項をs＝ノ＠，x，9（x））とし，　fのステータスを！σ＝（｛1，3｝，｛2｝）とする．このとき，

　　　　　　　　　　　　fa（x，x，g（x））　＝　（｛x，g（x）｝，｛x｝）

である．

　拡張ステータスを用いると，従来のステータスもこの表記法により表すことができ

る．その例を以下に示す．

例題4．2

　5引数の場合において，従来のmZLIt，left，rightステータスは，それぞれ次のように

書ける．

　mult　：　（｛1，　2，　3，　4，　5｝）

　left　：　（｛1｝，｛2｝，｛3｝，｛4｝，｛5｝）

　right　：　（｛5｝，｛4｝，｛3｝，｛2｝，｛1｝）

4．1．2　拡張ステータス付き再帰経路順序

定義4．2（汎関数）

　項の集合をTとするとき，汎関数〉は，2（T2）から2（T2）への写像である．

　すなわち，〉は丁上の二項関係R⊆T2を丁上の二項関係R’＝レ（R）⊆T2に

変換する．特に，我々が興味があるのは丁上の半順序トであり，〉（・・一）のことを〉ト

と書く．

　　　・鑛，灘懸鍵灘灘盤
　　　　　　　欝、嚢鱗懸口
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定義4．3

　項をs　・f（Sl，＿，Sm），　t＝9（tl，＿，tn）とする．このときs＞一tであることは以下

の条件のいずれかを満たすときに限る．

（1）　si　〉一’一t　for　some　i　E｛1，．．．，m｝

（2）f＞9　〈　8＞一ち　for　all　j∈｛1，．．．，n｝

　（3）fニ・9　〈　81＞＞一t　〈　s＞一ち　for　a11ゴ∈｛1，。，．，n｝

　定義3．5のRPOSは定義4．3において〉をノのステータスに依存して適切に定義

することによって得られる．

補題4．1（Kamin＆L6vy［11］）

　汎関数レが以下の（a）～（c）を満たすならば，トは単純化順序である．

（α）トが半順序ならば＞7も半順序である．

（b）〉は連続的である．

　（c）　s　〉一　t　〉　f（．　．．，s，　，．　．）　＞＞・一　f（．．．，t，　．．　．）

　なお，〉が「連続的である」とは，s・＞＞一tならば〉一の有限部分集合〉’・fが存在して

s＞＞プであることを意味する．すなわち，s・t＞＞一tであることをチェックするには，有

限個の対s’〉一　t’のチェックで十分であることを意味する．これは通常，非常に弱い条

件であり，ほぼ自明に成り立つものである．
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証明

　卜＝・uge＝o　｝nとなるような関係の属｛｝O，｝1，．．．｝を以下のように定義する．

　s＝　f（si，．，．，s．）　〉一”＋i　g（ti，．．．，t．）　＝　t　if　and　only　if

　（1）　si　t”＋i　t　for　some　i　E　｛1，．．．，m｝

　（2）ノ＞9　〈　8＞一n＋1ち　for　all　j∈｛1，．．・，n｝

　（3）　f　＝＝　g　A　s　1＞＞一一”t　A　s　〉一”＋i　t，・　for　all　2’　E　｛1，．．．，　n｝

　7が単純化順序であることを証明するには，〉の推移性，非反射性，部分項性，単

調性を示せばよい．

　まず，部分項性について示す．sitsだから定義4．3（1）より明らかに！（．．．，s，．．．）〉一　s．

　次に，半順序であること（推移性と非反射性）について示す．証明は，〈n，Isl，団，囮〉

のサイズに関する帰納法による．

　推移性の場合：S＝！（S1，＿，Sm），　t＝9（t1，＿，tn），　U＝h（ZL1，＿，Up）とし，　S＞・一”　t，

t　〉．n　uならばs7・　uであることを示せばよい．九つに場合分けして考えなければな

らないが，5通りに集約して示すことができる．

　●5卜隔には（1）が適用される場合：あるi∈｛1，．．．，m｝に対し，3止％，　t　〉一n　u．

　　帰納法の仮定よりSi　〉一nu．よって，　s＞一nu．

　・s卜n　tには（2）または（3），t｝nuには（1）が適用される場合：任意のゴ∈

　　｛1，。．．，n｝に対し，5卜πち，ある」∈｛1，＿，m｝に対し，　t」〉一n　u．帰納法の仮

　　定よりs　〉一n　zL．よって，　s　〉一”u．

iwwww、翻
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　・s＞・一n　tには（2）または（3），t　〉一n　uには（2）が適用される場合：f≧g＞hより

　　f＞h．任意のk∈｛1，．．．，p｝に対し，オトη妬8＞hn　tおよび帰納法の仮定より

　　s＞・一n賜．よって，s＞評u．

　・s　〉一”tには（2），オト篇uに｝ま（3）が適用される場合：！＞g，g＝hよりf＞h．任

　　意のk∈｛1，＿，p｝に対し，オ郎簸．　s　〉一n　tおよび帰納法の仮定よりs　｝n　Uk．

　　よって，s＞一nu．

　・s　〉一ntには（3），オ沖uには（3）が適用される場合：f・＝g＝hよりf＝h．任意

　　のk∈｛1，．．．，p｝に対し，　t》一n　Ule，　s・＞＞一n－1t＞＞・一n－1　ZL．帰納法の仮定より〉一n－1

　　は半順序であるので，条件（α）より〉＞一も推移性を満たす．よって，s　＞＞一”一ize．

　　仮定より5卜弩卜η砺．帰納法の仮定よりs　｝”　Uk．ゆえに，　s　〉一n　ZL．

　非反射性の場合：s＝！（s1，．．．，Sm）とし，　s　〉一”sと仮定する．以下の三つに場合分

けして考えることができる．

　・（1）の場合：あるi∈｛1，＿，m｝に対し，　Siとns．また，〉の部分項性より

　　8　〉一n　si．よって，》一の推移性よりSi　〉一n　Si．これは，帰納法の仮定に矛盾する．

　・（2）の場合：！＞f．これは，〉の非反射性に矛盾する．

　・（3）の場合：任意のi∈｛1，．．．，m｝に対し，5i卜”5乞かつs　＞＞一”一i8．帰納法の仮

　　定より〉一n－1は半順序である．よって，条件（α）により〉＞一n－1は非反射性を満

　　たす．

’　r　　　野
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最後に，単調性について示す．8＞一tと仮定すると，条件（c）より！（．．．，5，．．．）〉＞一

！（．．．，t，．．．）．トの部分項性よりノ（．．．，5，．．．）〉一　s．トの推移性より！（．．．，s，．．．）〉一　t．

よって，定義4．3（3）より！（．．．，s，．．．）〉一　f（．．．，t，＿）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

定義4．4（RPOES）

　拡張ステータス付き再帰経路川頁序RPOES（reCZLTsive　pαth　ordeT吻with　extended

stαtus）は，定義4．3において〉を以下のように定義したものである．

　S＝　f（Sl，．．．，S．）　＞＞一g（tl，．．．，t．）　＝t　O

　f＝g　A　Si　＝　Ti，…　，　Si－i　＝　Ti－i，　Si　＞＞一　Ti　for　some　i　E　｛1，　．．．，c｝

　ただし，！σ（51，＿，SM）・＝（Si，．．．，S。），ノ℃1，＿，tn）・＝（Tl，＿，T。）

定理4．1

　RPOESは単純化順序である．

証明

　本論文で定義した〉が補題4．1の条件（の～（c）を満たすことを示せばよい．

（α）トが半順序であると仮定し，定理3．2より〉は半順序であることに注意して，

　　　＞＞一の推移性と非反射性を示す．

　　推移性：s・＞＞一t，オ〉剛ならば5＞剛であることを示せばよい．

霧講
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　S＝f（Sl，．．．，Sm），　t＝・9（tl，．．．，tn），　U＝h（Ul，．．．，％）とし，　fσ（51，．．．，Sm）・＝

　（Sl，＿，S，），　gσ（tl，＿，tn）＝（T1，＿，Td），　hσ（Ul，．．．，Up）＝（σ1，＿，σ，）とする。

　s＞＞一tよりf＝9　（よってm＝n，∫σ＝9σ，c＝d）であり，あるi∈｛1，．．．，c｝

　に対し，S1＝Tl，．．．，Si－1＝Ti－1，Si＞＞・一Ti．同様に，　t＞＞一ZLよりg＝h（よって

　n＝p，gσ＝hσ，　d・ニe）で，あるブ∈｛1，＿，c｝に対し，　T1＝σ1，＿，T」一1＝

　防一1，T」＞＞一U」．よって，　K・　＝　min（i，ゴ）とおくと，）・）・一一の推移性より，　f＝h，　Sl＝

　σ1，．．．，　Sk＿1＝硫＿1，3た》一砿．よって，5レi剛．

　非反射性：S・＞＞一Sと仮定すると，あるiに対し，Sl＝Sl，．．．，Si－1＝Si－1，Si＞＞一Si．

　　これは》の非反射性に矛盾する．

（b）s・＞＞一tのチェックは高々sとtの真部分留どうしの有限回の比較で十分である．

　すなわち，｝f＝｛（s’，t’）ls’，t’はそれぞれs，tの真部分項．　s’｝　t’｝⊆｝なる有限

　の〉’fが存在する．

（c）f（＿，s，＿）およびf（＿，ち＿）中のs，tはag　k番目の引数であるとし，　fσ＝

　（ll，．．．，1。）においてkはIi（i∈｛1，．．．，c｝）ではじめて現れるものとする．（

　Il，．．．，1．の被覆条件よりそのようなiの存在が保証される．）すなわち，　k¢

　Ii　UI2　U…　Uli－i，k　E　li．　fa（．．．，s，．．．）　＝　（Si，．．．，S，），　fa（．．．，t，．．．）　＝＝　（Ti，．．．，T，）

　　とおくと，S｝tならばS1＝・Tl，．．．，Si＿1＝　Ti．一1，Si＞＞一Ti．（ここで，　Si＞＞一Tiであ

　　るのは，Ti＝（Si一｛s｝）u｛t｝，s＞一tより．）よって，　f（＿，s，＿）〉卜f（＿，ち＿）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

紫’
D．

要
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　この証明からわかるように，被覆条件が満たされないとき，トは単純化順序にはな

らない．例えば，fσ＝（｛1｝）とすると，1＞一　Oであってもf（0，1）〆f（0，0）であり，置

換の性質が成り立たない．

4．2　例題

　RPOSでは検証不可能だが，本論文で提案したRPOESでは検証可能である例を以

下に示す．

　　　　　　　　　　　　　ri　：　f（o，o，2）　一．　f（1，0，0）

　　　　　　　　　　R＝S　r2　：　f（1，2，0）　一　f（O，1，2）

　　　　　　　　　　　　　r3　：　f（2，1，0）　．　f（O，2，1）

　この系においては，優先順位と従来のステー…一・タスをどのように選んでも停止性を示

すことができない．しかしながら，拡張ステータスを（｛1，2，3｝，｛1｝）とし，優先順位

を2＞1＞0とすることによって，いずれの書換え規則においても，左辺が右辺より

も大きくなり停止性を示すことができる．

　この系は，ノの最初の二つの引数に与えられたリストの要素を交互に第3引数のリ

ストの先頭に移動させるもので，拡張ステータスを（｛1，2｝，｛3｝）とすることによって

停止性を示すことができる．
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4．3　まとめ

　本章では，従来のステータスを拡張することによって新しいステータスを提案した．

また，拡張ステータスを適用した経路順序としてRPOESを提案し，それが単純化順

序であることを証明し，その有効性について述べた．明らかに，RPOESはRPOSを

包含しており，より強力である．

　今後の課題としては，優先順位や拡張ステータスを自動的に決定［15，18］すること，

RPOSよりも強力な順序（KNSS，　RDOSなど）［26］に拡張ステータスを適用し，より

強力な拡張ステータス付き経路順序を提案することなどが挙げられる．



　講座配属とは，卒業研究の指導等のために学生を大学の各研究室に配属させること

を指す．講座配属アルゴリズムは，学生と講座の双方の優先度を考慮して配属を決定

するための手続きである．このアルゴリズムには非決定性があるので，解（すなわち，

配属結果）が一意であるということは自明ではない．

　本章では，解の一意性を検証するために，抽象書換え系の理論を用いてこのアルゴ

リズムの停止性および合流性（すなわち完備性）を形式的に証明する．

57

’、禦L
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5．1　講座配属アルゴリズム

5．1．1　講座配属とは

　講座配属とは，卒業研究の指導等のために学生を大学の各研究室に配属させること

を指す．講座配属アルゴリズムは，m人の学生の各々をn個の講座のうちの一つに配

属するための手続きである［231．本論文で考察するアルゴリズムは，著者らが実際に

用いたアルゴリズムを，理論的考察をしゃすいように，単純化かつ抽象化したもので，

基本的には，講座と学生の双方の希望に沿って配属を行うものである．この際配属

先の講座には定員があるので，配属希望者数が定員を超過した講座が存在する場合に

は調整の必要がある．講座配属のための準備（前提条件）を以下に示す．

（1）希望講座リスト

　各学生は，配属先として希望する順番にすべての講座を並べた希望講座リストを

　提出する．

（2）講座ごとの学生順位

　　各講座iごとに学生に優先順位を付け，その結果得られた順序を＞i（iは講座）

　　で表す．x＞iyは，講座iへの配属に関して学生xは学生yより優先順位が低

　　いことを意味する．

（3）定員配分

線　’騨纒

難、冒
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　各講座ごとに定員は決まっているものとし，定員の合計は学生数以上である．

以上の準備のもとで，講座配属のアルゴリズムを第5．1．2節で示す．

5．1．2　アルゴリズム

　1．全学生を第一希望どおりに仮配属させる．

　2．仮配属学生数が定員を越えている講座が存在する間，以下（2．1～2．3）を繰り

　　返す．

　　2．1そのような講座iを任意に一つ選択し，その講座に仮配属されている学生

　　　　の中から，定員超過分の学生を順序＞iのもとで優先順位が低い順に選ぶ．

　　　　（ただし，幸いにも選ばれなかった（定員分の）学生の配属がここで決定す

　　　　るわけではない．）

　　2．2ここで選ばれた学生の希望講座リストから第一希望を削除し，第二希望以

　　　　下を順次繰り上げて新たに第一希望以下の希望講座リストとする．

　　2．3それらの学生を（新たな）第一希望どおりに仮配属させる．

　3．全員の仮配属を正式な配属と決定する．

　ステップ2．1～2．3での調整によりある講座iの仮配属学生数が一時的に定員と等

しくなっても，その後，他講座ゴの調整の結果，講座ゴから講座ぎに仮配属学生が移

動してきて，再度，講座iを調整する必要が有り得ることに注意されたい．なお，ス

唱

繍覇
潔

雛
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チップ2．1で選択する講座は任意のものでよいのでこのアルゴリズムには非決定性が

ある．もし，この選択の仕方によって最終的に解（配属結果）が違うと，このアルゴ

リズムには不備があると考えられる．また，解が選択に依存する場合，どのような選

択をすべきかを適切に設計するのは難しい．したがって，調整の必要のある講座が複

数個存在するとき，どの講座からどのような順番で調整しても得られる結果が同じで

あることが望まれる．しかし，このことが成り立つかどうかは自明ではない．本章で

は，抽象書襖え系の理論を用いてこのアルゴリズムの停止性および解の一意性（すな

わち完備性）を証明する．

5．2　抽象書換え系としての定式化

本章の目的は，講座配属アルゴリズムを抽象書換え系としてモデル化し，そのSN性

とUN→性を示すことである．次の命題は，　UN→性を示すには，　CR性を示すことが十

分である［3，9｝ことを示している．

命題5．1

　CR性をもつ抽象書換え系は，　UN→性を満たす．

要するに，抽象書換え系が完備（SNかつCR）であることを示せば本章の目的が達成

される．補題2．2（Newmanの補題）は，　SN性をもつ系のCR性を示すためのよく知

られた十分条件を述べている．

　問題を一般的に扱うために次の記号を用いる．

繋躍 C鑛雛灘羅鑛　　鑛”，鱗
、灘灘

撰
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　s＝｛Sl，＿，Sm｝：学生の集合

　L＝｛Ll，．．．，Ln｝：講座の集合

　各講座iごとに学生に優先順位を付け，その結果得られた順序を＞i（iは講座）で

表す．S。＞i　Sbは，講座iへの配属に関して学生S、は学生Sbより優先順位が低い

ことを意味する．＞iは厳格全順序（strict　totαZ　ordering）とする．すなわち，任意の

学生S、，Sb，S。に対し，＞iは以下の条件を満たす．

　・S、義5、（非反射性）

　・S。＞i　SbかつSb＞iS，ならばS、＞iS，（推移性）

　・S、≠SbならばS、＞i　SbまたはSb　＞i　S、（比較可能性）

　学生s∈sの現在の第i希望がei∈L（i＝・1，．．．，k）であることを対〈s，（e1，＿，ek）〉，

k＞0，で表し，学生sの希望講座リストとよぶ．kをこのリストの長さとよぶ．アル

ゴリズムの実行開始の時点では，k＝nであり，（el，＿，en）は（Ll，＿，Ln）のある置

換（permutation）となっている．全学生の希望講座リストをちょうど一つずつ含む集

合を（講座配属アルゴリズムの）状態とよぶ．すべての状態の集合を状態空間とよび，

Σで表す．したがって，任意の状態σ∈Σと任意の学生s∈Sに対し，

　・ヨu，〈s，u＞∈σ（すなわち，σは学生8の希望講座リストを含む．）

　・〈8，u＞∈σ，〈s，v＞∈σならばu＝v（すなわち，σは学生sの希望講座リストを

　　二つ以上含まない。）

灘　、難灘羅窟
、　懸師
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である．〈s，　（e，，　．　．　．　，　e　k．）〉∈σのとき，状態σにおいて学生sは講座elに仮配属され

ている．希望講座リストt＝〈s，（e，，．，．，ek）〉からその時点での第一希望講座を削除し

たリストをt’＝〈s，（e2，．．．，ek）〉で表す．また，　t”＝（t’）’＝・〈s，（e3，＿，ek）〉とする．

　ところで，このように希望を削除しつづけて，いっかはリストが空になってしまう

ことがあるのだろうか？次の命題は，そのようなことがないことを示している．

命題5．2

　アルゴリズムのどの時点においても，希望講座リストは空になることはない．

証明

　ある学生sの希望講座リストがある状態σで空〈s，O＞∈σになったとする．この

学生はすべての講座に一度は仮配属され，ステップ2．2でそこからはずされたことに

なる．これは，どの講座も状態σに至るある状態で定員を超過したことがあることを

意味している．いったん，定員を超過した講座の仮配属学生数はその後，定員未満に

なることはない．したがって，状態σではすべての講座の仮配属学生数は定員以上で

ある．仮定により，全学生数は定員の合計以下であるから，実際には，全学生数と定

員の合計は等しい．したがって，すべての講座の仮配属学生数はちょうど定員に等し

い．すなわち，全学生の配属はここで決定していることになる．これは学生sの配属

先がないことと矛盾する．ロ
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　講座配属アルゴリズムを抽象書換え系〈Σ，⇒〉としてモデル化する．ただし，σ1，σ2∈

Σのときσ1⇒σ2は，状態σ1において，定員を超過しているある講座Liを選択し，

定員超過分の学生を順序＞iのもとで優先順位が低い順に選び，選んだ学生の希望講

座リストから第一希望を削除した状態がσ2であることを表す．

　ここで，解析の便宜上，アルゴリズム中のステップ2．1の「定員超過分」を「1人」

に書き改めた新たなアルゴリズムを導入し，それに対する抽象書換え系を〈Σ，→〉と

する．すなわち，σ1，σ2∈Σのときσ1→σ2は，状態σ1において，定員を超過してい

るある講座Liを選択し，順序＞iのもとで最も優先順位力抵い学生1人を選び，選ん

だ学生の希望講座リストから第一希望を削除した状態がσ2であることを表す．⇒，→

いずれの場合も，特に，講座Liを選択したことを陽に示すためにσ1⇒歪σ2，σ1→乞σ2

などと記すこともある．

命題5．3

（1）σ⇒σ’ならばσ→＋σ’である．

（2）σ∈NF（⇒）ならばσ∈NF（→）である．

証明

（1）σ＝＞idと仮定する．ただし，ここで選択された講座はLiであり，定員超過分

　　はk人（k＞0）だったとする．このとき，新たなアルゴリズムでLiを連続して

　　k回選択すればkステップの簡約列σ→i…→iσ’を得る．よって，σ→＋σ’

　　である．

　　　　　　　　　　　　　　　　・瀦灘
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（2）σ∈NF（⇒）ならばどの講座も定員を超過していないので，σ∈NF（→）である．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

命題5．4

　〈Σ，→〉が完備ならば，〈Σ，⇒〉も完備である．

証明

　→が完備（SNかつCR）であると仮定する．

　もし，⇒がSNでなければ，無限列σ1⇒σ2⇒…が存在し，命題5．3（1）より

σ1→＋σ2→＋…である．これは→のSN性に矛盾する．ゆえに，⇒はSNである．

　⇒がCRであることを示すために，σ1《＝σ＝》σ2と仮定する．（⇒は⇒の反射推

移閉包．）⇒はSNなので，σ1，σ2の正規形σ1，σ灸∈NF（⇒）が存在する．よって，

　　　　　　　　NF（＝〉）　）　al　〈＝　ai　＃a＝〉　a2　＃　a6　E　NF（＝〉）e

命題5．3（1），（2）より，σ1とσ灸はσの→に関しての正規形でもある．すなわち，

　　　　　　　　　　　NF（一〉）　）　al　一一“　a　．＋　a6　E　NF（．）．

さらに命題5．1より，→はUN→性をもつので，σi＝σ灸である．よって，σ1⇒σ1＝

σ灸《＝σ2である．ゆえに，⇒はCRである．ロ

以下の節において〈Σ，→〉が完備であることを示す．

灘灘羅購灘
灘
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5．3　完備性

5．3．1　→の停止（SN）性

命題5．5

　〈Σ，→〉はSN性を満たす．

証明

　σ→σ’のとき，σ’に含まれる全希望講座リストの長さの和は，σのそれに比べ

て必ず1だけ小さい．リストの長さの和は負になることはない．ゆえに，無限簡約列

σ1→σ2→…は存在しない．ロ

5．3．2　→の合流（CR）性

　〈Σ，→〉はSN性を満たしているので，　Newmanの補題より，　CR性を満たすことを

証明するためには，WCR性を満たすことを示せばよい．すなわち，σ1←σ→σ2な

らばあるσ，が存在し，σ1→・σ’←σ2を示せばよい．

命題5．6

　〈Σ，→〉はWCR性を満たす．

証明

　定員を越えている2講座ムとしゴを任意に選択し，Li，Lゴのみの調整によって合流

することを示す・すなわち，σ1　ei　a→ゴσ2ならばσ1→りσ’←りσ2を示す．ただし，
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→りは→iU→ゴの反射推移閉包である．以下では一般性を失うことなく，i＝1，」＝2

と仮定する．

　希望講座リストの集合σは，σ中の各リスト内でのしl，L2の順位によって，以下の

A～Eの互いに素な五つの集合に分割することができる．

A＝　｛t　E　a　1　t＝　〈s，　（Li，L2，・・　・）〉｝

B＝｛オ∈σ1オ＝〈5，（五1，＿．）〉｝一回1

0＝｛t　E　a　1　t　＝　〈s，　（L2，　Li，…）〉｝

D＝　｛t　Ea　lt　＝＝　〈s，　（L2，．．．）〉｝　一C

E＝　a一　（AUBUCUD）

　例えば，Aは第一希望が五1で第二希望がL2，　Bは第一希望がLlで第二希望がL2

でない希望講座リストの集合である．

　学生間の順序＞iを希望講座リスト問の順序としても使用できるように，tl　＝〈51，…〉，

t2＝〈52，…〉が希望講座リストで，　Sl＞iS2のときtl＞it2と定義する．このとき，

tl＞i　t2ならばtl＞i　t2，t1＞歪ち，すなわち，第一希望を削除しても順位は不変である．

　ここで，一一…一一般に

．．
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　　　　　　　　　　　　　　A　＝　｛ai，　a2，・　・　・　，　ap｝

　　　　　　　　　　　　　　B＝　｛bi，b2，’”，bq｝

　　　　　　　　　　　　　　C　＝　｛cl，　c2，…　，　c．｝

　　　　　　　　　　　　　　D　＝”　｛di，d2，’”，ds｝

　　　　　　　　　　　　　　E　＝　｛eb　e2，…，et｝

ただし，

　　　　　　　　　　　　　al　＞1　a2　＞1’”　＞1　ap

　　　　　　　　　　　　　bl　＞1　b2　＞1’”　＞1　bq

　　　　　　　　　　　　　Cl　＞2　C2　＞2　’”　＞2　Cr

　　　　　　　　　　　　　dl　＞2　d2　＞2　’”　＞2　ds

とおく．

　この状態、を表5．1の八つに場合分けする．それぞれの場合についてWCR性を示す

図の番号もこの表に示している．ただし，IIはIIIにおいて＞1と＞2，　Aと0，　Bと

Dの対称性を考慮することによって省略することができる．同様に，VIIはV，　VIに

対称な場合（でっくされること）を考慮することによって省略することができる．

、叢
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表5．1：命題5．6の：場合分け

条　　　件 証明図

1 α1＞1δ1，C1＞241，C1＞1α1，α1＞2C1 図5．1

II α1＞1b1，C1＞2d1，C1＞1α1，C1＞2α1 図5．2と対称

III α1＞161，C1＞2d1，α1＞1C1，α1＞2C1 図5。2

IV α1＞161，C1＞2d1，α1＞1C1，C1＞2α1 図5．3

V α1＞161，d1＞2C1，α1＞2d1 図5．4

VI α1＞1b1，41＞2C1，d1＞2α1 図5．5

VII b1＞1α1，C1＞241 図5．4，5．5と対称

VIII わ1＞1α1，d1＞2C1 図5．6

購’閨C二二。灘綴麟1馨鱗灘躍醗懸
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五1：α1＞1　b1

a
＝
＝
＝
＝

B
O
D
F

鍛ll働
di’ C　d2，．．．，dS｝

el，e2，…　　iet

L2：cl　＞2　dl

al

α1霧さ1＞2dli

a2
7
0
　
｛
し

　
ヲ
　
ヲ
　

02

U
1
0
3
d
⑳

町
4
0
2
6
1
臼

二
＝
＝
一
＝
｝

A
β
O
D
E

緩壁面1働

2：訟ll∵1爵

コ
⊥
1

7
0
C

　
1
⊥
1
⊥

〉
＞

　
1
一
工

11

ｿ
α

＝
＝
＝
＝

B
O
D
E

雛lll勘
al，di，．．．，da｝

el，e2，．．・，et

五2：C1＞2　dl ノ／’ k2：α1＞2C1＞2　d1

ノ
σ

＝
＝
一
＝
【

B
O
D
E

dh・d2，・…d
a’堰Cel，．．・，et

図5．2：ケースIII（α1＞1　bl，α1＞1　c1；α1＞2　c1＞2　d1）

個
．



剛購騨脚圃願騨闘願■蹴鞠關隔關’一『一一F’

5．3完’備性　71

寒
柳

Li：ai　＞i　bi

a 墾ll鞍1働
D　＝　｛di’，　d2，　，　．　，　，　dS｝

E＝　｛ei，e2，．．・，et

L2：cl　＞2　dl

a1 2≡1懲ll幽
D　＝＝　｛al，　di，　．　．　．　，　ag．｝

五フ＝＝ee。．．e

L2　：　ci　＞2　ai，ci　＞2　clis一一．．

a2
1
0
　
C

，
　
　
　
　
　
　
，
　
　
「

　
，
　
　
　
　
，

　
り
　
り
　

娩
防
。
3
4
6
9

ラ
　
　
り
　
　
ヲ
　
　
う
　
　
コ

警
0
1
0
2
6
1
α

一
二
二
一
一
＝
一

A
B
O
D
E

ノノ！ﾜ1：a1＞1　b1，α1＞1　C1

ノ

σ

一
二
＝
一

〇
D
E

gl一＝一＝i：i’iE，？i：’：’；’gq．P／a2，a3，…　　，

　　　　　b
笥’，笥∴∵∴豊、｝

el．eo．．．．．e

図5．3：ケースIV（α1＞1　bl，a1＞1　c1；c1＞2α1，c1＞2　d1）

｛abtkt



5．3完備性　72

Li：ai　＞i　bi

a ＝　sab　a2，・・一，

B　＝　｛bi，　b2，．．．，b

C　＝＝　｛Cl，C2，．．．，C

D＝｛di，d2，．．．，d3｝

E＝｛ei，e2，．．．，et

L2：dl　＞2　cl

al

＝
＝
＝
＝

B
O
D
E

al，di，…，　dS｝

el，e2，…，et
ai　＞LQ2　ai　＞2　ci　l

a2
B　＝＝　｛bl，b2，．．．，b

C＝　｛cl，　C2，．．．，c

D＝　｛d2，d3，．．．，dsL｝

E＝d／e＿eオ

ili’3i・’：’：’：’；’£gr”／

＝
＝
＝
＝

B
O
D
E

コ

lLl：α1＞1b1

客前1幽
dh・d2・’”・ds

a’堰@，　el，．．．，　et

，
δ
，
β

。3

{
鉱
4
2
6
1

2
1
1
’
露
1

α
7
0
C
α
d

一
二
＝
二
＝
一

A
B
O
D
E

五2・d1＞2・1＼ 一／五2：鴨1貌1黎1
　
σ

B：課差β；：：：：92

図5．4：ケースV（α1＞1b1；α1＞2　d1＞2c1）

一雛



5．3完備性　73

Li：ai　＞i　bi

a ッ
　
ラ
　
り
　
ヲ
　
ッ

。2

U
2
。
2
4
2
鞄

，
　
　
，
　
　
，
　
　
，
　
　
，

1
1
　
1
1
1

α
，
O
c
d
e

＝
＝
＝
＝
＝

A
B
O
D
E
．

L2：dl　＞2　cl

al

＝
＝
＝
＝

B
O
D
E

1懲ll勘
al，di，一・・，d5．｝

el，e？，．．．，e

L2：di　＞2　ci，d1　＞2－a’r一．一

　　　　　　　　．

a2 7
　
　
　
　
　
　
　
　
，
　
　
．

　
，
　
　
　
　
，

の
弓
懸
6
3
臼

　
　
　
2
ノ
ー

う
　
　
ミ
よ

　
　
ユ
α
7
0
C
4
d

＝
＝
一
二
二
一

A
β
O
D
E

．．一”’@Li：ai　＞i　bi

ノ

σ

＝
＝
＝
＝

B
O
D
E

鯵照徴｝

図5・5：ケースVI（α1＞1　bl；d1＞2　c1，d1＞2α1）

汲



願剛■騨騨騨騨闘騨圃難燃闘騨騨嗣圏胴一一一一一一．．．

5．3完備性　74

a

＝
＝
＝
＝

B
O
D
E

欝懲ll勘

di，　d2，．．．，　a｛｝

el，e2，．．．，et

Ll：bl　＞1　al 五2：dl＞2　C1

al
■
O
　
C
　
　
　
e

，
　
　
　
　
　
　
　
　
　
，

　
■
ノ
　
　
　
，
　
　
　
　
　
　
　
　
「

り
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
ラ

　
シ
　
　
　
ヲ
　
　
　
　
　
　

　

　
　
　
　
　

　

α
6
3
0
2
4
臼

り
　
　
ヲ
　
　
り
　
　
シ
　
　
へ

1
2
1
1

α
δ
C
，
α
嵐

＝
＝
＝
＝
＝

A
β
O
D
E

　　一s．．一
L2：di　＞2　ci　’S’一．．

a2
δ
，
β

吻
砿
鉱
4
3
α

り
　
　
　
　
　
　
　
　
　

ラ
　
　
へ

　
り
　
　
　
り

1
1
1
2
ノ
ー

α
7
0
C
d
4

＝
＝
＝
＝
＝

β
β
O
D
E

　一　．t　tt一
．．．一’r@Ll：bl　＞1　al

ノ

σ

＝
＝
＝

B
O
D
E＝わノd’＿e

鍛lll衛
d．2，d．3，．．．，dgL｝

図5・6：ケースVIII（bl＞1α1；dl＞2　c1）

e．

轍　ta：・1…糊勲馳蠣糠…『馨．灘．灘・．・，・灘w．．

・∂1、．』　　　　　．「 門，　　　　　　　　　臨　　，　　．－　　 ．．．ｹ　　　　　　　　　　　．．b．・、’・’．’．



1－NllNlllJJJ．i

5．3完備性　75

　以下では，最も複雑であるケース1（図5．1）についてのみ説明する．図の矢線の付近

にはその簡約に使用した講座と条件を示してある．まず，状態σからし1講座とL2講

座についてそれぞれ順序＞1，＞2に基づき調整していくわけだが，図の左半分の簡約経

路について説明していく・L1講座を第一希望にしている集合A，Bにおいてα1＞1　b1

によりα1からeg一一希望が削除され，α1として集合Dに移動し，状態σが状態σ1に

変化している．第2ステップ（L2の調整）では，　al＞2　c1，c1＞2　dl，＞2の推移性およ

び希望削除による順序の不変性により，α1＞2C1，α1＞2　dlであるからα1がal’として

集合Eに移動し，状態σ1が状態σ1に変化している．第3ステップ（L2の調整）で

は・C1＞2　d　lによりC1がdiとして集合Bに移動し，状態σiが状態σ1’に変化して

いる・第4ステップ（Llの調整）では，　c1＞1α1＞1α2およびc1＞1α1＞1　b1により

clがcltとして集合Eに移動し，状態σfが状態σ’に変化している．図の右側につ

いても同様の操作を行うことにより最終的には状態σ，となり合流することがわかる．

ケース1以外の図についても，同様に，σ1→σ’←σ2を確認することができる．

　以上では，暗黙にp，g，r，s＞0と仮定したが，それぞれが0の場合も同様である．そ

のことを以下に補足しておく．P，q，r，sが0か否かの組合せは全部で24＝16通りあ

る（表5．2）．忌中の0は0を表し，一は0でないことを表す．

　調整を行う前提条件として，定員を超過している2講座に着目して調整を行ってい

るので・P＋q＞0，r＋5＞0でなければならない．したがって，表5．2の4，8，12～16

の7通りについては除外して考える．また，表5．2の1は既に証明済である．よって，

残りの8通りについて考える．

tw，sg（
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表5．2：p，q，r，sが0か否かの場合分け

P 9 T 5 備考

1
一 一 『 一

2
一 一 一

0 1～IV，　VII

3
一 ｝

0
一

VVI　VIII　，　　　　，

4
一 一

0 0

5
一
0
｝ 一 1～VI

6
一
0
一
0 1～IV

7
一
0 0
一 V，VI

8
一
0 0 0

9 0
一 一 一

VII，　VIII

10 0
一 一

0 VII

11 0
一
0
『
VIII

12 0
｝
0 0

13 0 0
一 一

14 0 0
一
0

15 0 0 0
一

16 0 0 0 0

，．、?．・灘雛，．＿撒
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　まず，P＝0（q≠0）のときだが，この場合L1講座の調整によって移動するのは，

集合Bの要素であるので，bl＞1α1の場合と同じく考えることができる．同様に，

q＝0のときは，α1＞1blと同じ，　r＝・0のときは，　d1＞2　c1と同じ，5＝・0のとき

は，c1＞2　d1と同じである．これらが，表5．1の1～VIIIのどれを参照すればよいか

を表5．2の備考欄に示してある．

　ゆえに，〈Σ，→〉はWCR性を満たす．□

定理5．1

　〈Σ，→〉は完備である．

証明

　命題5．5，5．6，補題2．2より明らか．□

定理5．2

　〈Σ，⇒〉は完備である．

証明

　命題5．4，定理5．1より明らか．ロ

5．4　情報処理上の留意点

　この種の人員配置問題に関連した研究としては，クラス編成問題［17】がある．クラ

ス編成問題では，配属される学生の希望をできるだけ満たすために，数理計画的アブ

　　　難灘灘　撚灘
、㈱　　　一　鎌一朧欝．　灘・
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ローチにより解かれている．具体的には，オペレーションズ・リサーチ（OR）の分野

で用いられている線形計画法により学生集団の満足度を最大にすることによって，全

学生を配属するようになっている．

　本論文で考察したアルゴリズムは，「集団の満足度」なるものを仮定しておらず，各

学生の希望と各講座ごとの学生順位＞iのみを仮定して，ある意味では個人主義的に

配属を決めている．このアルゴリズムを実際に適用する際の（情報処理上の）留意点

を以下に示す．

（1）希望講座リスト

　　各学生は，実際には全講座を順位付けする必要はない．例えば，初回のリスト提

　　出時には第三希望まで示し，必要に応じて第四希望以降を漸増的（incremental）

　　に追加していってもよい．

（2）講座ごとの学生順位

　　全講座が全学生についてあらかじめ順位付けをする必要はない．とりあえず，調

　　整が必要となった講座iに対して，調整にかかわる関係学生のみ比較して＞iの

　　一部を決定する．以後は，漸増的に＞iを拡張していく．＞iを決めるための要因

　　　としては

　　　　・講座iの研究内容に密接に関係する科目の成績

　　　　・講座iへの配属の希望の度合（希望講座リスト中の順位）

賊、、ウ．夢

繁
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　　　・抽選

　　　・学生どうしの話し合い

　　などの一つ，あるいはいくつかの組合せが考えられる．

（3）定員配分

　定員は提出された希望講座リストを見た後に，希望数の多寡に応じて決定しても

　　よい．

5．5　まとめ

本章では，書換え系の検証理論を用いた応用として，卒業研究の指導などのために

学生を大学の各講座（研究室）に配属させる講座配属問題について述べた．まず，学生

と講座の双方の優先度を考慮して配属を決定するアルゴリズムを考察した．このアル

ゴリズムには非決定性があるので，解（すなわち配属結果）が一意であるということ

は自明ではない．そこで，解の一意性を検証するために，このアルゴリズムの停止性

と合流性（すなわち完備性）について抽象書換え系の理論を用いて形式的に証明した．

纏．　　　綴　　灘灘綴
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　　　6．1　各章のまとめ

　　　　　　　　ヘ　　　ユ　　　6．1．1　弟1早

　　　　第1章では，本論文が扱う問題領域である書換え系について簡単に紹介し，本研究

　　　の背景と目的を述べた．

　　　　　　　　が　　　　ぬ　　　6．1．2　弟2早

　　　　第2章では，準備として，書換え系（抽象書換え系および項書換え系）の概要と諸

　　　性質について述べた．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　80
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6．1各章のまとめ　81

　　　　　ゆ　　　ホ6．1．3　弟3早

　第3章では，項書換え系の停止性検証法について述べた．項書換え系の停止性の検

証は一般には決定不能な問題であるが，Dershowitzによって提案された単純化順序を

用いることにより，一部の（しかし，実用上重要な多くの）項書換え系に対して停止

性の形式的検証が可能であることを述べた．本論文では特に，経路順序とよばれる単

純化順序の部分クラスに着目した．経路順序は，関数記号の集合上に定義される優先

順位とよばれる半順序と項の構造に基づき，二項の相対的な重さ（大小関係）を比較

するものである．この方法は，機械的な手順で二項の比較ができることから実装も容

易で，したがって複雑な項にも十分対応し，また前提となる優先順位は項の構造から

逆に推論できるなど，自動化という観点から最も有望な方法である．次に，経路順序

のうちで特に代表的な（ステータス付き）再帰経路順序（RPOS）について検討した．

　　　　　　　　　ま6．1．4　躬4早

　第4章では，ステータスの概念を拡張した“拡張ステータス”を提案し，それを適

用した経路順序について述べた．ステータスは各関数記号ごとにもつていて，比較す

べき二つの項の最外（最左）の関数記号が同一のときの引数の比較方法を示している．

ステータスの種類としては，多重集合順序，左辞書式順序，右辞書式順序の3種類あ

り，慣習的にそれぞれmZLIt，left，rightの記号を用いる．従来のleft，rightステータ

スは，引数の比較する順序を辞書式順序で1引数ずつ比較していたが，拡張ステータ

羅薯脇。。
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スを用いることにより，いくつかの引数をまとめて多重集合順序で比較できるように

なっている．本論文では，従来のRPOSよりも検証に成功しやすい拡張ステータス付

き再帰経路順序（RPOES）を提案し，それが単純化順序であることを証明し，その有

効性について論じた．

　　　　　　　　　オ6．1．5　弟5早

　第5章では，書換え系の検証理論を用いた応用として，卒業研究の指導などのため

に学生を大学の各講座（研究室）に配属させる講座配属問題について述べた・本論文

では，学生と講座の双方の優先度を考慮して配属を決定するアルゴリズムを考察した・

このアルゴリズムには非決定性があるので，解（すなわち配属結果）が一意であると

いうことは自明ではない．そこで，解の一意性を検証するために，このアルゴリズム

の停止性と合流性（すなわち完備性）について抽象書換え系の理論を用いて形式的に

証明した．

6．2　まとめ

　本論文では，書換え系の性質の形式的検証に関する研究として，以下のことを行った・

（1）従来の経路順序よりも停止性検証に成功しやすい拡張ステータス付き再帰経路順

　　序（RPOES）を提案し，それが単純化順序であることを証明し，その有効性を

　　確認した．

灘
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（2）書換え系の検証理論を用いた応用として，講座配属問題を取り上げ，配属決定ア

　　ルゴリズムを考察した．このアルゴリズムには非決定性があり，配属結果が一意

　　であるということは自明ではないので，解の一意性を検証するために，抽象書換

　　え系の理論を用いて形式的に証明した．

今後の研究内容としては，以下の検討課題が残されていると考えられる．

・優先順位や拡張ステータスの自動決定．

．RPOSよりも強力な経路順序に拡張ステータスを適用し，より強力な拡張ステー

　　タス付き経路順序の提案．
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