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北海道情報処理シンポジウム 2008

複雑ネットワークのパーコレーションによる同期現象

岩根慎司*鈴木育男 山本雅人古川正志

(北大工)t

1はじめに

近年、生物学や物理学、社会科学等の幅広い分野にお

いて同期現象に関する様々な研究が行われている。これ

らの研究の多くで、同期現象に関わる各要素は蔵本モデ、ル

により、結合振動子としてモデル化されている。蔵本モ

デノレでは、全ての要素聞に結合がある条件の下で、各要

素が互いに影響を及ぼしあう。しかし、現実のネットワ

ークにおいて、このような条件はほとんど存在しないと

考えられる。

本研究では様々なネットワークにおけるノードを振動

子と見なし、各振動子は結合しているノードのみの影響

を受ける場合の条件を考える。更に、これらのネットワ

ークにボンドパーコレーションの理論を適用することで

活動しない振動子が現れるネットワークにおいてシミュ

レーション実験を行い、同期現象が起こるかどうかを検

証し、その振る舞いの評価を行う。

2結合振動子

蔵本モデルでは、 N個の振動子で構成される系におい

て、 i番目の振動子の位相θzは以下の方程式に従う。

dθ. 庁ぷ、
~=ω'i+ 二LYsm(θI;_();) (1) 
dt 'N}::t 'J  

式(1)において、 ωiはi番目の振動子の自然振動数である。

また、 σは結合強度であり、すべての結合振動子におい

て同じ値をとる。これまでの研究において、式(1)で記述

される結合振動子は結合強度の臨界値σcにおいて相転

移が起き、同期が始まるというととが知られている。

更に、振動子全体の同期の強さ表す指標には以下の式

で定義される秩序パラメータr(t)と砂(t)を用いる。
1 N 

r(t)e'州)-活ei吟ω(2)
式(2)において、 r(t)とゆ(t)はそれぞれ時間tにおける
振動子の平均振幅と平均位相である。 r(t)が大きくなる
ほど振動子全体の同期は強くなる。また、r(t)は時間tの
関数であるため、ある結合強度σにおける振る舞いの評

価には、以下の式で定義されるr(t)の時間平均を用いる。

戸= 叫 iLLμ川rベ巾刷.(ヤ幼(οωtの)
t→∞ t J 
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(3) 

(.)初期状態 (b)形成されるヲラス1;>-

図l 形成されるクラスターの一例

3ボンドパーコレーション

要素聞のつながりにおいて、各ボンド(ネットワーク科

学ではリンク)は開閉することができるとし、確率pで聞

かれ、確率p-1で閉じられているとする。このときあ

る一つの要素から聞かれたボンドを通してつながった要

素集合はクラスターを形成する。ボンドパーコレーショ

ンは以上のような過程において、確率pの値の変化によ

るクラスターサイズの変化等を扱う理論である。

また、パーコレーション関値Pcは無限個の要素集合に

おいて無限につながったクラスターが形成され始める確

率を表し、 pとPcのときには要素集合の中に無限につ

ながったクラスターが存在する。

4シミュレーション実験

4. 1理論の導入

本研究では、ネットワークにおける振動子のつながり

を考慮するため式(1)を以下のように変形する。

dθ 庁ぷ、
ーニ=ω+二LXAusiI1(θFー θ';) (4) 
dt t ki告 ':J .. J 

式(4)において、 kiはi番目の振動子の次数、 Aはネット

ワークの隣接行列であり、 Aijは隣接行列の(i，j)成分

を表し、 Au=lのときノード間(i，j)にリンクがあり、
AijニOのときノード間(i，j)にリンクが存在しない。

式(仰を用いることにより、各振動子は結合している振動

子のみの影響を受けることになる。

4. 2実験の設定

シミュレーションの初期状態と して、振動子で構成され

るネットワークを用意する。用意したネットワークに関

してボンドパーコレーションを適用し、形成されるクラ

スターを娠動子のネットワークとし、式(4)に基づき同期

のシミュレーションを行う。図 1にノード数 100の正方

格子ネットワークにおいて、 P= 0.4でボンド、パーコレ
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(b)Regular Network (c)Small World Network (d)Scale Free Network(BA model) 

図2 各ネットワークの構造

ーションを適用した際に形成されるクラスターネットワ

ークの一例を示す。なお、初期状態で用意するネットワ

ークとして、正方格子ネットワーク、レギュラーネット

ワーク、スモールワールドネットワーク、スケーノレフリ

ーネットワーク(BA モデル)等の異なる構造を有する四

種類のネットワークを設定する。これらのネットワーク

の構造は図 2に示す。シミュレーション実験ではこれら

のネットワークのノード数は 100、平均次数は 4に統ー

する。

微分方程式の数値解法は、全てのシミュレーションに

おいて時間ステップ 0.1で四次のルンゲ・クッタ法をラ

ンダムな初期条件で実行することとする。

4. 3実験

以上の設定で、二つのシミュレーション実験を行った。

まず、実験 1ではネットワークにボンドパーコレーショ

ンを適用し、確率pの変化によるクラスターサイズの変

化を四種類のネットワークに関して調査した。次に、実

験2では実験 1で得られた結果を基に同期のシミュレー

ションを行い、結合強度σの変化による秩序パラメータ
戸の変化を調査した。

5実験結果と考察

5. 1確率pの変化によるクラスターサイズの変化

実験 lの結果を図3に示す。図3において、クラスタ

ーサイズの変化はどのネットワークにおいても確率p

に関して単調増加であることがわかる。また、クラスタ

ーサイズの増加の割合はスケールフリーネットワークを

除くと、類似している傾向が見られる。スケールフリー

ネットワークは確率pが小さい場合でもクラスターの

成長過程においてハブにつながると、最終的にクラスタ

ーサイズはある程度大きくなる確率が高い。そのため、

他のネットワークとは異なり、裾野が広く緩やかな増加

を示す。

この実験においてネットワークのノード数は有限個で

あるため、厳密なパーコレーション闘値を求めることは

できない。そこで、形成されるクラスターサイズが全ノ

ード数の 8割に達する確率を本実験における闇値とする。
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表 1 各ネットワークのパーコレーション闇値

ネットワークの種類

正方格子ネットワーク

レギュラーネットワーク

スモールワーノレドネットワーク

スケーノレフリーネットワーク

闇値

0.53 

0.74 

0.62 

0.62 

図3から求められた各ネットワークの闇値を表1に示す。

今回使用したネットワークにおいて正方格子ネットワ}

クでは、平均経路長が約 4.3であるのに対してレギュラ

ーネットワークは約 11.8である。したがって、表 lにお

ける関値の違いには、ネットワークの平均経路長が関係

していると考えられ、ネットワーク全体にクラスターが

広がるには、平均経路長の大きなネットワークほど高い

確率を必要とする。

5.2ネットワーク構造の遣いによる同期の評価

実験2では、実験 1から得られたパーコレーション関

値をパーコレーション確率pとして用いて、同期実験を

行った。実験2の結果を図 4に示す。図4において、各

ネットワークの秩序パラメータ Fは結合強度σが大き

くなるほど高くなる。このことから、結合強度σが大き

くなるほど強い同期を示す結合振動子の性質は保たれて

おり、本実験の設定においても同期現象は起こることが

検証できる。また、 σがある値に達すると Fも一定の値

に収束しているが、この収束値は各ネットワークによっ

て異なり、振る舞いの相違を示している。スケールフリ

ーネットワークでは秩序パラメータ Fの収束値が約 1で

あり、ネットワーク全体はほぼ完全に同期している。こ

れに対して、レギュラーネットワークで、は秩序パラメー

タFの収束値が約 0.5であるため、各ノードの位相にず

れが生じている。前述したように、レギュラーネットワ

ークの平均経路長は他の三種類のネットワークに比べ大

きく、ネットワークの両端で同期の時間遅れが発生し、

位相のずれが生じたと考えられる。実際に、各時間にお

ける位相の状態を表示するアニメーションプログラムを
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図 3 パーコレーション確率によるクラスターサイズの

変化
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作成して、振る舞いの観測を行った。これらの様子を図

5に示す。レギュラーネットワークでは部分的な同期が

伝播していき、同期の時間遅れが発生していることが確

認できる。

e・骨lHlSI.I守緑.... ，釘

6おわりに

本研究では、様々なネットワークにボンド、パーコレー

ションを適用し形成されるクラスターをネットワークと

する結合振動子の同期実験を行い、得られた実験結果か

ら各ネットワークにおいて同期の振る舞いが異なること

を確認した。

ー叩今後の課題は、ネットワークの平均経路長とパーコレ

子ション闇値や秩序パラメータの聞のスケーリング則に

:関する調査を行うことである。
"7 
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