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Periods，　Higgs　Fields　and　Prepotentials　in　IV　＝＝　2

　　　　　　　Supersymmet・ric　Yang－Mills　Theory

Takahiro　Masuda

　　Department　of　Physics，

　　　　H・kkαid・Univers吻

Sapporo，　HoK－kaido　060　Japan

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract

　　　We　show　how　to　give　the　expression　for　periods，　Higgs　field　and　its　dual　of　IV　＝　2　su－

persymmetric　Yang－Mills　theory　around　the　conformal　point．　This　is　achieved　by　evaluating

the　integral　representation　in　the　weak　coupling　region　explicitly，　and　by　using　analytic　con－

tinuation　to　the　conformal　point．　We　review　our　previous　results　to　see　how　effectively　the

technique　to　evaluate　the　integral　work，　and　how　the　analytic　continuation　to　realize　the

conformal　point．　The　explicit　representation　is　shown　for　the　SU（2）　theory　with　matter

fields　and　also　for　pure　SU（N）　and　pure　SO（2N）　theory　around　the　conformal　point　where

t・he　relation　t・o　the　beta　function　of　the　t・heorsi　is　clarified．　Similar　calculation　can　be　carried

out　in　the　S（Ll（3）　tiheory　Nvith　matter　fields．　X・Ve　also　discuss　a　relat・ion　bet，ween　the　fixed

points　in　the　SU（2）　theories　with　massless　matter　fields　and　the　Landau－Ginzburg　point　of

2－D　N　＝＝　2　SCFT．
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1 Introduction

　　　Recentt　years　many　progress　about・　four　dimensional　N　＝　2　supersymmetric　Yang－Mills

t，heories　have　been　made．　Seiberg　and　NVitt・en　［1］　solved　the　low　energ．y　effective　theory　in

the　SU（2）　theor．v　wit・hout　matter　fields　exactily，　based　on　the　duality　and　holomorphy　by

introducing　the　elliptic　curve．　Following　t＋his　work　v・arious　generalizations　introducing　the

matt，er　fields　or　gauge　group　being　higher　than　SU（2）　have　been　investigat・ed　by　man．yt　people

［2，　3，　4，　5，　6，　7，　8，　9，　10］．　The　exact　solution　for　the　prepotential　which　controls　t，he　low　energy

effective　action，　can　be　obtained　from　the　period　integrals　on　the　elliptic　curve．　Associated

with　singularities　of　the　theories　coming　from　t・he　massless　states，　these　curves　for　various

kinds　of　N　＝　2　supersymn）et・ric　Yang－Mills　theories　have　been　studied　extensively［4，　5，　6，　9］．

Usual　approach　to　obtain　the　period　is　to　solve　the　differential　equation　which　the　periods

obey，　so　called　Pichard－Fuchs　equation［10，　12］，　when　these　equations　tums　out　to　be　solved

by　the　well　known　functions．　The　N　＝　2　SU（2）　supersymmetric　Yang－Mills　theories　with

massless　hypermultiplet・s［13］　and　SU（3）　super　Yang－Mills　theory　without　matters［12］　have

been　analyzed　elegantly　by　using　the　method，　whereas　the　method　given　in　Ref．［11］　is　useful

only　for　the　group　SU（2）．　However，　the　situation　changes　drastically　when　it　is　diflicult　to

find　out　appropriate　variables　for　solving　the　Picard－Fuchs　equatien　by　any　special　functions．

This　situation　generally　occurs　for　the　theories　with　massive　hypermultipletts　or　higher　rank

gauge　groups．　ln　these　cases，　the　solution　has　been　studied　in　the　weak　coupling　region　by

perturbative　treatmentds　tto　obta，in　the　prepotdential　［14，　15］．　The　directt　t，est，s　have　been　made

by　comparison　wit，h　trhe　instanton　method　in　t・he　ca，se　of　SU（2）　t・heory　wit・h　matt，er　fields

［16，　17］，　and　even　for　the　higher　rank　gauge　groups　［18］，　which　provide　the　consistent　results．

　　　Apart　from　the　analysis　in　the　weak　coupling　region，　the　power　of　the　exact　results　should

be　used　in　the　analysis　in　the　strong　coupling　region，　where　one　finds　truly　non－perturbative

results．　Among　the　ana，lysis　of　the　strong　coupling　region，　one　of　the　striking　fact　is　the

existence　of　the　conformal　points　［19，　20，　21］　where　the　prepotentials　have　no　dependence

of　the　dynamical　mass　scale．　These　theories　are　classified　by　scaling　behaviors　around　the
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conformal　point・　［21］．　lt　seems　intteresting　to　invest，igat，e　t，he　theories　around　t，his　point・s　b．v

deriving　t・he　explicit＋　form　of　fields，　which　seems　t・o　provide　us　of　a　more　concret・e　behavior

of　the　crit・ical　theories．

　　　In　a，bove　ca，ses，　we　expect　that　the　explicit　evaluat，ion　of　the　integral　representation　of

the　solutions　is　more　powerful　than　finding　th，　e　solut，ions　of　the　different・ial　equations．　As

a　matt，er　of　fact・，　t・he　analytic　propert・ies　of　t・he　functeions　are　studied　mostly　by　using　the

integral　representations　of　the　functions　rather　than　the　differential　equations　themselves

even　in　the　theory　of　special　functtions．　ln　previous　works　［22，　23］　we　have　evaluated　the

integral　representation　about　the　period，　Higgs　field　and　its　dual　on　such　situations．　The

results　for　SU（2）　Yang－Mills　theory　with　matter　fields　（22］　can　be　analytically　continued

around　the　conformal　point　when　the　bare　masses　take　t・he　critical　values．　Another　previous

work　［23］　devoted　to　investigate　how　to　evaluate　effectively　the　integral　representation　in　the

weak　coupling　region．　ln　this　article，　we　combine　these　approach　to　investigate　the　expression

around　the　conformal　point．　We　treat　moduli　parameters　and　bare　masses　as　deviations　from

the　conformal　point．　After　evaluating　the　integral　representation　explicitely　in　the　region

where　only　one　parameter　is　very　large　but　other　parameters　are　near　the　confomal　point，

we　perform　the　analytic　continuation　of　one　large　parameter　to　be　near　the　conformal　point．

By　use　of　the　analytic　continuation　we　can　get　the　expression　around　the　conformal　point．

Usually，　analytic　continuation　to　the　region　where　the　logarithmic　singularity　exits　must　be

treat・ed　vsTit，h　care　because　t・he　result　may　depend　on　the　choice　of　va，riables．　ln　other　words，

some　choice　of　varia，ble　are　valid　only　within　some　branch．　HovLrever，　when　we　consider　t・he

analytic　continuat・ion　to　the　critical　point　where　t・here　is　no　such　singularit・．xi　t＋he　confirmation

of　such　analyt・ic　continuation　turns　out　to　be　easy，　as　we　wi11　see　in　each　cases．　As　the　matter

of　fact，　this　approach　can　be　considered　as　a　generalization　of　the　one　given　to　obtain　the

periods　for　Calabi－Yau　systems　［24］．　Of　course，　there　are　a　variety　of　the　ciass　of　conformal

point　［21］　so　that　we　cannot　exhaust　all　known　cases．　ln　this　paper，　we　vvrill　deal　with　SU（2）

Yang－Mills　theory　with　massive　hypermultiplets，　and　SU（N）　and　also　SO（2N）　Yang－Mills

theory　without　matters．　We　also　provide　expressions　of　Higgs　field　and　its　dual　around　the

conformal　point　for　the　pure　SU（N）　and　also　SO（2N）　Yang－Mills　theories．

2
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　　　This　article　is　organized　as　follows．　ln　section　2．．　we　vv’ill　review　our　previous　resultd

in　t，erms　of　the　SU（2）　t・heor．v　with　massive　hypermultiplete，　and　by　analyt・ic　continuation　a

infra－red　fixed　pointi　of　t・he　t・heor．v　is　realized　when　the　mass　paramet，er　ta，ke　crit＋ical　values．　ln

section　3，　we　will　review　our　previous　investigation　about　effective　evaluation　of　t・he　integral

representation　in　the　theory　vv’ith　more　higher　rank　gauge　group　to　represent　the　Higgs　field

and　its　dual　by　classical　root・　variables．　This　met・hod　will　be　generalized　in　tihe　following

section　to　evaluate　explicit・ely　t・he　integral　representation　to　get　the　expression　wit＋h　respect

to　the　moduli　parameters　and　mass　paramet・ers．　ln　section　4，　we　will　obtain　the　expression

of　the　fields　around　conformal　points　in　SU（2）　theory　with　matter　fields　case，　and　verify

that　the　result　recovers　our　previous　result　which　was　obtained　by　transformations　of　the

hypergeometric　funct・ions［22］　when　the　deviation　of　mass　parameters　from　the　conformal

point　are　set　to　be　zero．　We　will　also　discuss　the　relation　to　2－D　．IV　＝　2　SCFT　through　the

simple　correspondence　to　the　deformation　of　curve　on　WCP2．　This　relation　was　pointed

out　recently　in　the　different　context　in　the　ref．　［25］．　ln　section　5，　we　will　derive　the　form　of

Higgs　field　and　its　dual　in　the　pure　SU（N）　theory　around　the　conformal　point，　and　discuss

the　relation　to　the　betJa　function　of　theory．　ln　section　6，　we　will　study　the　pure　SO（2N）

theory　around　the　conformal　point　and　discuss　the　validity　of　the　expression　which　contains

the　unexpected　terms．　ln　section　7，　we　will　compare　the　results　obtained　by　different　type　of

parameterization　in　pure　SU（3）　theory　and　discuss　the　relation　between　them．　And　we　will

obt＋ain　the　expression　of　the　field　around　the　conformal　point　in　SU（3）　theory　with　massless

and　massive　matter　fields．　The　last　section　will　be　devoted　t・o　some　discussion．

2 Evaluation　of　period　integrals　in　the　SU（2）　theory

with　massive　hypermultipletes

　　　We　begin　with　reviewing　some　properties　of　the　low－energy　effective　action　of　t，he　Ar　＝　2

supersymmetric　SU（2）　QCD．　ln　N　＝　1　superfields　formulation［1］，　the　theory　contains　chira1
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Oa　’

　　　General　elliptic　curves　of　SU（2）　Yang－Mills　theories　with　massive

are［4］

multiplet，s　¢a　and　chiral　field　st・rength　1・V“　（a　＝　1，　2，　3）　both　in　the　a，djoint　represent＋ation　of

SU（2），　and　chiral　superfield　（？’i’　in　2　and　（［？i　（・i　＝　1．…　　，　Aif）　in　2　representation　of　SU（2）．

In　N　＝　2　formulat・ion　（？ii　and　（？i　are　called　hy・permult，iplets．　Along　the　fiat，　direct・ion，　the

scalar　field　ip　of　〈1＞　get　vacuum　expecttation　values　vsrhich　break　SU（2）　to　U（1），　so　that　the

low－energy　effective　theory　contetins　U（1）　vect，or　multiplets　（A，　H：’．），　where　Ati　are　21V　＝　1

chiral　superfields　and　liV．　are　Ar　＝　1　vector　superfields．　The　quantum　loNv－energy　effectiv・e

theory　is　characterized　by　effect・ive　Lagrangian　L　with　t，he　holomorphic　function　Jl（A）　called

prepotential，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　zl．lim（fd20d2e一一〇〇7A’A＋Sfd2egl？liJii，’w．wa）．　（2．i）

The　scalar　component　of　A　is　denoted　by　a，　and　AD　＝　2｛tt　which　is　dual　to　A　by　aD．　The

pair　（aD，a）　is　a　section　of　SL（2，Z）　and　is　obtained　as　the　period　integrals　of　the　elliptic

curve　parameterized　by　u，A　and　mi　（O　（　i　S　Nf），　where　u　＝〈trip2　〉　is　a　gauge　invariant

moduli　parameter，　A　is　a　dynamical　scale　and　mi　are　bare　masses　of　hypermultiplets．　Once

we　know　a　and　aD　as　a　holomorphic　function　of　zL，　we　can　calculate　the　prepotential　．1’ ia）

by　using　the　relation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O一（a）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．2）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　aD　＝

Nf　S　3　hypermultiplets

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y2　＝　C2（a’）　一　G（x）

C（x）　＝x2－liu，　G（x）＝A‘，

C（x）　＝＝　x2－2L，　G（x）＝A3（x＋mi），

c（x）＝x2　一u＋　Z＞；2L，　G（x）　＝　A2（x＋mi）（x＋m2），

0（x）ニx2－u＋会（x＋虻弊），σ（x）＝A（x＋m・）（x＋m・）（2’＋m，），

These　curves　are　formally　denoted　by

y2　，，．　c2（x）　一　G（x）　＝　（x　一　ei）（x　一　e2）（x　一　e3）（x　一　e4），

4
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where　ei　＝　e4，　e2　＝＝　e3　in　t・he　classical　limit．

　　　In　order　to　calculate　the　prepotent＋ial，　we　consider　a　and　aD　as　the　integrals　of　the

meromorphic　different・ial　A　over　t・wo　independent・　cycles　of　these　curves，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α一ゑいD一ゑλ，　　　　（2・5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ一2募乞dln（C（x）　一yC（x）　＋y）・　　（2・6）

where　a’　cycle　encloses　e2　and　e3，　B　cycle　encloses　ei　and　e3，　A　is　related　to　the　holomorphic

one－form　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　OA　1　dx

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十d（＊）．　（2．7）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂u　2π乞y

Since　there　are　poles　corning　from　mass　parameters　in　the　integrant　of　a　and　aD，　we　instead

evaluate　the　period　integrals　of　holomorphic　one－form；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂α鰐∂αD碍

After　changin

　　　　　　　　　　　　　　　F（a，　b；　c；　x）　＝

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　F（a，　b；　c；　z）

we　obtain　g，［｝a　and　ueaa．．　as　follows：

　　　　　　　　　　　Oa　vi12　re3　dx

　　　　　　　　　　　　　　　∂u　ガ∂u－　y’

g　the　variable　and　using　the　integral　representation　of　hypergeometric　function；

　　　　　　　　　．　n．　mx　．　r（a）r（b）

r（c）

・・

ｰ
圓

　
＝

foi　dssb－i（1　一一　s）c－b－i（1　一一　sx）一a

（a）n（b）．　z” （α）・一「 ﾉ毒）n），

（2．8）

　　　’

（2．9）

g÷／＝＝IS／十f，

鵯D一鷺
ッ
吻
シ

2

3θ

1

（C）n　n！’

）iFt　（e2　一　ei）一’／2（e4　一　e3）一i／2F　（S，g；　1；　z）　，

＝：

@2！iftL　［（ei　一　e2）（e4　一　e3）］”／2F　（S，S，　1；　1　一　z）　，

（2．10）

（2．11）

（2．12）

where

z＝

（el　一　e4）（e3　一一　e2）

（e2　一一　el）（e4　一　e3）’

　　　　　5

（2．13）

轍灘雛　　　　　　　　　魍．1藝

　　　　　　　　　灘層



and　the　normalization　is　fixed　so　as　to

aD　in　the　weak　coupling　region

be　compatible　with　t，he　asympt・otic　behavior　of　a　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a＝　T＋’””

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　aD＝i－4S，，Nfa・lna＋…．　（2．14）

In　t・his　expression　aD　is　obt・ained　as　a　hypergeometric　function　around　x　＝　1，　so　vv’e　have　to

do　the　analytic　continuat・ion　which　gives　the　logarithmic　asymptotic　in　t・he　weak　coupling

reglon．

　　　Since　elliptic　curves　are　not　factorized　in　general，　it　is　diMcult　to　obtain　their　roots　in

asimple　form　Even　if　we　know　the　form　of　roots，　the　variable　z　in　（2．11）　and　（2．12）　is

very　complicated　in　terms　of　zL　in　these　represent，ations．　So　we　will　transform　the　variable

to　the　symmetric　form　with　respect　to　roots，　by　using　the　identity　of　the　hypergeometric

functions，　so　that　the　new　variable　is　given　easily　from　the　curve　directly　without　knowing

the　form　of　roots．　After　the　analytic　continuation　to　the　weak　coupling　region　to　（2．12），

applying　so－called　quadratic　and　cubic　transformation　of　the　hypergeometric　functions　to

the　expression　（2．11）　and　（2．12）　subsequently，　we　obtain　the　expression　valid　in　the　weak

coupling　region　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　l藤（一D）一・／・F儲1－1拾），　　（2．15）

　　　　　　　　　　　　　　　　讐一4（一D）一・／・［嘉ln12　F（養，圭，1，一絵）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一面（1　5　27A万，i互；1；｝4D・）］，　（2・16）

痂

where

　　　　　　　　　　”券411≒；・，△一i‘’（・i一・ゴ）2，D一Σ1（・i一・ゴ）・・（2・17）

［1］his　variable　is　completely　symmetric　with　respect　to　root・s　ei，　so　it　is　easy　to　writFe　down

z”by　using　the　coe伍cient　of　the　curve．　Though　x　is　not　invariant　under　the　modular

transformation　of　7，　the　argument　z”　is　invariant　complet・ely．　As　a　matter　of　fact，　this

variable　can　be　written　by　the　absolute　invariant　form　」’ i7）　as　z”　＝　1／」（T）．　Therefore　it

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6
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is　quit，e　natural　to　represent　the　period　in　t，erms　of　z”．　lf　vsre　consider　the　case　when　t・he

curve　is　fa，cttorized　to　be　a　simple　form　such　as　Nf　＝　O　t，heory　and　A・if　＝　2　theoryf　wit・h　equal

mass　parameters，　it・　is　not　necessary・　to　transform　the　varia，ble　t，o　be　a　modular　invariant＋

form．　ln　t・his　case，　we　can　transform　t）he　variable　to　be　simple　enough　b＞r　using　the　quadratic

transformation　only．

　　　Next　w・e　consider　the　periods　in　the　st，rong　coupling　region．　The　quadratic　and　cubic

transformation　are　valid　if　iノ’1≦1．　The　region　of　z－plane　which　satisfies　this　condition

consists　of　three　parts；　one　is　around　z　＝　O，　one　is　around　z　＝　1　and　the　last　is　around

z　＝　oo．　The　region　around　z　＝　O　corresponds　to　the　weak　coupling　region，　and　the　region

around　z　＝＝　1　corresponds　to　the　strong　coupling　region　where　the　monopoles　condensate

and　z　＝＝　oo　is　the　dyonic　point．　So　we　can　construct　the　formula　valid　in　the　strong　coupling

region　by　analytic　continuation　to　around　z　＝　1　or　z　＝　oo　and　by　using　the　quadratic　and

cubic　transformation　subsequently．

　　　As　a　example，　we　consider　the　theory　with　a　matter　hypermultiplet　whose　curve　is　given

by

y2　＝　（x2　一　u）2　一　A3（x　十　m）， （2．18）

from　which　A　and　D　is　obtained　as

　　　　　　　　　　　　　A＝　一A6（256u3　一　25　6u2m2　一　288umA3　＋　256m3A3　＋　27A6），　（2．19）

　　　　　　　　　　　　　D＝　一16u2＋12“，nA3．　（2．20）

Substitut・ing　these　to　（2．15）　and　（2．16），　we　can　obtain　a，　aD，　b．v　expanding　（2．15）　and　（2．16）

at　u　＝　oo　and　integrating　with　respect　to　2L．　Representing　zL　in　terms　of　a　inversely，　and

substituting　u　to　aD，　and　finally　integrating　aD　with　respect　tto　a，　we　can　get　the　prepotencial

in　the　weak　coupling　region　as

　　　　　　　　　　　　　ア（a）一帯（薙）＋1（一3＋41n2－iπ）一舟π（n’m）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一ln（aA）纂＋シー2／・　　　（2・21）
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where　we　introduce　a　subtracted　mass　residues　fromα．　These£agree　with　the　perturbative

result　up　to　the　orders　cited　in［15］・In　principle　we　can　calculate　j『：to　arbitrary　order　in

our　formalism・Quite　similarl．v，　we　can　obttain　the　prepot，ent，ial　in　the　stbrong　coupling　region．

　　　The　number　of　the　singularity　of　the　theory　is　the　number　of　the　root　of　the　equation

△＝Oplus　one，　which　is　the　singularit｝・at　tt＝oO，　Since△is　third　order　polynomial　in

terms　of　u　in　Alf＝1theory，△＝Omust　have　one　double　root、vhen　the　mass　takes　critical

value・This　condition　is　satis丘ed　if　m＝3／4A　where　the　parameters　of　the　periods　are　given

by

　　　　　　　　　　　△＝一A6（16・・＋15A2）（4・u－3A2）2，　D＝一（4zL＋3A）（4・L－3A），　（2．22）

　　　　　　　　　　　　，，　　　27　　A6（16u十15A2）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．23）　　　　　　　　　　　ぎ　　ニ　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　4（4u十3A2）3（4u－3A2）●

Such　factorization　of△means　that　theory　has　a　conformal　point　u＝3A2／4　where　the　curve

become［20，21］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y・一（sc＋会）3（x一讐）・　　　（2．24）

If寅e　set

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　27A2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　w＝16ZL＋15A・・　　　　　　（2・25）

then　z”＝・一64ω3／（ω一9）3（ω一1）．　In　order　to　obtainαandαD　we　need　the　quartic　transfor－

mation　which　makes　the　variable　simple　enough．　We　can　prove　the　following　transformation

of　fburth　order：

　　　　　　　F（’51，一64ω31））（1」）1／4（1一ω）・／・2F（誌1・ω）・（2・26）

Using　this

W・g・t艶，

　127　12’”　（・iL，　一　9）3（・tv　一一　1）7　一　V　9

ident・ity　and　the　identity

　　　　　　　　　F（a，　b；　c；　x）　＝　（1　一　z）一aF（a，　c　一一一　b；　e；　z／（z　一　1）），

aaD
Ou

∂α　vう
0’u，　一

〇aD

8（一27A・）㍉・／・FG÷1，の

一亭（一27A・）㍉・／・［（311inllfez！n37r　zr）F儲1の

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一回儲1，の］，

（2．27）

（2．28）

0・u

（2．29）
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where

27．”s，2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　シ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一16－u・　十　12A2

Performing　the　analytic　continuat・ion　to　t，he　region　y　tNi　c＞o，　i．e．，

and　integrat・ion　with　respect　to　’u・，　we　get　the　expression　for　the

around　the　coformal　point　as

　　　　　　　　　　a　＝　mLf3viliA・u”／2　［SU（g）．　（一eil－i／3．p．　（！3viiiAy’i／2　［

r（13）

i，iii）　（一y）一i／3　，F，　（

（2．30）

around　the　conformal　point，

Higgs　field　a　and　it・s　dual　aD

5r（23）r（

　　　　　　　　　aD＝
　　　　　　　　　　　　　　　2　8

　　　　　　　　　　　　　　　　　　gift］1（lji）一r－5（）1）（一y）一2／3，F，（

where　3F2　is　the　generalized　hypergeometric　function　defi

＋7r（13）r（去）←y）一・／33F2（器，1÷万

師3商一・／・ m6r（去）5r（彗）r（§）（一y）一・／33F2（
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器器財，）］・

　　　　　　　　　ned　as

SIIi）l19’？ikS1？1；Sfi！z）．n，（b，）cS，C，）．nyn

（2．31）

（2．32）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3F2（a，　b，　c；　1，　d；　y）　＝＝　」）．ii一“，　iWid”iV（’．”i）V，’”y”．　（2．33）

In　this　expression，　we　see　that　a　and　aD　contain　no　logarithmic　term，　and　around　the

conformal　point　u　A」　1｝2AL2　they　behave　as　a　rv　aD．　This　implies　that　on　the　conformal　point，

prepotential　does　not　depend　on　the　dynamical　mass　scale　and　the　beta　function　of　the

theory　vanishes　on　this　points．　Thus　we　see　that　the　conformal　point　is　a　infra－red　fixed　point

of　the　theory．

　　　Similar　treatment　can　be　done　in　the　SU（2）　theor．v　vv’it・h　Nf　＝　2，3　matter　fields，　and　the

results　with　critical　mass　value　given　by　the　analytic　cont・inuation　from　the　weak　coupling

region　to　the　region　around　the　conforml　point，　show　that　the　conformal　point　of　IVf　＝　2，3

theory　is　a　infra－red　fixed　point　of　the　theory．

　　　For　later　use　for　the　comparison　to　t・he　deformattion　theory，　we　list　here　the　expression

for　gi．｝a　and　EI；’fL．D　with　critical　mass　value　in　the　weak　coupling　region　of　Aif　＝　2，3　theory　as：
　　　　　　　Ou

／Vノ＝2theory（m1＝m2＝会，y＝

　　　　　　　　　∂α　v至

a2L　一　2

　　　　　　　　　　　　　一、暑全きA、）

（一A2）一i／2y’／2F　（i，　2，

ツ
　
，1 （2．34）
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Effective　evaluation　of　the　Higgs

SO（2N），　Sp（N）　pure　Yang－Mills　theories

（2．35）

（2．36）

（2．37）

（2．38）

in　SU（N．），

　　　In　this　section，　we　consider　IV　＝　2　supersymmetric　Yang－Mills　theory　with　higher　rank

gauge　group．　We　will　first　consider　SU（N．）　theories　without　matter　hypermultiplets［12］　in

detail．　The　theory　has　an　IV，　一一一　1　complex　dimensional　moduli　space　of　vacua　which　are

parameterized　by　the　expectation　value　of　the　Higgs　fields　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Nc

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈　ip　〉＝＝　2　eiHi　＝diag　［ai，　．．．，　aN．］，　（3．1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぜ＝1

where　Hi　are　the　generat・ors　of　the　Cartan　sub－algebra　of　U（IV．）　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，INi’c

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2a，＝O．　（3．2）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i一一一一1

The　fields　ab　dual　to　ai　can　be　defined　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　αち一∂辞）・　　　　　　　　（3・3）

where　．7’（a）　is　the　prepotential．　The　curve　describing　the　space　of　vacua　can　be　identified　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Nc

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y2　＝＝　C2（x）一A2Nc＝H（x－ek）2－A2Nc，　（3．4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　10
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　シ　　n＝o

where　（a）．　is　defined　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（a）n　＝：

After　t・he　use　of　a　partial　integrattion，　we　h

　　　　　　　　　　　　　　　bl“’　r　dx　x　．一〇〇．

where　ei　is　tThe　value　of　the　classical　moduli　space　with　a　constraint；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N’c

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2’ei，＝O．　（3．s）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・i＝1

1t　should　be　noted　t・hat　the　classical　root　of　y，　ei　split，s　int・o　e＋i　and　e7・　in　（3．4）．

　　　The　meromorphic　one　form　A　can　be　defined　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dx　x

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A＝　1；lljtk・　i）［C（x）］’・　（3．6）

The　dual　pair　of　fields　a　and　aD　can　be　written　as　periods　of　a　meromorphic　one　form　A　on

the　curve　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ai　一一’　．lf．1，A，　aZD’　＝．；lp（，A，　（3．7）

where　ai，fii　form　a　basis　of　homology　cycles　on　the　curve．　Therefore，　we　can　compute　the

prepotential　Jr7（a）　once　we　can　evaluate　ai　and　ab　as　functions　of　ek　and　A．

　　　We　are　going　to　evaluate　at　in　the　weak　coupling　region．　To　begin　with，　we　expand　the

meromorphic　differential　with　respect　to　A2Ne　by　using　an　expansion

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1一量η！（x一，、）、黒11今lt”X％n一。凡）、。＋、・　　（3・8）

r（a＋n）

　αくr

eVa

4

（3．9）

　　　　　　　　　　　αビー詳、2蝋＋暑艦η12n（　　　（i）nA2Ncnx　一　ei　）2n　・　・　・　（x　一　eN．）2。’（3・1・）

Originally，　the　ori　circle　was　chosen　enclosing　the　roots　of　y　e，＋・　，　e，：　．　ln　our　expression　both

of　them　shrink　to　the　classical　value　ei．　Therefore，　we　can　take　the　contour　enclosing　ei　as

of　cycle　to　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　9，El，　（；）．A2Nc”　v　rr　r（2n十mk）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ek　一　ei）一2n－mk

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r（2n）r（mk　十　1）

Σ
周
・
Q
Σ
周

十句＝砺

十角＝

　　n！2n

（｝）．A2Ncn
　　　　　　　　（

　　　　2　ll
ml，．“mNc，mi＝＝O　．k

mi十…mNWD一一2n－1　k＃

　0

n！（2n）！ Oei
）2n－1 il　（ek　一一一一　ei）一2n．

k，k＃i

　　11

（3．11）
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1－1－1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　5tik，’！一．，．．Sl／ii，i－iny一’一一一nyny一一一’K　ilLi）V2）5，一’“’，ll＝，（x’一ek）一2s（一A2”c）s，　（3．i2）

where　the　pa，t＋h　of　int・egration　is　taken　around　the　poles　at＋　s　＝　O，，　1，，　2，　．．．．　This　expression　can

be　obtained　by　considering　Barnes－t・ype　representation　for　（3．8）　and　use　a　partial　integration．

Note　also　that　we　can　obtain　the　strong　coupling　expansion　of　A　by　taking　the　poles　at

s　＝　一1／2，　一3／2，　．．．

　　　The　5ij・　＝　6i　一　5」　cycle　consists　of　the　circle　enclosing　the　root　e2＋・　and　e，＋・　，　which　can

be　writ，ten　as　two　times　the　line　intiegral　of　A　from　e」＋・　to　e，＋・．　．　W’hen　we　use　the　expression

（3．12），　these　roots　shrink　to　the　classical　value．　lf　we　replace　the　contour　integral　to　the　line

integral　from　ej　to　ei，　we　have　to　subtract　the　contribution　from　the　circle　around　e，：　and

eJ　，　which　can　be　evaluated　as　the　half　of　the　nf　and　of．　We　therefore　obtain　an　expression

of　aD　as　follows；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　atr’　ii　aS－a」i　＝2f．jiA一一　S（ai－a」）．　（3．13）

The　ab　can　be　obtained　from　the　procedure

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＿　1　1v・　毎

In　the　case　of　t・he　dual　fields　ab，　we　have　tJo　use　analyt，ic　cont，inuat，ion　because　of　the　loga－

rithmic　singularit．v．　For　such　purpose，　we　write　the　meromorphic　one　form　A　b．v　Barnes－t・．y・pe

representtattion　as

　　　　　　　　　　　　　　A：；／i＃i，，f－i，oo．．，．，iS／lt，．1ii（i＝i？￥．Sg－igiiLL22“’　！Slr，Sg．lti／2）fi

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　“tD’　＝　7eZ］．ii＝，atD’・　（3．i4）

Alt，hough　t，he　method　of　the　expansion　for　a　in　（3．11）　is　quite　different　from　t・hose　of　aD

（3．13），　these　will　provide　a　consistent　result．　As　a　matt・er　of　fact，　we　can　write　a　by　using

Bames－type　integral　representation　as

αゼゴ＝ai一αゴ

　　　　　　ei　dx

consl

ds　sin　2rs　r（一s）r（s　十　1／2）

　　　　　　　　　　　　　　　」　2ri　J－ioo　2Ti　7r　1”（1／2）2s

which　we　can　derive　by　considering　the　integral　enclosing　ei，　a，nd

line　integral．　The　equivalence　of　（3．11）　and　（3．15）　can　also　be　s

of　s　in　（3．15）　explicitly．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　12

Nc
ll　（x　一　ek）一2S（一A2Nc　）S，　（3．ls）

k一一一一1

　　　　　　　ej　and　by　replacing　it　by

　　　　hown　by　evaluating　the　poles

畿灘灘灘』灘灘灘灘灘’灘．灘覇1
　　　　　　　　　　　’　　　　　　　　　　　　　　灘　．・ki＿．



“

　　　　　　　　　　　　　×
　　　　　　　　　　　　　　　　　　r（2s）r（mk　十　1）

Let　us　evalua，te　the　poles　separately．

The　double　pole　arises　in　the　case　of　mh　＝＝　O　for　all　k

for　one　of　k．　We　next　evaluate　the　cont，ribution　from

the　case　£mk　＝　1　in　（3．19）．

without　any　analytic　continuation　by　going　back　to　the　orig

　　The　prepot・ential　at　this　order　can　be　obtained　as

　　　　　　　　　f’（a）　＝　ziit）T　：．（ai　一　a」）2　in　（ai　一　a」）2／A2　＋　ISI／1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z〈」

　　　In　the　expression　for　aSt，　the　singularit，ies　appear　as　double　poles　for　the　int・egral　with

respect・　to　s，　which　consist・s　of　the　cont・ribution　bot，h　from　ai　and　a，J一．　Since　ai　and　aj　have

different・　singularit＋ies，　it　seems　not・　eas．v・　to　ext，ract，　t，hese　double　poles　in　a　concise　manner．

We　therefore　consider　the　path　from　zero　to　ei　and　define

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　aち謡∵1αわ　　　（3・16）

where　we　have　again　subtract・ed　the　contribution　caused　by　the　degeneracy　of　the　roots　in

the　expression　of　A　in　（3．12）．　ln　the　weak　coupling　region，　abt　can　be　written　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ab’　＝ab－a」D．　（3．17）

From　t，he　relation　（14），　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　αち一aち譜乞・　　　（3・18）

Let　us　evaluate　ab．　By　parameterizing　x　＝＝　ei（1　一t），　we　have

　　　　　　　　ab＝＝　fi，rti73iiii・r　i／2）f－i，O．．O．iS／1＃i，ii］S（i＝E］！！1！：一雨一iLL2］！一S）r（：＋i／2）．lli，1，＃，f，’t－2s＋i＋£mkdt

　　　　　　　　　　　　×鳥r（r（2s　十　mk）2s）r（mk　十　1）（・i一・k）一一e7％＋小（一A・凡）・一わ

　　　　　　　　　　　　　　fu，．，，，）f－i，o．．o．sl／k，1］1（1＝2211！i：一tiL22！一s）r（g＋i／2）．：1，1，，，一一一一一一一一一一，，．2

　　　　　　　　　　　　　　　11iT7t£4？1；“IlrUlli’］LrrAS2xiZt＋Arv．M4），x（e，：一ek）h2s＋mke；

　　　　　　　　　　　　　　k，k7Ei

　　　　2s　．．　H＃，　一一　2s　十£mk　十1

（e，：　一　ek）h2S＋Mke，1　2S＋1＋Z）　Mk（一A2Ne　）S　一　Sai．　（3．19）

At　first，　we　are　going　to　evalua，te　t・he　pole　at　s　＝＝　O．

　　　　　　　　　　　　，　and　single　poles　appear　when　mk　；　O

　　　　　　　　　　　　　　s　＝　1．　The　double　poles　appear　in

Other　terms　have　single　poles　so　that　we　can　evaluate　them

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　inal　expression　for　A　for　s　＝　1．

iii7U’；　il．　III．，（ai　一　a」　）2　＋　」　T，　（a），
（3．20）
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m．　．．．　．

　　　　　　　”

where　To　is　trhe　bare　coupling；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　乞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7ro　＝＝　Sl．T（21n2－3N，），　（3．21）

and　the　one－instanton　contribution　．JZ　Ti（a）　is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■i（a）一一響善賑（a一α～）、　　（3・22）

　　　Thereforeラour　method　for　analytic　continuation　is　consistent　with　the　integrability　of　the

prepotential　at　least　up　to　the　leading　order　of　the　instanton　corrections．　lt　should　be　noted

that　the　expression　（3．22）　agrees　completely　with　the　known　results　for　G　＝　SU（2）　and

SU（3）［12］i．　Moreover，　it　coincides　with　the　result　obtained　by　the　direct　instanton　method

for　S乙ノP（ノ＞b）［18］．

　　　Let　us　consider　the　theories　with　other　gauge　groups．　lt　is　straightforward　to　apply

the　method　to　other　groups．　We　are　now　going　to　list　the　curve　and　the　one　instanton

contribution　of　other　classical　groups．

　　　For　SO（2N　十　1），　the　curve　is　identified　as［5］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y2＝　ll　（x2　一一　e2）2　一一　A2（2N－i）x2．　（3．23）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k　＝1

From　this　curve，　we　can　calculate　the　one　instanton　contribution　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fiト乞Alll－1）嵩n1≠k（α1一α1）、・　　（3・24）

　　　For　SO（2N），　t，he　curve　is　given　by［6］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ai’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y2＝　ll　（x2－eZ）2－A‘（N一’）x4，　（3．25）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝＝1

from　which　the　one　instanton　contribution　is　obtained　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■i（α）一一2A；舞1）書嘱謬一α1）、・　　（3・26）

In　the　case　of　SO（4），　you　can　find　the　decomposition　to　SU（2）　×　SU（2）．

　　iThe　bare　coupling　agrees　when　we　correct　a　misprint　in　ref．［12］．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　14
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　　　　　　　“

　　　’1］he　XVeierstrass　form　of　the　curve　for　the　groups　SP（2AJ）　is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y2　＝＝　P2（x）一A2（””）P（x）．　（3．27）

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．P（x）＝x2　ll　（x2－eft，）．　（3．28）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝1

The　equivalent　Riemann　surface　is［9］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A2（N＋1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f　一　（z　十　：：’一：r一一．　）2　一一一　4P（x）　＝＝　O，　（3．29）

whose　equivalence　can　be　checked　by　evaluating　the　periods．　The　meromorphic　one　form　of

the　curve　is　obtained　as

　　　　　　　　　　　λ一嘉鵜「（一s）r（s　十　1／2r（1／2）s）x一礁（x・ず（一A・（N＋・））・，（3・3・）

where　the　integration　over　s　takes　the　poles　at　s　＝　O，1，．．．oo．　lt　can　be　shown　that　the

classical　part　of　the　prepotential　agrees　with　the　general　form　and　we　find　that　the　one

instanton　contribution　is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■i（α）一一乞A響＋1）絵　　　（3・31）

Note　that　all　these　results　agree　completely　with　the　one　obtained　by　the　direct　instanton

method［18］．

　　　We　have　shown　how　to　calculate　the　effective　action　of　N　＝　2　supersymmetric　Yang－Mills

theories　wit，hout　matter　hypermultiplet，s．　At　this　moment，　it　is　not　clear　whether　our　method

of　analytic　continuation　is　consistaent・　with　the　integrability　of　the　prepotential　at　all　orders．

Although　we　could　obtain　rat・her　compact　expression　for　a，　we　hax・re　not・　been　abie　to　obtain

the　general　form　of　the　dual　fields　aD．　Actually　the　calculation　of　the　next　leading　order

seems　very　complicated　and　requires　more　simplification　of　our　method．

4 ∬（2）Yang－Mills　theories　with　matter丘elds　around

the　conformal　point

15
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“

　　　（LTntil　last　section，　we　have　mainly　studied　t，he　behavior　of　the　theory　in　the　weak　coupling

region．　However　it　seems　more　interesting　t，o　invest，igate　the　st＋ructure　of　the　theory　in　t・he

strong　coupling　region　where　one　finds　the　truly・　non－pert，urbat・ive　results．　From　here　to

the　end　of　this　article，　we　will　analyze　the　behavior　of　the　theory　in　the　strong　coupling

region，　especially　around　the　conformal　point．　To　t，his　end，　we　use　the　met，hod　discussed　in

the　last　t・wo　section，　such　as　analytjic　continuation　and　effective　evaluation　of　the　integral

representation　in　the　weak　coupling　region．

　　　In　this　section　we　treat　the　SU（2）　theory　with　AXf　matter　fields　（Nf　S　3），　to　verify

that　our　approach　recover　the　previous　results　which　was　obtained　by　transformations　of　the

hypergeometric　functions　as　in　g2［22］．

　　　First　of　all　we　consider　Nf　＝　1　case，　whose　third　order　curve　of　Nf　＝　1　theory　is　given

from　（2．3）　by　M6bius　transformation：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y2　＝x2　（x－iL）＋　imA3x一　2÷9．　（4・1）

In　order　to　calculate　the　periods：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　二一鰐・讐一跨，　　　（4・2）

around　the　conformal　point　u　＝＝　2A2，　m　＝　一2　A　where　the　curve　becomes　degenerate　as

y2　＝　（x　一　tlt2　）3，　we　introduce　the　deviations　from　this　conformal　point　as　a　＝＝　u　一一一　2A2，　th　＝

m　一一　iA．　The　st・rategy　is　that　after　calculating　the　period　in　the　weak　coupling　region　a　Au　oo，

we　analy　tically　continue　around　the　conformal　point　・ft．　t－v　O．　lt　should　be　noted　that　similar

considerat・ion　has　been　used　t，o　evaluate　periods　for　Calabi－Yau　manifolds　［24］．　Rescaling

the　variable　as　x　＝　iA2z　the　curve　becomes

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y2＝（4i2L）3（z－1）3一（4￥2L）2az2　一一　（4i2L）2Amx，　（4．3）

and　thus　we　consider　7f4，　and　ee　as　perturbations　from　the　conformal　point．　Expanding　the

period　with　respect　to　1／ft　we　have　the　expression　for　the　period　as　follows：

　　　　　　　　際商一・／・ズ諜慧「藩～嵩撃㍑

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　×四一）・（・一m）・一・・＋m一・（A24鹿）5（R）m，（4・4）
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J．．in．一dde一

　　　　　　　　蔑一講π潔。藷睾1綬）旱（鵠。箒）n（篶）m

　　　　　　　　　　　一眠π義鞠鵜霧！（A而S鹿）m　　　（4・5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　×・F2儲1＋m；mξ1，号＋1；一舟），

where　3F2　is　the　generalized　hypergeometric　function，　which　is　defined　as　［26］

　　　　　　・Fp－1（α1，…・α・；6・・・…6・一・；x）一慧（鴇染1；話薯ll。箒・（α）・一「宰接）n）・（4・6）

Integrating　with　respect　to　a　of　（2．5）　we　have　Higgs　field　a　up　to　mass　residue　in　the　weak

coupling　region　in　the　following　form

　　　　　　　　α一続1／2獣職（鵠（篶）鵬　　　（4・7）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　×礁1，m夢芽1・T＋1；一箒）・

The　analytic　continuation　from　this　expression　to　around　the　conformal　point　can　be　per－

formed　to　obtain

α一侮・／・
嶋黷P／3浅｛r（尋～響1繍！（今守）m

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　×　，F，　（g，一z－1　＋　g，一s一　＋　gi　；，　一一　＋　i？’‘i－sll／le’fi，）

　　　　　　一（27A216商）一1／3藩瀦綜！（普）m　　　（4・8）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　×　3F，　（i，　一丁　＋　g，　一！i；　＋　；，　g，　一．　．　ili3ii　一SI．g＄／UN，）｝　．

If　we　set　in　＝　O　we　can　recover　the　previous　result　in　g2［22］　where　a　is　represented　by　the

generalized　hypergeometric　function　3F2　in　t・erms　of　a．

　　Next　we　consider　aD．　ln　this　case　we　integrate　（2．4）　from　z　＝　O　to　z　＝　1　and　evaluate

double　poles　which　give　the　logarithmic　terms　as　in　g3［23］．　Quite　similarly　aD　in　the　weak

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　17

where　we　have　introduced　Barnes－type　inttegral　represent，ation．　From　t・his　expression　we　can

丘nd　that艶i・・btained　b｝・pi・king　up　P・1…一〇al・ngα・ycle　in　the　weak・・upling・egi・n．

In　this　way，　we　find　il［／t　in　t＋he　weak　coupling　region　is　of　t，he　form

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　OO　T］1“　t　．”　，　tXnf　，　l　xn／　，　7x　／　A，一，　LoX　n　．．　．v
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∂ビ2（一畝tt－r（垂）r（，n＋1）、語課1）（器）η（笠）m

　　　　　　　　　　．　［th（n＋m＋S

where　・th（z）　is　defined　by　EallY．）　＝　・z！L’（z）1“（z）．　Anals；tic　continuation　to　th

integration　with　respect　to　’a　give　t‘he　expression

point・　as　follows

αD一

F箒）一1／3義｛r（「（去）「（き）「（　暮）m！（Am）m

coupling　region　can　be　written　as

　　　Oa・D　一1　v　r（＋n十m十

）　＋　3’th（3n　＋　1）　一　2th（n　＋　1）　一　2th（2n　＋m＋　1）　＋　ln　（i！iEl，）］　（4．9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e　region　’Q．　N　O　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　up　to　mass　residue　around　the　conformal

　　　　　　　　　　　モiL）r（16）r（m十毒）

　　　　　　　　　．　，F，　（g，一Z；　＋3・一！i｝

r（z3）r（一壱）r（m一考）　　Am

　
十

　
　
一

　
　
，

　
2
｝
3

ノ
琶
1
一
3　　　　　　　＋（2？’iSlli4，2）一’i3ac（／？・ir，｛一L・IE＃niigljk！（2iit一）M

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　×，F，（；，一丁＋g，一！i｝＋；ig，一一＋

As　the　parameter　approaching　the　point　cr．　．　O，　fi4，　．　O，　we　fin

the　theory　is　completely　free　theory．　Therefore　the

point　where　the　beta　function　of　the　theory　vanishes．　Since　a，

point　and　a，　aD　are　proportional　to　mass　scale　of　the　theory，　the

is　g，　which　has　been　observed　in　［20］．　This　implies　that　the　conforma

fixed　point　where　a　has　a　fractional　scaling　behavior．

　　　In　the　Nf　＝＝　2　theory，　we　use　the　curve　of　fort・h　order：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．tN　2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　／一一2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一　IL　十

11
－6一；一

16商

27A2

　　　（4．10）

．
　
　
寸

the　parameters　from　the

rescale　x　＋　S　＝　ai／2z，

　　　　　　　　　　　　　　　　y2＝｛ゑ2

　　　　　　　　　　　　　　　？tl－lillt13AzNL，）｝．

　　　　　　　　d　a　＝　aD，　which　implies　that

conformal　p　oint　is　certainly　the　fixed

　　　　　　　　aD　Av　ag　near　the　conformal

　　　　　　　　　　　conformal　dimension　of　it

　　　　　　　　　　　　　　1　point　is　a　non－trivial

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y2＝（x2　一一　iL＋　：g’r）2－A2（x＋mi）（x＋m2）　（4・11）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝（x2　一．　tL＋492L）2　一．一　A2（x2＋Mx＋N），　（4・12）

where　we　introduce　symmetrized　mass　parameters　M　＝　mi　十　m2　and　N　＝　mim2．　We　shift

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・nf・・malp・inta・商一レ皇星MM－A，舜一N一芽，and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8　7

we　find　that　the　curve　can　be　written　as

（z2－1）2－2A諺（z3－z）一A2磁告z－A2舜’， （4．13）
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層
1

where　N’　＝　AX　一　A・IA／2．　As　is　the　case　of　Aif　＝　1，　we　evaluate　the　period　in　the　weak

coupling　region　b．x：　expanding　witth　respect，　t，o　1／・Q，　and　mass　parameters，　and　b．v　picking　up

poles　at　x　＝　1　along　t・he　a’　cycle　to　find

illl［，1：一一’／’一，，g．；il，ll．，ew，li28’‘fm．’i），r）（，6i4m，，／／．S±1，）（一Al’iiil［iii．“，s’2）i（Al／iilYL，sV’）M　（4．i，）

　　　　　＋31／13一’（iZ．22・）（AililZ”gi）．；1，ll＝，i（f，li21Si｛t（？lii　i2ff／4｛｝Xi），r）（，5‘4m．／／．gil，）（一At’£i12．”．，2）‘（“／”，r’）M

　　　　　　　　　　　　　　　　α1，m＋1，αちm＋1，β～翅＋1；1，2αちm＋1・2αら肌＋2；一夢），

where　a’t，．　＝　1＋e，　6i，．　＝　2m＋31．　ln　the　Nf　＝2　theory，　gI／　has　a　additional　part　which　is

proportional　to　M　and　vanishes　when　M　＝　O．

　　Next　we　consider　scOa．．　Performing　the　line　integral　from　x　＝O　to　z　＝＝　1　and　evaluating

double　poles，　we　have　gayl－a．　in　the　weak　coupling　region　as

砦綜ΣF（2αqm＋告）「（β乙m＋告）（一劉（A2却）m（一時）η

27r　．117，：1．，　r（1　＋　1）r（m　＋　1）r（4ai　，．　＋　1）　k　4Q，3　／　k　・ft，2

　　　　　　　　　c・1，m　＋　i・a・i・m　＋　i，1＋1，6，，・　＋　1；1，2婦1婦1－

ft一；　r2Ax　rA2nfA　，fE．　r（2ai，．＋g）r（si，．＋g）　／　A4M2NixA2！｛lrt

×4F3　（

（2A～主ZL　2）（

×4F3　（

4r2i　，ft．　，．　r（1　＋　1）r（m　＋　1）r（40ri，．　＋　1）　N　4a3

　　　　　（αt，m＋去）η（α」，糀＋号）η（1＋去）n（βz，肌＋去

　　　　×

・v　一1

’U，　2

十
　　4T2・i

釜）（ft、

（；）n（2CYI，m　＋　S）n（2CMI，m　＋　1）n

　　　　　　　　　L　，．　3
＋zbn（cyi，m　＋　a）　＋　zbn（or　i，m　＋　i）　＋　thn（Bi，m　＋

　　　　＋thn（　　　11十一　　　2）　一　thn（1）　一　thn（g）　一　i！）．（2a’i，．　＋　g）　一　zb．（2eq．　＋　1）］

　A2　ATI　X　，．　r（2eq．　＋　g）r（6i　，．　＋　g）　／　A4　M2　N‘　r　A　2　1Slr，

Σ
㎞

　　　　　　商2

L’　［ln　（一4ti．i2）

　　　　　　g）

（一g’£1£．1

（4．15）

2

A
商

　　ilf．nt，．　r（1　＋　1）F（’rn　＋　1）r（4a・i，．　＋　4）

（eqm　＋　i）n（eqm　＋　f）n（1　＋　g）n（6t，m　＋ 互
2淋［1n（A2）

i’i　ltl！）一

where　th．（a）　＝＝

　　Analytic　continuation　of　gI／

　　　　a／　（；）n（2cyi，m　＋　g）n（2ai，m　＋　2）n

　　　＋3b．（ori，．　＋　｛）　＋　zbn（eqm　＋　i）　＋　thn（fii，m　＋　g）

　　　　　　　　＋Lb．（1　＋　g）　一一一　th．（1）　一　3b．（g）　一一　？！，．（2at．．　＋　2）　一一　？b．（2cvi，．　＋　g）］　，

th（n　＋　a）．

　　　　　　　　　　　　and　S；1；’：iL．D　to　the　region　iZ　rv　O　gives　four　kinds　of　4F3，　and　a
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and　atD　are　also　represented　b．y　4F3　after　integra，tion　with　respect　t・o　・Q，．　By　defining　¢　as

　　　　　Φ御姻一・F3（一婦6，一婦6＋1婦・婦・＋1　（4・16）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　；　a’i，m　一　，3i，m　＋　p，　IMSL　＋　a，　ptt；　一1？i’III2・tD　，

and　using　tJhis　function，　we　find　t，hati　a　around　the　conformal　point　can　be　w　ritten　in　t・he

form：

　　　　　侮告　A・M2’A）U　　　l
　a＝

×

　　2
　　　　　m，1

［Ci（夢

一・・

i
誓

＋・・

i
誓

一・・

i
誓

　
一Σ

剛

1
一
4
一2

一
「
‘

3
一
4
一
2
L
γ
昆

3
一
4
一

2
L
7
z

一 a2　／　k　2ag／　r（12）r（m＋1）r（21＋1）v／2

111（1．：：ISL：2　±．S）．r（61，m　一al，m　＋i）　，，，　r　l　1．7　3　1

1）mi；（

r（orl，．　＋　i）r（i　一　cyl，．）　一　k4’　47　4’　4，　2

「（2a’t，m＋圭）r（一号一差）r（iBl，m一αら祝一去r（αい＋去）r（一α伽一等r（2CYI，m一圭）ΦG，l

A2M「（2α1，m＋号）r（去一号）r（β～，祝一αz，m＋髪r（al，．　＋　X）r（t　一　al，m）r（2al，m　＋　；））Φ（

　　　　　　　r（2αi，m＋号）r（一号一差）r（β」，m一αz，m＋号

Φ

）
一

（2tt9）

　　き　　　　　　　ね

）一τ（A2M）

where　ci　＝　c2　＝　c3　＝　c4　＝　1．

Cl　＝　c3　＝（一一1）M7

result　in　g2［22］．　As　in　the　Nf

of　this　theory　from　the　relation　a　Av　aD

expression　（4．17）

　　In　t）he　Nf　＝

　　　　　　　　2＝　　　　　　　yz　＝　（xZ　一u＋　tr’X＋

　　　　　　　　　　＝（x2－u＋2x＋

where　L　＝　mi　十　m2　十　m3，

　　　　2it；　／　r（ai，．　＋　i）F（一cMi，．　一　i）r（2ai，．　＋　g）

　　　　　　　　　　　VNie　find　that　the　expression　for　aD　is　given　by

　　c2　：　c4　＝　一（一一1）M．　lf　we　set　M　＝　N’　＝　O　we　can　recover　the　previous

　　　　　　　　　　　＝＝　1　theory，　we　see　that　the　conformal　point　is　the　fixed　point

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　on　this　point．　Reading　the　leading　power　of　the

，　we　see　that　the　conformal　dimension　of　・U，　is　g　［201．

3　theory，　the　curve　is　given　by

2－u＋4Ex＋！lztZ！L±2z13－t－zzi＋m2＋m3）A）2

2，2，g）　（4．，，，

一1，濃，1）

）¢（i・｛i2・｛・g）］・

　　　　　　changing　ei　as

　　　　　　8

A」乙

　　）2－Aげ＋五x2＋Mx＋N），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　AI　＝　mlm2m3．

　　　　　　i　一．一．．　．，　A2　’r”　一　r　3A　Ar・r　一　Ai　3A2

一一一
@A（x．　＋　ml）（x　＋　m2）（x　＋　m3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　M　＝　mlm2　＋　m2’nz3　＋　m3’rnl，

parameter　from　the　conformal　point　as　u’　＝　iL一｛｝1／，　L＝　L－SISt，　M

the　curve　b　ecomes

y2　＝　（．　＋　g）3（．．　一　！gAL）　一　2（・．t　一　AzStL）（．　＋　g）2　一一　A（L．2　＋　nfl．　＋　N）　＋　（ze，　一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　20

A・1

　　　　　　　　　（4．18）

　　　　We　shifti　the

l£AiL2，　）U　＝N一，ff，1，1，

AL
　　　）柔4．19）
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Set，ting　’Q・　＝＝　’u！　一　！XL　and　rescaling　2’　＋　g　＝　・“／2x，．　we　find　that，　t・he　curve　can　be　writ・ten　as

　　　　　　　　　　　　　　y2一意2（・2－1）2一論・3一孟1、稔2一潮・＋B，　　　（4．20）

　　　　　　　　　　　　　4　7　“V　64　’　8

analytic　continuation　from　iZ　tv　oo　to　・a　N　O　are　same　as　Nf　＝　2　case．　ln　this　w’ay，　vv’e　can

obtain　the　period　in　the　weak　coupling　region　in　the　form：

　　　　　1慧一邊「（3岬（ω1，・，q＋圭）（AZ）’（辮）9

where　A　＝　A　ATI　一　Ai’1．tlLL B　＝　Ai’li？2，L2　十　AZ’lgZM　一　Af｛U．　Evaluation　of　the　integral　for　the　period　and

£’il’（1￥．34），，．200），，，，ua，，Ssns，，’，，g．’2（）f，t”q，（；，？，），（4｝／1

×・
A＋1，ηゆ＋1，η～，P＋1，ωゆ，，＋1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3　　　　　3
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　；i蜘・＋i，Vl，・，・＋2；一

2V7F　，，．‘’，“，．　r（i）r（2．kt，，，，　＋　1）1！m！（2p）！　K　tt

×　4F3　（ni，p　＋　t，　opi，p　＋　S，　epi，p　＋　3，　wi，p，q　＋　S

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　；心匠・＋i，」・（1，p，g＋1；一

fr－i　IAAx　〈i2，　r（3ni，，＋g）r（cvi，，，，＋g）　（AL

寄一礁，驚碧編1）（AL）z

　　　　　×慧（η1・，，＋巷）n（η1，P＋圭　　　　（　ill　）　n・　（　il）C’　1，p　rg　＋）無1≧害鴛！

　　　　　　　　　×　［in　（一；171i2£2，i，）　＋　thn（’m7p　＋　i

tt（A2）P（

，，，，＋告）n

一

1職）・

（A2商3）P（暴）q

；iliki2£），

拳）q

27A2

X／ii（1－lii｝ii1i）

×［in（“lii’ili2i

　　　　　　　　　　256魏，

　　　＋thn（wi，p・q　＋　S）

tt－S　IAAx　．99

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　256・撰，

）＋蜘召）＋ψ・（ηゆ＋1）＋蜘1）

1．　．1．　．．　1　　　　　　互）一ψη（j）（i，p，q　＋　lii）　　一　thn（

r（3ni　，，　＋　g）r（wi　，，，，　＋　g）　／ALxi　（A2

π

畷（X’1，p，q　十　1）一砺（1）］

　　　　　　　　ら黒，r（2X鞠＋3）1！m！（2P＋1）！（a

×慧（epi，p　＋　g）n（ni，p　＋　g　　　　G）n（X廟＋）嘉詳≧雛1＋号）n

「

　　　　　　256商

　　　　　　　　　5
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　256Q，
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一

where

　　　　　　　　　　　　　　nl　，p　＝g＋　：，　u！i　．，，，　＝1＋　3p　＋　2q，　）￥・1，，，，　＝g　＋p＋　g．　（4．24）

　　By　analytic　continuation　and　by　integration　wit，h　respect　to　iZ，　we　obtain　a　around　the

conformal　point　in　the　form：

α一一2u麦
撃P！（ll熊（￥）’（室蘭q（錦一”‘’p

　　　　　　　　　c，r（13）r（g）r（wi，，，，　一　ni，，　＋　g）T（ni，，　＋×｛F（g　一　ni，，）r（き＋＿）r（き＋　＿27A、）

＋r齢謂擁）i（ni，，）r（nt，，　＋　g）i　＋　）（！1，p，q　一　771，p）齢）㌔（

＋r（c・r（一書）r（一二）r（ωゆ，，一ηゆ一二一η’バ去）r（Xゆ，，一η」ブ圭）r（x）「（771r・＋吾）

j（一27A、）

＋2Z’！［＞iillA’［i＞ill，　1iAA，2．．．．’zi／’（’Siilili；llX；Fp72pXl．’il／q3’，i．＋2（￥一L）‘（i－llllbP（i－1｝2）g（一illtllliilftg

1’17a：」），，）（256商27A2）“w（k，g；g，g，g）

　　　　　　　　　　　g・＄ii，g，2）

　　　　　　　　　256観暑　

去）r（x鞠一ηz，，＋き

Aゐ　　ノ12　　B
　　　　　　：i’53

　　）r（ni，，　十

（4．25）
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c・r（去

7
陶
3

　
つ
5
一
3

　
シ4
闇
3

5
一
6

　
つ
5
一
6

Ψ

十

g　一一　ni，，）r（g　＋　xt，，，，　一　ni，，）r（

c，r（一g）r（g）r（wi，，，，　一　ni，p　＋

r（15　一”　nt，p）r（去
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　　　　　　　　　　　　　　　　　g・！l］1｛｝Lf；R一；一；）rtn，‘：p．’．．gS，．，（256危27A2）gw（

　　　　　十
　　　　　　　　r（　一一　vi，p　）r（xi　，p，g　一　‘oi，p）r（x’i　，p，，　一　ni，，　十　g）　Y　27A2

where

Ψ（α卿・e）一・F3（ηゆ＋α，η1，P＋α＋1，tnl，P一五＋b，ηiブ靹＋b＋1　（4・26）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　；・，d，一鞠＋・；一鑑1），

and　ci　＝　…　　＝　c6　＝＝　1．　The　expression　for　aD　is　given　by　changing　ci　as　ci　＝　cot（nt，p　十

g）T，　c2　＝　cot（’rpt，，　＋；）7r，　c3　＝：　c4　＝＝　cot（nt，，　＋g）7r，　cs　＝　cot（nl，，　＋g）7r，　c6　＝＝　cot（nl，，＋g）7r．　lf

we　set　Z　＝　．th　＝＝　N　＝　o，　i．e．，　A　＝　B　＝　o　and　it　＝　u’　＝　zt，　一　（＞S2　，　we　can　recover　the　previous

result　in　g2　［22］．　As　was　the　case　of　Nf　＝　1，2，　the　relation　a　rv　aD　hold　on　the　conformal

point，　therefore　we　can　recognize　the　conformal　point　is　the　fixed　point　of　this　theory．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　22
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　　Let　us　compare　our　expressions　to　the　ones　obt，a，ined　by　the　expansion　around　the　different

point　from　t・he　conformal　point．　lf　we　consider　t，he　massive　theor．y・　as　t・he　generalization　from

t，he　massless　theor．v，　we　would　t，reat，　t，he　bare　mass　parametter　as　tdhe　deviation　from　the

massless　t・heory．　ln　order　to　see　the　behaxr・ior　of　t，he　field　a　and　a，D　in　the　weak　coupling

region　in　this　case，　we　expand　the　meromorphic　differential　A　with　respect　to　A　and　mass

parameter，　and　evaluate　the　integral　representat，ion　along　t・he　corresponding　cycle．　For

example　in　the　case　of　Nf　＝　1，　A，　a　and　aD　are　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λx　dx（幽し幽）／・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2π乞y　　2（x十γγの

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α一ゑいD一か

where　we　use　the　curve　of　forth　order．　The　result　of　the　calculation　for　the　field

written　as

a－

r，”．；1，1｝＝，me（n．一一．51r，scilue一一一一”t，r，（i，’．3sn，．’，，i）（！｛｝L2）i（i；g’［ISilig．“，）n

12viiF　．fS，　！＝，　r（n　＋　1）r（一n）r（3n　一　i）r（1　＋　S）n！1！　k　zt　／　k　256　zL3

3viii　／A3mX　，，．一，　r（n十g）r（n十g）r（1－n）r（1十3n十；）　r　m
τ

2
一

　　（4．27）

a　can　be

Σ
止

　　　　　（4．28）

一27A6

1

　　十
　　　　　32villF　N　zt2　7　．e，　＝，　（2n　＋　1）r（n　＋　1）r（　一n）r（3n　＋　g）　1“　（1　＋　；）n！　1！　k　zL　／　N　256　zL3

1n　the　massless　limit，　this　expression　reduces　to　the　previous　result　obtained　by　solving

the　Picard－Fucks　equation　［13］，　which　is　represented　by　using　the　Gauss’　hypergeometric

function．　The　expression　（2．29）　can　be　verified　by　expanding　the　following　expression　which

is　represented　by　using　the　modular　invariant　form　given　in　g2　［22］：

　　　　　　　　　　　　　Oa　．　一．　im／l　5．　27A

　
　
　
●

　　　　　　　　　　　　ili［／i．＝（一D）一iF（iilit，EiltT；i；一itliS7DA，），

　　　　　　　　　　　　　A　＝　一A6（256’u3　一　256u2m2　一　288LzLmA3　十　256m3A3　十　27A6），　（4．29）

　　　　　　　　　　　　　D　＝　一一一162L2　十　12mA3．

in　the　weak　coupling　region，　and　by　comparing　two　expressions　order　by　order　after　u　in－

tegration．　ln　the　Alf　＝　2，3　case，　instead　of　integrating　A　to　obttain　fields　a　and　aD，　we

can　evaluat，e　gI／　and　EOt　tiZ“．　by　expanding　around　the　massless　point　in　a　similar　manner．　The

results　are　expressed　in　terms　of　the　following　arguments：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　調2（Nf－2），216（誓）（Arノー3），　（4・3・）

23
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and　appropriatde　combinations　of　mass　parameters．　These　are　identical　to　t・he　a，rgument

of　the　h｝，’pergeomet・ric　function　describing　t，he　massless　theories　［13］．　These　powers　of　A

are　equivalent　to　t・he　powers　of　the　instant，on　term　of　t，he　curve，，　and　vary　as　the　number

of　mat・ters　we　have　int・roduced．　On　the　contrary・，　the　argument　of　the　expression　we　ha，ve

derived　in　this　section　is　simple　compared　to　（4．29），　which　is　the　argument　based　of　the　the

deviat・ion　from　tihe　conformal　point，　and　the　form　of　these　deviat，ions　does　not　depend　on　the

number　of　the　matters　as　we　have　seen　in　this　section．　Thus　if　we　use　the　parameterization

from　the　conformal　point，　the　theory　can　be　described　by　using　the　simple　deviation　from　the

conformal　point　even　in　such　case　that　we　discuss　the　weak　coupling　behavior．　Furthermore

the　expression　around　the　massless　point　in　the　Nf　＝　1，2　case　can　be　obtained　from　our

expression　for　the　IVf　＝：　3　case　by　taking　suitable　double　scaling　limit，　to　decouple　the

irrelevant　mass　parameters．　These　are　obvious　advantages　to　observe　the　behavior　of　the

theory　by　using　the　expression　around　the　conformal　point．

　　　Before　closing　this　section，　we　discuss　the　relation　between　4－D　SU（2）　N　＝　2　super－

symmetric　QCD　and　2－D　N　＝　2　SCFT，　which　has　been　partially　analyzed　in　our　previous

paper　［22］．　Let　us　review　the　Landau－Ginzburg　description　of　2－D　IV　＝＝　2　superconformal

minimal　models　with　c　＝　3　which　describe　the　torus．　Since　the　theory　with　central　charge

c　＝　3k／k　十　2　corresponds　to　the　Landau－Ginzburg　potential　xk＋2，　we　have　three　type　of

description；　（k　＝＝　1）3，　（k　＝　2）2　and　（k　：　1）（k　＝　4），　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　fl　＝　x3　＋　y3　＋　z3，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f2＝　x4十y‘十x2，　（4．31）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f3　＝　x6　＋　y3　＋　z2．

These　are　known　as　the　algebraic　curve　on　the　（weighted）　complex　projective　space　（W）CP2

with　homogeneous　coordinates　［x，y，　z］　describing　singular　torus，　and　their　typical　deforma－

t・ion　in　one　parameter　th　are　following

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3　A．3　“3
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E・・∫一画面＋㌢ψ弾一・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E，　：f＝＝　ilt‘＋￥t4＋｛i2L－th7x・yz　＝＝　o，　（4．32）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　24



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6　A．3　“2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　左・・f一署＋誓＋釜一聯一・・

where　we　have　used　appropria，tte　normalization．　“；e　can　evaluate　trhe　period　）／V：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Wψβ弊　　　　（4・33）

on　each　curve　in　tihe　region　’th　nv　oo　b．v　picking　up　poles　of　the　integrant・　expanded　b．y・　1／’th．

Alternative　approach　to　obtain　the　period　is　solving　t，he　Picard－Fuchs　equatsion　corresponding

to　these　curves

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d2γソ　　　　　　dンV　　1　　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　吻・＋（1－2y）dyα（1一α）WO，　　（4・34）　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1　一　y）y

where　y　＝　thnta　and　a’　＝　3　（E6），　4　（E7），　6　（Es）．　As　a　result，　periods　are　expressed　as　linear

combinations　of　F（k，1　一　k，1；y）　and　F’（k，1　一　i，1；y）　around　y　＝＝　O　where　F　is　Gauss’

hypergeometric　function　2Flラand　F＊is　another　independent　solution　corresponding　to∬．

Comparing　these　results　to　the　expression　obtained　by　setting　mass　deviations　zero　in　the

results　we　have　derived　in　this　section，　or　the　more　obvious　expression　in　the　last　part　of

§2［22］，we　find　that　periods　of・彦，，　E，　and・酌，　curves　are　identical七〇the　periods澆，誓of

4－D　IV　＝　2　supersymmetric　SU（2）　QCD　with　Nf　＝＝　1，　2　and　3　matter　fields　respectively　in

the　weak　coupling　region　a　Ai　oo　when　the　theory　has　the　conformal　point．　ln　this　way，　we

can　find　a　simple　ident，ification　between　the　moduli　parameter　of　each　theory，　which　is

ψα←→商， （4．35）

up　t，o　irrelevant　const・ant・　factors，　and　Landau－Ginzburg　point　2；f7　＝　O　of　torus　corresponds　to

the　fixed　point　ft　＝　O　of　N＝2　supersymmetric　SU（2）　QCD．　This　is　anot・her　confirmation　of

our　expression　around　the　critical　points．　lt　is　also　interesting　that　another　toric　description

of　torus：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Sx2＋gy2　一一　thzw＝o，　Sz2＋Sw2－xy＝o，　（4．36）

can　be　regarded　as　the　curve　which　corresponds　to　Nf　＝　O　curve　whose　parameter　th2　can

be　identified　by　deviation　from　the　dyon　point．
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5∬（N）pure　Yang－Mills　theories　around　the　confbr－

　　　　mal　point

　　In　this　section　we　study　pure　SU（N）theor》・around　the　conformal　point．　In　this　case

the　curve　is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ガ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y2一（xN　一　2　si　x・N－i）2－A2N，　　　　　（5．1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝2

where　si（2≦1≦N）are　gauge　invariant　moduli　parameter．　We　treat　meromorphic　differ－

entia1λdirectlyラand　calculate　the　period　of　meromorphic　differentialλラi．e．　Higgs　field　and

its　dual，　which　are　defined　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λStllii（xN一£・調穿　　　（5・2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ai一ゑ、いb一ゑ、λ・　　　（5・3）

We　consider　so　called　ZN　critical　point　s2＝…＝sN－1＝0，5N＝士AN　where　the　curve

becomes［19，20ッ21］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y2＝x／v（xN±2AN）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．4）

First　we　evaluate　the　integral　in　the　region　si～0（2≦i≦ノV－1）ッsN～Oo．　To　this　end，

we　expand　the　meromorphic　differentia1λwith　respect　to　A2N　in　the　fbrm

　　　　　　　　　　　　　　　　λ鎗「（n十告）（A2Nr（圭）n！2n）n（xN一毒5ε甜N一う一…　（5・5）

R・・caling¢一・群andα葱一・函f／N，　and　expanding　with・e・pect　t・1／・N　andαゼ，λbec・me・

　　　　　　　　　　　λ一働慧「（n＋9）（A2N）n（zN－1）一・n

where　｛m｝

the　poles　at　e‘i’G”

　　　　　　27ri　r（12）n！2’n峨

　　　　　　　　　　　　　　　　　　×£1：！（lrZgnt2！2“｛m，｝．M＋，2n）”fi’一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛m｝　Lk“’”7　i＝2

＝　｛m2，…　　，mN－i｝　and　a｛m｝

　2Tik　　　　　in　meromorphic

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．6）

　　　　　　　r（2n）　，，＝L，　mi！　NzN　一1

　　　　　＝　Z）＃・＝一2i　m，i．　ln　order　to　calculate　ai，　we　pick　up

differential　along　ori　cycle．　By　introducing　Barnes－type
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integral　representation［23］arld　multiplying　sin　25π／πas　in§3，　we　integrate　from　z＝

　　　　　ぬた

z＝・eA「 @topickup　thepoles　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　げ　

　　　　　　　　一樵繍∬T4・「（5＋9）（葦「←s）「（α｛m｝＋2s）sin崇∬

O　to

where　b｛．｝

×（zN　一　1）一2S－a｛rn｝　zNa｛m｝一b｛rn｝

）2sr（2s）

　　N－1α野
f
i

A2N

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，L・＝L，　m・i，！　N　s？v

＝　2　i・）．1，5i　z’　mi．　Therefore　we　find　t，hat　ak　in　the　region　where　sN　rv　oo　is　given　b．y・

αk一顧・蝿m｝「（n＋圭）「（α伽｝一bl一｝）廿α野‘A2N　（5．8）

「
’

5

　
　
，

（5．7）

　　　　　　　　　　　　7V　．，‘｛t’．，｝　r（1　一一　b’｛．｝）　，L・．，S　mi！一N2’　2　’”　sft

Quite　generally　the　expression　of　ak　differs　by　the　choice　of　the　branch，　therefore　we　cannot，

perform　analytic　continuation　of　the　expression　beyond　the　convergence　domain．　ln　the

case　of　SU（2），　this　process　can　be　justified　by　comparison　to　the　elliptic　singular　curve

made　for　torus．　For　general　hyper－elliptic　curve，　there　is　no　such　guarantee　for　the　process．

However　in　our　expression，　4，｝ll÷2”　＝　1　is　the　crit，ical　point　which　is　just・　on　the　boundary　of

the　convergence　domain，　therefore　we　can　obtain　expression　around　4．S÷2i）1　＝　1．　Performing

analytic　continuation　to　‘4i．i12￥　N　1，　and　using　the　identity　for　the　h．vpergeometric　funct・ion

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　w
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．10）

　　　　　　　　　　　　　　　N　．，it；．t，｝　r（12）r（2n　＋　1）n！r（一2n　一一　b2．｝　＋　1）　，i．＝‘，　mi！　k　s2．

whe・e　6勧一（b｛m｝一1）／N・N・te　that　the　pha・e　fa・t・・gua・antee・the　c・n・七・aintΣ濫、α…・

In　order　to　continue　analytically　to　the　region　sN　rv　AN　and　tto　use　various　identities，　we

re－express　（5．8）　by　using　the　hypergeometric　function　as

　　　　　　αk一・罷囲鵬｝「（α｛m｝一bl一｝）廿α野F（6い1一｝＋1・1・A2N）・（5・9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（a，　b，　c，　w）　＝　（1　一　w）一aF（a，　c一　b，　c，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　w－1

and　the　quadratic　transformation　［26］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　．　“　　一　．　1
　　　　　　　　　　　　　　　　F（2α，2b・α＋b＋i・の一F（α，b・α＋b＋i・4z（1一・）），

and　also　using　another　identity

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（a，　b，　c，　z）　＝＝　（1　一　z）C一“一bF（c　一　a，c一　b，　c，　z），
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where　x　＝　　　S　一一　591f＊7N？　we　can　put　atk　around　the　conformal　point，　in　t・he　form：

ak一
ｱバ喪缶6勧）鯛；（S・Ar＋AN）告

×隅箭絵SN）一blm｝　・F　（1，，　S　）

＋「（bl．一．「圭「（6勧））

　　2AN

　　　　　1
6毎｝＋i；・

圭一bl。n｝

　　　　　　　　1　13　　　　　FG・互；互

　　　　　　　　　　　2Tik

（5．13）

Next　we　consider　ab．　ln　this　case　we　integrate　from　z　＝　o　to　z　＝　e1t’1319’k　without　multiplying

sin　2s7r　as

　　　　　　　　認

　　　αち＝

　　　　　　　　riN ．
ズ

二撫鱗｝r（α｛m｝一b2一｝）（一1）　｛一｝

r（s　＋　i）r（一一s）r（a｛．｝　＋　2s）r（一一2s　一　a｛．｝　＋　1）

（5．14）

　　　　　　　　　　　　×
　　　　　　　　　　　　　　　　　　r（i）r（2s　＋　1）r（一2s　一　b2．｝　＋　1）　N，i．．．S　m，！7　k’”　”s－X

which　is　defined　modulo　ak　in　the　weak　coupling　region．　We　evaluate　double　poles　of　this

integral　and　also　subtract　the　contribution　from　z　＝　O　as　discussed　in　g3［23］　to　obtain　aS

　　　　　　　　　　k　一　stl　g　e－2Tikb2rn｝r（a｛．｝　一　b’｛．｝）　（NiT’i　cu；．ni

　　　　　　　　　ab　＝
Σ
回
淑

H
司

l
i
i
i
l
・
1
｝
，
1
）

　
，

5N　A

2
N
8

　
一

坐
酬
桐
H
面

TiN

×s：｝SYSIIg124！一￥S￥illtM｝）nAA（￥St￥，｝xA＋．i

　n＝O

R’esllSiSi：iL2kx（llS・i，i．｝）n（

IIIIIiif；，”）　＋　tth（n　＋　b

「（1－6勧）

b
｛

gL｝　＋｝）．　（A2N

×　（in　（‘＞i？i’

2
N

5k

）
｝　
肌
n

’
｛

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

Using　the　analytic　continuation　to　the　region　sN　Av　A

　　　　L・寿　e－2殊｝r（α｛m｝一b2

αD一 ﾎ乞NΣ
　　　　　　　　｛m｝

＋・th（n　＋

　　　2

6勧
　　　十

）｝m

　1
S）　一　2’ip　（n　＋　1）　＋　T　cot（b

　　　　　　　we　have
　　　　　　つ

Nrr－i　．；．ni　X　／s，v　＋　A”N；

H
司

曜
恥

　
　
π
　
　

　
　
m

　
’
｛

　　　　　　　　　　　r（1－62．｝）　N，‘・＝‘，　m，！／N　2A”

×｛πcOt（b2．｝7r）r（bk．｝　一　｝「（6毎｝））

　　　　　　　　　　　　．（tz．ilrL，；iI：NL＋A”）一g（£i．＞LgI：一L－AN）g－bkm｝．（s，s，g

（5．15）

（5．16）

b’

o．｝　：，　i）　）　’
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　　　Around　the　critical　point，，　the　original　root，s　of　t，he　curve　et，　ek’　which　bot・h　reduce　to

ek　for　．Dt　＝＝　O，　become　et．　fy　Ae2｛tiligtrk．　ek一．　fy　O．　The　expression　（5．13）　and　（5．16）　shoxv　t・hat・　a・k．

consists　of　the　contJribut・ion　from　bot，h　poles　whereas　a，E）　consistds　of　t・he　contfribution　from

ek’C　which　vanishes　at・　the　critical　point．　Of　course，　we　can　find　an　expression　for　aS　which

reduces　to　ak　at　t・he　conformal　point，　i．e．，　abk　＝　aS　十　ak，　because　aB　vv’as　defined　modulo

ak，　which　cannot＋　be　determined　b．y・　analytic　continuat，ion　but，　by　the　consistency．　Therefore，

around　tFhe　conformal　pointF　ak　and　aS　behave　as

いα乞～（・N－AN）野＋c・’n・t． （5．17）

From　this　result，　we　recognize　that　the　conformal　point　is　certainly　the　non－trivial　fixed

point　of　the　theory，　and　the　conformal　dimension　of　sN　is　1731Ni122　［21］・

　　　We　have　used　the　ordinary　type　of　the　analytic　continuation　but　the　presence　of　the

factor　r（一b’｛．｝　十　i）　shows　that　this　factor　has　p　oles　and　the　expression　（5．13）　and　（5．16）

contain　the　logarithmic　terms．　To　see　this，　we　decompose　b｛．｝　mod　N　as　b｛．｝　＝　Nl　十A

where　1　＝＝　O，1，2，…　and　O　S　A　S　N　一一　1．　Noticing　that　bk．｝　＝＝　（b｛．｝　一1）／N，　when　N　is　even

and　A　＝　1　＋　2￥，　b’｛．｝　一一　5　becomes　integer，　thus　we　find　thatr　r（一b’｛．｝　＋　i）　has　poles．　That　is，

around　the　conformal　point　of　the　moduli　space　of　pure　SU（2n）　theory，　there　are　unstable

directions　that　ai　and　aiD’ @have　logarithmic　terms．　However　except　these　directions　ai　and　atD’

contain　no　logarithmic　term，　and　since　just　on　the　conformal　point　r（一b2．｝＋｝）　＝　r（一k＋i）

t＋here　is　no　logarithmic　singularit．v　except　N　＝＝　2，　t，he　conformal　point　is　still　the　fixed　point

of　t，he　theory．　VVhen　we　sett　A”　＝　2，　i．e．，　gauge　group　G　＝　SU（2），　t・he　point　we　considered　is

a　dyon　point．　Therefore　it　is　natural　t，hat　a　and　aD　haxre　such　logarithmic　contribution．

　　　As　a　check　of　our　result　and　an　example，　we　consider　the　gauge　group　G　＝　SU（3）．　We

・et　u一・、，”一・，，α、一ψ多andα｛m｝一m，6勧一（2m－1）／3・In　the　weak　c・upling

region　v　txv　oo，　our　expression　reduces　to　Appell’s　F4　system　［26］　with　argument　；2｝k，”．3　，　il）i9．

Analytic　continuation　to　the　region　u　rv　cx）　recovers　t＋he　result　in　ref．［12］　up　to　tthe　choice

of　branch　for　the　logarithmic　term　of　atD，　which　is　again　represented　by　Appell’s　F4　system．

By　analytic　continuation　to　around　the　conformal　point，　we　can　find　that　our　expression

becomes　Hom’s　H7　syst　em　［2　6］　．　To　see　this，　we　set　m　＝　31　十　A　（1　＝＝　0，　1，　2，　・　・　・　，　A　＝＝　O，　1，　2）

29

．…

繍



so　that，　ak　and　aZ　are　decomposed　to　ak　＝＝　2？x．o　a

be　writiten　as

　　　　a，kx一請鳶（2λ一1）・in（2λま1）π22λ一1ム

　　　　　　　　i6πr（12）3

×｛（A3）一一＋9「（21＋峠

　　　　　　　　　A　．．k
　　　　　　　　　kラα．五）ニ：

3（鴛3v2）3（詣）9Σ

一去2sin（誓一去

Σ気＝。α曾．F・・example，α念

r（1十λ吉1）

f／717，‘　r（31　十　A　十　1）

1・iKtn！（Sgig6）i

　　　　（’z）n

naC冤

）815（

．　（2（

ノ
一

where　z　＝　S（1　一　XI，）．　Because　of　a　factor　sin（

disappears，　i．e．，　a2k　＝　O．

function　as

　　　　　　　　　　　　　　H7

where　H7（a，　b，　c，　d，　x，　y）

　　　　　r（21　＋n＋

A3） j一㍗＋㌔（n＋

　　　　For　A　＝

（一liL：一i；ili！4A，g，5，2L：．！ii．2．62A

　　　　　　　　　　　　　　3

　　　　　　　　　　g一’‘）r　in　（5．18）

O，1，　the　second　term　can　be　expressed　by　H

　　　　　　　　　　　lt3　1

讐＋毒）・in（やき）πn！

ll）21“（21　一　n　＋　211AL　一　ill）

　　　　　　　2A－1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6　’2’2’　3　’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　is　given　by　［26］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　H7（a，b，e，d，x，y）＝II；，ll．2E：’UZS　i’ZMd）一：．k”ikl

Thi・mean・that　if　we　ch…ethe　va・iab1・x一ボ呼and　y

equations　of　the　theory　should　reduce　to　differential　equations　of　H7（

which　is　given　by　［26］

　　　　　　　　　　　｛一y（1　＋　y）0，2　＋　2xO．0，　＋　（a．　一　1　一　（b＋c＋　1）y）0，　一　bc｝　H

　　　　｛x（1－4x）み4鴫∂ジy2∂1＋（d一（4d＋6）の∂計2αシ∂、一α（α＋1）｝∬

where　we　have　corrected　a　misprint　in　ref．［26］．　Furthermore，　noticing　t・hatt　four　independent

solutions　of　this　system　can　be　written　as

　　　　　　　　　　　H7（a，　b，　c，　d，　x，　y）

　　　　　　　　　　xi－dH7（a　一　2d　＋　2，　b，　c，　2　一　d，　x，　y），

　　　　　　　　　　y・蕊。（6＋α）2叫。（c＋α）2叫。　　　　　　　　　　　　　　　　（ガ（d）m（1　＋　a）2．＋．m！‘n！）m（一y）n・　　（5・22）

　　　　　　　　　　y・一2d＋2薫（b十a－2d十2）2．＋．（c十a－2d十2　　　（2　一　d）．（a　一　2d　十　3）2m＋n）2m＋n（xy2）W・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　30

　　　　　　　　　　　　　　　n！（　　　’u，3（v　一　A3）・）’｝・

　　　　　　　　　　　　　　，the　component　for　A　＝2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0rn’s　H7

27（＿A，）、ナ詣）），　（5・19）

（a）2m－n（b）n（C）n

　　　　　　　　　　　　　xmyn．　（5．20）

　　　　　　　　　　　　　＝　一g（1　一　liV；，　），　P　i　card－Fu　ch　s

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a，b，　c，　d，　x，y）　system

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7＝　O，　（5．21）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7＝　O，

磯響一白雛1二二難難難



mme－mJmNiJ

first　and　second　term　of　（5．18）　with　A　＝　O，　1　correspond　to　above　solut＋ions　of　t・his　syst・em．

Let＋　us　check　t＋his　pointi．　“ie　start，　wit，h　t，he　Picard－Fuchs　equation　in　tthis　tdheory　for　fi　＝＝　if　・）N

［12］：

　　　　　　　　　　，t［　iH　＝　｛（27．A6　一　4“u．3　一　27・v2）OZ　一　12・u，2・vO．0．　一　3’u，’vO，　一　’tt，｝　1］1　＝＝　O，

　　　　　　　　　　L・n一｛（27A6－4u，3－27・v2）∂1－36uu∂u∂。一9・v∂ド3｝H一・・　（5・23）

By　direct　change　of　variables　x　＝　ff．：7：T2k－v（．，一3，3i2　and　y　＝　一’十（1’一“
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　esx　＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　27（v－A3　）2

0f　these　equations，　we　can　check　that　the　P

　　　　　x（1　一一　4x）OZfio　一　y20，2　llo　＋　4xyO．0，no　＋

　　　　　　　　　　　　2rr　A”　fi　A　rr　，　11　十　12y
　　　　　y（1　十　y）Ob‘Ho　一　2xO．0，no　十

where　Ho　＝　y－gH．

withα＝一き，　b＝cニ＝圭ラ

solutions　of　the

expression　（5．18）　with　A

list．

and　y　＝　一i（1　一一　X，　），　and　some　linear　combinations

　icard－Fuchs　equation　（5．23）　can　be　written　as

　　　　2．　n一　5　A一　5　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　fio　＝　O，

　　　　　　　　　　　　　　　　　6

　　　Comparing　this　to　（5．21）

　　　　　　　d　＝＝　g．　Substituting　these　to　（5．22）

Picard－Fuchs　equation　of　this　th

　　　　　　　＝　O，　1，　although　the

百（1－4戯H・一9〃∂・　II・＋36

　　　　　　1

0，　llo＋a”o＝o．　（s．24）

　，　we　see　that　this　system　is　identical　to　（5．21）

　　　　　　　　　　　　　　，　we　can　find　directly　that　four

　　　　　eory　are　identical　to　four　functions　of　the

　　first　term　of　（5．18）　are　not　within　the　Horn’s

6 SO（2N）　pure

formal　point

Yang－Mills　theories　around　the con一

　　In　this　section　vLre　discuss　pure　SO（2Ai）　theory　vv’hose　singular　points　in　the　strong　cou－

pling　region　are　known　in　arbitrary　N　［21］．

　　In　pure　SO（2N）　theory　the　curve　and　meromorphic　differential　are　given　by

　　　　　　　　　　　　y2　＝　p（x）2　一一一一　A4（N－i）x4　＝　（x2N　一　i．Ililli＝ix2（N－i）si）2　一　A4（N－i）x4，　（6．1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　砒
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6．2）　　　　　　　　　　　　A　＝　（2P（x）　一　xP’（c））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y
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Since　the　difference　from　SU（N）　theory　i’s　only　pow・ers　of　A　in　the　inst・ant・on　correction　t・erm，

the　calculat・ion　is　almost　same　as　SU（AJ）　theory．　XN・，　ha，t，　w・e　need　is　the　expression　around

the　point　si　＝　O（’i　7〈1　ilN’i　一　1），　sivr・一i　：　±fiy2N－2　where　t，he　curve　is　degenerat・e　as　［2！］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　：y2ニar　2N＋2（♂N－2士2A2N－2）．　　　　　　　　　　　　　　　　（6．3）

To　this　end，　it　is　convenient・　tto　evaluat，e　integral　in　the　region　si　A」　O（i　74　N－1），　sN．i　rv　oc・

Expanding　，）t　witdh　respect　to　A4（N－i）　and　int4egrat，ing　by　part，　we　can　rewrite　A　in　the

following　form：

　　　　　　　　　　　　　　A＝Zi，O．．O．S／lfiiiiS／ii！llg（E－ilF？illl：＝22S＋（i／IEi－s）（一A4（N－i）．4）sp（．）一一2s，　（6．4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e　varl一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ioo　2ri　2ri　r（5）2s

where　we　have　intdroduced　Barnes－t，ype　int＋egral　representation　as　before．　Rescaling　th

able　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x　＝　sNIS2iN－2）z　＝　zLz，　si　’一”一　z，e2i　ori　（i　1　N　一　1）・

and　expanding　with　respect　to　ai　and　A4N－4／u4N－4，　we　have　A　in　the　form：

　　　　　　　λ一u鵡嘉「（s　＋　g）r（一s）r（2s　＋　a｛．　　　r（i）r（2s　＋　1）｝）（一（）ill11．N；1）5論≠＃N一、（荒i！）m’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　×／ゐ

（6．5）

ノ（N－1）α｛m｝一26｛m｝（ノN－2－1）一2ε一α｛一｝，

　　　　　　　　　　　　　Σ窪し洋N＿1mi，

　　　　　　　　　　2Tik

（6．6）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　27ri

wh・・e｛m｝一｛m1ヂ”，mN－2ラmN｝andα｛m｝　　　　b｛m｝一Σ窪、，ピ≠N一、　iM，1・ln

order　to　obtainαkラwe　pick　up　poles　at　z＝e2N－2（0≦k≦N－1）alongαたcycle　and　z＝0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぬた
　　　　　　　　　　　　　First　we　calculateαk（0≦k≦ノV－1）．　To　pick　up　poles　at　x＝e2N－2　we

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ピた
　　　　　　　　　　　　　　　Oto　z＝e2N－2　multiplying　sin　23π／πto　find　that縣can　be　expressed　m

along　aN　cycle．

integrate　from　z　＝

the　form：

…2N－2薫灘幕外）（A4N－4　4N－4）ni≠瓢

　　　　　　一2許2慕二世識｝テbl一｝）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　×i≠駆、（蒜）m’　・F（6誓｝・

（αゴmi！）m’
r（a｛．｝　一　br｛．｝）

bkm｝　＋　1

「←2n一ろ勧＋1）

；1；欝；；）・

（6．7）
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where　b’
o．｝

and　the

＝．並止
　　（八L1）

1

ak　＝＝

　　　　　　　　　　（2N・・　一2）　’

quadra，tic　transforma，tion　show　that　t・he　result　is

　　　　2・・，・・e一殊｝r（α｛m｝一　bl一｝）　a’II

｝
）

Σ
諏
勧

The　analyt－ic　cont，inuation　to　the　region　・tt，2’N’一2　＝＝　s，v．一i　rv　／Iy2‘N”2

　　2／V－2
　　　　　　　　n：｛m｝

×［詩｝）（

　　　　　　　r（b2．｝

　　　　　　十

2
一N2

＼

　
■
　
〆
）－一
2
一

　　　r（1－bk．

ll），3illlliiN．一i）一bzm｝

｝）　i，　＃LNL一，　Km．i！

（A2N語酔2）㌦G，1

）去一丁A2N－2

U．．（ コ
ユm

（1÷；｛m｝（u、斗｝一’

．（Ai2ziMli＆，N－2，it－u，2N’2）bkm｝一gF（s，g；g

6勧＋1の

F（bkm｝）

6嗣］，

（6．8）

whe・e　z一圭1一粥）．

　　Next　we　considerα生）（1≦k≦ノV

　　　　　　　　　　　　　ガゴた　　　　　　　　ぬた
λ　from　z＝一e2N－2　to　z＝e2N－2　and　evaluate　d

by　sin　2s7r，　and　subtract　；ak　［23］．

　　　k　u　v　e’2Tik（b2m｝）r（a｛．｝一b

aD’　＝

　一一　1）．　ln　this　case　we　integrate　meromorphic　differential

　　　　　　　　　ouble　pole　of　the　integrant　without　multiplied

We　have　aS　in　the　form：

　　　　2．｝）sin（b2．｝7r）2b2’”｝　ilYi．　r　cvi

2T2i
　　　　nr｛m｝

xr（n　＋

δ勧

（2N　一　2）r（

ll｛ij11i｝　）r（n　＋

i
2
）r（n　十　1）2

2ig，12，｝．g）（（）fliliil．”i，‘）”

i7Eij－1　（

mi！

m

×　［th（n　＋

　　　　　2

）＋　th（n　＋
6勧

We　make　use　o

　　　　　　k　－
　　　　　a・D　＝＝

　　　　2　／T　Y’　V”　i　2　i　2／　’“　V’　V”　’　‘’1　’　LJ“’　N　zt4N　一4

f　the　analytic　continuation　of　aS　around　the　conformal　point　to　get・

2u　・・e－2π漏研（α｛m｝一blm｝）　αピ

2
1
一
2

十
）一2th（n＋1）＋ln（

（6．9）

A‘N－4 j＋2π・・t（bl一｝π）］・

（2N－2）ぎ。綱

　　　　　　　　　　「（6毎｝

×　cot（b’｛．｝r）

　　　　　　　　　　　r（b

r（レ6｛m｝）i≠N一、．lni！）m”

1蒜）圭）A‘N－4）去㌔A2酔2）
（1－E／1；i7v＝i4N－4

A2N－2十u

g，．（

（£illillli．”li

b2m｝一i
　　　　　　F（

6勧一1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．（Az2tx－fait；”　；一ii：i－u，2”一2）O｛m｝一5F（S，5，g

As　in　the　pure　SU（N）　theory，　we　can　claim　that　ak　tv　aB　at　the　critical　p

of　a　and　aD　near　sN－i　＝　A2N－2，　si　一一一　O　（i　i7E　N－1）　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　いα乞一（卵一rA2N－2）9－mb＋・・Jn・オ．
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Therefore，，　we　see　thatt　the　confomal　dimension　of　sN－i　is　2：’IXf　2NNL，　2　［21］．

　　As　was　t・he　case　of　SU（2n）．　a，i　and　atq　cont，ain　the　logarit，hmic　t・erms　coming　from　t・he

facttor　r（S　一　b’｛．｝）　xNrhen　A」　of　SO（2N）　is　even，　which　vanish　at，　t，he　conformal　pointt．

　　Next　we　consider　aN　and　a£S．　Until　now　the　calculation　is　same　as　SU（N）　case．　However

in　order　to　calculate　aN　and　abN’ C　we　have　to　pick　up　the　pole　a’　rv　O．　To　this　end　we　rescale

t，he　variable　of　t・he　curve　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・Lt・・，殊（SNSN－1）配　　（6・11）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　SN－1

where　so　＝＝　一1，　and　A　becomes　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
　　　　　　　　　　　　　　　　sN　N　i　tioo　ds　　　　　　　　A＝＝（’Gin／，）5f：’looft／i－i一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　×瓦mi！

where　｛m｝　＝　｛mo，mi，…　，mN－2｝　and　c｛m｝　＝

evaluating　the　line　integral　from　z　＝　O　to　x　＝　1　an

P。1。at　z－1，　we　getαN　in　the・egi・n轟〉＞1玉n　th

　　　　　　　　　　sN　Ng　v　r（n＋i）r（2n＋d｛．｝＋aN　＝＝　（一

　　　　SN－11　n；iTm｝

一2

iSNSN－1）㌔肌｝

Σ
綱
Σ

r（i2）r（2n　＋　1）r（（！v　一一　1）c｛．｝　一　d｛．｝　＋

r（　r（d｛．｝　十　｝一。｛m｝　＋　d｛m｝） {号）廿（霧；）

　　　　EL／g＃！・｝＋1，fZ4／II！m｝＋9；1；A；4LM：IN－4

Σ「（s　十　；）r（一s）r（2s　十　c｛．@　　　r（；）2sr（2s）｝） i一今篶〃）8

（！illtli－ti）　z4s＋2Nc｛rn｝一2d｛m｝（z2　一　i）一2s－c｛m｝，　（6．i2）

　　　　　　　　　　Σ濫52m‘，輪二Σ廷52（N一のmi・By

　　　　　　　　　　　d　by　multiplying　sin　2sT／7r　to　pick　up　the

　　　　　　　　　　　　　　　e　form：

　　　　　　　　　　　　　　　i）睾）（A4N－45鎧一、）署（碍）

F
　
×

i＝0

　　3
十　r；　1；

　　4’　’

logari

O

ノ」㍗m

）316（

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　24ラ2　 5裂＿1

Notice　that　this　h＞pergeometic　function　gives　logarithmic　term　by　analy・t・ic　continuation　to

the　region　1＞．Xi±‘”一，‘　rv　1．　To　see　this，　we　set　the　variable　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　シ÷4，z－A2N－2　一1　　（6・14）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2A2N－2　，

and　p　erform　the　analytic　continuation　to　the　region　7et£thN一一i4　rv　1　as

…（SNSN－1）’i’r（圭）r（等ま1｝＋書）鱒
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－
一
4寧

　％
　
切
σ

　
　
×

　　　　　　　y－idKlpt－t（1　一　z）一d｛m｝

十
r（i　一　E！S／；ptm｝）r（i　一　EES／；ptm｝）r（d｛，．｝　＋　i）

P（攣寺d篶1（≒！（一婦1）．

　　　　　　　　　　9，EIK　（；）n（｝）n　“n

　　　　　　　　　　　　　　　　　2

×　［th（n　＋　1）　＋　th（n　＋　d｛．｝　＋　1）　一　2th（n　＋

一虫磐）n（1－EdKzsL4　　　　2）n

　　　　　　　　　　　　　　　　（1　一y）n

　　Next　we　calculat・e　aB．　ln　the　region　sN－i　tv　cx），　aB

different・ial　A　from　z　＝＝　一1　to　z　＝　1　withoutp　multtiplying　sin　2

by　evaluating　double　poles　as

aB＝S，　Sft　2　rv，一rg一］Sl11！i1i－IIL＃，，．，（nd｛m｝＃tl）．，，，”fi’2（！III；illl’1

．£ODOCm／f2）5？！is；i2）．n｝（5）十）”1）．i”　（6・ls）

S）　一　r　’　log（一g）］　｝　．

　　　　　　is　given　by・　integrating　meromorphic

　　　　　　　　　　　sr　and　subtracting　SaN，　and

十
血
・（階

m
一」㌍

曲
H
凶

　
η）3一
4

十h
・
（）－一

4

s／lv－i27ri　．it｛．｝　r（g）r（一。｛m｝　＋　d｛．｝　＋　；）

　　　　　　　　　　　　d｛m｝　，　lx　，　A／t／M　，　d｛m｝×　［th（n　＋

0
＝
．
～

十

（n！）2

2）　一　2th（n　＋　i）　＋　in　y］　，

η
シ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S’ILL’　＋　a）　＋　th　（n　＋　：’liEL”b’　＋　1）　一　2th　（n　＋　1）　＋　ln　yl　，　（6．16）

where　y　＝　ZI．i）iliil‘”一，‘　．　Although　this　logarithmic　term　disappears　by　the　analytic　continuation

to　the　region　sN－i　rv　A2N－2，　another　logarithmic　term　appears

嬬一華Σ去叩｛m｝＋5）廿（β野）
2sN’一，　nf｛Slm｝r（

×　（（1　．　y）一d｛，．｝一g　y＄r

d｛m｝

　2

）r（一。｛．｝　十　d｛m｝　十　；）

　　2L／g￥1：rnL｝一！　iTr（d｛．｝）

｝（1　．　z）　一“　d｛　rn｝　〈19

　　　　　　　　　　　　仁。　mi！

一了
秩i寧＋轄1（≒茎篶11≠｝）n

（12）n（豊）π♂

（1　一．　y）n

翼
鞭

購
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　　　　　　　　＋r（　　　　y3　d｛m4　　　2｝）r（撫）叩｛m｝＋1）暑η！（d｛m｝＋1）n　　（6・17）

　　　　　　　　×［ψ（n＋1）＋ψ（噛肌｝＋1）一2ψ（n＋1）一1・9（一の一π］｝・

Thus　in　SO（2N）　theory　aN　and　aB　have　the　logarighmic　terms　around　this　point　though

the　curve　become　degenerate　multiple．　Let　us　consider　what　is　happening．　Near　x　N　O，　cyN

cycle　and　6N　cycle　form　a　small　torus，　and　the　curve　looks　like　the　curve　of　pure　SU（2）

theory．　ln　this　case　due　to　our　choice　of　approaching　to　t・he　point　sN－i　＝　A2N－2，　sN　＝

O，　this　point　corresponds　to　the　dyon　point　for　aN　and　aB　and　these　have　certainly　the

logarithmic　terms．　These　logarithmic　terms　are　simply　caused　by　the　fact　that　we　consider

a　branch　where　two　of　the　singularity　approach　to　zero　before　the　theory　is　going　to　be　at

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　35
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t，he　critical　point．　This　point　has　been　underst，ood　in　the　framework　of　the　SU（3）　theory

near　Ju・　＝　O，　v　＝　A2　［19］．　From　t・he　expression　（4．16）　and　（4．18），　we　see　t，hat　aN　rv　aSN’　on　t＋he

conformal　point．　Therefore　the　exist，ence　of　logarit，hmic　t，erms　in　t，he　expression　（4．16）　and

（4．18）　is　not　harmful．

7 Various　expansion　in　SU（3）　theory

7．1　Comparison　to　other　expansion　in　pure　SU（3）　theory

Since　the　analytic　continuation　of　the　logarithmic　function　depends　on　the　choice　of　the

branch，　we　have　to　retain　the　parameterization　used　in　g4　and　g5　in　the　theory　with　the

gauge　group　higher　than　SU（2），　to　get　the　expression　around　the　conformal　point　by　using　the

analytic　continuation　from　the　weak　coupling　region．　However　we　need　the　parameterization

which　is　based　on　the　deviation　from　the　conformal　point，　to　obtain　the　expression　around　the

conformal　point　of　the　theory　with　massive　matter　multipletes　where　mass　parameters　take

non－zero　critical　values．　Unfortunately　we　have　not　found　the　relation　between　Yang－Mills

theories　whose　rank　of　the　gauge　group　being　more　than　2，　and　the　deformation　theory　from

the　singular　curve　describing　the　Riemann　surface　whose　genus　being　more　than　1．　So　if　we

intend　to　express　the　behavior　of　the　theory　by　using　the　deviattion　from　the　conformal　point，

vv’e　don’t・　know　how　to　confirm　the　validitty・　of　t，he　result　obt・ained　b．y　the　analytic　continuation．

In　this　subsection　we　will　discuss　the　difference　between　tthese　two　kind　of　parametterizatiion，

by　comparing　one　expression　represented　with　the　reliable　parameterization　retained　in　g4，5，

to　another　expression　based　on　the　deviation　from　the　conformal　point　convenient　to　describe

tthe　theory　with　massive　matter　fields．

　　　To　this　end，　we　consider　pure　SU（3）　theory　by　introducing　the　parameterization　from

the　conformal　point　u　＝＝　O，　v　＝＝　A3，　such　as　tt　＝＝　u，，　O　＝＝　z，　一　A3．　ln　this　case　the　curve　of　the
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ofi

we　find　that　the　meromorphic

theory　can　be　written　as：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y2＝（di一・u，a’一v）2－A6　（7．1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝（3　N　．．」じ一’u八一η）2－2A3＠3一｛1コr一む）．

Here　after　we　regard　a，　i，　as　the　ph．vsical　parameters　to　obt，ain　the　expression　of　Higgs　field

and　its　dual．　Sett・ing　C（x）　＝　x3　一　Q，x　一　・i，，　and　expanding　1／y　in　the　weak　coupling　region

A　fv　O　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l3＋／一一ii．ilfi－yg＝：i｝；．Sii！i，X一．20＝O，iii（lzslh3一］1n，li．i）（2iAli23）n，　（7．2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2π乞。一。r（12）n！n∂

As　in　SU（2）　theory　with　massive　matter　fields，　first　we　evaluate　the　integral　in　th

iZ　tv　O，　D　Av　oo，　and　after　that　analytically　continuation　the　expression　to　th

point．　Setting　the　variable　as　x　＝　vNgz，　and　expanding　with　respect　to　1／

Barnes－type　integral　representattion　we　obtain　）｛　in　this　region　in　tihe

　　　　　一　vg　dz　tioo　ds　r（s　＋　；）r（一s）　／　2A3　x　s　〈lg．　T（s　＋　m）　1　a

2吻2π乞δ。一。r（12）n！∂

differential　A　can　be　written　as

，＝，llti＋・，2001S（i－1－i？lz，：A，1）（2iAIL

O

π

3
一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r（12）F（n　十　1）n！r（1　十　￥tiZ2）r（1十　lit｝i｝3）

where　as　before　we　decompose　ak　as　ak　＝　Z）R．o　at　with　mod　3．

evaluate　3k　cycle　and　decompose　aS　to　a9　（k　＝　O，1，2）

．：3・x　．．　一lr｛li／ll；”Nig　sin（lliLN　一一　g）7r　（lil／k一．g）“

　　　　　　　　　　　　　　　（7．3）

　　　　　　　　　　　　e　reglon

　　　　　　　　e　conformal

　　　O，　and　introducing

following　form：

A＝illti4．diZf－i，？．O．一2d．Sil］S（E－ll￥S［一：：2］！S＋1））r，（一S）（一2ill113）S．20＝O，III（ll　lBS，Sl：ll／）（i．ili’g）Mzm（z3－1）一s－M一（7・4）

First　of　all，　we　evaluate　ak．　ln　the　weak　coupling　region，　the　way　of　the　evaluation　along　the

cyk　c．vcle　is　same　as　in　S3．　We　find　the　result　can　be　writ，t，en　as

αi一準・in（2A　13　　3）π（3纂）λ　　　　　（7・5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　×£e判＋1）「圃「（n＋　21　＋　：1；”　一g）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1，n＝O

Cn．団

×

3　　3
叢叢鴇讐）＋s）「（n＋21＋　1；“　一g一≒昇）r（1＋≒坪）

（一21．11si）t3）”（titlliilii．，）i，

　　Quite　similarly　we　can

n！r（1　十　ijti22　）r（1　十　4tli｝3）
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×［1・9（2会3）＋ψ（・n＋　　　　　　　1

　　　　　　　至

　　一2’th（n　十　1）　十　T　cot・（

andα曾

）　十　’th（n　十　21　十

　　　　　　　　　　　　　　　3

　　　　　　　　　　2A一

2A　一1
　　　　　）

●

　
π）
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where　F4　and　H4　are　two　functions　of　2－parameter　generalization　of　the　hypergeometric

function　defined　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i．i．EF　8f／l！z　tzl｝Sliil＃ve，）n＋，m．，（b？A＃．一m，　xmyn，　（7．s）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3

1n　above　expressions，　akA　and　aE）A　can　be　represent，ed　by　using　Hom’s　H4　funct・ion　［26］・

Recalling　that　Higgs丘eld　and　its　dual　form　ApPe1Ps凡system　with　respect　to　the　original

moduli　parameters　zL，　’v　as　ment・ioned　in　g5，　we　see　t，hat　this　result　corresponds　to　the　change

of　t，he　variables　in　the　weak　coupling　region　by　using　following　identity　between　E4　and　H4：

　　　　　瑞（噛2猷三一（i－IY）一a　F4（持＋ll・，b＋参（Sl／｝px　2，嵩）、），（7・7）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F4（a，b，c，d；x，y）　＝　2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m餐＝o

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　H4（a，b，c，d；x，y）　＝＝　2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　糀，n＝O

　　　Performing　the　analytic　continuation　to　th

the　conformal　point
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r（12）n！r（1＋λ吉2）r（1＋λ吉3）

Comparing　above　expressions　to　the　ones　obtained　in　g5，　we　find　that　they　are　identJical　ex－

pressions　around　the　conformal　point．　This　indicate　that　in　pure　SU（3）　theory，　the　descrip－

tion　based　on　the　deviation　from　the　conformal　point　can　be　reliable　except　the　ambiguity
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Notte　also　tha，t　in　tihis　expression　aS　cont・ains

7．2 Direct　expansion　around　the　coformal　point

torus　consisting　of　et　rv　Ae

eF　r一　O　（k　＝　1，2，3）．

and　ai，　ab　as　correspondin

concerning　to　ek一 C　and　as，　ai

　　　In　order　to　obtain　a，，　a

In　this　case　A　is

parameter　from　tJhe　coforma

to　1／A

　　　　　　　　　　　　　λ　dx量

Until　last　subsect・ion　we　have　derived　the　expression　areund　t，he　conformal　point　by　using

analytJic　continuation　of　the　one　evaluat，ed　in　the　weak　coupling　region．　On　t，his　course

we　choose　the　base　of　homology　cycles　of　the　hyperelliptic　curve　corresponding　tto　ak，　aS

convenient　to　deal　with　in　the　weak　coupling　region．　However　this　homology　base　is　not

always　useful　in　the　expression　around　the　conformal　point　through　the　analytic　continuation；

as　illustrated　in　S4　and　S5，　ak　contains　the　contributions　both　from　et　rv　A　and　ek一　tv　O．

In　this　section　vyre　take　the　holomogy　base　around　the　conformal　point　in　a　way　following

the　ref．［19］，　to　get　the　expression　directly　valid　in　this　region．　The　hyperelliptic　curve　which

describes　pure　SU（3）　theory　is　realized　as　the　Riemann　surface　of　genus　2．　Since　on　the

conformal　point　the　curve　become　degenerate　as　y2　＝　x3（x3　一　2A3），　the　Riemann　surface

looks　like　decoupled　to　two　independent　tori　near　the　conformal　point．　One　is　a　large

　　　　　　　　　isting　of　et　rv　Ae2Z’gLtg’k　（k　＝　1，2，3），　and　another　one　is　a　small　torus　consisting　of

　　　　　　　　　　　　　　　　　　In　this　case　we　take　ori，　3i　as　independent　cycles　enclosing　two　of　et

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　g　Higgs　field　and　its　dual　respectively．　Similarly　we　define　or，，　B．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S　as　corresponding　Higgs　field　and　its　dual．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S　around　the　conformal　point　directly，　we　evaluate　near　x　tv　fi　rv　O．

　　　　　　　　　　　　　　　　large　enough　comparing　t・o　Q，，　・b　vv’here　vxTe　certainly　use　the　deviation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　point・．　Expanding　the　meromorphic　different・ial　A　wit，h　respect

　　　　　　　　　　　　　　　　　而献一。r（r（圭＋n）圭）n！（n＋差）（一2夫，）ηげ一圃畦

and　setting　the　variable　as　x　：OSz，　and　expanding　b　where　fi

can　be　written　as

λ一
u謀。r（12）詳’異m）m！（一21・）η（一器）m　zM（x・一

（7．12）

N　O，　we　find　that　the　curve

1）n－m＋S（7．13）
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We　define　a，，aS　in　the　following　form

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a，　，，．　fi　e　2gt　A，　（t　bs　＝　f．　t／f，　Z　A．

XVe　can　evaluatJe　this　line　integral　easily　to　get　a，　in　t，he　follovv’ing　form

　　　　　　　α台一茄2瀦（A十1）sin2（λ吉1）π（31釜）λ

曇

）r（21　一　・n　十

（7．14）

　　而3A

r2（n＋圭

（7．15）

Setting　x　＝

the　form：

　　　　　　　　　A　＝＝

We　define　a，i，

　　　　　　　　　　　e

　　　　　　　　　　　　×薦，r（｝）n！r（1＋λ嚢）誕書一き）π（一t／，）n（2需、）’，

where　we　again　decompose　a．　to　2　R＝o　a．A　．　The　expression　for　asA　can　be　given　by　e2g’S’　（A＋i）a．A．

This　expression　corresponds　to　one　of　the　functions　obtained　by　analytic　continuation，　which

is　represented　by　using　H7　function

　　　Next　we　consider　ai，　aS．　ln　this　case　we　use　formally　the　expansion　valid　in　the　case

A　Av　O，　and　evaluate　near　x　tv　A　by　changing　the　variable　as　x　＝　Az．　ln　this　way　the

meromorphic　differential　A　is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ農嵩「綜嘉（x・一一A・）一2n・　（7・16）

　　　　　　　　　　Az　we　evaluate　around　z3　rv　1．　Expanding　A　with　respect　to　fi，　we　obtain　A　of

　　　　　　　　　　　　　繋蕩鑛鵠覆）（A2）z（A・

　　　　　　　　　　　　a，b　in　a　same　manner　as　a，，　aS．　We　have　alreads・

contain　no　logarithmic　term　in　the　suitable　limit・　・ft，　一　O，　・b

power　function　obt，ained　in　this　evaluation　as　the　expression　for　ai，

value　of　the　hypergeometric　function

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r（c）r（c　一　a　一　b）

3tT）M　zi（z3　一　1）一2n－i－m．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（a，　b，　c；　1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r（c－a）T（c－b）’

we　find　that　ai　can　be　written　as

　　　　　　　　　　A，22’gEktk（A＋i）2N／ii　／t　・iz　x　A　sin2（：IS”　一　g）7r

a2　＝
（k’，）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7．17）

　　　　rknown　t，hat　ai　and　atb

一　0，　tJherefore　we　regard　t，he

　　　　　　atb．　Using　the　special

　　　　　　　　　　　F

　　　　　　　　　　　I
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The　expression　for　ct・iD　is　obtdained　by　atDX　＝＝　e2f’t’t（A＋i）a，b．　We　can　see　t，hat，　this　expression　is

identical　to　the　ot・her　function　t，han　H7　obtained　by　using　t，he　analyttic　cont＋inuation．　ln　thigL

way　it・　is　shown　tthat　four　independent　funct，ions　of　t，he　expression　around　tihe　conformal　point

obtained　by　anal．y・tic　continuation，　consist　of　some　linear　combinations　of　the　cont・ribution

from　the　large　and　tthe　small　torus．

　　　Although　it‘　is　possible　to　write　down　the　expression　around　the　conformal　point　directly

as　we　have　derived，　the　way　of　evaluation　in　terms　of　large　torus　is　not　so　reliable　that　we

prefer　to　use　the　analytic　continuation　from　the　weak　coupling　region．　ln　the　weak　coupling

region，　we　have　to　add　ak　to　aS　to　be　consistent　after　analytic　continuation　around　the

conformal　point．　After　the　change　of　the　homology　base　with　Sp（4；Z）　transformation　it　is

natural　to　arise　the　picture　that　on　the　conformal　point　mutually　non－local　charged　3　dyons

are　massless，　which　correspond　to　the　massless　state　a，，　aS，　a．　十　aS　［19］．

　　　On　the　contrary，　concerning　with　the　weak　coupling　behavior　the　convenient　base　around

the　conformal　point　is　certainly　not　so　good．　As　a　matter　of　fact，　if　we　analytically　continue

ai，　aS，　as，　aS　derived　above，　to　the　weak　coupling　region，　there　appear　the　logarit，hmic

terms　in　every　expressions．　Thus　we　have　to　combine　these　expression　properly　to　be　ak　to

show　the　correct　asymptotic　behavior　in　the　weak　coupling　region．

7．3　SU（3）　theory　with　Nf　＝2　matter　fields

In　this　subsection　we　consider　SU（3）　theory　with　Nf　＝＝　2　hypermultipletes　whose　curve　is

given　by

　　　　　　　　　　　　　y2　，．　c（x）2　一　G（x）　＝＝　（x3　一　ux　一　v）2　一　A2（x　十　mi）（x　十　m2）．　（7・20）

When　t，he　mass　parameters　take　the　equal　value　mi　＝　m2　＝　mo，　the　conformal　p　oint　of　the

theory　seems　to　be　lo　cated　at

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　u＝±A2，　“v＝±A2mo，　（7．21）

and　on　this　point　the　curve　become　degenerate　in　the　following　form：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y2＝x3（x3　T　2A2x　F　2A2mo）．　（7・22）
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2πゼ3／　　　2（］（x）

What　we　need　is　the　expression　at　weak　coupling　region　iL　rtv　oo，

end，　we　expand　A　around　zL　A」　oo　and　int・egrat・e　by　partts　to　give　t・he

A＝一y，Z！！2dz〈9K　I］S（uS2！］S21L±一！！2’￥．＋．g）E（2n＋．m）（lx￥4Nnr；u

Thus　wte　expect　that　the　infra－red　fixed　point　is　rea，lized　with　the　arbitrar．v・　value　of　mo，　and

the　theory　has　a　conformal　line　paramet，erized　with　mo．　Furthermore　if　we　set・　mo　＝　0，　t・he

degenera，cy　of　the　curve　becomes　forth　order：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y2　＝＝　x4（x2±2A2）．　（7．23）

If　vv’e　consider　t・he　case　with　mi　1　m，2，　there　exists　a　conformal　point　of　fift，h　order　certainly．

However　the　expansion　at　hand　and　analyt，ic　cont・inuat，ion　reliable　in　terms　of　the　logarit・hmic

function　are　only　ones　for　the　massless　case．　So　we　treat　the　conformal　point　realized　at

mo　＝　O．　This　situation　can　happen　generally　in　SU（N．）　theory　with　Nf　＝　2　hypermultiplete，

and　SO（2N　十　1）　theory　with　Nf　＝＝　1　hypermultiplete　whose　curves　are　defined　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Nc

　　　　　　　　　　　　　∬（凡）・〃2＝＠∬一Σ・選一’）2－A2N・一2（x＋m）（x＋m），　　（7．24）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i一一2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N

　　　　　　　　　　　　　SO（2N　＋　1）　：　y2　＝　（x2N　一2s；，”・　一2i）2　一　A2（2”’2）　（x2　一　m2）．　（7．2s）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

　　　Let　us　turn　to　the　SU（3）　theory　with　Nf　＝　2　matter　fields．　The　meromorphic　differential

A　of　this　theory　is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λxdx（o（聯）一ぴ（x））・

　　2Ti

撮／

。黒。r（

g／，s

　　　　机；o

　　　　　　z．

　　　　　　　　　　　　　　　　（7．26）

A　tv　O　as　before．　To　this

curve　of　t・he　form　as：

1，1－iesliiiil｝一iii21ii－b－lllil）ll，II，i）（r2，（．21iili）1．IIIi（iX）；，4）n（sL3一；，）M．一m（．2．i）一2n－m

r（s　＋　i）r（一s）（一1）sF（2s　＋　．）　／A4Ns

（7．27）

　　　　　　　　；’il！．dikNfSl／t，．．£O．O，！L（E－L￥eijii｛S＋i）r，（）一rS（），（it）ii£ilS’M）（i）il）S（i？t）Mz－m（z2－i）一2s一一，

where　we　set　x　＝　ui／2z．　ln　order　to　obtain　ak　（k　＝　1，2），　we　pick　up　poles　at　z　＝　1，　一一1

along　cyi，　or2　cycle　and　z　＝＝　O　along　cu3　cycle．　First　we　calcuiate　ai　by　picking　up　the　poles

at　z　＝＝　1　in　a　same　way　as　before．　But　in　order　t・o　get　rid　of　the　logarithmic　singularity　at

z　＝　O，　we　integrate　from　x　一一一　一1　to　z　＝　1　multiplying　the　phase　factor　sin　2rs／7r．　Secondly

we　evaluate　a3　near　z　N　O　by　suitably　re－expanding　the　expression　for　A，　and　after　that　from

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　42
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t，he　consistencv

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a2＝一al－a．3，　（7．28）

we　can　determine　t・he　rest　component　of　Higgs　field　a2．　First　of　all，　we　can　ev・aluate　ai　in

the　following　form：

　　　　　　　a・，＝＝一・tt，YiS／t，Ei’ilk［2”2rs．20．0，IIIS（E．一一一；lllXsiiill£i12；：liiL！z2s＋g）rf）一，s（S（，一t）i）r£ils＋‘nz）（｛＞il）S（tt，）m

　　　　　　　　×：：t：E！S？LFI4iliLSi－E一±！一5－ri2／，Li一一，b．Oi－li）eriJ（1＋（一1）一m）

li（g｝lk￥llfii（，n．＋．2’，））r．（，2，n（，lii，）il．｝）（｛＞il）”（｛ii？）i．　（，．，，）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1，　，　and　evaluate　double　poles　coming

　　　　r（12）r（2s　＋　1）m！

r（一g　＋　i）r（一2s　一　m　＋　1）

　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　u圭濃。r（12）r（2n＋1）n！r（21＋1）r（1＋圭

Next　we　calcuIate　ab．　We　replace　sin　2π5／πin（7．28）to冠り

from　the　Iine　integral　to　getαb　in　the　fbllowing　fbrm

　　　　　　　　αお嘉／蝿「（5＋5）「（一5）（一1）s「（2s＋m

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　×
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r（一2s　一　｝’　十；）

　　　　　　　　　　　一荒r（12）諺η需1轟1＋麦）（ec）れ（Xl

　　　　　　　　　　　　　×　［th（n　＋　｝i　一　i）　＋　th（n　＋　｝i　＋　i）　一　2th（n　＋　i）　＋　iog　（

Applying　the　usual　analytic　cont，inuation　to　the　expression　for　ai，

around　zt　tv　A2，　vLre　find　that　ai，　a，b　both　contain　the

the　degree　of　freedom　to　add　ai　to　a｝

analytic　continuation　the　relation　ai　tv　ab　holds

　　　　　　　　　α1一撹去嵩r（ti，ll￥（3i）諾圭）（誘）‘

　　　　　　　　　　　　　　「簿1轟講11慧（一潮焼美＃渥げ　　　　　　　　　　　×（

　　　　　　　　　　　　　　　（｝碧詫舞甜辮）ガ
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　　　　　（1　＋　（一1）一m）

　　　　　　　）i

（）il）］’

（7．30）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一丁，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ab　to　get　the　expression

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　logarit，hmic　t・erms．　However　using

dom　to　add　ai　to　ab　in　the　weak　coupling　region，　we　can　claim　that，　after

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　near　the　critical　point　as　follows：

（731）
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（1－y）3i－ly一讐＋を（1一の一31＋1

　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　thn（31）　＋　2’ipn（S）　＋　IOg　4

＋・th（llii　＋　i）　＋　・th（iliil　一　i）　＋　iT　一　2ie，　（ll　）］　）　，

」　（ilii，ll］i）i

　　　　一｝1十髪）n←誓十号）n
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1一ザ

　　　　　　　　　　　　　　　r（一誓＋髪）r（一誓＋2）r（31）蕊（31い！　　　（7・32）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　×　［log　z　一　thn（1）　一　thn（31）　＋　2thn（5）　＋　log4

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．th（iliii　＋　i）　＋　th（iliii　一　i）　一　2th（S）］　）　・

where　y＝　〈iif　and　x＝　AS2kl｛i，”．　This　situation　is　same　as　SO（21V）　theory．

　　Next　we　want　to　obtain　a3，　a3D　by　evaluating　around　z　tv　O．　ln　this　case，　we　instead　take

the　variable　as　x　＝＝　一ijz，　and　expand　A　around　2L　nv　oo　to　give　the　following　form：

　　　　　　　　　A一一£lqf；k．z，f£／lt，．20．0＝，1］S（i±：llleisills’i）rf，一，s，S（it）ii£i？s＋m）（2il）S（t：，，）M　（7．33）

（2　一31）n　n！

9，9A　On（12）．xn

　　　　　　　　　　　一　zL27ri／　2Ti　．e，　r（；）r（2s＋1）m！　N　zL2／　K．g

Using　the　effective　evaluation　of　the　cycle　a3　by　integrating　from　z　＝　O　to　z　＝　1　multiplying

the　factor　sin　2sr／r，　we　can　calculate　a3　quite　similarly

　　　　　　　　　a3一一iif｛S／＃，，一S’”，2，STW（S’｝）rg（．）一，S（），（，一t）i）￥klS＋m）（£11）S（tsvg）m

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　×
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r（2m　十　2）（一1）2s＋m

一一
拒?。r雲霧磐謡鮮1）（A4u2）n（誘）m・

r（12）r（2s＋1）m！　ku2

r（2s　十　3m　十　1）r（一2s　一　m　十　1）
（7．34）

In　order　to　obtain　the　expression　for　a3D，　we　replace　sin　2Ts／7r　in　（1．13）　to　S．：ii　and　evaluate

double　poles．　The　result　can　be　written　as：

　　　　　　　　3　v　／　ds　F（s＋；）r（一s）（一1）sr（2s＋・nz）

ab　＝＝　一 u2ri
f
2ri r（g）r（2s　＋　1）m！

　　　r（2s　十　3m　十　1）r（一2s　一　m十　1）

　×

（2il）S　（i　1，）．

　r（2inz　十　2）（一1）2s＋m
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nmm）igmmm一一．N

　　　　　　　

叢景。r（

　　　　　　　　圏m

r（Jn　＋　S）F（2n　＋　3m　＋　1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　’　2i　’“V’　’　2

Performing　the　analytic　cont・inuation　to　the　region

for　a3，　a3D　contiain　no　logarithmic　term

　　　　　　　　α・一議r琶灘琵！12

　　　　　　　　　　　　　　r（一3m一圭が糾

×

×　［th（．＋g

　；）r（2n　十　1）・n！r（2‘nz　十　2）

＋　g）　＋　，th（．　＋　i32ii！M　＋　i）　一　2jv・・（・n　＋　i）　＋　iog　（一　il＞；，‘

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’Lc，　rv　A2，　we　find　t＋hat・　these

十
　　Ii（3ヂ＋圭）r（一十1）

　v　，？9．　r（3m十1）

r（告一皇募りr（一三誓り

r（3m＋告）譜

（A4’U，2）n（雛）m

iil＞；1）］．

expresslons

　　　　　　　αち部属。r（2m＋2）m！

　　　　　　　　　　　　r（3m十圭）r（皇二十1）

　　　　　　　　　　×一tttsntgs一一一一in＋g“）　y

and　we　can　claim　that　the　relation　a

ab3　＝　a3　十a3D．　Therefore　on　the　massless　conforma

multipletes，　the　behavior　of　Higgs　fields　and　dual　fields　o

from　the　weak　coupling　region　is　similar　to　p

terizat・ion　Q，，　i，　based　on　the　deviat・ion　from　th

in　the　region　a　tv　oo，　fi　N　0　and　analyt，ically　continue　to　the　region　a

same　result　around　the　conformal　poin

above　ttreat，ments　in　this　subsection　for　t・he

ized　to　the　cases　of　SU（N．）　theory　with　two　hypermultiplets　and　SO（2N　十　1）　theory　with

one　hypermultiplet．

（v2ze　3）m

（1一）一3吻G・1；3m＋1；z）　　（7・36）

（1　一　y）g－3m（1　一　．）3m＋gF　（S，gl　S　一　3ml　z）　）

（iilii）一

一聖一券（1－z）一・四一曇FG・1；3m＋1；り・　（7・37）

　　　　3　rv　ab3　holds　near　the　conformal　point　by　setting

　　　　　　　　　　　　　　1　point　of　SU（3）　theory　with　tvv’o　hyper－

　　　　　　　　　　　　　　　　　　btained　by　the　analytic　continuation

　　　　　　　　　ure　SO（2N）　theory．　lf　we　retain　the　parame－

　　　　　　　　　　　e　conforma，1　point，，　and　evaluate　the　int，egral

　yt，ically　continue　to　the　region　a　rv　O，　we　can　obt，ain　the

　　int　as　was　the　case　of　pure　SU（3）　t＋heory．　Not・ice　t，hat

　　　　　　　　massless　conformal　point・　can　be　easily　general一

8 Discussion
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　　　We　have　deriv・ed　the　expression　for　the　periods　and　Higgs　fields　and　its　dual　around

the　conformal　point　of　SU（2）　Ya，ng－Mills　t，heor．y　wit，h　mat，t，er　fields，　pure　SU（Ai）　a，nd　pure

SO（2N）　Yang－Mills　t・heory．　ln　the　SU（2）　theory　vyTith　mat，t，er　fields　and　t・he　pure　SU（Ai）

theory，　we　have　directly　recognized　the　st，ructure　of　the　t，heories　near　t，he　conformal　point・s．

We　find　a　simple　correspondence　bet，ween　the　fixed　point　of　4－D　N　＝　2　SU（2）　Yang－Mills

theory　wit・h　mat・ter　fields　and　Landau－Ginzburg　description　of　2－D　N　＝　2　SCFT　with　c　＝　3．

For　SU（N）　and　SO（21V）　theories　we　could　show　a　verificat，ion　of　the　analytic　continuation

due　to　the　well　known　formula　of　the　hypergeometric　functions．　Especially　for　SU（3）　theory

we　have　compared　various　expressions　with　respect　to　the　different　parameterization．　For

SU（3）　theory　with　two　massless　matter　fields，　we　could　show　a　verification　even　in　the　case

where　the　t，heory　contain　the　matter　field．

　　　It　seems　interesting　that　we　could　obtain　the　explicit　expression　of　fields　around　the

conformal　point　even　for　the　theories　with　higher　rank　gauge　groups．　But　the　examples　we

treated　in　this　paper　is　elementary　compared　to　more　complicated　varieties　of　critical　points

as　was　shown　in　［21］．　For　a　non－trivial　example　there　is　a　conformal　point　in　the　SU（N．）

with　（2N．　一　2）　hypermultipletes．　lndeed　looking　at　the　curve　of　this　theory

　　　　　　　　　　　　　y2　＝　（xNc　一’　ll．llll．2sixNc－i　＋　fNf　（x，mi））2　一　A2Nc－Nf　（x　＋　m）Nf，

　　　　　　　　　　　　　　　　　fN，圓一A2㌻一珊N簾！謬㌦）！一，

and　comparing　the　coefficient　of　the　curve　when　Nf　＝　2AJ．　一　2，　we　can　find　the　conformal

point

　　　　　　　　　　　　　　　　　　A

　　　　　　　　　　　　　m＝瓦，

　　　　　　　　　　　・k＋2一（A’17i7）㌦（膿一2）！＋轟田幡）！）・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4（2Nc　m　2　一　k）！k！

where　the　curve　become　degenerate　in　the　form　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y2　＝　（x　＋　£）　）2NC－1　（x　．
2面一1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　IVc／　K－V　Nc

Although　it　is　interesting　to　obtain　the　explicit　form　of　the　fields　in　this　case，　an　important

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　46
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question　is　the　verification　of　the　validit，．y　of　t，he　analyt，ic　cont，inuat，ion　for　tthese　cases，　which

require　furt4her　investiigation．
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