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Two　types　of　local　triviality　for　the　structure
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Two七ypes　of　local七riviality

　　　　　of　a　complex　analytic　sin

for　the　structure

gular　foliation

Junya　Yoshizaki“

o Introduction

　　A　singular　foliation　on　a　complex　manifold　M　is　defined　as　an　integrable　coherent

subsheaf　E　of　the　tangent　sheaf　of　M．　ln　this　paper，　we　study　the　problem　of　local

（analytical　and　topological）　triviality　of　the　singular　foliation　along　（a　subset　of）　its

singular　set　S（E）．　ln　general，　S（E）　is　an　analytic　variety，　so　we　must　stratify　it　to

consider　some　triviality　along　the　singular　set．

　　For　stratified　subsets　or　stratified　maps，　the　local　topological　triviality　has　been

studied　by　a　number　of　people　and　it　is　generally　known　that　if　the　stratification

satisfies　the　“Whitney　condition”　or　the　“Thom　condition”，　then　we　have　the　local

topological　triviality　along　each　stratum　（the　lsotopy　Lemmas　of　Thom）．

　　We　first　review　and　summarize　basic　definitions　and　facts　about　complex　analytic

singular　foliations　in　section　1．　ln　the　next　section，　we　observe　the　properties　about

the　singular　set　of　a　singular　fbilation．　In　particular，　we　in七roduce　the　fundamenta1

“Tangency　Lemma”　（Theorem　（2．5）），　which　says　that　every　vector　field　defining　the

foliation　is　“tangential”　to　the　singular　set　S（E）．　Using　this　lemma，　we　prove　the

existence　of　the　leaf　passing　through　each　point　of　M　（even　on　S（E））　in　section　3．　For

the　proof　we　use　the　method　of　the　“natural　Whitney　stratification”　of　the　singular

set．

　　In　section　4，　we　mainly　explain　and　preve　the　local　analytical　triviality　of　E　along

each　leaf　（Theorem　（4．1））．　This　kind　of　triviality　was　studied　by　P．Baum（［B］）　for

the　point　p　such　that　p　is　a　non－singular　point　of　S（E）　and　dim，　S（E）　＝　dim　E（p）　＝

rankE　一　1．　D．Cerveau　also　took　up　a　similar　problem　from　another　viewpoint　in　［C］

　　“Research　Fellow　of　the　J　apan　Society　for　the　Prometion　of　Science．　This　research　is　partiaHy

supported　by　The　Ministry　of　Education，　Science　and　Culture，　Japan，　Grant－in－Aid　for　Scientific

Research．
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（for　the　real　case，　see　［N］，　［Ss］　and　［St］）・　We　generalize　and　arrange　their　theory，　and

add　new　results　in　this　article．

　　We　also　give　some　application　and　examples　of　singular　foliations　in　section　4．　Un－

der　the　situation　of　the　last　example　（4．32），　we　cannot　obtain　any　information　from

theorem（4．1）　about　the　structure　of　singular　foliation　E　near　the　singular　sets，　be－

cause　the　dimension　of　the　leaf　containing　each　singular　point　is　zero．　For　the　problem

of　the　triviality　along　this　type　of　singular　set，　we　consider　another　kind　of　triviality

of　the　singular　foliation．

　　We　make　preparation　for　the　theorem　on　the　second　type　of　triviality　in　section

5．　As　another　application　of　the　Tangency　Lemma，　we　prove，　for　a　complex　analytic

singular　foliation　E，　the　existence　of　a　Whitney　stratification　of　the　singular　set　S（E）

so　that　E　induces　a　non－singular　foliation　on　each　of　its　strata　（Theorem　（5．4））．

　　In　the　last　section，　we　study　the　local　topological　triviality　along　each　stratum　of　a

s七ra七ification　of　S（E）as　given　in　Theorem（5．4）．　This　kind　of　triviality　argument　can

be　applied　to　the　case　where　a　stratum　consists　of　（infinitely）　many　leaves．　A．Kabila

studied　this　problem　for　the　case　where　the　codimension　of　E　is　one　and　S（E）　is

non－singular　（［K］）．　We　give，　for　a　general　singular　foliation，　a　regularity　condition　and

prove　the　local　topological　triviality　under　the　condition　（Theorem　（6．10））．

　　After　the　preparation　of　the　manuscript，　it　was　informed　to　me　that　a　result　similar

to　the　last　one　is　indicated　in　an　article　of　D．Trotman　and　L．Wilson　［TW］．

　　The　contents　of　sections　2，　5　and　6　will　be　published　in　［Y］　and　the　contents　of

sections　3　and　4　will　appear　in　［MY］．　Some　of　the　results　and　the　idea　of　the　proofs

in　sections　3　and　4　are　originally　based　on　the　master’s　thesis　of　Y．Mitera　which　was

written　in　Japanese　in　1989．　1　introduced　some　new　methods　and　supplemented　it

with　some　new　results　in　sections　3　and　4　in　this　article．

　　In　the　process　of　this　work，　1　received　many　helpful　suggestions　and　advices，　espe－

cially　from　T．Suwa．　1　would　like　to　thank　him　for　answering　my　questions　and　for

supporting　me　in　various　ways．　1　also　thank　J．一P．　Brasselet，　M．Kwiecihski，　T．Ohmoto，

A．Saeki　and　Y．Mitera　for　helpfu1　conversations　and　comments．

1 Complex　analytic　singular　foliations

　　First　of　all，　we　recall　some　generalities　about　complex　analytic　singular　foliations

on　complex　manifolds．　The　notation　in　the　following　is　originally　due　to　T．Suwa．　For

further　details，　see　［B］，　［BB］　and　［Sw］．

　　Let　M　be　a　（connected）　complex　manifold　of　（complex）　dimension　n，　and　let
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OM，　eM　and　stM　be，　respectively，　the　sheaf　of　holomorphic　functions　on　Atl，　the　tan－

gent　sheaf　and　the　cotangent　sheaf　of　M．

　　Let　E　be　a　coherent　subsheaf　of　eM．　Note　that，　in　this　case，　E　is　coherent　if　and

only　if　E　is　locally　finitely　generated，　since　eM　is　locally　free．　We　set

S（E）　＝　｛p　E　M　1　（eM／E），　is　not　（OM），　一free｝，

and　call　it　the　singular　set　of　E．　For　each　point　p　of　S（E），　we　also　say　that　p　is　a

singular　point　of　E．　lf　we　restrict　E　to　a　suflliciently　small　coordinate　neighborhood　U

with　coordinates　（ii，z2，．．．，z．），　we　can　express　E　on　U　explicitly　as　follows：

（1．1）

　　　　　れ

E，＝ΣOM，，・Vi，

　　　　　伝1

z・i一

?ん（の∂9zデ

where　fi，・（z）　are　holomorphic　functions　defined　on　U，

Then　the　singular　set　S（E）　is　given　on　U　by

1　pt〈　iSm，

and　m　is　a　non－negative　integer．

S（E）∩Uニ｛P∈Ulrank（ん（P））is　not　maxima1｝・

　　A　coherent　subsheaf　E　of　eM　is　said　to　be　integrable　（or　involutive）

p　of　M，

（1．2）

holds　（where　［

Remark　1．3
to　his

［Ep，　Ep］　C　Ep

，　］　denotes　the　Lie　bracket　of　smooth　vector　fields）．

　　　　　definition
　　　　　　　　　　　　　’

If　we　consider　only　‘reduced’　case　（for　the

two　definitions　are　equivalent．

if　for　any　point

This　de丘ni七ion　is　a　little　different　from　the　one　by　T．Suwa．　According

E　is　integrable　if　and　only　if　（1．2）　holds　for　any　point　p　of　M　一一　S（E）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　definition，　see　definition（1．5）　below），　the

　　We　define　the　rank　（we　sometimes　call　it　dimension）　of　E　to　be　the　rank　of　locally

free　sheaf　E　I　Mnts（E），　and　denote　it　rankE．　Using　the　notation　in　（1．1），　we　can　rewrite

it　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　rankE一二鋳・ank（ん（P））・

　　Next　we　give　the　definition　of　a　singular　foliation　on　M　in　terms　of　vector　fields．

Later，　we　will　introduce　it　again　from　another　viewpoint．

Definition　1．4　A　（complex　analytic）　singular

herent　subsheaf　E　of　eM．

foliation　on　M　is　an　integTable　co一

3
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It　is　clear　that　a　singular　foliation　E　induces　a　non－singular　foliation　on　M　一一　S（E）．

Definition　1．5 1ンet五フδeαcoherent　subsheαf　o／OM．　レVe　say　tんα彦Eis　reducedザ

v∈「（σ，OMい1σ一s（E）∈r（u－s（E），　E） ＝＝〉　vE　r（U，　E）

Definition　1．10

reduced　if

Let　F（⊂ΩM）beαcoherent　subsheαf　OノΩハ4．レVe　say　that　F　is

ca，　E　r（U，　S）M），　Lolud，（．）　E　r（U　一　S（F），　F）

holds／bγ・every　Opeγ乙set　ひ飢M，

＝〉　Lv　E　r（U，　F）

ん01｛i3ノ「（）7、　e？ノery　Ol）en　5et　σ　inノ匠． In　the　following　we　discuss　the　relation　between　the　two　definitions，　（1．4）　and　（1．9）．

　　By　the　preceding　two　definitions，　we　can　consider　“reduced　foliations”　in　natural

sense，　i．e．，　a　reduced　foliation　on　A（1　is　a　coherent　subsheaf　of　eM　which　is　integrable

and　reduced．

Remark　1．6 We　can　check　the　following　facts　about　reduced　foliations：

（i）　lf　a　singular　foliation　E　is　locally　free，

Eis　reduced　e　codimS（E）22．

（ii）　Let　E　be　a　reduced　coherent　subsheaf　of　eM．　Then　E　is　integrable　if　（1．2）　holds

　　　for　every　point　p　G　M　一一一　S（E）．

　　Next，　as　stated　above，　let　us　represent　singular　foliations　in　terms　of　holomorphic

1－forms．　However，　it　is　not　so　diflicult　to　rewrite　it　from　the　viewpoint　of　its　“dual”．

Definition　1．7 Let　F　be　a　coheTent　subsheaf　of　SH2M．　Then　we　set

S（F）＝｛P∈Ml（ΩM／Fいπ・t（OM）グfree｝，

and　call　it　the　singular　set　of　F．

of　F．

Definition　1．8

when

Each　point　in　S（F）　is　often　called　a　singular　point

肋ん・r・η蜘δ・ん・af　F・f　StM　is　・αid　t・　be　integ・able　（・r　inv・1utiveノ

鴫⊂Ωρ〈Fp

ん・lds　for・鞠P・吻∈M－S（F）．　M・r・…崩e燃・fF　i、　d，fin，d励ε6んe　Tαπん

of　the　locally　free　sheaf　F　IM．s（F），　and　denoted　rankF．

De且niti・n　1・9　A（・・mplex　analytic）singular　f・liati・n・n　M　is　an吻rabl，　c。一

んerent・subsんeα∫F・ゾΩM．

Definition　1．11 For　singular　foliations　E　c　eM　and　F　C　stM，　we　set

Ea　＝　｛w　E　stM　1　〈v，　cv＞　＝O　for　all　v　E　E｝　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　Fa　＝　｛v　E　（E）M　1　〈v，　tu＞　＝O　for　all　w　E　F｝　，

where　〈，　〉　denotes　the　natural　pairing　between　a　vector　field　and　a　1－form．　Then

Ea（c　stM）　and　Fa（c　OM）　define　reduced　singular　foliations　on　M．　171／e　call　Ea　（resp．

Fαノtんeannihilator　o／E　rre8」ρ．」Fノ，

Remark　1．12 Note　that　S（Ea）　c　S（E）　and　S（Fa）　c　S（F）　hold．

Definition　1．13　When　E　C　eM　（resp．　F　c　stM？　is　a　singular　foliation　on　M，

（Ea）“　（resp．　（Fa）a？　is　called　the　reduction　of　E　（resp・　F？・

　　If　we　use　the　notations　given　in　（1．11）　and　（1．13），　a　singular　foliation　E　C　eM

（resp．　F　C　stM）　is　reduced　if　and　only　if　（Ea）a　＝　E　（resp．　（F“）a　＝　F）．　ln　this　way

we　can　make　any　singular　foliation　reduced　by　taking　its　reduction．　lf　we　consider

only　reduced　foliations，　then　the　two　definitions　of　singular　foliation　stated　above　are

equivalent，　and　in　this　occasion，　moreover，　there　is　no　difference　between　the　singular

set　in　terms　of　vecter　fields　and　that　in　terms　of　1－forms．

2 The　tangency　lemma　for　singular　foliations

　　　In　this　section，　we　recall　some　basic　properties　of　the　singular　set　of　a　singular

foliation，　and　summarize　the　“tangency　lemma”　which　have　been　studied　by　P．Baum，

D．Cerveau，　T．Suwa　and，　for　the　real　caseりby　T．Nagano，　P．Stefan，　H．Sussmann，　and　so

on．　ln　the　preceding　section　we　defined　singular　foliations　from　two　different　aspects，

and　observed　the　relations　between　the　two　definitions．　We　have　checked　that　they

produce　“almost”　the　same　results，　so　we　often　express　singular　foliations　only　in　terms

of　vector　fields．　Hereafter，　we　assume　E（C　eM）　to　be　a　singular　foliation　on　a　complex

manifold　M　and　set　r　＝　rankE．

4
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　　Definition　2．1　For　each　point　p　in　M，　we　set

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E（p）　＝　｛v（p）　lv　E　E，｝，

Definition　2．2　For　an　integer　k　with　O　．〈一　k　S　r，　we　set

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　L（k）　＝　｛p　EM　1　dimc　E（p．）　＝　k｝，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　s（k）　＝　｛p　EM　1　dimc　E（p）　S　k｝，

αnd　S・t　L（一1）一3（一1）一のfor一・融ce．α，α吻ω，　hαV8

　　　　　　　　　　　　　　　　　　五（k）一3（鳶L3（k・・），　3（k）一6五（り

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝o

　for　k＝　O，　1，　2，．．．，r．

？ropos．itigp．　？・3一　．　S（k）　is　an　analytic　set　and　L（k）　is　a　locally　analytic　set　for　every

integer　k　with　O　一く　k　．〈一　r．

PrO．O．f一　lnf　．W．　e　USe　the　notation　in　（1・1），　S（k）　is　locally　expressed　on　a　small　open　set　U

in　M　as　follows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S（k）　nU＝　｛i　E　U　1　rank（fi，・（z））　：E｛　k｝　・

All　fi」’　are　hg．lomorphic　on　U，　so　S（k）　is　analytic．　And　besides，　we　come　to　the　conclu－

piou　thQt－L（k）．（一一一　S（k）　一　S（k－i））　is　locally　analytic　because　s（k）　is　analytic　’ rh’d1 R’（一kV：1）

is　closed　in　M．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q．E．D．

By　the　proposition　stated　above，　we　get　the　natural　filtration　which　consists　of

analytic　sets：

　　　　　　　　　　　　　S（r）　）　s（r－i）　）　s（r－2）　）　．．．．．．　）　s（i）　）　s（o）　）　s（一i）．

（2・4）　　口　ll　　　　　　　目
　　　　　　　　　　　　　M　　S（E）　　　　　　　　　　　　　の

謙響（3：5撒E牒LEMMA）蜘εα繭・繍ん・≦k．≦ra吻α

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E（p）　c　C，　s（k），

ωん・r・0・3（k）伽t・8オん・鞠・nt・・n・げ5㈹卿．

Remark　2．6　Theorem（2．5）　was　proved　by　P．Baum　underthe　hypotheses　that　E

黶Ds　red．uced，　k　＝堰@r　一一．　1　．and　p　is－a．　non－singulaT　point　of　S（k）　（＝　S（T一’）　＝　S（E））　（see　［B］）．

For　the　case　of　real　singu！ar　foliations，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　see　［N］，　［Ss］　and　［St］．

　　This　theorem　is　drawn　as　a　corollary　of　a　theorem　by　D．Cerveau　（［C］）．　ln　this　paper，

let　us　indicate　that　we　can　get　a　stronger　result　than　（2．5）　when　E　is　reduced．

Proposition　2．7　（（STRONG）　TANGENCY　LEMMA）　S’uppose　E（C　（9）M）　is　red2Lced

and　p　i・　a　p・int・ゾM・五伽δ・α　germ　in　E，αnd　1・彦｛（tpt＝exp・tv｝6・tんe　1・・α1

1－param・t・’r　gr・up・f　trαn吻mα伽3掘u・・d　by　v．　F・rα〃オ3π伽e吻・1・se　t・0，

we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9t）＊　Ep　＝　Eept（p），

ωんere（9∂．伽・tes　tんe　differential　mαP・卿，．

　　The　following　proof　of　this　proposition　is　due　to　T．　Suwa．　We　first　prepare　two　lem－

mas　in　advance．　The　first　one　is　a　property　which　is　easily　drawn　from　the　integrability

of　E．

Lemma　2．8　五eオ面eα　germ　in　Ep　and　let　Lv　denote　tんe五ie　dε吻α伽ε（ゾv．　Tんen

weんα”e

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　五v（瑞）⊂」ろ，

ωんeTε臼5オんeαnnihilat・r・f　E．

Proof，　Take　a　germ　w　in　Ep．　For　any　germ　zL　in　Ep，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈u，　Lvcv＞　＝＝　v　（〈u，co＞）　一一　〈　［v7　u］7　co＞．

We　have　〈u，　w＞　＝　O　and　〈　［v，　ze］，　w＞　＝　O，　since　［v，　u］　E　Ep　．　Hence　〈u，　L．co＞　＝　O　for　any

uE　Ep　，　and　this　implies　L．w　E　Epa　＝　Fp．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q．E．D．

正emma　2・9　SupP・5e　tんαt　E，　F，　v　and　｛9t｝α・εα3α6・v・・F・r　any　9・rm漁Ep

and　any　germ　in　w　in　Fp，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　O

　　　　　　　　　　　　　　　5，7　〈　（（，ot）・姻（9・（P））〉一〈（（Pt）・u，五・ω（卿））〉・
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Pr№盾煤E，　Choose　a．coo．rdinate　neighborhood　U　with　coordinates　（zi，　z2，　．　．　．　，　z．）　about　p

sych　that　v，　u　and　cx7　have　representatives　on　u　and　that　E　and　）7　have　firiit6’number‘s

of　．ge．nerators　on　U・　Considering　only　for　t　sufliciently　close　to　O，　we　may　assume　th’
∴黶o

卿）・tay・inひ・N・w　we　w・ite　expli・itly。nひa，

　　　　　　　　　　　一書ル）£…一書暢andω一書購，

whe「e五，9i　andんi　a・e　h・1・m・・phi・functi・ns・nσ・M・・e・ver，　we・e嘱ちz）一

9ε・卿）and　9（ちz）一（9・（ちの，．．．，P。（ちの）．Then　we　have

（2・10） @〈（卿，ω瞬））〉一轟姻∂警）んゴ（曽（t・z））

and

（2・11）　　　∂弩；，之）一榊z））

fo凵@all　．i　in　g　small　neighborhood　around　p．　Differentialing　（2，10）　with　respect　to　t　and

using　（2．11），　we　obtain

　　　　　O

　　　　房〈＠∂岬（（Pt（之））〉

　　　　　　　一歩9‘（z）∂2講g）んゴ（9（オ，の）＋誰、9ビ（z）∂讐の∂んゴ募，の）∂讐，の

　　　　　　　一誰、9i（z）∂警）｛1砦（9（ちZ）Mちz））＋即ちz））lll（曽（ちz））｝

　　　　　　　＝＝　〈（gt）＊u，　L．cv　（gt（z））〉．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q．E．D．

P「oof・f（2・ひWe　take　a・…dinate　neighb・rh・・dσwith　c…dinates（x、，z2，＿，zn）

about　p　such　that　v　has　a　representative　on　u　and　that　E　and　，F’　have　fin－iLe－fium6e’r’g

of　generators　on　U．　ln　order　to　prove　this　proposition，　it　suffices　to　show　that

（2・12）　（9t）．　Ep　C　Ept（p）

畿潔薦舗s臨1二，i諮le　we　have（2・12），　then（曽Z1隔）一

8

　　Now　we　take　two　sections　u　E　r（U，　E）　and　w　E　r（U，　F）　arbitrarily．　Using　（2．9）

repeatedly，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　∂肌

　　　　　　　　　　　　　　　　　∂オ肌〈（9∂・襯（（tP・（P））〉，一。＝〈u，とψω＞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m－times

for　all　non－negative　integer　m，　and　the　right－hand　side　of　this　equation　is　equal　to　zero

by　（2．8）．　So　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈　（9t）＊U，　W　（9t（P））　〉　＝　O

for　all　t　sufficiently　close　to　O．　This　implies

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（c，Pt）・u∈囎，（，）＝E卿），

hence　we　have　（2．12）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q．E．D．

　　Now　let　us　look　back　at　the　tangency　lemma　（2．5）．　Take　a　germ　v　E　Ep　and　set

pt　＝　exp　tv．　Suppose　gt（p）　¢　S（k）　for　some　t．　Then　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dim　E（p）　S　k　〈　dim　E（gt（p）），

which　contradicts　proposition　（2．7）．　So　we　have　gt（p）　E　S（k）　for　all　t　sufficiently　close

to　O．　Hence
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ）一｝終油1－P

is　in　the　tangent　cone　Cp　S（k）　of　S（k）　at　p．

　　Thus，　in　the　case　that　E　is　reduced，　theorem（2．5）　is　easily　proved　as　a　corollary　of

（2．7）．

3　Existence　of　the　integral　submanifolds

　　Let　E　be　a　singular　foliation　of　rank　r　on　M．　ln　Sl，　we　recalled　that　E　induces　a

non－singular　foliation　on　M　一　S（E）．　Thus　if　a　point　p　E　M　does　not　belong　to　S（E），

it　is　clear　that　there　exists　an　integral　submanifold　（of　dimension　r）　passing　through　p．

The　main　purpose　in　this　section　is　to　prove　that　there　also　exist　integral　submanifolds

on　the　singular　set　S（E），　whose　dimensions　are　lower　than　r．

　　Since　the　singular　set　S（E）　is　not　a　smooth　submanifold　of　M　in　general，　we　have

to　take　a　stratification　of　S（E）．　However　we　must　be　careful　in　the　choice　of　the

stratification，　because　if　we　take　a　stratification　too　much　fine，　then　the　space　E（p）

9



一＝V一　N

is　not　always　contained　in　the　tangent　space　of　the　stratum　at　p．　We　adopt　here

the　famous　method　of　natural　Whitney　stratification　which　is　due　to　H．Whitney．　We

introduce　just　the　essence　below．　（For　details，　see　［W］．）

　　Let　A　be　an　analytic　set．　We　denote　by　Sing（A）　the　singular　set　of　A　and　denote

by　Reg（A）　the　set　of　regular　（i．e．，　non－singular）　points　of　A．　Moreover　we　set

　　　　　　　　　　　　　　£（A）　＝　Sing（A）　U　｛p　E　Reg（A）　1　dim，　A〈　dim　A｝，

where　dimp　A　denotes　the　dimension　of　A　at　each　point　p　EReg（A）．　For　two　manifolds

X　and　Y，　we　define　a　subset　B（X，　Y）　of　X　by

B（X，　Y）　＝＝　｛p　E　X　1　Y　is　not　Whitney　regular　over　X　at　p｝　．

Also　for　two　analytic　sets　A　and　A’　we　set

（3．1）　VV（A，　A’）　＝　£（A）　U　B（A一£（A），　A’一Z（At））．

W（A，Aノ）is　a　analytic　subset　of　A　whose　dimension　is　lower　than　dim　A．

Using　the　notation　stated　above，　for　an　analytic　subset　A　we　define　a　family　of

analytic　subsets　｛IltA｝id一一〇，i，2，．．．　（inductively）　as　follows：

（3．2）

　　HO／4＝A

　　niA　＝　£（A）

For　each　integer　i　with　i　〉一一　2，

n・A－C1
s夏野i一・A，　H・A－Hゴ＋・A）），

where　CIA（　）　denotes　the　closure　in　A．　Note　that　niA　＝＝　¢　for　sufliciently　large　i．

Thus　we　have　a　sequence　of　analytic　subsets　of　A：

　　　　　　　　　　HOA　）　lliA　）　n2A　）　・・・…　）　niA　）　nl＋iA　）　・・・…　）　e．

（3・3）　　　　　　　口　　　　　ll

　　　　　　　　　　　A　£（A）

Then　we　set

（3．4）　A＝＝　｛fiiA－lli＋iA（1　¢）　l　i＝O，　1，　2，　…｝．

By　the　construction　of　HiA，　A　is　a　Whitney　stratification　of　A．　This　stratification　is

called　the　natural　Whitney　stratification　of　A．　Note　that　each　stratum　of　A　is　not

always　connected，　but　if　X　and　Y　are　connected　components　of　a　stratum　niA　一一　ni＋iA

then　dim　X　＝　dim　Y，

　　Now　let　us　prepare　a　lemma　which　plays　an　important　role　in　the　proof　of　the

existence　of　integral　submanifolds．

Lemma　3・5　Let　E（⊂OM）be　a　singular／bliation　on　a　complεx　mα吻foldルfαnd　S

6・αn　analyti・　s2Lb・・t・f　M・SUPP…tんα昭（P）⊂0，3ん・ld・for・鞠卿ゆ∈3

（Cp　S　denotes　the　tangent　cone　of　S　at　p，　same　notation　as　in　g2？．　Let　S　be　the

π伽α1陥卿蜘姫・α伽・ゾ5・Th・nω・んav・　E（P）⊂乃X伽・v・ry．P・i吻∈3
where　X（E　S）　is　the　stratum　containing　p．

Proof．　lt　is　suMcient　to　show　that

（3．6） E（p）　c　C，　nzs （for　Vp　E　nis）

holds　for　every　non－negative　integer　i．　Suppose　we　have　already　showed　（3．6）．　For

any　point　p　E　S，　take　the　stratum　X　E　S　passing　through　p．　By　the　definition　of　the

natural　Whitney　stratification，　X　can　be　expressed　as

X　＝　HiS－ni＋is

for　some　integer　i．　p　belongs　to　niS一　nZ＋iS　and　the　singular　points　of　ni　S　are

contained　in　fii＋iS，　hence　p　is　a　non－singular　point　of　niS．　Then，　by　（3．6），　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E（p）　c　C，ntS　＝　T，　IltS　＝　T，X，

which　completes　the　proof．

　　In　the　following　let　us　show　（3．6）　by　the　induction　for　i　under　the　assumption　of

lemma　（3．5）．　ln　the　case　of　i　一一一一　O，　（3．6）　is　nothing　but　the　assumption　of　Lemma　（3．5）．

Suppose　（3．6）　holds　for　every　integer　i　with　O　fE｛　i　〈一一　1　and　take　a　point　p　E　ni＋iS

arbitrarily．　Our　purpose　is　to　show　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E（p）　c　C，　fi‘＋is．

In　order　to　do　this，　it　is　enough　to　prove　that

（3・7）　v（p）EC，　fii“iS
holds　for　any　vector　field　germ　v　in　the　stalk　of　E　at　p．　lf　v（p）　：　O　then　（3．7）　is　clearly

fulfilled，　so　let　us　consider　the　case　of　v（p）　＃　O．　Take　a　coordinate　neighborhood　U　of
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p　with　coordinates　（．7．i，　z2，　．．．，　z．）　on　U　such　that　p　＝＝　（O，　O，　．．．，　O）．　Since　v（p）　1　O，

we　may　assume　that　the　expression　of　v　using　the　local　coordinates　（A7．i，　i2，．．．，　zn）　is

given　by

（3．s）　v＝　61．lr・
Next，　for　each　point　q　E　U　we　set

五（9）ニ・｛q’∈σIZk（q’）ニ・Zk一（q）（for　kニ・2，3，．．．，γの｝．

It　may　be　assumed　that　U　has　been　chosen　such　that　all　L（q）　are　connected．　Note

that　L（q）　is　the　integral　curve　of　v　＝＝　si．lr　passing　through　g．　Furthermore，　we　set

D　＝　｛z　EUI　z，　＝O｝，

and　let　7r　：　U　．　D　be　the　natural　projection　from　U　onto　D　（i．e．　7r（zi，　i2，　．・　．，　zn）　＝

（0，　Z2，　…　，　Zn））・

　　Our　purpose　was　to　prove　（3．7）　under　the　inductive　assumptions．　However，　in　fact，

it　suMces　to　show　the　following　claim：

（3．9） L（q）　A　ntS　74　¢　＝〉　L（g）　c　lltS holds　for　i　＝　O，　1，．．．，　1．

If　we　assume　that　（3．9）　is　true，　then　for　any　point　y　E　IliS　we　have　y　E　L（y）　n　niS，

so　（3．9）　assures　L（y）　C　fit　S．　This　implies　that　the　structures　of　HiS　n　U　are　trivial

along　the　zi－axis．　To　be　more　precise，　there　exist　analytic　subsets　Ai　of　D　such　that

7r’i iAZ）　＝　lliS　n　U　（in　fact　Ai　coincide　with　lliS　n　D）．　On　the　other　hand，　the

way　of　construction　of　H2　S　given　in　（3．2）　tells　us　that　the　local　structure　of　ni＋iS　is

determined　using　only　the　local　structures　of　［［iS　for　i　一一一　O，　1，．．．，1．　Therefore　the

structure　of　rri＋iS　fi　U　is　also　trivial　along　the　zi－axis，　i．e．，　there　exists　an　analytic

subset　Ai＋i　of　D　such　that　x’i（Ai＋i）　＝　fii＋iSn　U．　Taking　（3．8）　into　consideration，

we　obtain（3．7），　thus七he　induction　is　completed．

　　From　the　preceding　argument，　all　we　have　to　do　is　to　show　（3．9）　under　the　inductive

assumptions．　We　set

L＋　＝　L（q）　n　n‘S， 五一：＝五（9）一H霊3．

Note　that　L（g）　is　the　disjoint　union　L＋　and　L一．　The　inductive　assumption　implies

that　the　vector　field　v　is　logarithmic　for　（ni　S，　q），　so　the　flow　generated　by　v　preserves

（lltS，　g）　（see，　for　example，　［BR］　S　l）．　This　fact　tells　us　that　L＋　is　open　in　L（g）．　On

the　other　hand，　L一　is　also　open　in　L（q）　since　niS　is　a　closed　set　of　M．　Then　either
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L＋　or　L’　must　be　empty　by　the　connectedness　of　L（q）．　ln　other　words　if　L＋　is　not

empty　then五一is　empty，　and　this　is　clearly　equivalent　to（3．9）．

The　following　corollary　is　an　immediate　consequence　from　（2．5）　and　（3．5）．

Q．ED．

C・r・llary　3・10五・t　E（⊂OM）δ・α蜘ulαr　f・liαti・n・加nk　r・n　a・・m蜘m傭一

鰯M・五・tkb・伽吻・・ω励0≦k≦r　and　5（k）オん・παオ祝・α1陥勘・tratii17cati。n

・∫5㈲・Th・n　for　any　stratum　X∈5（k）αnd・α伽伽t　p∈Xω・んα・d（P）⊂寧．

Now　let　us　prove　the　main　theorem　in　this　section．

Theorem　3．11　（ExlSTENCE　OF　INTEGRAL　SUBMANIFOLDS）　There　exist　integral

・ubmαnif・ld・　（wh・・e伽・n・i・η5α・・1・ω・r・thαnりα1…nS（E）．　T・6・m・r・precise，

tん・r・i・α加吻乙・f…bmαnif・ld・・f　M・…h　th・at　M＝UL∈乙五歪5α爾・編翻・n

αnd　tんat　any五∈・，C　and　P∈五，ω・んav・E（p）ニろ五。

　　Proof：　For　each　point　p∈ルf，　take　the　unique　integer　k　such　that　p∈五㈲（＝

S（k）　．　s（k－i））．　Let　5（k）be　the　natural　Whitney　strati丘cation　of　S（k）and　X∈5（k）　the

stratum　containing　p．　Since　3（k－1）is　closed　in」M，　X－S（k－1）has　the　structure　of　a

complex　manifold．　Corollary（3．10）implies　that」Ei7　induces　a　non。singular　foliation　on

X－S（k－1）（whose　rank　must　be　k）．　Therefore　there　exists　a　family乙x　which　consists

・f　k－dimen・i・nal　c・mplex・ubmanif・lds・f　X－S（k｝1）su・h　that　X－S（k－1）＝U乙∈乙x五

is　a　disjoint　union　and　that　any五∈Lx　and　q∈五，　we　have　E（9）＝TqL．　Then　it　is

obvious七hat
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　L＝u　u　Lx

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝O　　X∈5（k）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　X－5（k－1）＝の

is　the　family　of　submanifolds　of　M　which　satis丘es　the　conditions　in　the　theorem．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q．E．D．

　　Each　element五in∠：is　called　a　le（ザof　E．

4 The　local　analytical　triviality　along　the　leaves

　　　In　this　section　all　the　foliations　we　consider　are　assumed　to　be　reduced．　ln　the

preceding　section　we　proved　the　existence　of　the　leaves　for　a　singular　foliation　E　on

M．　The　following　theorem　says　that　the　structure　of　a　singular　foliation　E　is　locally

analytically　trivial　along　the　leaf　containing　each　point　p　in　M．
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Theorem　4．1　（LocAL　ANALyTlcAL　”］7RlvlALITy）　Let　E（C　（E）M）　be　a　reduced　fo－

liation　of　rank　r　on　a　complex　manifold　M．　Let　k　be　an　integer　with　O　S　k　S　r　and

pap・int　・n五㈲（＝　S（k）一3圃）・Tん・漁・r・　・xi・t　a吻励ん・・dD　・f　O　in　C・一k，

α蜘ぬゆ1繍・n・E’・nD　with．E’（0）＝｛0｝，α　neigん6・rん・・d　Up・ノP　in　Mα・Ld　a

szLbmersion　r：　Up　．　D　with　T（p）　＝O　szLch　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　El　up　．　（r＊（Eta　））a　．

　　Proof．　Take　a　coordinate　neighborhood　U　of　p　with　coordinates　（ui，　u2，　．．．，　zL．）

on　U　such　that　p　＝　（O，　O，　．．．，　O）．　We　denote　by　Lg　the　leaf　of　E　containing　each　point

q　E　U　（the　existence　of　the　leaf　has　been　proved　in　the　preceding　section）．　p　E　L（k）

implies　dimc　E（p）　＝　k，　so　Lp　is　a　k－dimensional　complex　submanifold　of　M．　Retaking

the　coordinates　（zei，　．．．，　zt．），　we　may　assume

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Lp　A　U＝　｛zLk＋i　＝…　＝　u．　＝　O｝．

Moreover，　since　S（k’i）　is　a　closed　subset　of　M　and　L（k）　＝　S（k）　一　S（k－i）　，　we　may　also

assume　that　U　n　S（k－i）　＝　¢．

　　At　first，　we　take　holomorphic　vector　fields　tyi，　．．．，　7k　on　U　which　satisfy　the　fol－

lowing　two　properties：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0

（4．2）　（i）　7t＝5ir．．　on　Lp　fi　U，　（i　一一　1，　2，　．．．，　k）

　　　　　　　　　　　（ii）　7i　（g）　E　E（g）　for　all　g　E　U．

Using　these　vector　fields　7i，　．　．　．　，　7k　，　we　define　a　holomorphic　vector　field　V．　on　U　for

each　x＝　（xi，　．．．，　xk，　O，　．．．，　O）　E　Lp　n　（7　as　follows：

（4．3）　V．　＝X1　7i　十X272　十…　　十　Xk7k・

Let　｛g．，t　＝　exp　tV．｝　be　the　local　1－parameter　group　of　transformations　induced　by

Vx．　For　e＞O　we　set

　　　　　　　　　　　U（e）　＝　｛（z‘i，　…　，　un）　E　U　1　lttil　〈e　（i　＝　1，　2，　．．．，　n）　｝，

　　　　　　　　　　　五（。）＝五，∩σ（。）・

Choosing　e　〉　O　suMciently　small，　we　may　assume　that　g．，t（g）　stays　in　U　for　any

x∈五（ε），g∈σ（ε）and　t∈Cwith旨く2．　Moreover　we　se七

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　thx　＝　9x，1　・

一

i
－
i
一
　
〔
巳
閣
一

，

ー
ー
ー
ー
　
　

一
且

The　way　of　choice　of　e　teils　us　that　th．　（U（．））　C　U　for　any　x　E　L（．）　，　thus　we　obtain　a

family　of　holomorphic　maps　｛thx　：　U（e）　．　U｝xEL（，）・　We　set

　　　　　　　　　　　　　　D＝　｛（zLb　．．．，　u．）EUI　ui　＝　u2　＝…＝　uk　＝O｝，

then　（4．2）　and　（4．3）　assures　that　th．　satisfies　the　following　three　properties：

（4．4）　for　any　x　E　L（．），　zb．（p）＝x，

（4．5）　for　any　q　E　U（．），　2Qp（g）＝q，

（4．6）　for　any　x　E　L（，）　and　q　E　U（，），　thx（g）　E　Lq・

　　Let　h：　L（．）　×D．U　be　a　map　defined　by　h（x，y）　＝　th．（y）　for　x　E　L（．）　and　y　E　D．

By　the　de飾ition　ofψ鐙（y），んis　holomorphic．　Moreover，　if　we　coIlsider（u1，．．．，uk）

and　（uk＋i，　．．．，　un）　as　coordinates　on　L（．）　and　D　respectively，　h　can　be　expressed

explicitly　as

　　　　ん（（U1，…　，Uk），（Uk＋1，…，Un））＝（f1（Ul，＿，Un），．．．，fn（tt1，．．．，zen）），

where　fi（zLi，　．．．，　u．）　are　holomorphic　functions．　Then　（4．4）　implies

　　　　　　　　　　　　　ん（（u1，．．．，Uk），（0，＿，0））＝（2t　1，＿，t妬，0，＿，0），

in　other　words，

（4・7）　fi（zLi7　…，　uk，　O，　‘・・，　O）　＝　（　8i　（k　Sl　1’〈一ti　，一くt　sk）．）．

Similarly　（4．5）　implies

　　　　　　　　　　　h　（（O，　…　，　O），　（ZLk＋1，　…　，　Un））　＝　（O，　…　，　O，　Uk＋1，　…　，　Un），

in　other　words，

（4・s）　fi（o，’・’，O，”k＋i，’”，”n）　＝　（　2，　（kSii〈’si　，〈：　sk）．）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Of‘
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（O）　＝　6，」　，　so　we　have（4．7）　and　（4．8）　tell　us
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂uフ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　det（ee／．fi，iiiili”．）（O））一i（740）・
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Hence，　if　we　take　6　〉　O　sufficiently　small　and　set　U，　＝＝　h（L（．）　×D）　then　h　：　L（．）　×D　．

σ・i・abih・1・m・・phic　map・We　de且ne　new　c・・rdinate・（z、，＿，zn）・叫as　f・11・ws，

for　any　q　E　Up， ろ（9）一
g；：：1二ll；； （1　一く一　iS　k）

（k＋1Si　一く一　n）

where　pr2　denotes　the　projection　to　the　7’一th　component．　ln　other　words，

f・・any鞠and　y∈・，　Zt（ん（・・，y））一｛瑠（ん旱綴！）．

Clearly　we　have

　　　　　　　　　　U　ψτ（シ）　＝　　　u　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん（x，y）

（4．9）　　　　x∈乙（‘）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　xEL（e）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　｛q　E　Up　1　zi　（g）　＝　z，　（y）　（　for　i＝　k＋　1，　．．．，　n）｝．

On　the　other　hand，　it　follows　from　（4．6）　that

（4．10）　．，li！（．）　Zbx（Y）CLy’

From　（4．9）　and　（4．10）　we　have

（4・11）　Si，II（y），　zS．s（y），…，　zSi．lzl（y）　E　E（y）・

　　Next　let　us　construct　the　submersion　r　：　Up　．　D　and　the　singular　foliation　E’

on　D．　We　identify　D　with　a　neighborhood　VV　of　O　in　C”’k　＝　｛（wk＋i，　．．．，　w．）｝，　and

set　7r　＝　pr20h－i．　Note　that，　by　the　definition　of　（zi，．．．，　z．），　7r　is　represented　us－

ing　the　coordinates　（zi，．．．，　z．）　on　Up　and　（wk＋i，　．．．，　wn）　on　D　as　7r（zi，…，　zn）　＝＝

（zk＋i，　．．．，　zn）．　lt　is　clear　that　r　is　a　holomorphic　submersion　from　Up　onto　D．　Fur－

the・m・・e，　let　7r・・TU・　一一一　TD　den・te七he　pu・h・f・・wa・d・f　the　vect・・丘eld・f・・mσ，

to　D．　Then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　繍一レ恩）．

Using　7r．　we　define　the　coherent　subsheaf　E’　c　eD　by　（E’），　＝　7r．（Ey）　for　each　point

y　E　D．　Then　we　have　E’（p）　＝　｛O｝　since　E（p）　is　generated　by　s9．r，　…，　Ei．？；　・

In　or．der　tg　c．omplete．　．thg　proof，　we　muFt　show　that　E’　is　integrable　and　（T’（E’a））a　．．

Elu，　．　Let　｛vl，　．．．，　vg｝　be　a　system　of　local　vector　fields　on　D　which　g’enerateg　E’，

and　set
（4・12）　vS　＝　，t2；．1，a」t（zvk＋i，　…，　wn）bi．｝；　（1　S　i’　．〈　s），

where　each　a’，　is　a　holomorphic　function　on　D．　By　the　definition　of　E’　and　（4．11），

it　tums　out　that，　for　any　y　＝　（O，．．．，O，　yk＋i，．．．，y．）　E　D，　E（y）　is　spanned　by

following　k十s　vectors：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ej？，T（Y）・　Zi？，5（Y），’”，　ZS．　（Y），

（4．i3）　D’　＝　，t，llil＋ll，a’t（yk＋i，…，3tn）zil．1；（y），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・s一、皇、α㌔（隔…・Yn）£蛋ω・

On　the　other　hand，　for　any　x　＝　（xi，　．．．，　xk，　O，　．．．，　O）　E　L（，）　we　have

　　　　　　　　　　　　　thx（ll，　…　，　Zn）　＝　（Zl　＋　Xl，　…　，　Zk　＋　Xk7　Zk＋1，　…　，　Zn））

which　implies

（4・14）　（ψ・）・（£づω）一山‘（蜘）（1≦乞≦n）

for　any　y　E　D．　Moreover，　proposition　（2．7）　says　that　there　exists　e　〉　O　such　that

（4・15）　（thx）＊　（E（y））　＝＝　E（th．（y））

holds　for　any　x∈五（ε）and　any　y∈1）．　Then　it　follows　from（4ユ3），（4．14）and（4ユ5）

that　the　space　E（th．（y））　is　spanned　by　following　k十s　vectors：

　　　　　　　　　　　　　　　　農、（thx（Y）），∂12（ψ・・（y）），…，∂1鳶（蜘），

（4．i6）　（thx）“（bi）　＝　，．t／II＋1，“it（yk＋i，…，yn）zii，1；（th．（y）），

　　　　　　　　　　　　　　　　麟）一、皇、α㌔（Yk＋・，…，Yn）£蜘））・

16 17

剛議盤灘繊難雛繊難織難翻灘鎌難i門門　響騨轡轡1鱗難轡懸灘織灘難難懸難難難灘灘灘灘ew’sst＄fiec’sg”｝”7’x”騨



同

一一一一一一一・一・一

This　means　that　for　every　point　g∈Up　a　system　of　generators　of　the　space　E（g）is

given　by（4・16），　therefore　Elup　is　generated　by　the　fbllowing　k十3vector　fields：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂　　∂　　　　∂

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂211，∂212，の●．，∂Zk，

（4．17）　　v・一論、α1編・…，Zn）£・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　三

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Vs一ぜ皇、α3緬・，…，z・）£ゼ

（4・12）and（4・17）tell　us　that　if五フ’is　not　integrable　then五フ1乙rp　is　not　integrable　either，

hence　E，　is　integrable．　Similarly，　it　turns　out　that　E’is　reduced　from（4．12），（4．17）

and　the　reducedness　of　E．

N・wall　we　have　t・d・t…mplete　the　p…fi・t・sh・w　that　Elu．一（π＊（E’α））α・We

can　easily　check　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ

（4．18）（E’）・一ω’一lii　bi（Wk＋、，…，ω．）　dWt‘盈、αゴibi≡0＿（＊）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t＝k＋1　　　　　（for　1　S　V7’　〈一s）

By　the　definition　ofπand　the　coordinates（X17　・・．i　ln），π掌（dωi）＝dzi　fbr　all　i　with

k十1≦i≦η，hence　we　have

綱一｛　　　　　　　　　nr“　（wt）　＝　2）　bt（zh＋b　…7　zn　　　　　　　i＝k十1）　dzi　1　（bk＋・，…，bn）Sati・丘es（＊）｝・

In　order　to　calculate（π＊（（E’）α））α，let　us　consider　the　condition　for　a　holomorphic

vector丘eldξon　Up　to　belong　to（r“　（（Et）α））α・We　setξ・＝Σ』cl（z1，…，zn）諾

where　cl　are　hoIomorphic　functions　on　Up．Then　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ

（4．19）ξ∈（T＊（（E’）・））α⇔itk＋、bl（Zk＋・，…，z・）Cl（z・，…，Zn）…O

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　fbr　any　（bk＋1，・．．，δ冗）　satisfying（＊）．

：Let

（4．20）・，（z、，＿，Zn）一　Σ　ん1α1，…・α・）（Zk＋、，．．．，Zn）z、α・…Zkαk

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（α1，＿，α鳶）≧（0，＿，0）

be　the・e・ie・expan・i・n・f　c～wi七h・espect　t・z、，＿，　zk（a11ん1α1，…，α・）a・e　h・1・m・・phic

functions　of之ん＋1，．．．，zn）．　Subs七圭tuting（4．20）to（4．19），

　　　　　　　　　　　　　　　　　画紘）（轟6」ん曾→z……Zk・・k≡・，
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thus　we　have
　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ
（4・21）　　Σδz（・k＋、，＿，・。）ん1α1，…，αk）（・k＋、，．．．，Zn）≡O

　　　　　　　　　　　　　　　　l＝k十1

f・・eve・y（α・，…，αた）≧（0，…，0）・F・・ea・h（α1，．．．，ακ）w・define　a　h・1・m・，phi，

vector　fieldξ（α1，…・αk）onレジby

（4・22）　ξ（CY・，…，ork）一，tn．、ん1α1，…，αk）（ωk＋・，…，Wn）∂島1，

then（4・18）and（4・21）implyξ（αb…，α・）∈（（E’）α）α一E’．　Since　E・is　generated　by

vi，．．．，vl，we　can　exp・essξ（α・・…，αk）a・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　お
（4・23）　　　　ξ（α1一αk）＝Σf；α1，’”・αk）（ωk＋、，＿，ω。）vl，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」＝1

whe・eがα1”’”α鳶）a・e　h・1・m・rphi・fun・ti・n・・n　VV．　F・・m（4．22）and（4．23），

　　　　　　　　　，tn．、ん1α堕一偽）（Zk＋・，…，Zn）£8一書準一籔）（Zk＋・，…，ψ・

holds　for　every（α1，＿，αん）．　Hence　we　obtain

ξ一
早E‘（z・，…，Zn）£t

一重q£、

一叢q£、＋

一叢C」£、＋

一叢・～£、＋

一叢C」£、

Note　that　each

＋　it．Ilil＋ili　ct（zi，　・　・　・　，　z．）　zilitlll

，皇、（

（ct1　，・．．，　ak）

　　　　　　　　　　　　　　　＋£

　　　　　　　　　　　　　　Z）（a，，．．．ak）f」（・ai’“”crk）（zk＋b・・．，　z．）・xicri…zkak　appearing　in

represent　an　arbitrary　holomorphic　function　on　Up　．　This　implies

　　　　　　　eE　（r“　（（E’）a））a　o　C　caAn　be　exp！ess　as　a　linear　combination

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　of　sgr　，…，　sgl’　，　vi　，・　・・，　v，　li　ke　（＊　＊）

（al　，m，　ork）

　s

」＝1　N（cri，一．crk）

Σ

価紘）晒叫）隔…，Zn）・z……Zkak）£」

←町…Zk・・k（轟んlai調偏…，鴫））

←偽…Zk・・k（　s］1£　f｝cri・…，akj＝1）隔…，z・）→）

II．lll）．．　．，）　f」（　ai　”’”　“k）（ik　＋i　，．．．，　z．）　・　zi　ai　…　zk　ork　）　v」　．　．．．　（＊　＊）

O　6EEIu．，
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thus　we　have　（7r’（（E’）a））a　＝　Elu．　．

Q．E．D．

Remark　4．24　ln　the　above　proof，　the　fact　that　Elu．　is　generated　by　the　k十s

vector　fields　of　the　form　（4．17）　holds　without　assuming　E　is　reduced　（［C］）．　The　above

gives　an　independent　proof　of　this　in　the　reduced　case　（see　prop　（2．7）　and　the　comments

right　before　it）．

As　an　application　of　theorem（4．1），　we　can　show　the　following　proposition．

Proposition　4．25　if　a　singularfoliation　E（E　eM）　is　reduced，　then　codimS（E）　2　2．

Remark　4．26　For　the　converse　of　this　proposition，　we　have　counterexamples．　How－

ever，　under　the　assumption　that　E　is　locally　free，　the　converse　is　also　true　（cf．　re－

mark　（1．6））．

Proof　of　（4．25）．　Suppose　that　E　is　reduced　and　codimS（E）　＝　1．　Set　dimc　M＝　n

and　rankE　＝r．　First　we　choose　a　point　p　E　S（E）　such　that　p¢Sing（S（E））　and

dim，　S（E）　＝　n　一　1．　Take　a　sufliciently　small　neighborhood　U　of　p　and　coordinates

（zi，．．．，　z．）　on　U　such　that　U　fi　S（E）　＝＝　｛i．＝O｝　and　p＝　（O，．．．，O）．　We　set

k　＝　max｛dimc　E（q）　1　q　E　U　fi　S（E）｝，　then　clearly　O　S　k　S　r一　1．

　　Next，　choose　a　point　g　in　U　fi　S（E）　such　that　dimc　E（g）　＝　k．　We　‘shift’，　for

simplicity，　the　coordinates　（zi，．．．，z．）　on　U　so　that　q＝　（O，．．．，O）．　Since　S（k－i）　＝

｛x∈Mldimc　E（x）≦k一・1｝is　a　closed　set，　we　can　take　a　neighborhood　Ug（⊂ひ）

・fqs・thatσ，∩S（k顧1）＝の．　Then　we　haveσ，∩3（E）ニUq∩五（k）（f・r　the　de飼ti・n

of　L（k），　see（2，2））．　Applying　theorem（4．1）（or（4．17）in七he　proof），　we　can　retakeσq

and　（zi　，．．．，　zn）　so　that　Elu，　is　generated　by　the　fo11owing　k十1　holomorphic　vector

且elds：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0　　0　0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0Zl　’　OZ2　’　’’”　OZk　’

（4．27）　Vi　＝　i－tk＋iait（zk＋i，…，zn）ziiitl；．，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Vs　＝　，t／il＋liaSt（Zk＋i，…，Zn）zi；t；・

If　s　＝　O　then　E　gives　a　non－singular　foliation　on　Uq　．　This　contradicts　q　E　S（E），　so　we

have　s　〉．一一　1．　On　the　other　hand，　U，　n　S（E）　＝　U，　n　L（k）　implies　that　dimc　E（x）　：k
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holds　for　every　point　x　E　U，　n　S（E），　therefore　all　a“，　appearing　in　（4．27）　satisfy

a」t（zk＋i，　…　，　zn－i，O）　iiiii　O．　For　i　一一一　k　十　1，．．．，n，　we　represent　aii　as

ai堰izk＋b　．．．，　in）　＝　zna’　・bi（zk＋b　…，　Zn）

where　ai　E　Z　and　b，　are　holomorphic　functions　such　that　bt（zk＋i，　．．．，　zn．i，O）　5　O．

Note　that　ai　and　b，　are　uniquely　determined　and　a，　）　1．　We　set　a＝　min｛ai｝，　and

define　a　holomorphic　vector　field　vNi　on　Uq　by

　　　　　　　　　　　　　　　喧皇、之ハ（・k＋・，…，Xn）£（÷・）・

Then　we　have　611びザ5（E）∈Elひザs（E），but窃¢Elu，　since　61≠0．　This　contradicts

that　E　is　reduced．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q．E．D．

Let　us　give　some　examples　of　singular　foliations　and　its　local　analytical　triviality．

Example　4．28 Let　f　be　the　holomorphic　function　on　M　＝　C3　defined　by

f（X，　y，　z）　＝　z（x2　一　y2），

and　w　the　holomorphic　1－form　on　C3　defined　by

w＝　df　＝　2xz　dx　一一　2yidy　十　（x2　一一　y2）dz．

The　coherent　subsheaf　F（c　stM）　generated　by　tu　is　integrable　since　dw　＝　ddf　＝　O，　so

F　defines　a　singular　foliation　on　C3．　E　＝＝　Fa（c　eM）　is　generated　by　the　following　two

vector　fields：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0　　　0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v1＝シ房＋⑦砺

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v2　＝　XbZt7＋悔一22罷・

E　is　reduced，　and　rankE　＝2．　By　（4．29），　S（E）　＝＝　S（’）　＝　｛xz　：　yz　＝　x2　一y2　＝　o｝

＝　｛x　＝y　＝　O｝u｛x　＝　x2　一一y2　＝　O｝　and　S（O）　＝　｛（O，O，　O）｝．　According　to　theorem（4．1），

the　structure　of　E　is　locally　analytically　trivial　along　each　leaves，　in　particular　along

｛x　＝y＝　O｝　一　｛O｝，　｛z　＝　x－y＝　O｝　一一　｛O｝　and　｛x　＝x十y　＝　O｝　一　｛O｝．
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Example　4．30　Let　w　be　the　holomorphic　1－form　on　C‘　＝　｛（x，y，i，　w）｝　defined　by

　　　　　　　　co　＝　x（g2　一　tv2）　dx　一一　y（．7．2　一　w2）dy　一一　z（x2　一　y2）　de　＋　w（x2　一　y2）dw．

It　is　easy　to　check　that　d（v　＝　4（一xz　dx　A　dz　＋　xw　dx　A　dw　＋　yz　dy　A　dz　一一　yw　dy　A　dw）．

The　coherent　subsheaf　F（C　stM）　generated　by　tu　is　integrable　since　w　A　dw　＝　O，　so　F

defines　a　singular　foliation　on　C4．　E　＝　Fa（c　eM）　is　generated　by　the　following　three

vector　fields：

（4．31）

Vl　＝＝

V2　＝

V3　＝

　　O

x一＝一
〇x

　O
シ房

　　　0　　　0　　　0
＋ン ﾂ＋z罷＋ω∂ω

　　　0

＋悔
　　0　　　0
ω罷＋z∂ω・

E　is　reduced，　and　rankE＝3．　By　（4．31），

　　　　　S（E）　＝　S（2）　＝　｛x（z2　一一　w2）　＝　y（z2　一　w2）　＝　i（x2　一　y2）　＝＝　w（x2　一　y2）　＝　o｝

　　　　　　　　　　　　　　　　＝　｛x　＝y＝　e｝　U　｛z　＝w　＝＝　O｝　u　｛x2　一y2　＝　z2　一．　w2　＝　o｝，

　　　　　　　　　　　　s（i）　＝　｛x2　一y2　＝　z2　一w2　＝　xz　＝　xw　＝　yz　＝　yw　＝O｝

　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝　｛x2　一y2　＝z＝w　＝：　O｝u　｛i2　一w2　＝＝　x＝y＝　O｝7

　　　　　　　　　　　　s（o）　＝　｛（o，o，o，o）｝．

Example　4．32 Let　w　be　the　holomorphic　1－form　on　C3　defined　by

ω＝y（c＋y）面一廊＋y）吻＋（∬3つ3）dz．

It　is　easy　to　check　that　dcv　＝　3｛（一x　一一　y）dx　A　dy　＋　x2dx　A　dz　一　y2dy　A　dz｝．　The

coherent　subsheaf　F（c　stM）　generated　by　w　is　integrable　since　w　A　dw　＝　O，　so　F　defines

a　singular　foliation　on　C3．　E　＝　Fa（c　eM）　is　generated　by　the　following　two　vector

fields：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0　　　0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　vl＝　x　sTt　＋Ybi7

（4．33）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　V・一ン2券＋C・£＋（X＋の£・

，

E　is　reduced，　and　rankE＝2．　By　（4．33），

　　　　　　　　　　　　　　S（E）　＝　S（i）　＝　｛y（x＋y）　＝x（x＋y）　＝　x3　一一　y3　＝o｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　｛x　＝y＝O｝u｛x＋y　＝x3－y3　＝o｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　｛x　＝y＝O｝，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　s（O）　＝　｛x　＝y＝　o｝　＝＝　s（i）．

In　this　case，　theorem（4．1）　means　nothing　particular　about　the　structure　of　E　along

S（E）　＝　｛x　＝y　＝O｝，　since　the　leaf　passing　through　each　point　p　E　S（E）　consists　of

only　one　point．　ln　the　following　sections，　we　consider　another　type　of　the　triviality　of

E　along　the　singular　set　S（E）．　ln　general，　however，　S（E）　is　not　always　smooth，　so

we　must　stratify　S（E）　to　discuss　the　problem　of　some　local　triviality　of　E　along　the

singular　set．

5 Stratifications　of　the　singular　set

　　　Let　E　be　a　singular　foliation　on　M．　Since　the　singular　set　S（E）　is　analytic，　we

can　construct　the“natural　Whitney　strati丘cation’，　of　S（E）（for　the　de丘ni七ion　of　the

natural　Whitney　stratification，　see　（3．4）　）．　However　this　is　not　enough　to　obtain　some

local　triviality　of　E　along　each　stratum，　because　the　dimension　of　the　leaf　of　E　is　not

always　constant　on　each　stratum．

Example　5．1 Let　f　be　the　holomorphic　function　on　M　＝＝　C3　defined　by

f（x，　y，　z）　＝　x2　一一　y2（y　十　z2），

and　w　the　holomorphic　1－form　on　C3　defined　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　tu　＝　df　＝　2　x　dx　一一　y（3y　十　2　z　2）dy　一　2y2zdz．

The　coherent　subsheaf　F（c　stM）　generated　by　w　is　integrable　since　dw　＝　ddf　＝　O，　so

F　defines　a　singular　foliation　on　C3．　E　＝　F“（c　eM）　is　generated　by　the　following

three　vector　fields：

（5．2）

vi　＝　y（3y　＋　2z2）zil．T

V2　＝

V3　＝

2“　0

μ房

　　　　0

十2x－
　　　Oy

2yi　llli7　一一　（3y　＋　2z2）　Sl．T

　　　　　　　　　　　　　　　　　　O

　　　　　　　　　　　　　　＋⑳罷・
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E　is　reduced，　and　rankE　＝　2．　By　（5．2），　S（E）　＝　S（i）　＝＝　｛x　＝＝　yx　＝　y（3y　＋2．72）　＝　O｝

＝　｛x　＝　y　＝　O｝　＝　｛z－axis｝　and　S（O）　＝　｛（O，O，O）｝．　Since　S（E）　is　non－singular，

S（E）　＝　｛x－axis｝　is　the　only　stratum　of　the　natural　Whitney　stratification　of　S（E），

but　dim　E（p）　is　not　constant　on　the　stratum．

　　In　the　above　example，　in　order　to　get　a　Whitney　stratification　such　that　the　leaf

dimension　is　constant　on　each　stratum，　we　may　separate　the　bad　point　（O，O，O）　from

the　x－axis．　ln　this　section　we　prove　that　there　exists　a　NVhitney　stratification　of　S（E）

such　that　dim　E（p）　is　constant　on　each　stratum．

Definition　5．3　Let　E（c　eM）　be　a　singular　foliation　of　dimension　r　on　IL（1，　and　let

S　be　a　stratification　of　M．　We　say　that　S　is　adapted　to　E　when　the　leaf　dimension　of

Ei・C・n・tant・n・α・h・strαtum・X∈S，　i・・りfor　any　stratum　X∈5　ther・　i・伽吻er

乞ω伽0≦i≦r　SZLch　tんαオX⊂L（り．

Theorem　5．4　五et」E　be　a　s吻ular　fo　liαtion　Q／dimension　r　on．M．　Tんen　there　exists

αPWiitney　st剛顔：Cα劾π8翻Cん5α岬ε3’

（i）　5」consists（ゾプinitely　mαn3／strαtα．

（ii）　S　is　adapted　to　E．

Remark　5．5　Each　stratum　of　the　stratification　S　in　（5．4）　is　not　always　connected．

If　we　need　to　construct　a　Whitney　stratification　S’　which　satisfies：

（i）　each　stratum　of　S’　is　connected

（ii）　S’　is　adapted　to　E，

it　is　suflicient　to　decompose　every　stratum　of　S　into　its　connected　component．　The

number　of　strata　of　S’　may　be　infinite　in　general，　but　it　is　finite　in　the　case　that　M　is

compact．

Proof　of　（5．4♪．　We　proceed　by　downward　induction，　i．e．，　we　show　that　if　we　have

already　de且ned　a　Whitney　strati丘cation　S　which　satisfies　the　two　conditions　in（5．4）

on　U；＝k＋1L（z）then　we　can　extend　it　on　U；，＝k．乙（i）．　At　first，3（「一1）is　closed　in　M，

so五（「）＝M－S（同）is　a　submanifbld．　Hence　we　obtain　a　Whitney　strati且cation
む

5（「）ニ｛五（「）｝・f五（「），which　clearly　sati・且es　the　tw・c・nditi・ns　in（5．4）．
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　　Next　let　k　be　an　integer　with　O≦k≦r－1，　and　suppose　we　have　already　defilled　a

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヤWhitney・t・ati且・ati・n　5（k＋1）・f　U．k＋1五ωwhi・h・ati・且e・the　tw…nditi・n・in（5．4）．

Let　1　den・te　the　dimensi・n・f五（k）a・an　analyti・・et．　We　de且ne　a　family・f　analyti，

subsets｛Vz｝＿1≦z≦ど（inductively）as　follows：

（5．6）

　　Vl　＝　L（k）

Vl－1　＝　CIL（k） ix∈累D欄）

For　each　integer　with　一1　s｛　i　〈．　1－2

Vi＝

Vi＋1

where　CIL（k）（　）

（3．1）．）　The　family　｛Vi｝一i〈i〈i　is　well－defi

（5．7）

　　　　’

（if　dim　V，＋i〈i十1）

CIL㈲

m（　192，　w（v，．，，　v，．，　一　v，．，））U（x∈盟帰））］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（　if　dim　V，＋，　＝i十1　），

denotes　the　closure　in　L（k）．　（For　the　definition　of　W（　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ned　since

dim　V，　S　i

），　see

holds　for　each　integer　i　with　一1　S　i　〈一　1　by　the　definition　of　Vi，　and　all　Vi　are　analytic

since　5（k＋1）ha・・nly　a且nite　numbe・・f・t・ata．　N・te　that　we　a1・・have　V一、＝のby

（5．7）．　For　each　integer　i　with　一1　一く　i　S　1一　1，　moreover，　we　have　Vi　C　V，＋i　because

V，＋i　is　closed　in　L（k）．　Thus　we　obtain　a　sequence　of　locally　analytic　subsets　of　L（k）：

（5．8）

By　（5．8），

V
l目
し（k）

）　Vt－i　）　Vl－2　）’’’’”）　IVi　）　Vo　）　V．　i・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Il

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　L（k）　＝　U（V，　一　Vi一．　i）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝o

turns　out　to　be　a　disjoint　union，　so　we　define　a　partition　of　U；．k　L（i）　by

（s．g）　S（k）　，＝　S（k＋i）u｛V，　一一・　V，一一，　I　O　．〈一i一く．一．　1，　Vi　一　Vi－i　71　e｝・

This　partition，　in　fact，　gives　a　Whitney　stratification　of　U；・．k　L（i）　with　our　two　condi－

tions　in　（5．4）．　Obviously　S（k）　satisfies　the　two　conditions　in　（5．4）　by　the　definition　of

S（k）　in　（5．9），　so　all　we　have　to　do　is　to　show　that　S（k）　is　a　Whitney　stratification．
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　　First，　let　us　check　that　each　Vi　一　Vi－i（1　¢）　is　a　submanifold　of　M．　By　（3．1）　and

（5．6）　we　have　Vi．i　）　£（Vi），　hence

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Vi　一　V，一，　c　Vi　一E（V，）

holds．　Since　V，　一£（Vi）　is　a　submanifold　of　M　and　Vi－i　is　closed　in　Vi，　Vi　一　Vi－i　is

also　a　submanifold．

Next　we　check　the　Whitney　regularity　of　S（k）．　Take　two　strata　X，　Y　E　S（k）　（X　76　Y）．

（0αs・ηIf　X，　Y∈S（k＋1），　the　Whitney・egula・ity　between　X　and　Y　h・ld・by　the

inductive　assumption．

（Oas・2？If　X¢S（k＋1）and　Y∈5（k＋1），　XニVi－Vi一、　h・ld・f・・an　intege・

i（0≦i≦1）．Xis　a　subset　of　S（k）since　X　is　contained　in五（k），　and　S（k）is　closed　in

M，so　we　have　CIM（X）⊂S㈹．　On　the　other　hand　Y∈5（k＋1）implies　Y⊂．M－S㈹，

hence　we　have　CIM（X）∩y＝の．　Therefore　there　is　no　problem　abou七the　Whi七ney

regularity　of　X　over】r．

Next，1et　p　be　an　arbitrary　point　in　X＝，　Vi一　Vi－1．　Then　we　have

（5．10）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p¢「レレ「（『Vi，y’）

by　p∈Vi，　p　g（　Vi＿1　and　the　definition　of　Vi＿i．（3．1）and（5．10）imply

（5．11）　　　　　　　　　　　　　　　　　1ρ¢Σ（Vi），

（5．12）　　　　　　　　　　　　　　1ρ¢」B（iVi＿Σ（V，），　y）．

We　can　rewrite（5．11）as

（5．13）　　　　　　　　　　　　　　　　　p∈Vi＿Σ（V，），

so　it　tぜrns　out　that　Y　is　Whitney　regular　at　p　over　Vi　・一　£（Vi）by（5．12）and（5．13）．

Since　Vi－Vi－1｛s　a　submanifold　of　Vi　一・　Z（Vi），　we　also丘nd】Y　to　be　Whitney　regular

at　p　over鷲一聾一1（＝X）．　This　implies　the　Whitney　regularity　of　y　over　X．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　み（0αse　3？　If　X，　y¢8（k＋1），　we　can　take　two　integers　i，ゴ（0≦i，ゴ≦1）such　that

X・＝Vi－Vi－1　and　y＝Vj－Vj－1．　We　may　assume　i＜ブ．　First，　y　is　Whitney　regular

over　X　because（5・6）says　that毛仁1　contains　all　points　in　Vi　at　which　Y（＝Vj－Vj＿1）is

not　Whitney　regular　over　Vi一Σ（Vi），　so　those　points　cannot　remain　on　Vi－Vi－1（＝X）．

In　order　to　check　the　Whitney　regularity　of　X　over　Y，　it　suf巨ces　to　show

（5．14）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　CIM（X）∩y’＝＝の．
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Since　Vi　is　closed　in五（k）by（5．6），　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　CIL（k）（X）　c　CIL（k）（Vi）　＝　Vi　c　V」一，．

Moreover　using　Y　＝　Vj　一　Vj－i　and　Y　c　L（k）　yields

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　CIL（k）　（X）　nY　＝　O，
（5．1，5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（M　一一　L（k））　fi　Y　＝　O，

and　on　the　other　hand　we　can　rewrite　CIM（X）　as

（5．16）　CIM（X）一（CIM（X）∩五（k））U（CIM（X）∩瞬（k）））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　CIL（k）（X）u　（CIM（X）n　（M　一一　L（k）））　．

Then　（5．14）　is　an　immediate　consequence　of　（5．15）　and　（5．16）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q．E．D．

　　Now　we　give　some　examples　of　singular　foliations　and　observe　the　stratifications　we

mentioned　in　theorem　（5．4）．

Example　5．17　Let　f　be　the　holomorphic　function　on　M＝　C3　defined　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f（x，y，z）　＝＝　z（x2　一　y3），

and　w　the　holomorphic　1－form　on　C3　defined　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　w　＝　df　＝　2xz　dx　一　3y2z　dy　十　（x2　一　y3）dz．

The　coherent　subsheaf　F（c　stM）　generated　by　w　is　integrable　since　dw　＝　ddf　＝　O，　so

F　defines　a　singular　foliation　on　C3．　E　＝　Fa（c　OM）　is　generated　by　the　following　two

vector　fields：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　噛2券＋2暢

（5．18）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v2－3暢＋2暢一62£・

E　is　reduced，　and　rankE　＝　2．　By　（5．18），

｛x　＝　y　＝O｝U｛z　＝＝　x2　一一　y3　＝O｝　and

stratification　S　of　M　defined　by

S＝　｛M　一一　S（E），　X，，　X，，　｛O｝｝

meets　the　requirements　in　theorem　（5．4）．

S（E）　＝　S（i）　＝　｛xz　＝　yz　＝　x2　一y3　＝　o｝　＝＝

S（O）　＝　｛（O，O，O）｝．　ln　this　case，　a　Whitney
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（X，　＝　｛x　＝y　：O｝　一｛O｝X2　＝　｛z　＝　x2　一y3　＝　O｝　一一　｛o｝）
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　　The　following　example　tells　us　that　a　Whitney　stratification　on　M　which　satisfies

（5．4）　cannot　generally　be　obtained　by　adding　some　strata　to　the　natural　Whitney

stratification　of　S（O）．

Example　5．19 Let　w　be　a　holomorphic　1－form　on　M　＝　C3　defined　by

w　＝　2xg2　dx　一　2yz　dy　十　y2　d：・　，

and　F（c　stM）　a　coherent　subsheaf　generated　by　w．

the　following　two　vector　fields：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0　一〇

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　”・＝　悔＋2濡

（5．20）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0　　　0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v2ニシ蕊＋鵬砺

E　＝　Fa（c　OM）　is　generated　by

E　is　integrable　since　［vi，　v2］　＝　v2　，　so　E　defines　a　singular　foliation　on　C3．　E　is　reduced，

and　rankE　＝　2．　By　（5．20），　S（E）　＝　S（i）　＝　｛y　＝　xz　＝　O｝　＝　｛x一　axis｝　U　｛x一　axis｝　and

S（O）　＝　｛y　＝　z　＝　O｝　＝　｛x－axis｝．　ln　this　situation，　a　stratification　S’　of　M　defined　by

S’　＝　｛M　一　S（E），　S（E）　d一一一一　S（O），　S（O）｝

satisfies　the　two　conditions　in　theorem（5．4），　but　this　is　not　a　Whitney　stratification

（and　E　is　not　trivial　along　S（O））．　A　Whitney　stratification　5　of　M　which　meets　the

requirements　in　theorem　（5．4）　is　given　by

6

S＝　｛M－S（E），　X，，　X，，　｛O｝｝

（Xi　＝　｛z－axis｝　一　｛O｝X2＝｛x－axisト｛0｝）・

Local　topological　triviality　of　singular　foliations

　　In　this　section　we　examine　the　locai　topological　triviality　of　a　singular　foliation

along　its　singular　set．　Let　E　be　a　singular　foliation　on　M　and　S　a　stratification　of

M．　For　the　topological　triviality　of　E　along　each　stratum　in　S，　it　is　necessary　that

S　is　adapted　to　E　as　stated　in　the　preceding　section．　We　consider　only　stratifications

which　is　adapted　to　E　hereafter．　Note　that　theorem（5．4）　assures　that　there　always

exists　a　stratification　adapted　to　E　with　a　stronger　condition　（Whitney　regularity）．

　　To　tell　the　consequence　at　first，　E　is　topologically　locally　trivial　along　each　stratum

in　S　if　S　satisfies　the　“foliated　Verdier　condition”　which　will　be　mentioned　later．　We
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begin　this　section　by　recalling　basic　concepts　to　give　the　precise　definition　of　the　local

topological　triviality　for　singular　foliations．　For　more　details，　see，　for　example，　［GWPL］

pp　41－50．

Definition　6．1　Let　X　be　a　submanifold　of　M．

triple　（T，　7r，　p）　which　satisfies：

（i）　T　is　a　neighborhood　of　X　in　M．

（ii）　7r　：　T　．　X
（iii）　p：T　一一一　R

（iv）

A　tubular　neighborhood　of　X　is　a

is　a　submersi・η瞬んπlx＝晦ノ．

is　a　OOO一加。オ9・η．

Let　Tx　：　Nx　．　X　denote　the　normal　bundle　of　X　in　M，　and　let　Z　denote　the

禰9・・ftん・z・r・Section・f　NX・Tんe漁・r・　・xiSt　a　n・igんδ・rん・・d　D・f　Z　in　NX

αη4α岬e・m・rphism　9：D→：T　Sttcんtんαt

commutes．

D　一一一一一iL一一一一．　T

Txl）＞xx

X

”／／［ii（”

（v）　Let　T　：　fVx　一一一〉　R　denote　the　distance　function　to　Z　which　is

　　　Riemannian　metric　induced　on　fVx．　Then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　D一一！L．一．T

commutes．

ア＼

R

．．／

奄R／

Definition　6．2　Let　M　be　a　differentiable　manifold

of　M．　For　a　IWLitney　stratification　A　of　A，　we　set

　　　　vYEA
　　　dim　X＝i
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i・εりAt　is　tん・U物n・∫α11蜘オα・ゾ伽・nsi・π乞．　Eαch・Ai（≠の）ぎ5伽一伽・nsi・ηα1・mb－

mα励1伽M・in・・Ai・α陥オη・y伽頗ICα伽．　A　family・∫α励ぬTη・igんb・・ん・・d

・∫εαcんAt（≠の）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　“7’　＝　｛（Ti，　7ri，　Pi）｝o〈i〈．

乞5cα〃edαtubular　neighborhood　system　oわ4．、4　tztbular　n吻んborんood　system　7＝、

｛（T’，π’，〆）｝・fAi・・aid　t・δ・c・nt・・11edザ妙α11ゼπ渉・g・醜ゴ（乞くブ）th・r・　・xi・t　a

neighborhood　UZ　of　At　in　Tt　and　a　neighborhood　U」　of　A」　in　T」　such　that

（6・3）　Ti　o　7rj　一．一一　Ti　，
（6．4）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρゼ。πゴ：＝ioi

hold　on　UZfi　Uj．

　　It　is　generally　known　that　every　Whitney　stratification　admits　a　controlled　tubular

neighborhood　system．

　　Now　we　give　the　definition　of　the　local　topological　triviality　for　singular

In　the　following　we　shall　fix　a　Riemannian　metric　of　M．

foliations．

Definition　6．5　Let　M　be　a　complex　manifold　of　dimension　n　and　E（C　eM）　a

singular　foliation　on　M．　Also，　let　X　be　a　submanifold　in　M　and　set　1　＝　dimc　X．

Suppose　X　c　L（k），　i．e．，　the　leaf　dimension　of　E　is　constant　on　X．　E　is　said　to　be

topologically　locally　trivial　along　X　when　for　any　point　p　E　X　there　exist

　　　　　　　　　　（T，π，ρ）：α施δ％1αTη吻ん6・rん・・d（ゾX，

　　　　　　　　　　　　　　　　1ろ：α5蛎砺e吻small・n吻ん6・Tん・・d・fpinM，

　　　　　　　　　　　　　　　　D　：　asmall　neighborhood　around　O　in　C”一i，

　　　　　　　　　　　　　　　　．E’：α5吻ular　f・　liati・n・ηP，

　　　　　　　　　　　　　　　　　ん・αん・me・m・擁・m加m砺・nt・（X∩砺）×0

5UCんtんat

（i）　h（x）　＝（x，　O）　holds　for　any　x　E　X　fi　U，．

（ii）ん1ひ，一X蜘吋伽・th・leav・s　d・fin・吻E配・tんe　pγ・du・t・f　X∩U，　and　th・

　　　leaves　defined　by　E’．
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一

（iii）L・t　pr・・（X叫）×0一・Xd・η・t・tん・η伽l　pT・ゴ・Ction　to　tん小t，。mp。．

　　　　nenちthen

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Up　一一一一一一　（X　n　Up）×D

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　rlb＞×．．　／IS（ri

commutes．

X

Remark　6．6　ln　this　paper　we　consider　only　complex　analytic　foliations，　so　the

t・iviali・ati・nん・Up一→（X叫）×Di・in　p・a・tice　a　di任・・m・・phi，m，

Next，　let　us　introduce　the　foliated　Verdier　condition　for　a　stratification　of　S（E）．

In　order　to　define　the　condition，　it　is　necessary　to　refer　to　the　notion　of　the　distance

between　two　vector　subspaces．　The　distance　is　generally　defined　by　measuring　the

angle　between　V　and　VV．

Definition　6・7　」乙et　V，レゾうe　tlvo　vector　subspαces（ゾαガ競e－dimensionαl　inner

product　space．　We　dej6ne　the　distance　between　V　and　VV　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6（W，V）一u∈夢聖｛。｝”辮lllll

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　vGV一｛O｝

ωん・r・i卜II　d・n・tes　tん・n・rm　in　duced　by　tんε漁・r　pr・dtt・t〈，〉，

Note　that　6（W，　V）　is　not　always　equal　to　6（V，　W）．　Clearly　we　have　6（W，　V）　E　［O，1］，

and　we　can　also　express　6（W，　V）　as　follows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6（W，　V）　＝　．Esvu－p｛，｝　．Eikn｝．f一｛，｝　sin＜＜v，　iv＞＞，

where　＜＜v，w＞＞　denotes　the　angle　between　v　and　w．

Remark　6・8　1七is　easy　to　check　thatδ（W，　V）satis丘es七he　following　Properties．

　　（i）　　　　6（1ン1ン「，「レ！’）　＝＝：　0　　　⇔　　 「t／ア　（＝：　1／1／＝＿

（ii）　dim　V＝　dim　W　＝〉　6（　V，　W）　＝＝　6（　W，　V）．
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も

（iii）　6（i［iV，　V）＝　1　o

一一一一一一一一一一一一一一一・一一一一一一一M

there　exists　a　non－zero　vector　v　E　V　such　that

〈v，　zv＞　＝O　fo　r　all　2v　E　VV

Vn　vvk　f　｛o｝．

（iv）　dim　VV　〈　dim　V　＝〉　6（　VI71，　V）　＝＝　1．

　　Now，　we　are　ready　to　define　the　foliated　Verdier　condition　for　a　stratification　adapted

to　E．　ln　the　following　we　identify　tangent　spaces　of　nearby　points　by　parallel　transla－

tion　determined　by　the　Riemannian　metric．

Definition　6．9　Let　E（C　OM）　be　a　singular　foliation　on　IVI　and　let　X　be　a　sub－

mα励1伽M・tt・痂αオX⊂五（たい．・．，オん・leaf伽・η・i・η・f　E　i・　C・n・tant　。n　X．

Let　p　be　a　point　in　X．　We　say　E　satisfies　the　foliated　Verdier　condition　at　p　over　X

ωん・漁・re・翻α励駕1α・吻ゐ励・・d（T，π，ρ）・f　X，α吻んb・・ん・・d　Ui，αr・Z・nd　P

contained　in　T，　and　a　real　number　A＞O　such　that

6（E（y），　T，X）　：E！1　A・p（y）

ん・14伽α〃y∈の一X・」rf　E・atisj6・・tん・foliαted　Verdi・r　c・繭伽・”・T　Xαオe”・ry

point　p　E　X，　then　E　is　simply　said　to　satisfy　the　foliated　Verdier　condition　over　X．

Moreover，　a　stratification　S　adapted　to　E　is　called　a　foliated　Verdier　stratification　if

Esatisfies　the／bliαtedτ／宅γr碗eγ・con（lition　overα〃strαtαX∈5．

We　have　the　following　“isotopy　lemma”　for　singular　foliations．

Theorem　6．10　Let、E（⊂◎M）be　a　s吻ulαrノ’oliation　of　dimension　r　on　M．　SuPPose

528αμαオed悔砒剛γα姫：Cα伽・Tんeπ規36・P・Z・9蜘〃y　l・Cαlly　trivial　al・ng　eαch

3オrα施mX∈5。

　　We　introduce　here　a　lemma　for　the　proof　of　theorem（6．10）．　This　lemma，　which　is

the　most　essential　part　in　the　proof　of　（6．10），　says　that　the　foliated　Verdier　condition

assures　that　any　continuous　vector　field　on　a　stratum　X　can　be　“lifted”　onto　each

stratum　suficiently　close　to　X．

：Lemma　6．11　Let　E（⊂θM）δeα5吻ulaT　foliation　of　dimension　「on　M　and　let　S

δeαプ’o　liαted高州eT　5かα肉畜醐。η・Let　X，｝！6e　two　stratαofSsuch　that　X∩7≠の．

Given　a　reα1　c・ntintt・us　vect・r　field　v・X一→TX　su・んtん伽＠）≠O　f・r　a〃x∈X。

Tんεπ掴απy痂漁rπ吻んb・rh・・d（T，π，ρ）・f　X，ωe　cαπc・nstruct　a　c・ntinu・us

・xten・i・ηξ伽・nσ∩y傾・r・σi・α・顔・i・吻・mall・n・ゆδ・rん・・d・ゾX／5・thα彦

the　following　conditions　are　fulfilled：
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（i）　7r．　o，g　＝
vo　7r holds　on　U　n　Y．

（ii）ξω∈Eωん・ld　for　all　y∈ひ∩Y，　i・・りξi・蜘・nt　t・翻・媚蜘・吻E

　　　at　all　point　y　in　U　n　Y．

（iii）五・堰＝expオξ｝6・tん・1・cα11一卿met・r・gr・up・伽n・f・rmαti・n・indu・・吻

　　　　ξ・Tんeη妙α”孟・冠伽・ntly・1・5eオ・0　and　a〃P・乞吻∈σ∩γ，　weんα，，

　　　　ρ（ρオω）〉い…，ごんer1・cα1？　i吻ral　curve　c・ntain吻yd…η・t　meet・X．

　　In　the　proof　of　this　lemma，　we　use　some　basic　facts　about　linear　algebra．：Letソbe

a　finite－dimensional　vector　space　with　an　inner　product　〈　，　〉，　and　let　V，　VV　be　two

vector　subspaces　of　）2．　We　set　K　’一’　VV　n　VL　and　jr　＝：　W　A　KL，　and　we　denote　by

prv：ソー→γthe　orthogonal　projection　to　V．　Then　we　have　the　following　properties．

（i）　prv　IJ　：　tJ　．　V　is　injective．

（ii）　prv　lJ　
：」． V　is　surjective　o　V　fi　Wi　＝　｛O｝．

（iii）　　　6（1ン1ン「，　「しノ「）　：＝＝　6（」「，　「レ！）・

Pr・・f・f　（6・叫Set　dimRX　＝　21・We　will　give　be1・w　h・w　t・dete・mineξ（y）f・・all

point　y　E　Y　around　a　fixed　point　p　E　X．　Since　we　may　only　consider　y　suflliciently

close　to　X，　we　may　discuss　under　the　following　situation：

　　　　　　　　Up　：

（Xl，…　）X2n）　：

T

　a　coordinate　neighborhood　around　p　，

　real　coordinates　on　Up　such　that　x（p）　＝＝　（O，O，．．．，O）

　and　X　fi　Up　＝　｛x2t＋i　＝　X　21＋2　＝’”＝　X　2n　＝　O｝，

　　　　　Up　一．　X
（xbx27・．．7x2n）ト→（x1，x2，＿，v21，0，0，．．．，0），

　　　　（Xl，X2，．．．，X2n）ト→

R
c2i＋i2＋x2i＋22＋…＋x2．2．

For　any　point　y　E　Up，　the　vectors　｛（bi．k一）y，　（？sl．1；）y，．．．，　（sGIII；．T）y｝　form　an　orthonormal

basis　of　T，　M．　We　may　also　assume　that　there　exists　A　〉　O　such　that

（6．12） 6（E（y），　T，X）　一く　A・p（y）

hold　for　all　y　E　U，　A　Y．　For　the　sake　of　simplicity，　we　put　g＝　r（y）．
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　　Let　th，　be　the　linear　map　from　TqX　to　TyM　defined　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　ψ・（（∂農ビ），）傲（i－1，2，…，21），

i．e．，　thy（u）　is　the　parallel　displacement　of　zL．　Then　the　vector　field　n　on　U，　A　Y　de－

termined　by　ep（y）　＝　thy（v（q））　is　clearly　a　continuous　extension　of　v　and　satisfies　the

first　and　third　conditions　in　（6．11），　but　does　not　meet　the　requirement　of　the　second

condition．　So　we　will　modify　n　so　that　n（y）　is　tangent　to　the　leaf　defined　by　E　at　each

y・

　　We　also　define　two　sub－vector　spaces　of　TyM　by

　　　　　　　　　　　　K（y）　＝　E（y）nker（T．1．，．）　（＝E（y）n（th，（T，X））L）

　　　　　　　　　　　　　」（y）　＝　E（y）fiK（y）L．

By　（6．12），　we　have

for　all　y　su伍ciently　close　to　X，　so　we　may　assume（6．13）hold　for　all　y∈Up∩γ．

Then　we　have　T，X　n　E（y）‘　＝　｛O｝　from　（6．8），　thus　T．I」（，）　：　」（y）　．　T，X　is　a

linear　isomorphism．　We　define　here　a　linear　map　Ly　：　TqX　一一・　TyM，　which　gives　the

modification　for　n，　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ly　＝　（T＊IJ（y））一1　一　zby．

Then　we　have

　　　　　　　　　　6（E（Y），　TqX）　＝　6（」（Y），　TqX）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　6（TqX，　」（Y））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　㍉∈糊Z｛。｝。∈丁線毛｛。｝sin＜＜ω，　U》

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　sup．　sin＜＜w，　7r．（w）＞＞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　uiEJ（y）一｛O｝

（6’14）　＝　一s．u．p　．．　tan　＜＜　w，　T．（w）＞＞　・cos　＜＜　w，　r．　（zv）＞＞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　wEJ（y）一｛O｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　㍉∈堺｛。｝llrl云鵠｝）IL…＜＜坤）＞＞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　L，　（T．（2v））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝：．EJS（”，）P一｛，｝W’iti．　iib）li’ii’cos＜＜w，7r．（w）＞＞．
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Now　we　define　the　vector　field　e（y），　which　we　are　asking　for，　by

　　　　　　　　　　　　　　　ξω一蜘））＋蜘））（一（7r＊IJ（y））一1＠（9）））

for．all　y　E　U，　n　Y．　lt　is　clear　that　4　satisfies　（i）　and　（ii）　in　（6．11），　so　let　us　check　（iii）

and　that　4　is　a　continuous　extension　of　v．

　　Take　a　sufliciently　small　e　〉　O　and　set　1　＝　（一一s，　s）．　Suppose　that　there　exists

y　E　U，　AY　such　that　p（gt（y））　＝　O　for　some　t　E　1．　Since　p（go（y））　＝　p（y）　〉　O，

we DcaS　take　a　real　number　to　iiE　O　such　that　p（gpt（y））　〉　O　for　all　t　E　（一ltol，　ltol）

and　p（gt，（y））　＝　O．　We　may　assume　to　〉　O．　For　the　sake　of　simplicity，　we　pu£

ノ（t）＝ρ（望オ（の）。

　　Set（ρ舌（Y）　＝　（Yi（t），　Y2（t），…　，Y2n（オ））．　Since（ρ亡＝expオξ，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ξ（c，Pt（y））一斗’（の∂農・

Then　for　all　t　E　（O，　to）　we　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　髪（の一等（CPt（3t））・讐（の

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一§　　31i（t）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・31i’（t）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝57／1＋i　Vy2i＋i（t）2　＋　・　・　・　＋　y2．（t）2

（6．15）　一‘皇、ρ（鵠））・yi’（オ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦謙、（yi（t），o（〈tot（y）））2慌シ〆（オ）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一1・緬（v（π（醐）））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝　ムρ¢ω（v（q∂）　，

where　qt　＝　T（gt（y））．　On　the　other　hand，　（6．14）　tells　us　that　for　all　y　we　have

（6・16）δ（E騨）≧WWiLil，1，1i川・c・・《（周」ω）一1（v（9）い（q）》，

and　the　foliated　Verdier　condition　implies

　　　　　　　　　　　　　　《（T＊IJ（y））一1（v（9）い（q）》一・（asρ（ト・）．
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Moreover　we　may　assume　Up　is　relatively　compact，

Hence　（6．16）　implies　that

ち（v（q））

thus

（6．17）

i］St／lo　＝　sup　llv（z）ll　〈　十〇〇・

　　　　　　xEXnUp

S　6（E（y），　T，X）　・
llv（g）ll

hold　for　all　y　E　U，　fi　Y．

cos
メメi7r．I」（y））一i（v（ij’）’），v（g）＞＞

S　21Vlo・6（E（y），　T，　X）

ff｛　2AA410・p（y）

By　（6．15）　and　（6．17），　we　obtain

伽≦2λM・・編））一隅λ。・f（の

for　all　t　G　（O，　to）．　Thus　we　have　一Ao・f（t）　一く一　9dZ，　（t）．　lntegrating　the　both　sides　from　O

to　t，　it　tums　out　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ（の・e一λ・オ≦∫（の

hold　for　all　t　E　（O，　to）．　This　contradicts　f（to）　＝＝　O，　thus　（iii）　in　（6．11）　holds．

　　Next　let　us　check　the　continuity　of　e　constructed　above．　E　induces　a　non－singular

foliation　on　Y　because　S　is　adapted　to　E．　Hence　it　is　clear　that　6　is　continuous　on

Y　by　the　way　of　construction．　The　fact　that　6　is　a　continuous　extension　of　v　is　an

immediate　consequence　of　（6．17）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q．E．D．

Proof　of　（6，10）．　Let　S　be　a　foliated　Verdier　stratification．　Look　upon　all　strata　in　‘S；

as　real　differentiable　submanifolds　and　take　a　controlled　tubular　neighborhood　system

T　＝　｛（T2i，　r2i，　p2i）｝　of　S．　Recall　that　M2i　denotes　the　union　of　all　strata　of　dimension

2i　and　each　（T22，　7r2i，　p2i）　is　a　tubular　neighborhood　of　M2t．　Choose　a　stratum　X　E　S

arbitrarily，　and　set　dimRX　＝　21．

　　By　the　definition　of　the　local　topological　triviality，　it　suflices　to　show　that　for　every

point　p　E　X　E　is　trivial　along　X　on　a　sufliciently　small　neighborhood　U　of　p．　This　is

a　local　assertion　at　p，　so　we　may　assume

　　　　　　　　　　　　　　　　U　：　a　coordinate　neighborhood　of　p　contained　in　T　2i，

　　　　　　　（xi，・．．，x2n）　：　real　coordinates　on　U　such　that　x（p）　＝　（O，O，．．．，o）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　and　X　fi　U＝　｛x2i＋i　＝　X21＋2　＝　’”＝　X2n　＝＝　O｝・

Herg一a．　fter　we　argue　only　on　U．　By　shrinking　all　T2t　（1　S　i　〈　n），　we　can　take　（sufi3ciently

small）　closed　disk　bundles　F　2i　c　T　2Z　so　that

36

（6．ls）　Clu（F2t）一．F2i　c．．U　（irt・f2」　fi　u）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lS」slz一一・1

1n・・de・t・get　a　l・・al　t・iviali・ati・nん・σ一（σ∩X）×D，　it　is　su缶・ient　t・integ，ate

continuous　vector　fields　ei，　62，．．．，　62i　on　U　such　that　for　every　2’　（1　S　7’　．〈一一　21）　we　’
?ａｖ?

　　　　　　　　　（i）　（7r2i）．oe」　’一一一一’　SI．ll；；oT2i　holds　on　U．

（6・19）（ii）濃，潔d畷弩f瓢温誰を1ゴis　tangent　t・the

　　　　　　　　（iii）　For　any　point　y　E　U，　the　integral　curve　of　e」　passing　through　y

　　　　　　　　　　　　stays　in　the　stratum　including　y．

We　do　this　work　by　constructing　ei2i），　e52i），　．　．　．　，　6S？i）　on　each　M2i　fi　U　successively　for

i　’一一＝　1，　1＋1，　．．．，　n．

　　we　define　ei2i），　e52i），．．．，　6S？i）　on　M2i　A　U　（＝XnU＝＝　｛x2i＋i　＝　x2i＋2　＝’”＝X2n　＝

0｝）t・be素，毒・…・∂雲、、　re・pectively・　lt　is　clea・thatξ12」），ξ12り，＿，ξllりsatisfy　the

three　conditions　in　（6．19）

　　Suppose　we　have　already　constructed　all　e12i），　eS2i），　．　．　．　，　4S？i）　which　satisfy　（i）一（iii）　in

（6．一19）　on　each　M2Z　A　U　for　Z　S　i　一く　a　一　1．　ln　order　to　define　612a），　652a），　．．．，　e5？a）’　on

M2a　fi　U，　we　construct　them　on　each　T2i　fi　M2a　n　U　（1　一く　i　S　a一　1）　and　glue　th6一’
垂奄?ｃｅ?

together　by　means　of　a　partition　of　unity　on　M2a　n　U．

We　may　assume　that　each　T2i　（1　S　i　一く　a一一　1）　is　so　small　that　we　could　apply

lemma　（6．11）　to　M2i　n　U　and　T2i　n　U．　Note　that　65t2i）　1　O　on　M2i　fi　U　for　all　i　with

continuous　extensions　n，2i　of　6，（2i）　on　T2i　fi　M2a　n　U　which　sT≠狽奄唐?ｙ　（i）2（iii）　’ 奄?　（6．11）　for

all　i，　2’　with　lSi一く一　a一一　1，　1一く　7’　S　2L

Now　we　define　e52“）　on　M2a　A　U　as　follows．　First，　we　set

Q2（a－1）　＝　T2（a－1）　n　M2a　n　u，

Q2t
@＝　（T2i　一一一．／一U一，i，Clu（F2M））　fi　M2a　nU　（for　i　一一一　a　一一一　2，　a－3，．．．，　1＋1，　1）．
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Ngte　that　｛e2i｝isi〈一．一i　is　an　open　covering　of　M2a　n　U　by　（6．18）．　Then　glue　all　n，2t　on

（？2t　togeYAhe，　r　by　means　of　a　partition　of　unity　on　M2a　n　U　subordinate　to　｛（？2i｝；　and

define　e，（2a）　to　be　the　resulting　vecter　field．　Let　us　check　below　that　6」（2a）N 狽?ｅｅ’tg　the

three　requirements　in　（6．19）　for　each　7’．

At　first，　we　will　show　that　all　n，2k　（1　一く一　k　S　a－1）　satisfy　（i）．　The　following　equation

holds　on　e2k：

（π2’）。・η9k一（π21・π2り．・η3㌧（π2り。・（π2り．・η？㌧（π・り．・ξ！2k）・π2k

＝　e」（2i）　o　7r2i　o　7r2k　＝　z」ltll；　o　7r2i，

thus　n，2k　fulfills　（i）．　lt　is　obvious　that　all　n，2・k　satisfy　（ii）．　For　（iii），　it　suffices　to　show

that　if　y　E　lnt（F2i）　n　M2a　A　U　then　the　integral　curve　of　e，（一2a）　containing　y　does

not　meet　！｝42i　n　U　（for　every　integer　i　with　l　S　i　．〈一　a一　1）．　Since　F2i　does　not

intersect　Q2k　with　1　S　k　S　i　一一　1　by　the　definition　of　Q2k，　e，（・2a）　has　been　determined

respectively．　By　the　construction　of　n，2・i，　（th22・i）t（y）　does　not　meet　M2i．　For　each　integer

k　with　i　〈　k　：E｛　a　一　1，　we　have　p2i　＝　p2i　o　T2k　by　（6．4）．　Hence

ρ2ピ。（ψ多り，（y）＝ρ2‘oπ2た。（ψ直り亡（y）　＝　ρ2io（（ρS・2k））亡（の　＞　0

hold　for　all　t　sufficiently　close　to　O　by　the　inductive　assumption．　This　implies　that

（ψ9り，ωd・e・n・tmeet　M2‘f・r　a11オsu伍・iently　c1・se　t・0，　thu・（iii）h・1d・．

　　This　completes　the　induction　and　the　proof　of　this　theorem．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q．E．D．

　　Let　us　close　this　paper　by　giving　some　examples　about　foliated　Verdier　stratifications．

Example　6．20

（6．21）

Let　vi，　v2　be　holomorphic　vector　fields　on　M　＝　C3　defined　by

Vl　＝

V2　＝

　0
シ蕊

z互
Ox

　　　　　∂

脚下

　　　2∂

　ゆオ　　
　　　　∂ツ

＋暖
　　　　　0

＋聯罷・

Let　E（c　eM）　be　the　coherent　subsheaf　generated　by　vi，　v2．　E　is　integrable　since

［vi，　v2］　＝　xyvi　十　xzv2，　so　E　defines　a　singular　foliation　on　C3．　The　rank　of　E　is　one，

38

and　by（6・21），　S（E）＝＝　S（o）一｛y・z－0｝一伽xi・｝．　Set　X一伽xi・｝and

Y　＝　C3　一　｛x－axis｝，　then　S　＝　｛X，　Y｝　gives　a　foliated　Verdier　stratiricatione　of　C3．

Therefore　E　is　topologically　locally　trivial　along　X　by　（6．10）．

Example　6．22

（6．23）

Let　vi，　v2，　v3　be　holomorphic　vector　fields　on　M　＝　C3　defined　by

Vl　＝

V2　＝

3シ2

　　　　　　げ一蝪

炉げ一ツ・）券

＋3嶋

　　　　　　a

－2xz一　．
　　　　　OZ

Let　E（c　OM）　be　the　coherent　subsheaf　generated　by　vi，　v2，　v3．　We　can　easily　check

that　E　is　integrable，　so　E　defines　a　singular　foliation　on　C3．　The　rank　of　E　is　two，　and

by　（6・2．3．），　S（E）　＝　S（i）　＝　｛xz　＝　yz　＝　x2－y3　＝　O｝　＝　｛x　＝y＝　o｝u｛z　＝　x2－y3　．．　o｝

and　S（O）　＝　｛x　＝y　＝　O｝．　Set　Xi　＝＝　｛x　＝y＝　O｝　一　｛O｝　and　X，　＝’ @｛z　＝　x2　L　y3　i

O｝　一　｛O｝，　then　S　＝　｛C3　一　S（E），　Xi，　X2，　｛O｝｝　gives　a　foliated　Verdier　stratification

of　C3．　Therefore　E　is　topologically　locally　trivial　along　each　stratum　of　S　by　（6．10）．

Example　6．24　Let　us　recall　．the　singular　foliation　E　on　C3　given　in　（5．19）．　lf

we　take　Phg　．stratification　S’　＝　｛C3　一　S（E．　），　S（E）　一　S（O），　S（O）｝，　’the　struciure　’of　E

is　not　trivial　at　O　along　the　strarum　S（O）．　So　it　is　neccesary’ 狽潤@separate　the　bad

point　O　from　S（O）　to　obtain　the　local　triviality　along　each　stratum．　The　stratification

S　＝　｛C3　一一　S（E），　Xi，　X2，　｛O｝｝　is　adapted　to　E，　but　this　is　not　a　foliated　Verdier

stratification　（E　does　not　satisfy　the　foliated　Verdier　condition　at　p　＝　（x，　O，　O）　（x　1　O）

over　X2　＝　｛x－axis｝一｛O｝．　See　the　directions　of　the　leaves　passing　through　（x，O，z）　E　C3

for　z　E　C　sufficiently　close　to　O）．　We　cannot　take　a　foliated　Verdier　stratification　for

this　type　of　singular　foliations．
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