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1）L．．

Abel－Tauber　theorems　for　Hankel　and　Fourier　transforms

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　HIDEyuKI　KIKUCHI

ABsTRAcT．　We　prove　Abel－Tauber　theorems　for　Hankel　and　Fourier　transforms．　For

example，　leげbe　a　Iocaユly　integrable　function　on［0，◎◎）which　is　eventually　decreasing

to　zero　at　infinity．　Let　p　＝　3，5，7，…　and　e　be　slowiy　varying　at　infinity．　We

characterize　the　asymptotic　behavior　f（t）　tv　e（t）t－P　as　t　一一＋　oo　in　terrns　of　the

Fourier　cosine　transform　of　f．　Similar　results　for　sine　and　Hankel　transforrns　are

also　obtained．　As　an　application，　we　can　give　an　answer　to　a　problem　of　R．　P．　Boas

on　Fourier　series．

1．　Introduction　and　results

　　　As　a　prototype，　we　use　Fourier　cosine　transforms　to　explain　our　problem．　Let　f

be　a　locally　integrable，　eventua皿y　decreasing　function　on［0，00）which　tends　to　zero

at　infinity，　and　let　F，　be　its　Fourier　cosine　transform．　Let　p　〉　O　and　e　be　slowly

varying　at　infinity　（see　below）．　We　are　concerned　with　Abel－Tauber　theorems　which

characterize　the　asymptotic　behavior　f（t）　tv　e（t）t“P　as　t　一　oo　in　terms　of　F．．　lt

turns　out　that　the　values　1，3，5，…　　of　p　are　exceptional．　For　p　iiE　1，3，5，…　，one　can

obtain　the　desired　Abel－Tauber　theorems　using　regular　variation　一一　or　Karamata

theory．　See　Bingham－Goldie－Teugels　［BG’］r，　Ch．　4］，　where　references　to　earlier　work

by　Hardy　a　nd　Rogosinski，　Aljan6i6，　Bojani6　and　Tomi6，　Vuilleumier，　Zygmund　and

others　are　given．且owever　the　same　theorems　do　not　hold　fbrρ＝1，3，5，…。These

exceptional　values　are　related　to　the　power　series　expEmsion　of　the　kernel　cos　x　（see

Soni－Soni　［SS］）．

　　1991Mathenzatics　S吻ec　t　Classification．　Primary　40EO5；Secondary　42A16，44A15．

　　Key　wofvts　and　pん螂e8．　Abe1－Tauber　theorems，　Hanke工transfbrms，　Fourier　transforms，　Fourier

series，　n・・variation．
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　　　In〔111，0ne　of　the　authors　showed　that　one　could　use　rl－variation－or　de且aan

theory　in　the　terminology　of［BGTI－to　obta』n　the　desired　Abel－Tauber　theorem

fbr　cosine　transfbrms　whenρ・＝1。　For　theorems　of　the　same　type，　we　refer　to［11］

（cosine　series　and　integ：raユs），［12］（sine　series　and　integrals），［131（Fourier－Stieltjes

coefHcients），　and　Bingham－Inoue［BI】（Hankel　transforms），

　　In　this　paper，　we　consider　the　remaining　exceptional　values，　e．g．，ρ＝3，5，…for

cosine　transfbrms．　In　fa£t，　as　in［BI】，we　collsider　those　fbr　Hankel　transforms　from

the　beginning；the　results　fbr　cosine　and　sine　tra皿sfbrms　fbllow　as　special　cases．　As

an　application，　we　can　give　an　answer　to　a　problem　of　R．　P．　Boas　on　Fourier　series．

　　We　write　Ro　for　the　class　of　slowly　va　rying　functions　at　in丘nity，　that　is，　the　class

of　positive　measurable　e，　de丘ned　on　some　neighbourhood　of　in伽ity，　satisfying

　　　　　　　　　　　　　　　　　　e（λx）／e（x）→1　　（x→Oo）　　∀λ＞0．

Fbr　e∈Ro，　the　class　nどis　the　class　of　mea£urable／satisfying

　　　　　　　　　　　　｛！（λx）一∫（x）｝／e（x）→clo9λ　　　（x→○○）　　∀λ＞O

for　some　constant　c，　called　the　e－index　ofノ．　See［BGT】for　background．

L・tレ≧一1／2，t”＋Sh（t）∈Ll。。［0，。。），　andんb・ultimat・ly　dec・ea・ing　t・ze・・at

in丘nity．　We　consider　the　Hankelコ防「ansプb7rm

　　　　　　　　　　　　　鋼・一f。．．鱒聯の1／2ゐ（・・t）dt（・＜　・・），　（…）

wh・・e　f6．．一d・n・t・・an　imp・・P・・int・g・al　limM一．．　f。M　and　」．　i・th・Bes・el　fun・ti・n

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　　　　　　」レ（x’）＝Σ・・〆＋2ゴ　（0≦x＜。。）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
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　　　　　　　　　・vlゴ・一2。＋、ゴ．ブ！（一一　1）」・r（レ＋ブ＋1）（〃≧一1／2，ブー・，1ヂ・・）・（・．2）

Since　the　improper　integral　on　the　right　of　（1．1）　converges　uniformly　on　each　（a，　oo）

with　a　〉　O，　H．　is　finite　and　continuous　on　（O，　oo），

　　　For　n　E　N　and　x　E　（O，　oo），　we　define　n．，．　by

聯）：・・　x・＋9＋・n

if　f6。。孟レー塞＋2nん（t）dt＜。。．●

The・rem　1・五・t　e∈・R（）・漁∈N・L伽≧一1／2，オμ＋靴）∈Ll。。［0，・。），αηdん

be　ul伽αオε姻ec陀α伽9亡・zemαオ傾吻，　with　Hαnkel　transf・rm　H。．　Then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん（t）～オ｝レ＋2ne（の　（オ→。。）　　　　（1．4）

zf　and　o吻げ

　　　　　　　　fo　oo　t”一i＋2”h（t）　dt　〈　oo　and　rt．，．　E　He　ntth　e一　in　dex　c．，n．　（1　．5）

　　Note　that　Theorem　1　includes　results　for　Fourier　cosine　and　sine　transforms，　as

　　　　　　　　　　　xii2　J．　ii2　（x）　＝　v／ll　cos　x，　xi／2　」i／2　（x）　＝　v／lll　sin　x．

　　For　x　E　（O，　oo），　we　define　H．　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　rt．（x）　：＝　x’”’SH．（1／x）．　（1．6）

We　will　prove　Theorem　1　by　reducing　the　problem　to　the　following　known　result

（which　corresponds　to　the　case　n　＝：　O　of　（1．4））：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3
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Theorem　A　（［BI］，　extending　［ll］，　［12j）．　Let　u，　h，　H．　and　e　be　as　in　Theorem　1．

Then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん（t）～オーレー9e（オ）（t→・。）　　　　（1．7）

if　and　o吻ザ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Hレ∈Heωz’tんe一調nde¢cレ，o・　　　　　　　　　　（1，8）

The　cosine　case　u　＝＝　一一1　of　Theorem　A　is　due　to　［ll］，　the　sine　case　u＝　S　to　［12］，

and　the　general　case　v　｝1　一S　to　Bingham－lnoue　［BI］．

　　The　theorems　above　treat　the　boundary　cases　to　the　following　known　Abel－

Tauber　theorem　for　Hankel　transforms：

Theorem　B（［RS］，［SS1，　extending［P］，［B］）．五e加，ん，　Hレαnd　eδeα3れTheorem

L

　　　（1）F・rO＜ρくレ碍，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　h（t）　r一　t’Pe（t）　（t．oo）　（1．9）

　　　　　　if　and　only　if

　　　　　　　　　　H．（x）Nx”一ie（i／x）・2S－pl｝2（｝li－i－i：一liil／II／ii’i　（x一÷o＋）・　（i・io）

　　（2）五・tn∈N・諭一奏＋2n＜ρ＜レ＋塁＋2n・Th・η（1・9）ん・lds　of・π4殉

　　　　　　iff6。。孟レー曇＋2nん（t）dt〈・。・nd

恥韓傷ゴf。．．幽ん（t）・dt…xv＋参＋2ゴ　　（、．、、）

　　　　　　　　　　　　　　　　　f－xp－ie（i／x）・2g’pll（（il－il｛“i31／li／ii’］　（x．o＋）t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4
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　　　The　pa　rt　（1）　of　Theorem　B　is　due　to　Pitman　［P］，　Bingham　［B］，　and　Ridenhour－

Soni　［RS］，　while　the　part　（2）　to　Soni－Soni　［SS］．

　　　We　focus　on　Fourier　（cosine　and　sine）　transforms．　Let　f　E　LI．．［O，oo）　and　f

be　ultimately　decreasing　to　zero　at　infinity．　We　write　F，　for　the　Fourier　cosine

　transform　of　f：

　　　　　　　　　　　　　　Fc　（x）　＝f，　oo一　f（t）　cos　（xt）dt　（O　〈x〈　cx））．　（1．12）

Similarly，　let　g（t）t　E　Lii．．［O，　oo），　and　g　be　ultimately　decreasing　to　zero　at　infinity．

We　write　G，　for　the　Fourier　sine　transform　of　g：

　　　　　　　　　　　　　　Gs　（x）　＝　f，　co－g（t）　sin（xt）dt　（O　〈x〈　oo）．　（1．13）

Now，　at　least　formally，

　　　　鰹2ゴ）（・）一（一・）ゴf。．．亡2ゴ∫（オ）dちGl・ゴ＋・）（・）一（一・）ゴf。．．オ・ゴ＋・9働・

So　for　n　E　N　we　define　Fc，n　by

P・・n（X）一面
o瓦（・／x）罷ll）ガ・ゴ｝（・＜x〈・・）（…4）

if　F．　E　C2n－2（［O，　oo））．　S　imilarly，　for　n　E　N，　we　define　es，n　by

o，，．（x）　：＝　x2n“’　（c，（i／x）　一一　lli，i　一9i22」1’＋i）i（）9）x－2」”i／　（o　〈x〈　oo）　（i・is）

if　G，　E　C2”一i（［O，　oo））．　Here　as　usual，　CM（［O，oo））　is　the　class　of　functions　which

are　of　CM（1）一class　for　some　open　neighbourhood　1　of　［O，　oo）．

Theorem　2．　Let　e∈1砺and　n∈N．五eげ∈五｝o、［0，00）αnd／bεultimαtety

decreasing　to　iero　at　infinity，　utth　Fourier　cosine　transform　F．．　Then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f（t）　，．　t－2n’ie（t）　（t．oo）　（1．16）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5
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if　and　only　if

　　　　　　　　　Fc∈・2π一2（［・，・・））・顧・∈恥伽一器（1・・7）

Theorem　3．　Let　e　E　Ro　and　n　E　N．　Let　g（t）t　E　LI．．［O，oo）　and　g　be　ultimately

decreasing　to　iero　at　infinity，　with　Fourier　sine　transform　G，．　Then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　g（t）　r一　t－2n－2e（t）　（t－oo）　（1．18）

if　and　only　if

　　　　　　σ・∈σ2”一1（［・，・・））・nd　e・，・∈恥伽e一融（1謂）！・（…9）

Remark．　ln　Theorem　2，　F，　E　C2”一2（［O，oo））　implies　that　the　limit　F．（O十）　exists

amd　that　F，，　with　F．（O）　：＝　F，（O十），　is　in　C2n’2（［O，oo））；　similarly　for　the　meaning

of　G，　E　C2”一i（［O，　oo））　in　’Theorem　3．

　　The　proofs　of　Theorems　2　and　3　are　based　on　Theorem　1．

　　We　give　an　application　of　Theorem　3　to　probability　theory．　Let　X　be　a　real

random　variable　defined　on　a　probability　space　（9，　．1’，　P）．　The　tail－sum　of　X　is　the

fしmction＝Z「defined　by

　　　　　　　　　　　　T（x）　：＝　P（X　S　一x）　＋P（X　〉　x）　（O　Sx〈　oo）．

Note　that　T　is　finite　and　decreases　to　zero　at　infinity．　Now

　　　　　　　　　　｛・一σ（ξ）｝／イーT（x）・in（xξ）dx（・＜ξ＜・・），

where　U　is　the　real　part　of　the　characteristic　function　of　X：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　U（C）　：＝　E［cos（4X）］　（C　E　R）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6
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（see　［BGT，　p．　336］）．　By　Theorem　3，　the　asymptotic　behavior

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T（x）　，v　x－2n－2e（x）　（x　一　oo）

with　n　E　Fg　and　e　E　Ro　is　characterized　in　terms　of　U．

　　We　can　apply　Theorems　1　and　A　to　Question　7．19　of　Boas　［Bo］．　For　f　E　L　i［O，　Tl，

we　define　its　Fourier　cosine　coefficients　an　by

a．　：＝　iill　f，”　f（t）　cos　（nt）　dt　（n　＝　i，　2，　・　・　・　），　：＝＝　1　f，”　f（t）　dt　（n　＝　o）．　（i．20）

Similarly，　for　g　E　Li［O，　T］，　we　define　its　Fourz’er　sine　coefficients　b．　by

　　　　　　　　　　　　　　　b．　：＝　3f，”g（t）　sin（nt）dt　（n　＝1，　2，…）．　（1．21）

Theorem　4．　Let　f　E　Li［O，　r］　with　Fourier　cosine　coefiicients　（ak）．　We　assume

tんαオαた≧0プbγ騒α〃k≧0．五εオn∈Nand　e∈Ro．　Thθn

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　邑α・一瞬・去（m一・・）　　（・．22）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝鴨

if　and　only　if

　　　　　　　　　　！∈C2n－2（〔・，πD蝋∈H・翻倒器　（・・23）

where

一｛／（・／x）一町）ガ・ゴ｝（・／π≦x＜・・）・（・鋤

Corollary．　ln　Theorem　4，　we　jur’ther　assume　that　（ak）　is　decreasing．　Then　（1．23）

ts　equivalent　to

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e（m）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（m－oo）．　（1．25）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　arn　tv
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m2n十1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7
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Theorem　5．　Let　g　E　L　i［O，　Tl　with　Founter　sine　coeJe7cients　（bk）．　We　assume　that

δん≧0プbγ’α〃k≧1．五etη∈Nαn（オe∈石哉）．　Tんen

　　　　　　　　　　　　　　　　　蕊6・一託禦1・rk、（m一・・）　（・・26）

勾ρand　onlyげ

　　　　　　　　　gEc2”一i（［o，r］）　and　g．　E　ne　with　e－index　一7：．S：121’i）￥
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．27）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2η一←1）ド

ωんere

g．（x）：＝x2”’i

撃〟ii／x）一：1：i－g（（i」．’＋i）1（）O！）x’2」di／　（i／rsx〈oo）．　（i．2s）

Corollary・血TheoT℃m　5，ωεプ勧7でんεγ・assume孟んαオ（bk）乞3　decγ「eαsing．

ts　eguivalent　to

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e（m）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　bm　tv　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（m　一　oo）．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m2n十2

Then　（1．27）

（1．29）

Remark．　We　understand　that　Li［O，　T］　consists　of　equivalence　classes　with　respect　to

the　equivalence　relation　fi　N　f2　〈〉　A　＝　f2　a．e．　So，　e．g．，　in　（1．23），　f　E　C2”一2（［O，　rr］）

implies　that　there　exists　a　function　in　C2”’一2（［O，　r］）　which　lies　in　the　equivalence

class　of／and　that　we　identify　the　function　withノ．　In　particular，　ifΣ黒。團くOo，

then　by　［Z，　Ch．　III，　Theorem　3．9］　（Theorem　of　Lebesgue　on　CesiLro　summability）

f　E　C（［O，T］）　and　we　may　assume　that　f（x）　＝＝　£29＝o　ak　cos（kx）　for　O　S　x　S　T．

Similarly，　if　Z）ie9，．i　lbk　l　〈　oo，　then　g　E　C（［O，　7r］）　and　we　may　assume　that　g（x）　＝

2　ge＝i　bk　sin（kx）　for　O　s　x　s　r．

　　For　（1．26）　with　n　＝　O，　we　have　the　following：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8



Theorem　6．　Let　g，　（bk）　and　e　be　as　in　TheoTem　5．　We　write　g（x）　：＝＝　xg（1／x）　for

x　｝it　1／T．　Then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Sll）　bk　r一　g1（31ZM）　（m－oo）　（i．30）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝＝m

if　and　o吻げ

　　　　　　　　　　　　　　gE　C（［O，　T］）　and　g　E　He　with　e－in　dex　1．　（1．31）

　　See　also　［12，　Theorem　1．2］．

　　Theorems　4，　5　and　6　treat　the　boundary　cases　to　the　foilowing　known　results

due　to　Yong　［Y］：

Theorem　C　（［Y］）．　Let　f，　（ak）　and　e　be　as　in　Theorem　4．　Let　n　E　N　and　2n－1　〈

ρく2η，十1．　Thεn

　　　　　　　　　　　　　　　　　慧…細・ρ圭1（m一・・）　（・・32）

if　and・吻ザ∫∈02炉2（［0，π］）αnd

∫（x）一

驕逞ｯll）x・ゴー2r（ρ），論（ρπ／2）x・一・e（・／・・）（x一・＋）・（・・33）

Theorem　D　（［Y］）．　Let　g，　（bk）　and　e　be　as　in　Theorem　5．　Let　n　E　N　and　2n　〈p〈

2n十2．　Then

　　　　　　　　　　　　　　　　　慧δ鳶一細・f，、（m一・・）　（・・34）

ザ。nd。吻ザ． X∈0・π一・（［0，π］）and

9（・・）一

`撃ll）x・ゴ＋1－2r（ρ）、蓋（ρπ／2）・・ρ一・e（1／x）（x一・＋）・（　）

　　Theorems　4，　5　and　6，　together　with　Theorems　C　and　D，　give　an　answer　to　［Bo，

Question　7．19］．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9



，」

　　In　this　paper，　we　give　a　proof　only　to　Theorem　1　which　is　our　main　theorem．

For　the　rest，　we　refer　to　［IK］．

2．　Proof　of　Theorem　A

　　　As　we　stated　in§1，　Theorem　A　is　due　to［BI］．　Since　our　main　theorem，　that

i・Th…em　1，　i・p・・v・d　using　Th…em　A，　w・giv・it・p…f飴11・wing［BI］f・・

completeness．

　　　3ゆ1．Choose　X　so　large　thatんis　positive　and　non－increasing　on［X，○○）．　We

first　show　that　we　lose　no　generality　by　supposing　thatんva　nishes　on［0，X）．

　　Setん（t）：ニ1【x，。。）（オ）ん（t），　and　let．Hレbe　its且ankel　transfbrm：

　　　　　　　　　　　　　　瓦（の）・一∠．．一ろ（綱・／・欄（¢〉・）・

By　the　mean－value　theorem，　there　exists　c1∈（0，00）such　that

　　　　　　　　　　　　lガμJレ（¢）一ザゐω1≦c、lx－yl　（0≦コr，y≦1）．

So　fbrλ＞1，

　　　　　　　　af．）i｛Hv（Ax）一鋼一｛（λ・・）・＋壇〆1／λx）一・＋壇・（・／x）｝1

　　　　　　　一雄）f。x幽t）｛（t／λx）一・聯）一（ψ）一・ゐ（t／x）｝dt

　　　　　　　≦・・（1　一一　A－1xe（x））xf。Xt・＋毒1ん¢）ldt一・（・・一・・）・

So（1．8）holds　if　and　only　if♂＋圭倉レ（1／x）∈ne　with　e－index　cレ，o．　Hence　we　may

　　　　　　　　　　り
replaceんbyトthat　is，　we　may　assume　thatんvanishes　on［0，　X）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　10
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　　　St・p・2’　Abelian卿・First　w・お・㎜・（L7）and・h・w（1．8）．　F・・、，＞0，

　　　　　　　　　　xu＋＃（x）｛恥。…∬ん（オ）tu＋9dt｝一・（1）＋π＠），（2ユ）

where
　　　　　　　　　　・（X）・一f。’（睾欝鍔U）｛U1／・ゐ（U）一傷。uu＋券｝轟、，

　　　　　　　　　　11（x）・一∠。．一驚）u1／・み（u）伽・

By　the　uniform　convergence　theorem　for　regularly　varying　functions　（［BGT，　Th．

1・5・2］），伽）レ＋2ん（xu）／・・μ＋2ん（x）・・nv・・g・・t・u’／2　as　x→・。　unif・・mly・in・u∈（0，1］．

且ence　we　fi：【1d　that

　　　　　　　　　I（x）　’　foi　Ei；．｝g＋g　｛ui／2」v（u）　一　cv，ou”＋1｝　du　（x　一．　oo）．

We　note　that　the　integral　above　converges　absolutely　since　there　exists　c2　E　（O，　oo）

such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　Iガン」レ＠）一・。，・1≦・・x2（0≦x≦1）．　　　（2。2）

in　the　same　way，　for　any　Y　〉　X，

　　　　　　　ズ鵠）U・／・ゐ（U）伽一ズ≠募U・／・ゐ（U）ぬ　（X一・・）．

　　By　the　second　integral　mean－value　theorem　（［WW，　S4．14］），　for　x　〉　1，

　　　　　　　　　　　ガー鴇）U・／・励一鷺）fl㌦・／・撒

for　some　Y’　E　（Y，　oo）．　lf　we　set

then

　　　　　c3　；＝　sup　｛lf．Y　ui／2　J．　（u）du

製P∬暢鵠） ul／2」レ（u）伽

　　　　　　　11
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which　can　be　made　arbitrarily　small　by　choosing　Y　large　enough．　So

　　　　　　　　　　　　　　　U（X）　’　f，　oo　u」．IBI．g　ui／2　」．　（u）diL　（x　．　oo）．

　　　Therefore

t’）｛（Hu　（Ax）一㈱ズん（孟）tu＋idt）一（爾一㈱∬膨＋i・dt）｝一・

as　x　．　oo，　Hence，　by　the　Uniform　Convergence　Theorem，

　　　　　　　譜（λx）一Hレ（コじe（x））一無線海ん（のtu＋圭・dt

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一応・鵠（x）∠λ（響鵜u）警

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一。・，・ズ穿一。・，・1・9λ・

Thus　（1．7）　implies　（1．8）．

　　Step　3：　Tauberian　part．　We　now　prove　the　implication　from　（1．8）　to　（1．7）．　By　a

formula　of　Gegenbauer，

　　　　　　　　　　．．幽（yt）・／・卿亡一du＠、等1＋暴（x＞・），　　　　　　　　　fo

where　d．　：＝　7r’i／22”＋ir（u　＋　；）　（［ww，　S　13．2　（5）1）．　So　by　Parseval’s　formula　for

Hankel　transforms　（［RS］），　for　x　〉　O

　　　　　　　　　　　f。．．ん（のtu＋毒・一・・dt・一・du∬一瓦（y）（x、等1＋gdy・（2・5）

By　the　second　integral　mean－value　theorem，

　　　　　　　　　　　　　　　　　IHレ（y）1≦c3ん（X）／シ　　　　（0＜！ノ＜◎○），　　　　　　　　　　　　　　（2．6）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　12
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．

　whence

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．．1鞠）1（x、縞。＋塁吻＜…　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ズ

On　the　other　hand，　by　［BGT，　Th．　3．7．4］，　（1，8）　implies　R．1　E　Ro，　whence

　　　　　　　　　　ル・ω1（、，、鵠。＋書三一ズ．．（X、舞＋量d一…

Thus　the　integral　on　the　right　of　（2．5）　converges　absolutely　一一一一　and　so　the　results　of

　［BGT　Ch．　4］　apply．

　　　We　use　Laplace　transforms．　Write

　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ（t）・イん（ψ〃＋巷伽（オ≧・），

　　　　　　　　　・（x）・一f［。，．．）・『・・蜘一f。．．ん（オ暁xtり・・〉・）・

Then　by　（2．5），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　U（1／x）　＝　（k＊　U．）（x）　（x　〉　O），

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x2u十2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　k（x）　：＝　du　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（x　〉　O）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1　＋　x2）u＋i

and　k　＊　H．　denotes　the　Mellin　convolution

　　　　　　　　　　　　　　　　　（h＊　Hu）（x）一f。．．た（ψ）瓦（オ）雌

The　absolute　convergence　strip　of　the　Mellin　transform

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　爾イ聯脚

is　一一1　〈　sez　〈　2v　十　2，　and　for　z　in　the　strip

　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　2レ
　　　　　　　　　　　　　　　　　k（・）一π1／・「（レ＋1一毒・）r（巷＋登・），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　13



in　particular，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k（0）・＝・2vr（zノ十・1）．

By（2・6），　H・i・1・・ally　b・und・d・n［0，・。）・S・by　th・a・gum・nt・f［BGT，　P．242］

（Ab・lian　th…em・f・・diffe・en・es），　w・丘nd　that（1．8）impli・・κ・瓦∈ll，　with．e一

　　　　　　　　　　　　　　　　ゐind・x　1－i・e・，・・i・σ（1／・）・S・by　a伽b・・ian・th…em・f　d・Haan（・£［BGT，　Th．

3・9・1D，　w・・ee　th・tσ∈n・　with・e・ind・x　1・Finally，　by［BGT，　Th．3．6ユOl（with

・1・wdec・ea・e・eplaced　by・1・w　in・・eas・），　w・・btain（1．7），・・mpl・ting　th・p，。。f，□

3．　Proof　of　Theorem　1

　　We　note　that　（1．4）　implies

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　fo　oo　tUd｝＋2nh（t）dt〈oo．　（3．1）

So，　when　proving　the　equivalence　of　（1．4）　and　（1．5），　we　may　assume　（3．1），

　　We　define　ho，…　　，h．一i　by

　　　　　　　　　ho（t）　：＝　f，　OO　h（s）sU＋Sds　（O　St〈　oo），

　　　　　　　　　んゴ（の・一∠．．んゴ・1（・）・d・（・≦k・・，ゴー・，…，一・）．

Since　h　is　event　ually　non－negative，　h」・　are　all　eventually　decreasing．　By　Fubini’s

theorem，

　　　　　　　　　　　　んゴ（・）一f。．．蝋．．dち一・オゴー・…f，1．．ん（t・蔽・

　　　　　　　　　　　　　　　　一f。．．姻t・蝋㌦・t・…∬一1ちdち

　　　　　　　　　　　　　　　　一2考！f。．．ん（のオ・＋養＋・ゴdt・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　14



Since
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x一”　J．　（x）　＝　O（1）　（x　一　oo），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tiit7　｛x一’P」．（x）｝　＝　一x一”」．＋1（x），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x一”」．（x）　一　c．，o　（x　一．　O＋）

f・・anyμ≧一1／2（・ee　Wat・・n剛，　P・g・・199・nd　45），　w・・btain，　by　int・g・ati・n

by　parts，

Hu（x）一x・＋9　f。．．一ん（オ）tU＋圭｛（オ¢）一綱｝dt

　　　　　　　　一〆＋圭ん・（・）c…一坐＋圭＋2f。．．一ん・（オ）t｛伽）一u一・ゐ＋・圃｝dt一…

　　　　　　　　　n一一1

　　　　　　　一Σ（一1）ゴxu＋巷＋2ゴんゴ（0）・。＋ゴ，。

　　　　　　　　　ゴ・＝0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋（一・）・〆＋垂＋2・f。．．一ん・一1（オ）オ｛（勘）一ゐ＋調｝dt

　　　　　　　一韓（一・）猛鞠・隔”＋（一・財∠呼9（の（tx）・／・　」・＋n（鵬

where

　　　　　　　　　　　　　　　　9（t）：二孟『μ＋1－nんπ＿1（オ）　（0〈オ＜。。）．

Since

　　　　　　　　　　　　　　　（一・）ゴんゴ（・）Cv＋炉嘱．．tU＋圭＋・ゴん（オ）dち

we　have

　　　　　　　　　　R・，n（x）＋・贈＋・）＋S∬一9（オ）（ψ）・／・ゐ＋・（オ／x）dt・（鋤

Now　t（”＋n）＋Sg（t）　E　LI．，［O，　oo）　and　g　is　eventually　decreasing　to　zero，　whence　by

Theorem　A　（with　u　replaced　by　u十n）　（1．5）　is　equlva1ent　to

　　　　　　9（t）一オー吻の・（藷π一オー吻オ）・S，hn！（孟一・・）

or

　　　　　　　　　　　　　　　　　ん・一・（t）一幽・S，hn！（オー・・）・　　（3・3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　15



Since　h」・　is　eventually　decreasing，　log｛h」・（t）t｝　is　slowly　increasing，　whence　by　the

Monotone　Density　Theorem　（see　［BGT，　g　l．7］）　（3，3）　is　equivalent　to

ん・（t）一
ﾚ．．・・＋毒ん（・）d・一図ー・ne（オ）・孟

（t　一　co）’ （3．4）

By・as・umpti・n，んi・ev・ntu・11ydec・easing，　wh・nce　l・9｛h（t）tu＋S｝iss1・wlyin・・eas－

ing．　Again　by　the　Monotone　Density　Theorem，　（3．4）　is　equivalent　to　（1．4）．　This

completes　the　proof．　a
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