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　　In　［8］　K．Janich　explained　the　wavefront　propagation　mechanism　on　a　manifold　which　is

completely　described　by　a　positive　and　positively　homogeneous　Hamiltonian　function　on

the　cotangent　bundle　and　investigated　the　local　gradient　models　given　by　the　ray　length

function．　Caustics　and　wavefronts　generated　by　an　initial　wavefront　which　is　a　hypersurface

without　boundary　in　the　manifold　is　investigated　as　Lagrangian　and　Legendrian　singularities

by　V．1．Arnold　（cf．，　［1］）．　ln　［13］，　1，G．Scherbak　studied　the　case　when　the　hypersurface　has　a

boundary　and　she　explained　the　caustics　and　wavefronts　generated　by　the　hypersurface　with

a　boundary　corresponds　to　a　generalized　notion　of　caustics　and　wavefronts　respectively　（i，e．，

the　bozenclarz！　caitstics　and　bozendaTz／　fronts），

　　　In　this　paper　we　investigate　the　more　general　case　when　the　hypersurface　has　an　r－corner．

In　this　case　each　light　rays　incident　from　each　edge　of　the　hypersurface　gives　a　symplectic

regular　r－cubic　configuration　（cf．，　Section　3）　at　a　point　of　the　cotangent　bundle　which　is　a

generalization　of　the　notion　of　Lagrangian　submanifolds　and　each　wavefront　incident　from

each　edge　of　the　hypersurface　gives　a　contact　regular　r－cubic　configuration　（cf．，　Section　12）　at

a　point　of　the　1－jet　bundle　which　is　a　generalization　of　the　notion　of　Legendrian　submanifolds．

The　caustic　generated　by　the　hypersurface　germ　with　an　r－corner　is　given　by　the　caustic　of
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the　symplectic　regular　r－cubic　configurations　（cf．，　Section　3）　which　is　a　generalization　of　the

notion　of　quasieaustics　given　by　S．Janeszko　（cf．，　［7］）．　ln　complex　analytic　category，　the　theory

of　symplectic　and　contact　regular　r－cubic　configurations　has　been　developed　by　Nguyen　Huu

Duc，　Nguyen　Tien　Dai　and　F，Pham　（cf．，　［3］，　［6］）．　But　their　method　does　not　work　well　for

COO－category　and　all　contact　regular　T－cubic　configurations　in　their　category　are　stable．　This

paper　is　composed　of　three　parts．

　　　The　main　purpose　of　Part　1　is　the　investigation　of　the　stability　of　smooth　symplectic

regular　r－cubic　configurations　and　the　classification　of　stable　caustics　given　by　stable　sym－

plectic　regular　r一一cubic　configurations　in　Coo－category，　ln　order　to　realize　this　purpose　we

shall　define　the　notion　of　reticular　Lagrangian　maps　in　Section　3　which　is　a　generalization　of

the　notion　of　Lagrangian　maps　for　our　situations．　We　shall　also　prove　that　the　equivalence

relation　among　reticular　Lagrangian　maps　is　equivalent　to　a　certain　equivalence　relation　of

corresponding　generating　families．　ln　Section　5　we　shall　define　the　notion　of　stability，　homo－

topically　stability，　infinitesimal　stability　of　reticular　Lagrangian　maps　and　prove　that　these

and　the　stability　of　corresponding　generating　families　are　all　equivalent．

　　　By　the　above　results　the　classification　of　stable　caustics　is　reduced　to　the　classifica－

tions　of　function　germs．　ln　section　7　we　classify　unimodal　function　germs　with　respect

to　reticular　R－equivalence，　This　gives　the　classification　of　stable　caustics　in　manifolds　of

dimensionS　6，　ln　［14］，　D．Siersma　classified　singularities　with　bundle　codimension（＝R－

codimension－modality）　S　4　under　the　same　equivalence　relation．　Hence　a　part　of　his

classification　list　is　the　same　as　the　part　of　our　list．　We　shall　draw　the　figures　of　stable

caustics　in　manifolds　of　dimensionS　4　at　the　last　part　of　this　part，　The　investigations　of　this

part　are　published　in　［15］．
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i
，　In　part　Il　we　investigate　the・pticα1　stability・f　caustics　gene・ated　by　a　light　s・u・ce　hy．

　　　persurface　germ　with　an　r－corner　as　an　apPlication　of　Part　I，　that　is　the　stability　of　caustics

　　　with　respect　to　perturbations　of　the　hypersurface　germ　under　a　fixed　Riemannian　structure．

　　　More　generally，　we　study　the　optical　stability　of　caustics　with　respect　to　perturbations　of　the

　　　hypersurface　germ　under　a　fixed　Hamiltonian　system　de丘ned　in　Section　2，　The　stability　of

　　　caustics　and　the　optical　stability　of　caustics　are　generally　not　equivalent　because　the　stabil＿

　　　ity　of　caustics　means　the　stability　with　respect　to　both　of　perturbations　of　the　hypersurface

　　　germ　and　the　Hamilt・nian　system・ln　this　apPlicati・n，　we　c・nsider　the　fgll・wing　Pr・blems，

　　　extending　of　the　investigations　by　K．Janich［8］and　G．Wassermann［18］：For　a丘xed　Hamil－

　　　tonian　system　on　the　cotangent　bundle；

　　　（1）Is　the　optical　stability　of　caustics　equivalent　to　the　stability　of　caustics？

　　　（2）F・・agiven　functi・n　ge・ms，　when　d・es　there　exist　a　light　s・u・ce　hypersurface　ge・m　with

　　　an　r．comer　which　satisfy　the　following　conditions（a）（b）？：a）Agenerating　family　of　the

　　corresponding　symplectic　regular　r－cubic　con丘guration　is　an　unfolding　of　the　given　function

　　gerln，　b）The　caustic　generated　by　the　hypersurface　germ　is　optically　stable．

　　The　answer　of（1）is　cYes’．　This　means　that　stability　of　caustics　and　optical　stability　of

　　caustics　are　equivalent．

　　We　give　a　partial　answer　to　the　problem（2）．　The　answer　of（2）gives　us　a　method　to　decide

　　when　the　caustic　de丘ned　by　a　function　germ　in　the　classification　list　can　be　realized　as　an

　　（・ptically）stable　caustic・The　investigati・ns・f　this　part　are　published　in［16｝．

　　　　　In　Part　III，　we　investigate　the　two　topics．　The　first　topic　is　the　investigation　of　the　relation

　　between　symplectic　regular　r－cubic　configurations　and　contact　regular　r－cubic　configurations，

　　　　　The　second　topic　is　the　investigation　of　the　stability　of　smooth　contact　regular　r－cubic

4
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configurations　and　the　classification　of　stable　wavefonts　given　by　stable　contact　regular　r－

cubic　configurations　in　Coo－category．　ln　order　to　realize　this　purpose　we　shall　define　the

notion　of　retieular　Legendrian　maps　in　Section　14　which　is　a　generalization　of　the　notion　of

Legendrian　maps　for　our　situations．　We　shall　also　prove　that　the　equivalence　relation　among

reticular　Legendrian　maps　is　equivalent　to　a　certain　equivalence　relation　of　corresponding

generating　families・In　this　secti・n　we　shall　de且ne　the　n・ti・n・f　stαbility，　h・m・吻ically

stability，　infinitesimαl　stαb乞1吻of　reticular　Legendrian　maps　and　prove　that　these　and　the

stability　of　corresponding　generating　families　are　all　equivalent．

　　　By　the　above　results　the　classification　of　stable　wavefronts　is　reduced　to　the　classifications

of　function　germs．　ln　section　7　we　classify　function　germs　with　respect　to　reticular　K－

equivalence　with　reticular　K－codimension　lower　than　8　．　This　gives　the　classification　of

stable　wavefonts　in　manifolds　of　dimensionS　7．　At　the　last　of　this　part，　we　shall　draw　the

figure　of　the　wavefront　of　one　of　the　reticular　Legendrian　map－germ　whose　generating　family

is　a　reticular　versal　unfolding　of　a　function　germ　in　the　classification　list，
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Part　I

2　Preliminaries

　　The　propagation　mechanism　of　light　rays　incident　from　a　hypersurface　germ　with　an

r．cornerin　a　smooth　manifold　is　described　as　follows　（Cf，，　［8］）：　Let　M　be　an　n（＝＝　r＋k＋1）一

dimensional　differentiable　manifold　and　H　：　T＊MXO　一一一〉　R　be　a　Coo－function，　called　a　Hamil－

tonian　junction，　which　we　suppose　to　be　everywhere　positive　and　positively　hdmogeneous　of

degree　one，　that　is　H（AC）　＝　AH（e）　for　all　A　〉　O　and　C　E　T’MXO，　where　T　：　T“M　一一〉　M　is　the

cotangent　bundle．　Let　XH　denote　the　corresponding　Hamiltonian　vector　field　on　T“MXO，

given　locally　by　the　Hamiltonian　equations：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　OH　，　OH
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　qi　＝　bi5T，　，　Pi　＝　一’5iiT，　，

where（g，p）are　local　canonical　coordinates　of　T＊ル1．

　We　set　E　＝　H－i（1）　and　consider　the　following　canonical　projections　7r　：　T“M　一一〉　M，

rE　：　R×　E　一一〉　E，　TR　：　IR　×　E　一　R．　We　denote　Eg　the　fiber　of　the　spherical　cotangent　bundle

7rlE　at　q　E　M．

　Let　qo　E　M，　to　2　O，　Co　E　Eg，　and　no　be　the　image　of　the　phase　flow　of　XH　at　（to，Co）．　Since

the　phase　flow　of　XH　preserves　values　of　H，　the　local　phase　flow　W　：　（R　×　T’MXO，　（to，Co））　一

（T’MXO，　no）　of　XH　induces　the　map　¢　：　（R　×　E，（to，Co））　一　（IR　×　E，　（to，no））　given　by

Φ（ちξ）＝（ちΨ（ちξ））．

　We　set　exp　＝　rM　o¢　：　（IR　×　E，　（to，　Co））　一　（M，　uo），　expg，　＝：　exp　l　RxE，，，　exp一　＝＝　rM　o¢一i　：

（R×　E，（to，ηo））　→　　（ノしグ，（10），　eコじP逗b　＝　exp－IR×Euo，　φ1　＝　（πハ4，exp）　：　（R　×　五フ，（to，ξo））　→

（M×M，（q・，u・）），φ2＝（eコcp一，πM）・（R×E，（オ・，η。））→（A・f×砿（q。，u。）），where炉π（η。）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6
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Then　the　following　diagram　is　commutative：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（R　x　E，　（to，　Co））　一EIL＞　（R　x　E，　（to，　no））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／exp　ipi　X＞，　／ip2　exp一　X．

　　　　　　　　　　　　（IN4，　zeo）　一eZ！3’一　（M　x　M，　（qo，　2Lo））　一Z！1’一〉　（7Vl，　qo）

By　［8，　2．2］　we　have　the　following　proposition

Proposition　2．1　Jf　expq，　is　regular　then　ipi　and　ip2　are　diffeomorphisms．

　　Let　expq，　be　regular，　then　we　can　define　the　smooth　function　germ

　　　　　　　　　　　　　　　T　＝＝　rR　o　ipf’　＝　TR　o　ip2－i　：　（M　×　A／f，　（qo，　uo））　一〉　（R，　to）．

We　call　T　the　ray　length　junction　associated　with　the　regular　point　（to，Co）　of　e　zrpq，．　Set

ξ＝7rEOφr1：（M×ルf，（90，uo））→（E，ξo），η＝πEoφi－1：（M　x・M，（qo，uo））→（E，ηo）．　By

［8，　Lemma　2］　we　have

　　　　　　　　d，T（q，　u）　＝　一C（q，u），　d．T（q，　？L）　＝　n（q，　ze）　for　（q，　ze）　E　（M　×　M，　（go，uo））．

Ii12tg］iEpR1f2ample：　Let　M　be　a　Riemannian　manifold　and　H　be　the　length　of　covectors．　Then　¢

maps　each　covector　in　time　t　a　distance　t　along　the　geodesic　and　hence　T（q，　zL），　（q，　u）　E

（M　×　M，　（qo，　zLo）），　is　the　length　of　geodesic　which　connects　q　and　iL．　ln　particular　if　M　be

a　Euclidean　space　IE”，　thenΦ（ち9，P）一（9＋謁ちP）and　T（q，　u）一19－ul，　whe・e（9，P）a・e

canonical　ceordinates　of　T＊E”　and　q，　zc　E　E”．

　　Let　Hr　＝　｛（xi，…　，x．）　E　IRr　lxi　）　O，…　，x．　｝il　O｝　be　an　r－corner，　Let　VO　be　the　hyper－

surface　germ　in　（M，　qo）　satisfying　Co　IT，，vo　＝＝　O　with　an　r－corner　defined　as　the　image　of　an

immersion　b　：　（Hr　×　IRk，O）　一　（M，　qo）．　We　parameterize　VO　by　L．　For　each　a　c　1，　＝　｛1，…，r｝

we　define　A9　by　the　set　of　conormal　vectors　of　V．O　：＝　VO　fi　｛x．　＝　O｝　in　（E，　Co）　as　the　initia1

7
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rays　incident　from　V．O．　Then　we　regard　the　set　L．　the　image　of　covectors　in　A9　by　TE　o¢

around　time　to，　that　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　1｝σ＝｛7rEOΦ（ちξ）∈（E，ηo）i（ちξ）∈（R，to）×A2｝，

as　the　set　of　rays　incident　from　V．O　around　to．　We　also　regard　the　union　of　L．　for　all　a　c　1，

as　the　set　of　rays　incident　from　the　hypersurface　VO　around　time　to．

　　Let　C．　be　the　critical　values　of　T　IL．　for　a　C　lr　and　（［？．，．　＝　T（L．　fi　Lr）　for　a　iE　7　C　lr．

We　define　the　caustic　of　the　light　rays　incident　from　VO　around　qo　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　U　Ca　U　U　（？a，T・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　aCIr　a7ET

The　meaning　of　the　caustic　is　the　following：　For　example，　consider　the　case　r　：2，　k　＝＝　O．

Then　Vo　＝　｛（qi，　q2，　q3）lqi　｝1　O，　q2　｝z　O，　q3　＝＝　O｝　for　coordinat　es　（qi，　q2，　q3）　of　（A／f，　qo　）．　By　the

remark　of　the　de丘nition　of　the　caustic　in　Section　3　we　have　Uσ≠γQσ，7＝Qの，1UQの，2UQ1，｛1，2｝U

Q2，｛i，2｝．　The　bright　points　generated　by　incident　rays　from　VO，　VO　n｛gi　＝O｝，　VO　fi｛q2　＝＝　O｝

and　VO　n｛qi　＝　q2　＝＝　O｝　are　C¢，　Ci，　C2　and　Ci，2　respectively．　On　the　other　hand　the　light　rays

incident　f・・m　the　b・unda・y・f　Vo，　Vo∩｛q・一〇｝and・Vo∩｛q2－0｝a・e　Qの，、UQの，、，　Q、，｛1，、｝and

Q2，｛i，2｝　respectively．　They　appear　as　the　boundary　of　the　shadow　defined　by　the　boundary

of　light　rays　incident　from　VO，　VO　n｛qi　＝＝　O｝　and　VO　n｛q2　＝　O｝　respectively．　This　definition

is　a　natural　extension　of　quasicaustic　defined　in　［7］，

　　The　family　of　submanifolds　｛L．｝．ci．　of　（T’MXO，　no）　is　‘generated’　by　the　ray　length

function　7　as　the　following：

Proposition　2．2　Let　VO　be　the　hypersurface　germ　in　（M，　qo）　satisfying　Co　lT，，　vo　＝　O　defined

as　the　image　of　an　immersion　L：（Hr　×　Rk，O）　一　（A4，　qo）．　Let　L．　be　the　set　of　rays　incident

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8
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f7・om　1／．O　：＝＝　VO　n｛x．　＝　O｝　around　time　to　for　a　C　1．．　Define　F　：＝　T　o（b　×　id．）一to　E

頭（r；k十m）・Then　the！・〃・ω吻1醐’

（i）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　02F

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　rank（　Oo％aFZ‘　1　一r＋k．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　OyOze　／o

（2）

La　＝　｛duF（X7Y，　Ze）　E　（T’MXO，　opo）IXa　＝＝　dx」．．．F（X）Y，　U）　＝　dyF（X，　y，　u）　＝　O｝　for　a　C　lr，

where　we　z’dentify　（A／f，　iLo）　and　（Rn，O）　by　coordinates　（？Li，…，ze．）　of　（M，　zeo）．

Proof，　By　［8，　Sublemma］　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（dudxFduF）・Tu・M→Ta，　v・eR

is　an　isomorphism．　This　means　（1）．

　　Let　a　c　1．　and　n．　E　（E，　no）．　Then　n．　E　L．　if　and　only　if　op．　＝　7rE　o¢（t，　Cq）　for　some

C，　E　E，　and　t　E　（IR，　to）　satisfying　q　E　V．O　and　6，　IT，v．o　＝　O　and　this　holds　if　and　only　if

n．　＝　d．T（q，　iL）　for　some　q　E　V．O　and　ze　E　（M，　uo）　satisfying　dqT（q，　zL）IT，v．e　＝　O　and　this　holds

if　and　only　if　n．　＝＝　d．F（x，y，　u）　for　some　（x，y，　u）　E　（IE｛r　×　IRk＋M，O）　satisfying　x．　＝O　and

dxi．一aF（X，Y，　2L）　＝＝　dyF（X，　Y，　IL）＝O’　一

　　Let　H＝　｛（qi，…，q．）　E　（Rn，O）lqi　2　O，…，q．　）　O，　q．＋i　＝　…　＝　q．　＝　O｝　be　an　r－corner

and　L9　be　the　conormal　bundle　of　H　fi　｛x．　＝　O｝　for　a　c　1，．　By　theorem　3，2（2），　proposition

2．2　implies　that　the　family　of　submanifold　｛L．｝．ci．　of　（T“MXO，　opo）　is　a　symplectic　regular

r－cubie　configuration，　that　is　there　exists　a　symplectomorphism　S　：　（T’R”，　O）　一〉　（T“MXO，　770）

such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　La　＝　S（L9）

　　’・鞭猛電‘』禦犠藏販購ぺ摯星
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　　Hence　in　Part　1　we　investigate　the　stability　of　the　caustic　under　perturbations　of　the

co．　rresponding　symplectomorphism．　Generally　the　stability　of　the　caustic　under　perturba－

tions　of　the　symplectomorphism　is　more　stronger　one　of　the　perturbations　of　the　immersion．

Because　a　small　perturbation　of　the　immersion　implies　a　small　perturbation　of　the　symplec－

tomorphism，　but　for　any　perturbation　of　the　immersion　the　corresponding　submanifold　L．

it　ii）cluded　in　E　for　all　a　c　1．．　ln　order　to　realize　our　investigation　we　shall　define　reticular

Lagrangian　maps　in　a　more　general　situation，

　　　The　stability　of　the　caustic　under　perturbations　of　the　immersion　is　studied　in　Part　II．

3　Reticular　Lagrangian　maps

　　Here　we　shall　define　reticular　Lagrangian　maps，　their　caustics　and　equivalence　relations．

　　Let　（q，p）　be　canonical　coordinates　of　（T’R”，O）　and　7r　：　（T＊R”，O）　一　（IR”，O）　be　the

cotangent　bundle　equipped　with　the　canonical　symplectic　structure．　Let　H　＝　｛（qi，　・　一　・　，　q．）　E

（R’i，O）lqi　）　O，…，q．　）　O，　q，＋i　＝…　＝　q．　：　O｝　be　an　r－corner　and　H．　＝　｛（qi，…，q．）　E

Hlq．　＝　O｝　be　an　edge　of　H　for　a　c　1，．　We　define　L9　the　conormal　bundle　of　H．，　that　is

　　　　　　　　L9　＝　｛（q，　p）　E　（T’　Rn，　O）　lqa　＝　pi．　一a　＝　qr＋i　＝　’　’　’　＝　qn　＝＝　O）　qi．　一a　2　O｝・

We　define　a　representative　of　the　union　of　L9　for　all　a　c　1，　by

　　　　　　　　LO　＝　｛（q，　p）　E　T“　IR”lqipi　＝＝　・　・　・　＝　qrpr　＝　qr＋i　＝＝　’　’　’　＝　qn　＝　O，　qi．　2　O｝・

Definition　3．1　We　call　the　map　germ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（LO，o）　4　（T＊Rn，o）　一Z！一〉　（IRn，o）
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b

a・伽1αr　Lagrα吻n　mαP　if　there　exists　a　syml）1ect・m・・phism　3・n（T・R・，0）such　that

i　＝　slLo．　X7Ve　call　S　an　extension　of　i　and　call　｛i（L9）｝aci．　the　symplectic　regulaT　r－cubic

con．figuration　associated　with　T　o　i．

mptmark，　The　definition　of　symplectic　regular　r－cubic　configurations　in　the　complex　analytic

category　by　Nguyen　Huu　Duc　［6，　p．　631］　is　as　follows：　lf　there　exists　a　symplectomorphism

S　such　that　La　＝＝　S（｛qa　＝Pl．一a　＝　Pr＋1　＝　’”　＝Pn　＝　O｝）　fOr　a　C　lr　then　｛La｝acl．　is　called

a　symplectic　regular　r－cubic　configuration．

！！Ltl｝us1i£sustics：　Let　7　o　i　be　a　reticular　Lagrangian　map．　Let　C．　be　the　caustic　of　the　Lagrangian

map　T　o　ilLg　for　a　c　1，　（i．e．，　the　critical　value　set　of　T　o　ilLg）　and　let　（？．，．　＝　一〇i（Lg　n　L9）

for　a　71　T　C　1．．　We　define　the　caustic　of　7r　o　i　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　U　Ca　U　U　（？a，T・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ⊂1・　　　σ≠ア

We　remark　that　for　T1，T2⊂Jr（丁1≠句we　have（？T、，丁2⊂（？σ，σu｛i｝，　whereσ＝Tl∩T2　and　i

be　any　element　of　（Ti　一　a）　U　（T2　一　a）．　This　means　that　U．f．　（？．，．　is　equal　to　the　union　of

Qa，T　for　a　C　T　C　lr，　＃（T　一　a）　＝　1．　For　example，　in　the　case　r　＝　2　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　UQ。，。＝＝　Qの，1uQの，2UQ1，｛1，、｝UQ、，｛1，、｝。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a＃r

1ilst－iyajgpslg一1g1g！2gpfiuivalence　relations：We　call　a　homeomorphism　germ　ip：（LO，O）一〉（LO，o）areticular

diffeomorphism　if　there　exists　a　diffeomorphism　¢　on　（T’IR．n，O）　such　that　ip　＝＝　¢ILo　and

ip（L9）＝　L9　for　a　c　1．．　We　say　that　reticular　Lagrangian　maps　7r　o　ii，Toi2：（ILO，O）　一一〉

（T’Rn，O）　一　（Rn，O）　are　Lagrangian　equivalent　if　there　exist　a　reticular　diffeomorphism　¢

and　a　Lagrangian　equivalence　0　of　7r　such　that　the　following　diagram　is　commutative：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（LO，o）　21’一〉　（T＊Rn，　o）　＝1一〉　（Rn，o）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ip¢　ei　g！
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（：LO，0）　一ち　（T＊Rn，0）　一三L＞　（Rη，0），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　11
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．

where　y（　is　the　diffeomorphism　of　the　base　space　of　7r　induced　from　e，

　　we　remark　that　if　reticular　Lagrangian　maps　T　o　ii，　7r　o　i2　are　Lagrangian　equivalent　then

all　Lagrangian　maps　7r　o　i　i　l　Lg，T　o　i21Lg　are　Lagrangian　equivalent　for　each　a　c　1，．

　　　Here　we　shall　define　generating　families　of　reticular　Lagrangian　maps　and　study　the

relations　between　reticular　Lagrangian　maps　and　their　generating　families．　At　first，　we

define　several　notations　of　function　germs　which　are　used　as　generating　families　of　reticular

Lagrangian　maps．

Let　IEI’　＝　｛（xi，…，x．）　E　IRrlxi　｝）　O，…，x，　1）　O｝　be　an　r－comer，　Let　‘S（T；1）　be　the　ring　of

smooth　function　germs　on　（Hr　×　IRi，O）　and　£M（r；1）　＝　｛f　E　8（T；1）lf（O）　＝　O｝　be　the　maximal

ideal　of　S（T；1）．　We　denote　simply　S（1）　for　8（O；1）　and　£M（1）　for　£M（O；1）　and　denote　B（r；1）

the　set　of　diffeomorphism　germs　on　（Hr　×　IRi，O）　which　preserve　（Hr　n　｛x．　＝　O｝）　×　Ri　for　all

ac　1，．　We　remark　that　a　diffeomorphism　germ　ip　on　（Hr　×　Rt，O）　is　an　element　of　B（r；1）　if

and　only　if　ip　is　written　in　the　form：

　　　　ip（X，　Y）　＝　（Xiai　（X，　Y），　’　’　’　，　xrar　（x，　y），　bi　（x，　y），　・　・　・　，　bi　（x，　y））　for　（x，　y）　E　（IE－lr　×　R‘，　o），

where　ai，　・　・　・　，　a，，　bi，　・　・　・　，　b，　E　8（r；　Z）　and　ai　（O）　〉　O，　・　・　・　，　a，　（O）　〉　O，

　　We　say　that　function　germs　f，　g　E　£M（r；1）　are　reticular　R－equivalent　if　there　exists　di　E

B（r；　t）　such　that　g　＝　f　o　ip．

　　We　say　that　functi・n　germs　F（x，　y，　u），G（x，鋼∈On（r；κ＋n），　whereコ。∈H・，　y∈Rk

and　v　E　R”，　are　reticular　R＋一equivalent　（as　n－dimensional　unfoldings）　if　there　exist　¢　E

B（T；k　＋　n）　and　cu　E　£M（n）　satisfying　the　following：

（1）　¢　：　（ip，　V），　where　ip　：　（Hr　×　Rk＋n，O）　一　（IHr　×　IRk，o）　and　th　：　（Rn，o）　一　（Rn，o）．

（2）　G（x，y，　u）　＝　F（ip（x，　2」，　u），V（u））　＋a（？L）　for　（x，　y，　ze）　E　（IHr　×　IRk＋n，O）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　12
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we　say　（O，　dv）　a　reticular　R＋一isomorphism　from　G　to　F　and　if　or　＝　O　we　say　that　F　and　G

are　reticular　R一一equivalent．

　　　XAIe　say　that　function　germs　F（x，　yi　，　・　・　・　，　yk，　，　u）　E　£M　（r；　ki　＋　n）　and　F（x，　yi　，　・　・　・　，　iy　le，　，　iL）　E

Qn（r；　k・2　十　n）　are　stably　reticular　R＋一equivalent　if　F　and　G　are　reticular　R＋一equivalent　after

additions　of　non－degenerate　quadratic　forms　in　the　variables　y．

　　　A　function　germ　F（x，y，　u）　E　£M2（r；k十n）　is　called　S－non－degenerate　if

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　OF　OF　OF　OF
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x17’”7Xr）　si2tT）’”）　zisltil；）　6ili7Tt　）’”）　Z51g］Tt

are　independent　on　（Hr　×　Rk＋n，O），　that　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O2F　02F

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・ank瞥衿一r＋k．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂yOy∂幽。

We　remark　that　F（x，y，　zL）　E　£1n2（r；k＋　n）　is　S－non－degenerate　only　if　T　s｛　n．

Let　7roi　be　a　reticular　Lagrangian　map　and　F（x，　y，　q）　E　£Ul（r；　k＋n）2　be　a　S－non－degenerate

functi・n　ge・m・We　call　F　a　generating加吻・fπ・乞if　F』。一・is　a　generating　family・f　i（Lg）

for　a　c　1，，　that　is

　　　　　　乞（L9）一｛（9，鍔（コ。，y，9））∈脚）lx・一∂S’一。÷・｝f・rσ⊂み・

We　also　call　F　a　generating　family　of　｛i（L9）｝aci．

In　the　case　r　＝　O，　this　definition　is　the　same　as　that　of　the　generating　family　ofa　Lagrangian

map（c£，　［1］）．

The・・em　3・2（1）E・r　any　reticular五αgTαngian脚π・i，　there　exists　a　funetion　germ

F∈IM（r；k十n）2　which　is　a　generα吻加吻・ゾπ・乞。

（2）E・・　any　S－n・n吻enerαte　functi・n　germ　F∈£mi（r；κ＋n）2，　tんere　e謝5αreオ漁グ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　13
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）L．．

Lagrangian　map　of　which　F　is　a　generating　fa77zily．

（3）T・u・　reticulαr　Lαgrαngian　mα脚re　Lαgrangian　e卿αlent　if　and・吻げオん・吻・ηe・α吻

familz’es　a’re　stably　Teticular　R＋一一equivalent．

we　remark　that　there　exists　an　analogous　result　of　this　theorem　for　complex　analytic　category

in　［3，　P．　13　Th60r6me］．　But　its　proof　does　not　work　well　for　Coo－category　because　Ft　in

‘preuve　du　lemme　i’　may　be　degenerate　for　some　t　E　［O，1］．　Our　proof　is　also　available　for

complex　analytic　and　real　analytic　category．

Proof．　（1）　Let　T　o　i　be　a　reticular　Lagrangian　map　and　S　an　extension　of　i．　Let　Ps　be　the

canonical　relation　associated　with　S，　that　is

　　　　　　　　　　　　　　Ps　＝　｛（Q，P；　q，p）　E　（T＊IR．”　×　T’IRn，o）1（q，p）　＝　S（Q，p）｝，

where　（（［？，P）　is　canonical　coordinates　of　the　domain．　By　considering　a　Lagrangian　equiv－

alence　of　n　o　i，　we　may　assume　that　there　exists　a　generating　function　T（Q，p）　of　Ps，　that

i
s

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p，　一　｛　（Q，一iil［tlii（Q）p）i一＄t（（？，P），P）　｝’

De丘ne　F∈£1n（r；η＋n）2　by　F（x，〃，9）一丁＠1，…，xr，0，…，0；y、，…，y。）＋Σ雛、　yi、qi．

Since　T　is　a　generating　function　of　Ps，　rank　zilg22i170T　（O）　＝　r．　Hence

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O2．17　02F　N　／　02T
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　OxAOy　Oqaq　1　一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂コ。∂y

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o2F　02F一　1　一”一1　02T

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S［gT’　S［i7Ztiiq　1，　k　of，　En　1，

has　rank　r　＋　n．　This　means　that　F　is　S－non－degenerate．

　Otherwise，　we　have

　　　　　　　｛　　OF（q’　S’17　（x，　y，　q））lc・一∂£塁。÷・｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　14
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b．．．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　OT　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　OT
　　　　＝＝　｛（q’Y）IXa　＝　ZsZ．ilii：1；一一．（X’O’Y）　＝＝　bl／　（X，O，Y）＋q＝O，Xi．一a　1｝ll　O｝

　　　　＝　｛（q，p）1（［2a　：　b8／2」一．（‘12，p）　＝Qr＋i　＝’”　＝Qn　＝＝　一〇〇Tp　（（2，p）　＋q＝O」Qi．t2　o｝

　　　　　　　　　　OT　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　OT
　　　　＝　｛（一S’｝」（‘12’P）’P）1‘［？a　＝　z；F6i／i：：一一　；．　（（？’P）　＝　Q’＋i　＝＝　’”　＝　‘［？n　＝　O）　（2ir－a　2　O｝

　　　　　一　s（L2）一i（L9）

for　a　c　1，．　Hence　F　is　a　generating　family　of　T　o　i．

（2）　Let　F　E　SM（r；k　＋　n）2　be　a　S－non－degenerate　function　germ．　Choose　an　（n　一　r）　×　k

matrix　A　and　an　（n　一　r）　×n　matrix　B　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O2F　02F

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　OxAOy　OqOq

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o2F　02F

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Oy2　Ordq

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　　　B
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o

is　invertible．　Let　F’（x，y，　q）　E　£M（T＋k＋n）2　be　an　extension　ofF　and　define　G　E　£M（k＋n＋n）2

by　G（y，　x，　x’，　q）　＝　F’　（x，　y，　q）　＋　x’Ayt　＋　x’Bqt，　where　y　E　Rk　，　（xi，　・　・　・　，　x．，　xl　，　・　・　・　，　xA一，）　E　Rn

and　q　E　IRn．　Since　g／十，　gt十，，1｝t：t　are　independent，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　P一｛（コじ，コ。’，÷kt；9，器）1寄一・｝

is　the　canonical　relation　associated　with　a　symplectomorphism　S．　Hence　F　is　a　generating

family　of　the　reticular　Lagrangian　map　T　o　SILo．

（3）　By　using　analogous　methods　of　the　proof　of　［1，　p，304　Theorem］，　it　is　enough　to　prove

the　following　assertion：

Let　Fo（x，y，　q），　Fi　（x，y，　q）　E　£M（r；k＋n）2　be　S－non－degenerate　function　germs．　ij　Fo　and　Fi

α「e　generαting　fαmilies・描e　5αme繍。漁丁五αgrαngian？nap，　then　Foαnd　Fiαre　reticulαr

R－eguivalent．

　We　suppose　Lemma　3．3　and　Lemma　3．4　and　begin　to　prove　this　assertion．　By　using

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　15
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IN．

analogous　methods　of　the　proof　of　D・（a）　rv　（d）　in　［1，　p・304　Theorem］，　we　may　assume　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（y，　q）　：＝　Fo　（O，　y，　q）　＝Fi　（O，　2y，q），　（1）

　　　　　　　　　　　　　02F　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o2F
　　　　　　　　　　　　　25Zi’72　（O）　＝　O’　6EIZti6］q，　（O）　＝＝　Ek，」　C　｛1，2，’”，n｝，　I」1　＝：　k．　（2）

We　may　assume　by　（1），　（2）　and　Lemma　3．3　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ブ2凡（0）一ブ2F1（0）・　　　　　　（3）

We　may　assume　by　（2），　（3）　and　Lemma　3．4　that

　　　　　　　　　　　　　　Σσ・一Σ丸一Σ筑，誓一誓1Σ・…・f・rallσ⊂み，・　（4）

where　£aF，　＝｛　（x，　y，　q）　E　（IE｛r　×　IR．k＋”，O）　l　xa　＝：　sE．il：iL；Fl．　＝　Sa：lffi　＝　O｝，　i＝＝　1，2．

Define　the　function　germ　F　on　（Hr　×　RK”＋”＋’，　O×　［O，　1］）　by　F（x，　y，　q，　t）　＝　（1　一一　t）Fo　（x，　y，　q）　＋

娼（x，y，9），t∈［0，1］and　set瓦∈£m（r；κ＋n）2　by　Ft＠，y，9）一戸（5C，　y，9，オ）f・r　each　t∈［0，1］．

Since　2’2Fo（O）　＝」2Fi（O），　Ft　is　S－non－degenerate　and　hence　£r，　＝　Xa　for　all　t　E　［O，1］　and

aC　IT　because　£S，　＝£％，．　Hence　we　have　by　hypothesis　that

　　　　　　　　（コ・，y，9）∈Σ・⇒器廟）一瞬穿廟）（∀t∈［・，1］，∀σ⊂・r）・

We　now　claim　that　SilS／　is　written　in　the　form：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　誓一シ器＋鰐

for　some　smooth　function　germs　6i，…，6，，opi，…，nh　on　（Hr　×　IRk＋n＋i，O　×　［O，　1］）．

Fix　a　c　1．，　（cc，　y，q）　E　2a　and　let　c　：　［O，1］　一一〉　2）a，　t　e　（x（t），y（t），q（c）），　be　a　sinooth　path

connects　O　and　（x，　y，　q）．　Then

　　　　　　陥）（一）一∠1愛翫）（c（オ））dt

一∠1（ゴΣσ∂（㌃凡）讐（オ）＋1－i∂（箋凡）讐（の＋書∂（も凄凡）讐（の）at
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．難．・．灘雛．灘麟翻懸灘1醗懸鰹灘・ ・．



）v

since　sl．flflr［；F．1．　＝　SO｛lffe　＝＝　O　（i　＝　1，2），　f21／LEi5ii‘EbiP　ii－FO）　＝＝　O　on　2］a　by　（4），　we　have　（Fi　一一　Fo）（x，y，q）　＝　o．

Therefore　（Fi　一　Fo）lu．．，．　2a　＝　O・　This　means　that　！ilS／　＝　O　on　the　set

　　　　　　　　　　　　　　　　　｛＠，〃，9釧ω1鍔一…一飾募一霧一〇｝・

Since　xi，…，xr，itft，・”，　stt，iitr／，…，　sc／li　are　independent　on　（H’　×　Rk＋n＋i，　｛o｝　×　［o，1］），　we

・btain　the　clailn・M・・e・ver　sinceブ2誓（0）一〇，　we　haveη（0，の一〇f・・t∈［0，1］．

　　　Since　the　time　dependent　vector　field

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x一書ξ朔∂亀＋書暢

vanishes　on　｛x　＝＝　y　＝　q　＝＝　O｝，　the　flow　¢t（x，　y，　q）　of　X　with　the　initial　condition　¢o（x，y，　q）　＝

（a），i」，q）　exists　for　all　t　E　［O，1］．　By　the　uniqueness　of　the　flow，　〈1＞t　is　written　in　the　following

form：

　　　　　　　　　　　　　¢t（x，　y，　q）　＝　（xiati　（x，　y，　q），…，　x，a；　（x，　y，　q），　ht　（x，　y，　q），　q），

f・・eachオ∈［0・1］・ThenΦ1　de丘nes　a・eticular　right　equivalence　f・・m凡t・F、，　that　is

Lemma　3・3五ε娼乃∈£mi（r；k十n）2わe　3－n・n吻備α診ε加。伽geTm5．　SupP。se　thαt

the　following　conditions　hold：

　　　　　　　　　　　　　　　　L．　：＝＝　Lr，　＝＝　Lr，　for　a　＝＝　lr　一　｛1｝，…，1，　一一　｛r｝，¢，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F　：＝　Fi　l　x＝o　＝　F2　1　x＝o，

　　　　　　　　　　　　　　　　02F　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o2F
　　　　　　　　　　　　　　　　！；ilzi’12－2　（O）　＝O，　5111／；i617，　（O）　＝　Eic　（　」c　ir，　vl　＝　k　），

Where　｛LaF，　｝．ci．　be　the　symplectic　regular　r－cubic　configuration　defined　by　．Fi．　Then　there　exist

PO8itive　nu励ers・al，…，α・　and　an　r×k－matrix　B　such　thαt　F3＠，y，の一F2（α、X、，…，α，Xr，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　17
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7y　＋　．T　B，　q）　satisfi　es　／’2Fi　（O）　：　」2　F，　（o）．

As　a・esult，　Fl　and恥re　gene・ating　families・f　the　same・eticula・Lag・angian　map　and

the　conditioiis　（1）　and　（2）　in　the　proof　of　Theorem　3．2　（3）　hold　for　Fi　and　F3．

proof．　Let　1　＝　1．　一　．1．　We　denote　tht．oEy　（O）　by　F8y　and　denote　other　notations　analogously．

By　hypothesis　we　have

　　　　　　　　　　La　＝　｛　（q，　Sil；t7i　（x，y7q））　1　xa　＝　bl．III＃：；Fl．（x，y，q）　＝　！ill」tafi　（x）y，q）　＝　o｝，

for　a　c　1．，　i　＝　1，2．　Therefore　for　any　vector　v　in　To　L．，　there　exists　（a4，bi，ei）　E　IR．i’i＋k＋”

（i＝1，2）　such　that　aZ．’　）　O，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（F轟　F8，yFyZx．　Fy2（＝O）聯）1一・　（5）

and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　v－c乞島b艦α蹄鴨gcり濃1・，　　（6）

where　T　＝　1，　一　a　and　（q，　rc）　are　the　canonical　coordinates　of　T’Ri．　Since

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・ank（羅。シFS，9馬・1㍉9）一1帆

we　can　arbitrarily　choose　a4．

Fix　（of，bi，ci），　（a？，b2，　c2）　which　define　the　same　vector　in　T＊IR”．　By　comparing　the　coef一

丘cients・f論1・，論1・，島1・・f（6），　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ci　＝　c2　（　：c）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fqiix．of＋Fqiybi　＝　Fq2，．．a？＋Fq，yb2　（7）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fql，x．al＋bl　＝　Fq2，x．a？＋b2・　（8）

18
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By　（5），　we　have　Fyi．．al　＋　17yqc　＝　Fy2．．a？　＋　Fyqc．　Hence

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　場。。α｝醜α1・　　　　　　（9）

By　（7）一F，，，（8），　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　（場コじ。一Fq、轟㌧x．）α塁（場、，。一㌦壕．。。）α？．　　　（10）

By　（　（9）‘，（10）t　），　we　have

　　　　　　　　　　　α｝t（瑞，場。ゼ場。，．F，，、）一α？t（臨壕。ゼ環。，、Fy，、）．　　（11）

Otherwise，　since　Fi　is　S－non－degenerate，　we　have

　　　　　　　　　rank（羅。y魂。qF渉・町，）一rank（硲鞠、・弩の一レ1＋k・

By　multiplying　the　invertible　matrix　（　E671　一“PEIxZi’q’　）　on　the　left　hand　side　of　the　above，

we　have

　　　　　　　　　　　　　　・ank（瑠。y魂。9、一毛。q、FyqJ　oO　Fyqi　Ek）一1ア1＋k・

Hence

　　　　　　　　　　　　　　　　　　rank（F8．y）　F；．qi　一　Fg．qJ　Fyqi）一回．　　　　　（12）

Consider　the　case　T　＝　｛s｝　and　aZ　＝＝　1．　By　（11）　and　（12）　we　have　a？　〉　O．　Therefore　if　we

denote　F2（a？xi，…　，a，2x，，y，　q）　instead　of　F2，　then　we　have

　　　　　　　　　　　　　　（稿，瑠9、一瑞、乃9、）一（砥，壕，、一壕，ん）。　　　（13）

Hence　ai　＝　a2（＝　a）．　Set　B　：　F．i，，　一　F．2，，　and　define　173（x，y，q）　＝　F2（x，　y＋xB，q）．　Then　we

need　only　to　check　that　F．i．　＝　F．3．，F．i 早@＝　F．3早@in　order　to　complete　the　proof．　We　have

　　　　　　　　　壕，、一壕9、＋BFy，、一壕9、＋B一三q、＋瑠，、一壕9、一瑠σ、，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　19
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　　　壕，、一壕，、＋BF・q・一壕，、＋瑠，、F・・一壕，、F、，，一（壕，、一壕，、F，，、）＋場，、F、，、，

　　　　　　　一（F．i，，　’　“FSg」Fyqi）＋場，、Fy，，一場，、．

The・ef・・e羅，一壇，・

　　Finally　repeat　this　proof　between　FI　and　F3・In　the　caseσ＝の1et（α1，61，c1），（α3，b3，c3）∈

Rr＋K”＋”　define　the　same　vector．　Then　we　have　ai　＝　a3（＝　a）　by　（11）　and　have　bi　＝＝　b3　by　（8）

and　have鳳一嬬）α一〇by（5）・Sinceαis　an　a・bit・a・y　real　numbe・，　we　have瑠。一艦．■

Lemma　3．4　Let　Fi，F2　E　£M（r；k＋n）2　be　S－non－degeneTate　function　germs．　Suppose　that

the　following　conditions　hold：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　五・・＝L＄1＝L多、（∀σ⊂み）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　02F　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o2F
　　　　　　　　ブ2F1（0）＝ブ2」％（0），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（o）一〇，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（O）　＝＝　Eic　（Jcl，，IJI　＝k）．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Oy2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0yaq」

3εオ

　　　　　　　　　　Σ象一｛（一）∈（Hア×R　，・）lx・一∂祭。一器一・｝，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p，a・　：x％，　＝t一〉　L．　（（x，y，q）　H　（q，　〈litZti））

for　each　a　c　1，．　Then　there　exists　G　E　B（r；k＋n）　such　that　G　preserves　q　and　G．o’　＝

刎珊・×R・＋・αη繭・eαCんσ⊂加んe翅・ω吻diagrαm　is　C・m翻α伽α

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　qΣ多ユ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ争、　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2r，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一．m）J

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　pY　X．　！　p，a

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　五σ

As　a　result　F3　＝　F20G　is　reticular　R－equivalent　to　．F2　and　£＄，　＝　£aF，（＝＝　£a），　SOifiFq　一　Sa2iijifi　lza　i

O　for　each　a　c　1．．

Proof　For　each　a　c　1，，　we　set

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　G．　＝＝　（p，a）一iopf：2r，　＝〉　Z＄，・
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Since　LaF，　＝＝　Lr，　for　each　a　c　lr，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　Gana’　：＝　Ga1£aFin2aF’i　＝＝　Ga’lzcrF，nzcrF’，　（Va，　at　C　lr　）・

since　］’2Fi　（O）　＝　」2F2（O）　and　Fi，　F2　are　S－non－degenerate，　there　exist　function　germs　wi，　・　・　・　，

w．．，　on　（Hr　×　IR．k＋n，O）　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　OF，　OF，　OF，　OFi
　　　　　　　　　　X’i）’”，Xr）att　）’”，att　）oft　7’”，5gt／，ZUb’”）Wn－r　（i　：1）2）

define　coordinates　of　（H’　×　Rle＋n，O）．　By　using　analogous　methods　of　［3，　lemme　i］，　there

exists　a　diffeomorphism　G　on　（H’　×　IRk＋n，O）　for　which　the　diagrams　are　commutative．　By

g’2Fi（O）　＝　2’2．F2（O），　we　have　G．o　＝　idlT，Hr．Rk＋n．　We　have　to　modify　G　such　that　G　E

B（r；　k　十　n）　and　G　preserves　q．

　　Since

　　　　　　　　　　　　　　xloσ1・、一鴫一…一。絵＝誓一・一コc1・θIU1∈。σ。Σ多、一・，

xi　o　G　can　be　written　in　the　form：

　　　　　　　　　　　　　　　　　X1・σ…・α1＋書コじ器・α1＋書1£・6｝，

where　bl，…，bk　are　independent　on　xi．　By　G，o　＝＝　id，　we　have　al（O）　＝　1．　For　each　i　一一

2，…　，T，　take　ai，…　，ag，bk’，…　，b％　which　have　the　similar　properties．　Otherwise　since

　　　　　　　　　qi　O　GIx，　｛bl；；＋．F，　＝…＝x．　36flge．　＝OLy；　一一〇　＝　qi　O　GI2．．」．　2cr．，　＝　qi　fOr　i　＝＝　1，　’”）n　，

each　qi　o　G　can　be　written　in　the　following　form：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　一＋書コじ器・cl鰐・d｝・

Define　G’　（x，　y，　q）　＝　（xial　，　・　・　・　，　x，　a；　，　y　o　G’，　g）　，　then　the　di　agrams　are　also　commutative　for

G’　and　G：o＝　id，　so　that　G’EB（r；k＋n）　and　G’　preserves　q．　一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　21
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4　Stability　of　unfoldings

　　In　order　to　study　the　stabilities　of　reticular　Lagrangian　maps，　we　shall　prepare　the　results

of　the　singularity　theory　of　function　germs　with　respect　to　reticular　R＋一equivalence，　Basic

techniques　for　the　characterization　of　the　stabilities　we　use　in　this　part　depend　heavily　on　the

results　in　this　section，　however　the　all　arguments　are　the　almost　parallel　along　the　ordinary

theory　of　the　right－equivalence　（cf．，　［19］），　so　that　we　omit　the　detail．

　　　We　denote　」t（r　＋　k，1）　the　set　of　1－jets　at　O　of　germs　in　£M（r；k）　and　let　Ti：£M（r；k）　一

Jt（r　＋k，　1）　be　the　natural　projection．　We　denote　／’tf（0）　the　1一一jet　of　f　E　£M（r；k）．

Lemma　4．1　Let　f　E　£M（r；k）　and　OSR（2’‘f（O））　be　the　submanifold　of　」i（r＋k，1）　consist　of

孟んε伽αg吻η・勉ε・rbit・f　ret蜘lar・R一ε卿alence・〃・P嘘一ノ！（0），　Th・η

　　　　　　　　　噛z））一η（〈x・S，…，綴〉εひ・k）＋£m（r；k）〈綴，・…舞〉）・

　　We　say　that　a　function　germ　f　E　Q）t（r；　k）　is　reticular　R－1－determined　if　all　function　germ

which　has　same　1－jet　of　f　is　reticular　R－equivalent　to　f．

Lemma　4．2五θげ∈飢（r；k）αnd　let

鮒＋1⊂£mi（r；k）（壕，…，綴〉＋蜘〈＆／，…，舞〉）＋鮒＋・，

then　f　is　reticular　R－1－determined．　Conversely　let　f　E　£M（T；k）　be　reticulaT　R－1－determined，

then

　　　　　　　　　　　鮒＋1⊂〈　　Of　OfXl∂cc1，…，侮露〉姻＋蜘〈認，…，舞〉・

Let　F∈凱（r；k＋n1），σ∈E1」1（r；κ＋n2）be　unf・1dings・fノ∈£ml（r；k），　We　say　that　F

25reticular　R＋イーinducedプromθif　there　exist　smooth　map　germsφ：（H「×1Rκ＋n2，0）→
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（Hr　×　IR．k，o），　th　：　（IR”2，0）　一一〉　（IR．ni，O）　and　or　G　£M（O；n2）　satisfying　the　following　conditions：

（1）　ip（（1［lr　n　｛x．　＝　O｝）　×　Rk＋”2）　c　（Hr　A　｛x．　＝　O｝）　×　IRk　for　a　c　1．．

（2）　G（x，y，v）　＝　F（ip（x，y，　v），V（v））　十　or（v）　for　x　E　Hr，　y　E　Ric　and　v　E　Rn2．

Defin量tion　4・3　Here　we　define　several　stabilities　of　unfoldings・Let！∈飢（T；k）and　F∈

£M　（r；　k　十　n）　be　an　unfolding　of　f．

　　　We　define　a　smooth　map　germ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2’t，F　：　（Rr＋k＋n，　O）　一　（」t（T　＋　k，　1），　2’if（O））

as　follow：　Let　F　：　U　一　R　be　a　representative　of　17，　For　each　（x，　y，　zt）　E　U，　We　define　F（．，y，．）　E

SM　（r；　k）　by　F（．，，，．）　（x’，　y’）　＝　F（x　十　x’，　y　十　y’，　u）　一　F（x，　y，　u）．　Now　define　o’　ii　F（x，　y，　u）　＝＝　the

l－jet　of　F（．，y，．）．　2’ii　F　depends　only　on　the　germ　at　O　of　F．　We　say　that　F　is　reticzLlar　R＋一

1－transversal　if　／’ 奄堰@Fl．＝o　is　transversal　to　04，R（］’tf（O）），　lt　is　easy　to　check　that　F　is　reticular

R＋一1－transversal　if　and　only　if

　　　　　　　　　ε（r；k）一〈x・募，…，ω・謙，綴，…，舞〉ε（・・k）＋圃（・；k）i＋1，

where　VF　＝　〈i，　illZtt　lu一一〇，　’　’　’　，　igltfli　lu　＝o＞R・

　　We　say　that　F　is　reticular　R＋一stable　if　the　following　condition　holds：　For　any　neighbor－

hood　U　of　O　in　IRr＋le＋”　and　any　representative　i7　E　Coo（U，　R）　of　F，　there　exists　a　neigh－

borhood　Np　of　F　such　that　for　any　element　G　E　Np　the　germ　GIHr．Rk＋n　at　（O，yo，u6）　is

reticular　R＋一equivalent　to　F　for　some　（O，　yo，　u6）　E　U，

　　We　say　that　F　is　reticular　R＋一versal　if　F　is　reticular　R＋一f－induced　from　all　unfolding　of

f
’

　　We　say　that　F　is　reticular　R＋一infinitesimal　versal　if

　　　　　　　　　　　　　　　姻一〈　　af　一一　af　of　ofXlbltlT）’”）Xr　5Ztil；）EilYlt“1’”Joft〉ε（r・k）＋VF・
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）

　　we　say　that　F　is　reticzLlar　R＋一infinitesimal　stable　if

　　　　　　　　S（r；　k　十　n）

　　　　　　　　　一〈OF　OF　OF　OFll玩，…，錫砿，死，…，砿〉ε一＋〈1，8署，…，8凱〉・（。）・

we　say　that　F　is　reticular　R＋一homotopically　stable　if　for　any　smooth　path一一germ　（R，　O）　一

s（7・；k＋n），t　e　Ft　with　Fo　＝　F，　there　exists　a　smooth　path－germ　（R，　O）　一一〉　B（r；k＋

n）　×　S（n），t　H　（¢t，at）　with　（¢o，ao）　＝＝　（id，　O）　such　that　each　（¢t，cMt）　is　a　reticular　R＋一

isomorphism　and　Fo　＝　Ft　o　¢t　十　cyt．

Theorem　4．4　（Tiransversality　lemma）　Let　U　be　a　neighborhood　of　O　in　O　E　Rr＋k＋”　with

ごんec…伽孟ε3＠・，…，Xr，Yl，…，Yk，Ul，…，z・n）αnd　A　be　a　submαnOfold・〃♂（r＋k，1）．　Tlzen

抗θset

　　　　　　　　　　　　　　　TA　＝　｛F　E　COO（U，　R）　i　2’ii　Fl．＝o　is　transversal　to　A｝

is　dense　in　COO（U，　R）　with　respect　to　Coo－topology，　where　o’ii　F（x，y，　ze）　is　the　1“’et　of　the　map

（x’，のト＞F＠＋　x’，y＋y’，のαt・o，

The　transversality　we　used　is　a　slightly　different　for　the　ordinary　one　［19］，　however　we　can

also　prove　this　theorem　by　the　method　which　is　the　same　as　the　ordinary　method．

Theorem　4．5　Let　F　E　£M（r；k十n）　be　an　unfolding　of　f　E　£M（r；k）．　Then　the　following　are

eguivalent．

（1）．F¢5繍。漁昭＋．stαble．

（2）　F　is　Teticular　R＋一versaL

（3）　F　is　reticular　R＋一infinitesimal　versal．

（4）F乞5蹴ぬ昭＋一infinitesimα1　stαble．

（5）F28蹴uZα昭＋一ん・m・t・蜘〃〃鋤Ze．
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For　f　E　£M（r；　k）　we　define　the　Teticular　R－codimension　of　f　by　the　IR－dimension　of　the　vector

space

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ε（r；k）／〈ω1島，…，綴，竃，…，舞〉ε岡・

By　the　above　theorem　if　1，　ai，…　，an　E　8（T；k）　is　a　representative　of　a　basis　of　the　vector

space，　then　f　＋　aivi　＋　・　’　’　anvn　E　£M（r；k＋　n）　is　a　reticular　R＋一stable　unfolding　of　f．

s　Stability　of　reticular　Lagrangian　maps

　　In　this　section　we　shall　define　several　notions　of　stabilities　for　reticular　Lagrangian　maps

and　prove　that　they　and　the　notion　of　stabilities　for　corresponding　generating　families　are

all　equivalent．

　　In　order　to　consider　symplectomorphisms　and　symplectomorphism　germs　on　T’Rn，　we

introduce　canonical　coordinates　（Q，　P）　and　（q，p）　of　T“R”，　where　（Q，P）　are　the　coordinates

of　the　source　and　（q，p）　are　the　coordinates　of　the　target．

Stg｛｝！2i1i！；！ability：　For　any　open　set　U　in　T＊R”　we　denote　S（U，　T＊Rn）　the　space　of　symplectic

embeddings　from　U　to　T＊Rn　with　COO－topology，　We　say　that　a　reticular　Lagrangian　map

Toi　：　（LO，O）　一　（T＊R”，O）　一　（R”，O）　is　stable　if　the　following　holds：　For　any　extension　S

of　i　and　any　representative　S　E　S（U，　T＊R”）　of　S，　there　exists　a　neighborhood　Ns　of　S　such

that　for　any　T　E　Ns　the　reticular　Lagrangian　maps　T　o　（　iilLo　at　xo）　and　r　o　i　are　Lagrangian

equivalent　for　some　xo　＝　（O，…，O；　O，　…，O，　P，O＋i，…，　P．O）　E　U・

！IStl！P911gRislgl－S！g11！i111iyMOtopical　Stability：Let　Toi：（LO，O）一（T’R”，O）一（IRn，O）be　a　reticular　Lagrangian

map・　A　map　germ　i’　：　（LO　×　R，　（O，O））　一　（T’Rn，O）（（（？，P，　t）　e　it（Q，　P））　is　called　a　reticular

Lagrangian　deformation　of　i　if　io　＝＝　i　and　there　exists　a　one－parameter　family　of　symplecto－

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　25



11N

m，，phisms　S　：　（T＊Rn　×　IR．，　（O，　O））　一一〉　（T’IR．n，　O）（（（［？，　P，　t）　e　St（（［？，　P））　such　that　it　＝　StiLo　for　t

around　O．　We　call　S　an　extension　ofi’・　Let　ip　：　（LO，O）　一　（LO，O）　be　a　reticular　diffeomorphism．

A　map　germ　di　：　（LO　×　R，　（O，　O））　一　（LO，O）（（Q，　P，　t）　e　ipt（Q，　P））　is　called　a　one－parameter　de－

foTmation　of　reticular　diffeomorphisms　of　ip　if　ipo　＝＝　ip　and　there　exists　a　one－parameter　family

of　diffeomorphisms　¢　：　（T’IR”　×　R，　（O，　O））　一　（T’R”，O）（（Q，　P，　t）　H　¢t（Q，　P））　such　that　ipt　is

a　reticular　diffeomorphism　defined　by　ipt　＝　tpt　lLo　for　t　around　O．　We　call　fp　an　extension　of　di．

We　say　that　a　reticular　Lagrangian　mapπ。乞・（Lo，0）→（T＊Rn，0）→（Rn，0）isん・m・t・卿〃y

stable　if　for　any　reticular　Lagrangian　deformation　i’　＝　｛it｝　of　i　there　exists　a　one一一parameter

deformation　of　reticular　diffeomorphisms　ip　＝＝　｛ipt｝　of　idLo　and　a　one－parameter　family　of

Lagrangian　equivalences　G）　＝＝　｛Ot｝　with　Oo　＝idT＊Rn　such　that　it　＝　et　o　i　o　qst　for　t　around

o
，

1血ite・imal　Stability・Avect・・丘eld　v・n（T＊Rn，0）is　said　t・be　tangent　t・Lo　if　vlLg　is

tangent　to　L9　for　all　a　c　1．．　A　function　germ　H　on　（T＊R”，O）　is　said　to　be　fiber　preserving　if

there　exist　function　germs　ho，　・　・　・　，　h．　on　the　base　ofT　such　that　H（q，　p）　＝　£，”・．．，　hi　（q）pi＋ho　（q）

for　（q，p）　E　（T“IR”，O）．　We　say　that　a　reticular　Lagrangian　map　T　o　i　：　（LO，O）　一　（T“Rn，O）　一〉

（R”，O）　is　infinitesimal　stable　if　for　any　function　germ　f　on　（T’Rn，O）　there　exists　a　fiber

preserving　function　germ　H　on　（T’Rn，O）　and　a　vector　field　v　on　（T’R”，O）　such　that　v　is

tangent　to　LO　and　Xf　o　i　＝　XH　o　i十i，v，　where　Xf　and　XH　are　the　Hamiltonian　vector　fields

of　f　and　H　respectively　and　i．v　is　defined　by　i，v　＝　（S．v）　o　i　for　an　extension　S　of　i．

　At　first　we　prepare　some　lemmas　to　construct　continuous　maps　between　mapping　spaces．

Let　U，　V　be　open　sets　in　IR”，　RM　respectively．　We　define

Nf（1，　E，　K）　＝　｛　g　E　Coo（U，　V）　1　ID“（g　一　f）．1　〈s　Vx　G　K，　larl　〈　1　｝

26
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fbr　each！∈0．．（σ，叩∈「V，ε＞Oand　c・mpact　set　K　in　U．　Then　the　family。f　setS

Nf（1，E，　K）　forms　a　basis　for　the　Coo－topology　on　Cco（U，　V）．

Lemma　5．1　Let　U　be　an　open　ball　around　O　in　Rn．　Then　the　map

　　　　　　　　　　　　／・・○．（咽一…鯛（fe　（x　e　foi！（融））

is　continuous．

proof．　Let　f　E　Coo（U，　R）　and　a　neighborhood　N　of　f　f　be　given．　We　may　assume　that

N　：　Nf　f（1，g，　K）　for　some　1，6，K．　Choose　a　closed　ball　K’　around　O　in　U　such　that　K　c　K’

and　set　N’＝Nノ（ご，ε，」Kt）．　Then　for　any　g∈Nノ，　ic∈K，

　　　　　　　　　　　　　lDα（／9－／！）x国Dα（f。’（9（姻（蹴）1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－1f，1（tl・」Dα（9伽）イ（tx））國

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　s　f，’tiailDa（g（tx）一f（tx））ldt

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈fo
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1・edt　＝e

for　any　lal〈1．　lt　follows　that　f（N’）cN．　Hence　f　is　continuous．　一

Proposition　5．2　Let　U，　V　be　open　sets　in　R”　satisfying　O　E　U　c　V　and　i　：　U一　V　be　the

inclusi・η脚・0ん・・5εε＞O　such　thαt　U3。（0）⊂σ　and　set　U1＝U3。（0），、←Ue（0）．　Then

there　exists　a吻んb・rh・・幽・加η00。（σ，　V）such　that　9いs　embed蜘αnd・Vi⊂9（σ1）

for　g　E　7Vo．　Moreover

　　　　　　　　　　　　　　　　　　N。一→0。。（Vbσ）（！ト〉（glひ、）一ilv，）

is　continuous．

27
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）

proof　We　define　the　neighborhood　No　of　i　by

　　　　　　　　　　　　9∈一｛呼掛（㌦∈a．

Let　g　E　No　and　a，　b　E　Ui　（a　7C　b）　be　given，　we　may　assume　that　lai　一bii　2　lai　一　bil（i　：

2，　．　．　，　，　n）．　Set　c（t）　＝　（1　一　t）a　＋　tb，t　E　［O，　1］．　Since　Ui　is　convex，　we　have　c（　［O，　1］）　c　Ui　，

Igi　（b）　一　gi　（a）1　＝

〉
一

〉

It　follows　that　glu，　is　an　injective．

Vi　C　g（Ui）　because　of　the　definition　of　U

　Let　fo　E　No　and　a　neighborhood　N　of　go

that　N　＝　Ng，　（1，　6’，　K）　for　a　1，　e’，K

continuous　map　of　the　1－jet　extension　of　f　la一　for　each　f　E　7Vo

ε”＞Osuch　that（！［σ、）一11vi∈Nfor　any！∈ハ「fo（Z，ε”，σ1）

　We　have　the　following　lemma　as　a　corollary　of　Proposition　5．2．

Lemma　5．3　Let　U，　V　be　open　sets　in　R”　such　that　O　E　U　and　let　fo　：　U　一〉　V　be　a　embedding．

Then　there　exist　a吻hb・rh・・dσ、・∫伽σαnd　an・pen　bα〃V　ar・und　f。（0）in　V　and

α吻んδ・伽・dN，・〃。　in　C。。（σ，　V）such　that　flσ、　is　embedd吻αnd　Vi⊂！（σ1）f・rα〃

！∈ノ＞1．ノレfo　rθover

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ni　一　Coo　（Vi　，　U）　（f　e　（flu，　）一’lv，　）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　28
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　　　読91・C働l

il－i傷。（t）（う乞…）dtl

l傷。（t）（う一α1）砒1一書1傷。（孟）（いのdtl

lδ・一α・il傷C（t）dtl一書i6・…ll傷C（のdl

Iわ1一α・11一（一1）161一α11叢一叢い・r＞・．

　　　　　　　Hence　g　l　u，　is　an　embedding．　lt　is　easy　to　prove　that

　　　　　　　　　　i，　Vi　and　the　fact　that　lg（z）　一　cc　l　〈　E．

　　　　　　　　　　　　　　　＝＝　（fo　l　ui）一ilv，　be　given．　We　may　assume

　　　　　　．　Since　the　1－jet　extension　of　（flu，）一ilva　is　written　as　a

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　it　follows　that　there　exists

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　1
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乞5con伽uous・

Lemma　5・4翫αη〃。ηe”卿mεオe吻m吻曜α9・噂αηe卿αlence・◎・（T・R・×R，（0，0

））→（T＊Rn，0）（（Q，　P，オ）→θ・（9，　P））ω齢0・一id，　there　・xists　a　fib・r　preservingノ鷹．

伽germ　H・n（T＊Rn，0）sucん〃zαオXH一票1・一・・0・nversely　f・r　any伽prese，v一

吻加伽n　germ　H・n（T＊R几，0いんe　fl・切6＝｛θ，｝・f　XHω乞オ励e乞nitial，。η疏乞。n

eo　＝　id　：　（T’R”，O）　一　（T’Rn，O）　is　a　one－parameter　family　of　Lagrangian　equivalences．

The・・em　5・5五et・T・乞・（正。，0）→（T＊Rn，0）→（Rη，0）be　a　reticulαr五ag・an卿mαP　with

the　gen・剛二二吻F（X，　y，9）∈smi（r；k＋n）2．　Then　tんe！・〃・wing　are　eguivalent．

（1）　F　is　a　reticular　R＋一stable　unfolding　of　Flq，．o．

（2）　7r　o　i　is　homotopically　stable，

（3）πo乞乞3乞nfinites乞mαl　stαble．

（4）F・r　any加伽ηgerm！・η（T＊Rn，0），　there　exis彦5α伽吻θ5er吻funct乞・n　germ　H

on　（T’Rn，O）　such　that　f　o　i＝　H　o　i．

（5）π○乞　乞5stαble．

Proof．　We　shall　prove　（1）o（5），　（1）＝〉（2）＝〉（3）＝〉（4）＝〉（1）．

　　（1）＝〉（5）．　Let　So　be　an　extension　of　i　and　S”o　E　S（U，　T’R”）　be　a　representative　of　So．　VSIe

shall　construct　the　map　（14）　which　maps　a　symplectic　embedding　around　SNo　to　a　function

around　a　representative　of　17．　Define

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ts　：　u　一　IR2”　（　（（？，　P）　e　（（2，ps（（2，P））　）

fOr　each　S　＝＝　（qg，ps）　E　S（U，　T’Rn）．　By　taking　some　Lagrangian　equivalence　of　T　o　i　and

Shrinking　U　if　necessary，　we　may　assume　that　7rsi，　is　embedding．　By　Lemma　5．3，　there　exist

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　29



．

a　neighborhood　NsN，　of　So　and　a　neighborhood　Ui　of　O　in　U　and　a　convex　neighborhood　V

of　o　in　R2”　with　the　coordinates　（Q，p）　such　that　the　map

　　　　　　　　　　　　　　Ns一，　一　Coo（V，　U）　（　S　e　（Tslu，）’ilv　＝　（idq，Ps）　）

is　well　defined　and　continuous．　Let　S　E　Ns一，．　Then　the　set

　　　　　　　　　　　Ps　一　｛　（（［？，　Ps（（［？，p）；qs（（？，p），p）　E　U　×　T’IR．”　1　（（［？，p）　E　V｝，

where　qs（（？，p）　：＝　qs（〈12，Ps（（［？，p））　for　（（？，p）　E　V，　is　a　canonical　relation　associated　S．

Therefore　there　exists　a　smooth　function　Hs　on　V　such　that　Hs（O，O）　＝　O　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－frA　OHsmMx　OHs
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Q，p），p）　｝・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0（2　N－v）ri7　op

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0（1？iN　“b’”　Op，

are　continuous，　we　have　by　Lemma　5．1　that　the　map

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N，一，　．　COO（V，　R）　（Se　Hs　）

iS　continuous．　Let　V’　＝　V　n｛　（？，＋i　＝　…　＝　（2．　＝　O　｝．　Now　we　define　the　following

continuous　map

　　　　　　ip　：　Ns一，　一　Coo（V’　×　R”，R）　（S　H一〉　Fs　（x，y，　q）　＝＝　Hs　（x，O；　y）＋　〈　y，　q＞　）．　（14）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　30

　　　　　　　　　　　　　　　　Ps　＝　｛　（Q，一：i’iEiXb’　（Q，p），一

But

　　　　　　　　邸，P）一f。1

　　　　　　　　　　　　　　　　一書q∠1∂Qz

　　　　　　　　　　　　　　　　一書q（／∂Hs

and　the　maps

　　　　　　N5ゴ→o。。（v，R）（sト〉

d

誘聯Q，励

　　　　∂Hs（聯オ＋叡器s（孟轍

klef）＠，，）＋S．，，，（fet4，）＠，，）

　　　　OHs　　　　　　　　　　　　　　oHs
　　　　　　　　　　　　　　　　　　（一　一qg）　）　（i一　1，　…，n　）　　　　　　　　（　　z一一pg），

　　　　　　　s



）

since　Fs一，　IHrxRL）n　at　O　is　a　generating　family　ofToi，　we　may　assume　that　liio　＝　Ps一，　is　a　repre－

sentative　of　F．　Since　F　is　a　reticular　stable　unfolding　of　Flq．．o，　there　exists　a　neighborhood

lvfi，　of　Fo　such　that　for　any　G　E　Nfi，　the　function　germ　G　at　（O，　yO，gO）　and　F　are　reticular

R＋一equivalent　for　some　（O，yO，qO）　E　V’　×　Rn．　Set　Ng一，　＝　ip－i（Nfi，）．　Let　9　E　Ng一，．　Take

（o，yO，qO）　E　v’　×　R”　such　that　the　above　condition　holds　for　i7s．　lf　we　denote　｛LgkO｝．ci．　the

symplectic　regular　r－cubic　configuration　defined　by　Fs　＝　17slHr．R2n　at　（O，　yO，qO），　then　for

each　a　C　lr

　　　　　L．s－o　＝　｛（qo＋q，1ilitl？S（x，yo＋y，qo＋q））lxa＝　z；i．lk；ill　；i一　＝＝　！illtlilgS　＝＝o，xi．一a　｝ii　o｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　oHs
　　　　　　　　　＝　｛　（qo　＋　q，　yo　＋　y）　lxa　＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（x，　Oi　yo　＋　Y）　＝：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　OXIr　一a

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　aHs
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（X）　Oi　Yo　＋Y）　＋　qo　＋q＝　O，　XJ．　一a　）　O｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Oy

　　　　　　　　　　　　｛　（一　！illtllSSS　（（？；　yo　＋　p），　yo　＋p）IQa　＝：　sZI／lilE　；S．”　．　（Q；　yo　＋　p）　＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Qr＋i　＝’”　＝　Qn　＝　O，　（？i．一a　2　O｝

　　　　　　　　　一　S（（Lg　＋　（oi　o，　p，　））），

where　（O；O，　Po）　＝　S’i（qo，yo）．　This　implies　the　reticular　Lagrangian　maps　rr　o（SILo　at　（o，o，p，））

and　7r　o　i　are　Lagrangian　equivalent，

　　（5）　〉（1）．　Let　So　be　an　extension　of　i，　By　taking　some　Lagrangian　equivalence　of　T　o　i，

we　may　assume　that　there　exists　a　generating　function　To（（2，p）　of　the　canonical　relation　Ps，

associated　with　So　．　Then　Fo　（x，　y，　q）　＝　To　（x，　O；　y）十　〈　y，　q　＞E　£M2　（T；　n　十　n）　is　a　generat　ing

family・fπ。乞・We　pr・ve　that恥reticular・R＋一stable　unf・lding・fF。19一。．　Let　1㌔∈0・・（σ，　R）

be　a　representative　of　Fo．　We　construct　the　map　（15）　which　maps　a　function　around　＃o

tO　a　symplectic　embedding　around　a　representative　of　So，　The　following　construction　is

Summarized　in　the　diagram　after　the　proof・
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し

　By　shrinking　U　if　necessary，　we　may　assume　that　there　exist　a　neighborhood　Ui　of　O　in

IRn　with　the　coordinates　（［？，　U2　of　O　in　R”　with　the　coordinates　y，　U3　of　O　in　Rn　with　the

coordinates　q　and　To（Q，y）　E　Coo（Ui　×　U2，　R）　such　that　the　following　conditions　hold：

（a）　To　is　a　representative　of　To

（b）　The　map　U＝　（Ui　n｛（？r＋i　：’”＝　（［2n　＝O｝）　×　U2　×　U3

（c）　Ui　×　U2　×　U3　一　Ui　×　U2　×　IR”　given　by　（Q，y，　q）　F一〉　（Q，y，　Sa2iPT，　（Q，y）＋q）　is　an　embedding．

（d）　The　map　Ui　×　U2　一　Ui　×　R”　given　b：　（Q，　y）　e　（Q，一｛Olt｝Te　（Q，y）　is　an　embedding．

　Define　the　representative　Fo　E　Coo（U，　IR）　of　Fo　by　F（x，　y，　q）　＝　T（x，O；　y）十〈y，　q＞　and　define

Fo　E　Coo（Ui　×　U2　×　U3，R）　by　Fo（（［？，iJ，　q）　＝　T（（［？，y）　十　〈y，　q＞．　Since　the　map

Coo（U，　IR）　一〉　C　OO　（Ui　×　U2　×　U3　，　R）　（　F　e　F（Q，　y，　q）　＝　Fo　（Q，　y，　q）　十　（F　一　170）（Q’，　y，　q）　），

where　Q’　＝＝　（Qi，…　，Q，），　is　continuous，　the　map

Coo（U，　IR）　一〉　COO（Ui　×　U2　×　U3，Ui　×　U2　×　IRn）　（　i7　一〉　ipp（Q，y，q）　＝＝　（Q，y，　：t）　）

is　also　continuous．　Since　ipfi，　is　embedding　by　（c），　there　exist　a　neighborhood　Nk一，　of　Fo　and

aneighborhood　U’　of　O　in　Ui　×　U2　×　U3　and　a　open　ball　V　around　O　in　Ui　×　U2　×　R”　such

that

　　　　　　　　　　　　　　N跳→00．（V，σ・×U2×U3）（＃e（φ戸1σ’）一11の

is　well　defined　and　continuous．　Let　Vi　＝　V　n　（Ui　×　U2　×　｛O｝）．　Then

　　　　　　　　　　　　　Nk’，　一　Coo（1／i，　Ui　×　U2　×　U3）　（　＃　一〉　（ipplu，）一’lv，　）

is　also　continuous．　We　denote　（ip＃Iu，）一’lv，（（［？，　y）　by　（（［2，y，　qp（Q，y））　for　（Q，　y）　E　Vi・　Then

the　map

　　　　　　Nk一，　一〉　coo（vi，ui　×　iR”）　（＃e　thp（Q，y）　＝＝　（Q，一2iti（Q，y，q＃（Q，y））　）　）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　32

軽



11N．

is　also　continuous．　Since　ipp，　is　embedding　by　（d），　there　exists　a　neighborhood　N；，　of　Po　in

醜and　a　neighb・rh・・d　lろ・fOinτ4　and　a　neighb・・h・・d　M／・fOinσ・×R”　such　that　the

map

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lV急→ooo（Vレ：，　Vi）　（Pト〉（ψ戸1巧）『11w）

is　well　defined　and　continuous・　We　denote　（Vfa　lv，）“iivv（Q，P）　by　（（［2，yp（（2，P））．　Then　the

map

　　　艦→0．．（四σ・×U2×σ3）（Fト〉（（Q，P）ト〉（Q，嘱Q，P），qp（Q，嘱Q，　P）））））

is　also　continuous．　Hence　the　map

　　　　　　　　　　　礪→S（W，　T＊Rn）（暗（Q，P）一（q戸，鍔（Q齢）））　（・5）

is　well　defined　and　continuous．　Since　Sfi，　is　a　representative　of　So，　there　exists　a　neighborhood

Nl一，　of　Fo　in　Nl一，　such　that　for　any　F　E　Nft一，　the　reticular　Lagrangian　maps　7ro（SplLo　．t　（Qo，po））

and　Toi　are　Lagrangian　equivalent　for　some　（（？O，　PO）　＝　（O，…，O；　O，…，O，　P，O＋i，…，P．O）　E　VV．

Let　（o，　yO，　qO）　＝＝　（o，　y＃　（（？O，　pO），　q＃　（（？O，　y＃　（（20，　PO）））．　Since　217　at　（O，　yO　，　qO）　is　a　generating

family　of　T　o　（Sp　lLo　．t　（Qo，po）），　FIHrxR2n　at　（O，yO，qO）　and　Fo　is　reticular　R＋一equivalent．

　　　UIXU2XU3　＝　UlxU2xU3　UlxRn　）　W
　　　　　（Q，　y，　q）　（（i？，　y，　q＃）　一〉　（Q，一gl’5　（（？，　y，　q＃））　＝　（（2），　P）

　　　　　　〈15，p！　T　／？Qp　J　Sp
　　　　　（Q，　y，　：’）　（（？，y，　O）　（q＃，　e’　（〈［2），　yp，　qp））

　（1）⇒（2）．　Let房：（：Lo×R，（0，0））→（T＊Rn，0）（（Q，P，のト÷i，（Q，P））be　a　reticular

Lagrangj　an　deformation　of　i．　Take　a　one－parameter　family　of　symplectomorphisms　S　：

（T’　R”　×　IR，　（O，　o）　）　一　（T“　R”，　o）　（（Q，　P，　t）　F＞　St　（Q，　P）　＝　（qt　（Q，　P），　pt　（Q，　P）））　such　that

lドS，lLo　for　t　around　O，　We　may　assume　that　there　exists　a　function　germ　T：（R2t×
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R，　（o，o））　一　（R，　O）（（（2，p，　t）　F＞　Tt（Q，p））　such　that　Tt　is　a　generating　function　of　the　canon－

ical　relation　associated　with　St　for　t　around　O．　Define　F（x，　y，　q，　t）　G　S（r；n＋n＋　1）　by

F（x，　iy，q，　t）　＝　Ft（x，y，　q）　＝　Tt（x，　O；　y）　＋　〈y，　q＞，　then　Ft　is　a　generating　family　of　r　o　it　for　all　t．

By　hypothesis，　there　exists　a　one－parameter　family　of　reticular　R＋一equivalences　of　the　form

　　　　　　　　Ft＠，〃，9）一F（コ。・α1＠，　y，　q），…，嘱伽，　q），ん、（x，y，9），9、（9））＋α，（q）．

set　a　one－parameter　family　of　Lagrangian　equivalences　e　＝　｛et｝　by　et　＝　gt’　＋　datl．．g；，

Then　we　have　it（L9）　＝　et　o　i（L9）　for　all　a　C　lr，t　around　O．　Therefore　we　may　define　the

one－parameter　family　of　reticular　diffeomorphisms　ip　＝　｛ipt｝　by　ipt　＝＝　（So）一i　00，一i　o　St　lLo，

Then　we　have乞オ＝θオ。乞。φオfor孟around　O，

　　（2）＝〉（3）．　Take　an　extension　S　of　i．　Let　a　function　germ　f　on　（T’R”，O）　be　given，　Let

S　＝＝　｛S，｝　be　the　flow　of　Xf　with　the　initial　condition　So　＝　S．　Because　i’　＝　｛i’t　＝　S－t　lLo｝　is

a　reticular　Lagrangian　deformation　of　i，　there　exists　a　one－parameter　family　of　Lagrangian

equivalences　e　＝　｛et｝　with　Oo　＝　id　and　a　one－parameter　deformation　of　reticular　dif－

feomorphismsφ・＝｛φ孟｝of乞d　such　that乞亡＝θ亡oioφオforオaround　O．　L，etΦ＝｛Φ孟｝：

（T’Rn　×　IR，　（O，　O））　一〉　（T’IR”，O）　be　an　extension　of　ip．　Then　we　have

　　　　　　　　　　X∫・→孟1・一・IL・一歩εi・一・・i＋（s・馨1・＝・）・i－XH・乞＋ゆ

This　implies　that　T　o　i　is　infinitesimal　stable．

　　（3）＝〉（4）．　Let　a　function　germ　f　on　（T’R”，O）　be　given，　By　hypothesis，　there　exists　a　fiber

preserving　function　germ　H　on　（T“Rn，O）　and　a　vector　field　v　on　（T’R”，O）　such　that　v　is

tangent　to　ILO　and　Xf　o　i＝　XH　o　i十i，v．　Set　i．　＝＝　i　lLg，v．　＝　v　lLg　for　each　a　C　lr，　then　it

iS　easy　to　prove　that　（f　一　H）　o　i．　＝　constant　because　Xf　o　ia　＝　XH　o　ia　十　（ia）＊va・　Since

LO　is　connected，　we　have　that　（f　一　H）　o　i　＝＝　constant．　By　replacing　H＋　constant　by　H　if
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し

1ユecessary，　we　have！Oi＝HOi・

（4）⇒（1）・Take　an　extensi・n　S一（9，P）・f　i・We　may　assume　that　the・e　exists　a　gen．

erating　function　T＝・T（Q，p）of　the　canonical　relation　associated　with　S．　We　de丘ne　a

gene・ating　family　F（x，y，　q）∈W「（r；n＋n）2・fπ・i　by　F＠，　y，　q）一丁＠，0；y）＋〈y，　q＞．　Since

（Q，P）→（q（Q，　P），P）is　inve・tible，　the・e・exists・1⊂｛1，…，n｝（lil－r）such　thatφ・（鋤→

（qi（x，0；〃），y），x一＠1，…，xr），　is　als・invertible・Otherwise　since（Q，P）ト〉（Q，　P（Q，P））is

invertible，ψ：（x，y）→（x，・P（x，0；y））is　also　invertible．　We　de丘ne　3’＝φ。ψ一1．

　　　　　　　　　　　（Q，P）→（9，P）　　　　（x，y）速（卿）
　　　　　　　　　　　　↓　　／スs　　　　　　　　　　　　　↓ψ　／スs’

　　　　　　　　　　（Q，P）　　　　　　　　＠，P）

　Let　f∈ε（γ’；k）be　given・Set　g（（1，　y）ニ！○φ一1（91，y）・Since　5「（x，0；P）1コ。、P、ニ＿＝xr、pr＝o，x＞o＝乞，

there　exists　a　fiber　preserving　function　germ　H（q，p）＝Σ？．，んi（9）P、十ん。（q）on（T＊Rn，0）such

that

　　　　　　　　　　　　　　　905（x，0；P）1コじ1P1＝＿＝x，、Pr＝o，x≧oニHo3（x，0；P）．

Therefore　there　exist　function　germsα1，…，αr∈ε（r；n）such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア

　　　　　9・S（x，0；P）一H・S＠，0；P）＋Σ鳩α，（a，P）f・・＠，　P）∈（H「×Rn，0）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3＝1

Hence

　！（x，y）　＝　（！○φ一1）O（φOψ『1）Oψ（X，y）＝90S’○ψ＠，y）

　　　　　　　＝　gO3（x，0；P（x，0；㌢））＝g（g＠，0，y），y）

　　　　　　　　　　れ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア

　　　　　　　一Σんi（q（sc，0；y））〃、＋ん・（q（x，0；y））＋2）x」p」（x，0；y）αS　（x，y）

　　　　　　　　　　z＝：1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3＝1

　　　　　　　　　　n　∂T　　　　∂T　　　「　∂T　　，吝ん・（一5’i7（x，o；y））lyi＋ん・（一可（x，0；y））＋署の・（一∂x、（x，0；艸，y）

吟興＋ん・（・）m・ψ1鍔（x，・；y），…，際（x，・；y），鍔幽〉ε＠・・）・
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）一

，　where　aS　（x，　y）　＝＝　ai　（x，　P（X，　O，　Y））　fOr　2’　一一　1，　’　’　’　，　r・　This　implies　that　F　is　a　reticular　R＋

infinitesimal　versal　unfolding　of　f．　1

6　Adjacencies　of　singularities

we　shall　study　the　structure　of　the　caustics　of　stable　symplectic　regular　r－cubic　configu－

rations．　Firstly　we　investigate　the　adjacencies　of　singularities　classified　in　Section　7　because

the　investigation　of　caustics　means　that　of　adjacencies　of　corresponding　functions　germs

under　reticular　R－equivalence．　The　following　list　is　the　classification　list　of　simple　or　uni－

modal　singularities．　This　includes　the　classification　list　of　singularities　of　R－codimension〈　7．

Therefore　the　stable　symplectic　regular　T－cubic　configurations　in　manifolds　of　dimension〈　6

are　classified．

36
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The　tim／assifi　c　ation　listo　f　simple　oi　u　mmodal　s　m　gular　ities　under．．reticular　R－equivalence

E’　Normal　form rR－codim　Conditions Notation
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In　tihe　case　Lc，　a2　±1　1　O，　while　in　the　case　D．，．　a　4　O，n2　4，　m）　1，n十m＞　5・　ln　the

caseγ＝＝2，ε＝＝土1，δ＝±1　and　ifα＝Othenα＝Oand　ifα≠Othenαis　the　sign　ofα

37

鹸聾∴警鐸幅隅
！

　
望

’
噛

臓 zz・　　西㍗ 摯　　　摂 碍　　　　　・触 丼



）

　　The　cases　r　＝＝　O　and　r　＝　1　were　already　studied　as　ordinary　singularity　and　boundary

singularity　（for　example，　see　［2］，［9］，［10］）．　Hence　we　study　the　case　r　＝　2．　From　the　view

point　of　caustics，　we　must　investigate　three　type　of　adjacencies　of　singularities：　the　first　is

the　ordinary　adjacencies，　the　second　is　the　adjacency　given　by　forgetting　a　boundary　of　the

corner．　For　example，　consider　Bi，S＋’a　singularity　which　is　the　orbit　of　x？　＋　axix2　＋　xg　E

£m（2；　o）2．　If　we　forget　the　boundary　defined　by　x2　＝　O，　this　function　is　reticular　R－equivalent

to　？y3＋　rciy　E　£ln（1；　1）．　Therefore　we　regard　Bis＋’”　is　adj　acent　to　C3＋．　This　adj　acency　appears

as　the　union　of　the　caustic　Co　and　the　quasicaustic　qca，i　of　the　symplectic　regular　r－cubic

configuration　defined　by　a　versal　unfolding　of　x？十axix2十xg．　The　third　is　the　adj　acency　given

by　restriction　singularities　to　xi　＝　O　or　x2　＝＝　O．　For　example，　consider　C3一 C2＋’a　singularity

which　is　the　orbit　of　一y3　十xiy十x2y十ax3　E　£M（2；　1），　lf　we　restrict　this　to　x2　＝　O，　then　this

is　equal　to　一y3　＋xy　E　£M（1；1）．　Hence　we　regard　C3：i＋’“　is　adjacent　to　C3一．　This　adjacency

appears　as　the　union　of　the　caustic　C2　and　the　quasicaustic　Q2，｛i，2｝　of　the　symplectic　regular

r－cubic　configuration　defined　by　a　versal　unfolding　of　一一y3　十　xiy　十　x2y　十　ax3．

　　We　shall　draw　the　pictures　of　stable　caustics　in　manifolds　of　dimensiong　4　at　the　last　part

of　this　part，　The　caustics　of　B2，2，3，　B2，3　and　C3，2　are　diffeomorphic　to　（the　pictures）×（R，　O）

and　the　caustics　of　B3E G26’a　are　diffeomorphic　to　one　of　B26；e3’a．

The　adjacencies　of　unimodal　singularities　on　the　2－corner：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　瑠2，α32

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B2，2←瑠2・α←一瑠2，α←…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T　T　t

　　　　　　　　　瑠3，α23一→瑠3，α←瑠3，α←瑠3・α←…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T　t　t
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　瑠・，α←噺〃，α←瑠4，α←…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T　　　　　　T　　　　　　T
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卜

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B・，2←一B鱗β3←轍β・←一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　↑　　　　　　↑　　　　　　↑

　　　　　　　　　　囎・β’一→曜β2←Oll§δ，β・←0§14δ，β・←

　　　　　　　　　　　　　　　　　／　　↑　　　　　　↑　　　　　　↑

　　　　　　　　　　輪β”　曜β2←0竃轡←酬β・←一
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　↑　　　　　　↑　　　　　　↑

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0ε12δ’β2←一〇言おδ，β3←0ξ14δ，β・ト

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　↑　　　　　　↑　　　　　　↑

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　。，

　The　adjacellcies　B2，2←・B；liδ2　，αand　B22←B論δ3，αmeans　that

　　　　　　　　　　　　BΣ12・δ2，土　　　　　瑠ε・，土

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＼　　　　　　　　　　　　　　＼
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　磯δ2，土←Bl12δ2，土　　礎2，士←曜・，士．

　The　adjacency　B2，2←B茎瀦β3　means　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　B法s＋，±　　　　　BΣゲ汗

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＼　　　　　　　　　　　　　＼
　　　　　　　　　　　　　　　　　く　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　く

　　　　　　　　　　　　　B芸蹉÷一β薦β3　Bゑダ←B薦β・，

The　adjacency　B2，2←0怨§δ・β2　means　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　く　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　脇＋’＋　　　　　脇＋，＋

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＼　　　　　　　　　　　　　＼
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　く

　　　　　　　　　　　　　βΣガ，一←oまう＋，＋　　BΣ「←一〇論＋「

　　　　　　　　　　　　　　　　　く　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　B施＋’一　　　　　弗＋「

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＼　　　　　　　　　　　　　＼
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　く

　　　　　　　　　　　　　Bガ←一〇まi，＋　　Bガ←一〇翻一．

　The　adjacencies　from　singularities　on　the　2－corner　to　one　on　the　boundary．

　　　　　　　　　　　　　　　　BS　←一　βぎ3　←　1ヲ14　←…
　　　　　　　　　　　　　　　　　↑　　　　　↑　　　　　　↑

　　　　　　　　　　　　　　　　BS；1，＊←瑠，α←B21sδ，α←…

　　　　　　　　　　　　　　　　　1　＼

　　　　　　　　　　　　　　　　　l　　B9；93，α←礎，α←…

　　　　　　　　　　　　　　　　　↓　　　　　↓　　　　　↓

　　　　　　　　　　　　　　　　B多←Bl・←B14←…，
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’

　　　　　↑，

　　　　0ξ汚3’α　　0ξ3←一σξ4←0ξ‘←一〇8・←一＿
　　　　　　　　　＼　　↑　　　　　↑　　　　　↑　　　　　↑
　　　　　　　　　　　　oξおδ’α←oalsδ，α←σξジα←一〇ぎ亀δ，α←一…

　　　　　　　　　／　　↓　　　　　↓　　　　　↓　　　　　↓

　　　　0雛α”　0ξ3δ←OS・←一〇ξ・δ÷一〇ξ・←＿．．．，
　　　　　↓

The　adjacencies　of　singularities　on　the　2－corner　given　by　forgetting　a　boundary．　The　adja－

cency　K＼is　given　by　forgetting　the　boundary　x1＝Oand←is　given　by　fbrgetting　x2＝・0，

塑
　　　　　Oi　　　　　　　O才　　　　　　　0才
　　　　　　　　　＼　　　　　　　　　＼　　　　　　　　＼

　　　　　・i←曜・奎（・）・才ぐ一酌，i・i←一BΣガ，壬（・）

　　　　　Oi　　　　　　　O才　　　　　　　Oi
　　　　　　　　　＼　　　　　　　　　＼　　　　　　　　＼
　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　Oi←BΣ∫・士　Oi←醜，土　0才←一BΣi＋，±，

B2，2，n

　　　　　　　　　　　β9　　　　　　　　　　　B傷

　　　　　　　　　　　　　　　＼　　　　　　　　　　　　＼

　　　　　　　　　　B」δα←一B隷　　B£一δ）ηα←B隷，

Bn，肌

　　　　　　　　　　　　C5　　　　　　　　　01iαn

　　　　　　　　　　　　　　　　＼　　　　　　　　　　　＼

　　　　　　　　　　　　08α←一瑠α　　o鯉凧←一B謝，

B2，3，　and　B3，2，

鯉

α
α
一
2
「
2

e
O
3

B
x
←Bl：多α

μ匝
2
士
竃
0

＼
↑
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　　　，KNKs．

Bg　〈一一一
Bglg，・a

　0病α

　　　　　　，KNx，

Ofi（一δ）mα←轍α．

．ざ∫，　，t　．N．．tt誼tk／e’．、．“、鐸3置…t、．．、T．緯．、’〆喝．、，　t蚤虚，．rf、、、



iip”

　　　　　　　　　　　　　　　　ci6　cg
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x　　　i　x
　　　　　　　　　　　　　　　　Oξ←一噌警　Oiδ←一嶋．

The　adjacencies　of　singularities　on　the　2一一corner　given　by　restriction　to　xi　＝　O　or　x2　＝　O．　The

adjacency　’“K．　is　given　by　restriction　to　x2　＝　O　and　e　is　given　by　restriction　to　xi　＝　O．

　　　　　　　　　　　x　　　　　　　　　　　x　　　　　　　　　　x

　　　　　CSn＋1　　　　　　0ξ　　　　　　増
　　　　　　　　　　　x　　　一　x　x
　　　　　O銘＋・←嶋，m　増←一〇ξ潔　　0ξ←一〇ξ；盤．

7　Classification　of　function　germs

　In　order　to　classify　function　germs　we　prePare　the　following　lemmas．

Lemma　7・・五εげ∈皿（r；k）δθα加。伽卿・磯（0）≠0オんεημ3蹴㍑1α沼一

equivalent　to　yi　E　£M（r；k）．

五emma　7・2五et！∈飢（r；k）δeα加。伽geγm　5α励伽9霧（0）一〇αη川e　the　c・rαnk・ゲ

！一丁んε崩ere傭オα5鋤δ3eオσ⊂みαnd　a　n・η吻enerate　quadratic　f・rm　Q（y、，…，Zll－1）

αηdα、加Cti・n　germ　9＠’，の∈£m（（T－1σD；の2　SUCん孟んα描e！・〃・W吻C・nditi・ns　h・ld’

（1）gレニ。∈凱（0；Z）3

（2）　f　is　reticular　R－equivalent　to　fo　E　£M（r；k）　defined　by

　　　　　　　　　　　メ・（X1，y）一Σ払＋9（コじ・。一。，〃1，…，y∂＋Q（〃♂＋1，…，痴

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　乞∈σ

We　say　a　function　germ！（x，y）∈£m［（r；k）（x∈Hr，y∈Rりis　residual　if！∈£肌（r；k）2　and

flx－o　E　£m（o；　k）3．
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Let　s（T；　k，　1）　be　the　set　of　smooth　map　germs　（IE［”　×　Rk，O）　一一〉　Ri　and　£M（r；k，1）　be　the　set

of　map　germs　（IE｛r　×　IRk，　O）　一　（IR．i，　O）．

　　To　each　C　＝　（XiCi　，　’　’　’　）　Xr　Cr　，　Cr＋i，　’　’　’　，　Cr　＋h）　E　£M　（r；　k，　r　＋　k）　vsre　define　the　linear　map

c：　S（T；　k）　．　8（r；　k）　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ξ（！）一書」じ琶ξ乞8読＋シ＋ゴ諾・

　　To　each　ip　E　B（r；k）　we　define　the　linear　map　ip“　：　S（r；k）　一　8（r；k）　by　ip’（f）　＝　f　o　ip．

　　We　have　the　following　four　lemma’s　which　are　analogous　to　lemma　1．21　rv　corollary　1．23

in　［17］．

Lemma　7．3　Let　A　be　a　real　vector　subspace　of　S（r；k）．　Let　［O，1］　一一〉　£M（r；k，r十k），　t　e

Ct　＝　（xi　C，’　，　・　・　・　，　x，　C，r　，　Ctr＋’，　・　・　・　，　Ctr’k）　be　a　smoo　th　homotopy．　Suppose　that　Ct　（A）　c　A　for　all

t∈［0，1］αnd！∈ε（r；k）・五εオΦ・（H「×Rk×R，0×［0，1］）→（H「×毘0），（x，〃，　t）ト〉φ、（x，　y），

be　the　solution　of　the　differential　equation：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d
　　　　　　　　　　　　　　　　　　読φオ（x，Zノ）　：＝　　ξ，　oφオ（x，Zノ），　φo（x，　Zノ）＝・（x，　Zノ）・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（16）

Then　this　solution　satiSLfies　the　fo〃0ω吻conditions’

（1）　ipt　E　B（r；k）　for　all　t　E　［O，　1］．

（2）　to；（A）　c　A十　£M（T；　k）‘　foT　all　t　E　［O，　1］，　1　〉　O．

PTo　of・　（1）　We　denote　〈1＞　＝　（〈1＞　i，　・　・　・　，　〈1＞　．＋k）　and　qst　＝　（qSl，　・　・　・　，　qsT“k）．　Since　（et　o　qst）i　＝：　q5　Z’　・　CZ　o　qst

for　i　＝　1，…　，r，　by　the　uniqueness　of　the　solution　of　（16）　we　have　that　¢i　l¢，＝o　E　O　for

z＝　1，…　，r．　This　means　（1）．

（2）　Let　1　〉　O　be　given．　For　each　t　E　［O，1］　consider　the　map　S（r；k）　一　8（r；k）　given　by

f　’〉　Ct（f）；“　this　map　is　linear　and　since　Ct　E　£M（T；　k，　r＋k）　this　map　maps　£M（r；k）i　into　itself．

Hence　this　map　induces　the　linear　map　C“’煤@：　Jt－i（T十k，　1）　一一〉　Jt－i（r十k，　1）．　This　map　depends
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differentiably　on　t・　Similarly，　the　maps　ipt＊　：　8（r；k）　一一〉　8（r；k），　t　E　［O，！］，　are　linear　and　map

£vt（T；　k）t　to　itself，　so　they　induce　the　linear　maps　¢N 煤g@：　」t－i（r　＋k，　1）　一　」t－i（r　＋k，　1）　and　ipNt’

depends　differentiably　on　t．

　Now　choose　a　bas　is　ai，　・　’　・　，　ap　for　Ti－i　（A）　c　Ji－i　（r　十　k，　1）　and　extend　this　to　a　bas　is

ai，…，aq　of　」i－i（r　＋　L”，1）．　For　t　E　［O，1］　let　（？t　be　the　matrix　of　eNt　with　respect　to　the　basis

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7　＊ai，…，aq　and　let　Ct　be　the　matrix　of　ipt：　Then　because　Ct（A）　c　A　we　have　that　（［2t　has　the

form：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P　q－P

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q2p（Rt　StO　T，）・

If　we　divide　Ct　into　submatrices　in　the　same　way　it　will　have　some　form：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Wt　Xtyt　zt）・

What　we　wish　to　prove　is　that　Yt　＝　O　for　all　t　E　［O，　1］．

　　Novgr　let　f　E　8（r；　k）　be　given．　Then　for　t　E　［O，　1］　we　have

　　　　　　　　　　　　　岳（ipN，’（1・i－if（o）））一押（畠φ；！）（・）一鵡鳥（！））（・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　ipN，＊（6N，（2・i－if（O））），

Hence　we　have　that　lk，　ipNt’　＝　ipNt“　o　CNt　for　t　E　［O，　1］．　Therefore

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dC，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝　Ct（［2t　for　t　E　［O，　1］，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　砒

Because　of　the　form　of　（2t　this　implies

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dY，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝　YtRt　for　t　E　［O，　1］．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dt

BUt　Co　is　the　identity　matrix　because　ip6　＝　ids（，，k）　so　Yo　＝　O．　Hence　Yt　＝　O　for　all　t　E　［O，　1］．　一
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臨

　　　　π（x，雪，t）一（Σ爾。φ・蕊＋羅○φ・∂オ＋蕊・φ∂（x，y）

　　　　　　　　　　　　　一（一幅・φ齢φ・一癖・φ・ξ∫＋ゴ・φ・＋髪・蜘）

　　　　　　　　　　　　　一φ芸（　　　　　　　　　aft一ξ孟（！∂＋　　　　　　　　　Ot）瞭φ1（A＋鋼　by（2）・

Now　by　lemma　7．3　（with　A＋　£M（r；k）t　for　A　and　一Ct　for　Ct　we　have

　　　　　　　　　　　　　φ1（A　＋　£M（r；　k）り⊂舟皿（r；κソf・・allオ∈［0，1］，

s・誓1晒｛、｝∈舟£m（r；k）lf・r　all孟∈［0，1］．　Theref・・e　f・rオ・∈［0，1］we　have

　　　　瑳1・＝t。（］・t－i（ip；f，）（O））一ブト1（讐1脚。｝）（・）∈πト1（棚田）一πト1（A）・
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L，mma　7．4　Let　A　be　a　vector　subspace　ofS（r；　K”）　and　［O，1］　一S（r；k）　（t　F一〉　f，）　be　a　smooth

homotopy．　Smppose　that　there　exists　a　smooth　homotopy　［O，1］　一一〉　£M（r；k，r＋k），　t　e　ct　＝

（X1ξ～，…　　，Xrξ∫，ξ∫＋1，…　　，ξ；＋κ）　Sαtisfz／ing　the！b〃Oωing　con（litions，

（1）　4t　（A）　c　A　＋　£［Tt（r；　k）‘　for　all　t　E　［O，　1］，　1　〉　o．

（2）　7／“　一　Ct（ft）　E　A＋　£M（r；　k）‘　foT　all　t　E　［O，　1］，　1＞　o．

　Then　for　any　1　〉　O　there　exist　ip　E　Z3（r；k）　and　h　E　A＋　£M（T；k）i　szLch　that　ip’（A＋

£pz（r；　k）‘）　c　A＋　SM（r；　k）‘　and　fo　＝　fi　o　ip　＋　h．

Proof．　Let　1　〉　O　be　given．　Consider　the　solution　¢　：　（Hr　×　Ric　×　R，　O×　［o，1］）　一一〉　（Hr　×

Rk，O），　（x，y，t）　e　ipt（x，　y），　of　the　following　differential　equation：

　　　　　　　　　　　　　　　　　d
　　　　　　　　　　　　　　　　～πφオ（x，y）＝一ξ，○φオ（x72ノ），　φo（：じ，31）：＝（：じ，2ノ）・

we　denote　¢　：　（¢i，　・　・・　，　¢．＋k），　ipt　＝＝　（ipZ，　・　・　・　，　ipT＋k）　and　define　H　：　（Hr×IRk×R，　o×　［o，　1］）　一　R

by　H（x，y，　t）　＝　ft　o　ipt（x，y）．　Then

　　　　OH　，M　．．　．，　．　，“　oft　．一　．　oqs　：’　，　sfgA　of，　i，　oqs；＋o’　，　of，

（17）

　　　　　s
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B，t　since　rt－i（A）　is　a　linear　subspace　of　」t一’（r　＋　k，　1）　we　have　1’t－i（¢ifi　一　ip6fo）　E　Ti－i（A），

Hence　一一一h　：＝＝　ipl　fi　一　fo　E　A＋　Qn　（r；　k）i，　so　that　fo　＝　fi　o　ip，　＋h，　一

Lemma　7・5五eげ∈ε（Tlk）・五et　1＞O　be　an乞吻er　and　set　f。一プ！（0）ピ。。nsideT　asα

凶η・m蜘e湘ηε（r；k）ノ・SUPP・se　tんαt　there　・xist・h∈£mi岡・加。me　g≧1＋1　and

c　＝　（　vi6i，　’　’　’　，　rcT（gr，　e5r＋i7　’　’　・　，　Cr＋le）　E　SM　（r；　k）”一‘S　（T；　k，　T＋　k），　lp　｝ll　q＋　1　s　zL　ch　that　C（fo）　一　h　E

£M（r；　k）P．

Then・tんere・existsん・∈頒（r；k）P　such　thαt　f＋ん惑！＋ん1ピ伽・ther・w・吻・一・（！＋ん）（・）∈

Oli1（ブ・一1！（0））ノ・

Proof．　Define　the　smooth　homotopy　［O，1］　一　8（r；k），　t　F一〉　ft　＝　f＋　（1　一　t）h　and　define　the

smooth　homotopy［0，1］→凱（r；k）ε（r；k，　r十k），　tト〉ξ，＝一ξ．　Then

　　　　　讐一ξ・㈲一一ん＋ξ（f十　（1　一　t）h）一一ん＋ξ（ん）＋ξ（！一酬1－t）ん））

　　　　　　　　　　　　　　　∈飢（Tlk）P＋£m）（T；k）（P一の＋z＝£mi（r；k）・．

Hence　the　hypotheses　of　lemma　7．4　are　fulfilled　for　A　＝　£M（r；k）P，　Therefore　there　exist

ipi　E　B（r，　k）　and　h’　E　A十　SM（r；k）P　＝　£Ul（r；k）”　such　that　fo　：　f　o　ipi十　h’．　Set　hi　＝＝　h’o　ip，一i，

Then　we　have　fo　o　ip＝f十hi　and　hi　E£M（r；k）P　一

Lemma　7．6　Let　f　E　£M（r；k）i　and　set　fo　＝　jif（O）　（so　fo　is　a　homogeneous　polynomial　of

卿ee　1ノ・Let・h　be　a　h・m・9εηe・u5幽η・mial・f　degree　q≧Z＋1　and　supP・3εん∈みR（fo）．

The痂eTe　eaists　h1∈On（Tik）9＋’　such・that！＋ん爵！＋ん1ピ・r・in・孟んer・w・鷹ブ9（！＋ん）（0）∈

OIR（プ！（0））ノ，ωんθreみR（！。）漁e」αc・囲eα1・ゾ！。　defined　by

　　　　　　　　　　　　　　　みR（fo）一〈コじ・k／o，…，コP漂，歌，…，設〉ε（・・h）・
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pro　of．　By　h　E　JrrR（fo）　there　eXiStS　C　＝　（cviCi　，　’　・　’　，　‘crCr，　Cr＋i，　・　・　・　，　Cr　＋k）　E　£I」1　（r；　k，　T　＋　k）

such　that　4（fo）　＝　h・　We　may　assume　that　C　E　£M（T；k）q－i＋iS（r；k，r＋　k）　and　，　for　if　not

we　replace　6　by　C’　defined　by　C’　＝＝　4一　2’q－iC（O）．　Since　fo　is　homogeneous　polynomial　of

degree　1　we　have　（C　一　C’）（fo）　is　a　polynomial　of　degree　q一　！　and　C’（fo）　E　£M（r；k）q．　Since

h　．，　（6　一一一　C’）（fo）　＋　C’（fo）　E　£M（r；　k）q　we　h　ave　（C　一　C’）（fo）　＝　O　and　e’（fo）　＝　h．

　Hence　the　conditions　of　lemma　7・5　are　fulfilled　with　p　＝　q　十　1，　and　the　conclusion　follows

　We　now　start　the　classification　of　unimodal　residual　singularities　in　£M（T；　k）2　（r　〉一　i）　under

reticular　R－equivalence．　We　shall　prove　that　this　classification　includes　the　classification　of

residua｝　singularities　whose　reticular　R－codimension　is　lower　than　8．　Firstly　we　introduce

the　following　notations：　ai，b」・，a，　b，　c，…　are　real　numbers．　We　say　that　z　E　Jt（r十k，1）

has　modality　n　if　the　following　condition　holds：　For　any　neighborhood　of　z　there　exists　an

element　z’　in　this　neighborhood　and　there　exists　an　n－parameter　family　of　1－jets　z’（a）　（a　in

some　neighborhood　of　O　in　Rn）such　that　z’（0）＝・z’and　zノ（α）¢　OIR（z’（6））ifα≠b．　Remark

that　for　f　E　£M（T；　k）2　if　2’tf（O）　has　modality　n　then　f　also　has　modality　n　．

　　Let　f　E　QJt（r；　k）2　be　a　function　germ　with　reticular　R－finite－codimension，　ln　the　procedure

of　the　classification，　we　adopt　the　following　notations：

‘＝〉’　means　‘see’．

‘ノ惑9，lneans・！is　reticula・R－equivalent　t・g，（9∈ε（r；k）），

‘2＞　g’　means　‘f　’；R　g　by　lemma　7．6　by　the　analogous　method　of　（2）’・

‘Ag，　means・ノ磐gby　lemma　7、5　by　the　ana1。g。us　meth・d　in（6），．

‘FS　g’　means　‘f　rNR　g　because　g　is　（degree　of　g）一determined　by　Lemma　4・2’・

‘F＄　g’　means　‘f　rtvR　g　by　a　linear　coordinate　change’・
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墜

　　　　　ρ

　　　　　：The　ca・e「＝1，k＝0・The　classi丘cati・n　is　reduced　t・V・1・A・n・ld［2］and　V．1．Mat。v［9］，

　　　　　｝

　　　　　lTheca・eT－2，κ一〇・Letゴ2！（0）一αxl＋傭、＋　cxl．

　　　　　障115ご1　；呂1
　　　　　　　　　　　i，　　αニニ0，1）≠0，c≠0　　＝〉　　（4）

　　　　　1　　α≠0，b＝0，c＝0　　⇒　　（5）

　　　　　｝　　α＝0，b＝0，c≠0　　⇒　　（7）

　　　　　1α＝0，b＝0，c＝0⇒（8）
　　　　　；（1）ゴ2！（・）has　the　n・・mal　f・・m士xl　＋　axlx2±x；　by　a　linea・c…dinate　change．

　　　　　iα・≠土士4鳶±xl＋αx、x2±姥．

　　　　　1　α2＝召下4　⇒　 （2）

　　　　　！（2）ら土（xl土2x・x・　＋　xl）＋Σ乞≧3嘱（ヨ乞s・t．α調・Letん一ブ・！（・）．　Since　z1諮一

　　　　　　　±2（實士Xlx2）and磯一±2（士xlx2＋xl），we　may　replace　any　term・fdeg・ee≧3inv。1ving

　　　　　し

　　　　　　　xl　in！by　terms　involving　less　xi’s　and　more　x2’s　and　terms　of　higher　degree　by　lemma　7．6．

　　　　　　　As　a　result　we　have　the　normal　form・Ifα乞＝Ofor　all　i，　then　we　have　codimension！＝○○．

　　　　　　　Theref・re　there　exists　an　integer　i　such　that　ai≠0．・2，土（xl土2xlx2＋姥）＋αx8（η≧

　　　　　　　3，α≠0）．

　　　　　　　（3）グ2！（0）has　the　n・rmal　f・rm土xl±ω1x・・r±xlx2　by　a　linear　c…dinate　change．ら

　　　　　　　Σ乞≧2嘱＋xlx2＋Σゴ≧3δゴω1（ヨi，プs・t・αi≠0，bゴ≠0）一面土x、x2＋鰐（where　g，んare　units

　　　　　■nε（2；0）and　n≧2，　m≧3　be　the　minimum　integer　satisfying　a・≠0，　bm≠Orespectively）

　　　　　憾士塩嫡＋9馴η≧2，m≧3，9・unit路瑠±xlx2＋αxY　（n≧2，m≧3，α≠・）．

　　　　　　
　　　　　：（4）By　using　the　anal・g・us　lneth・d・f（3），　we　have鴻珂士xix2　＋　axl　（n≧3，α≠・）．

　　　　　…（5）ゴ・！（・）has　the　n・・mal　f。rm士xl　by　a　linear　c。。，dinate　change．　Henceゴ3！（。）has　the

　　　　　　　normal　form士xl十axixl十δ魂by　lemma　7．6．

　　　　　　　　b≠0ろ±x？　＋　ax、姥＋bxl（b≠0）

　　　　　　　　　　　　　畜±xl＋ax、xl圭x；．

　　　　　　　　うこ。⇒　（6）

　　　　　　　（6）ブ3！（0）has　the　n・rmal　f・rm　f。一士xl＋αx、略Thenゴ5！（0）has　m・dality　2　in」5（2＋1；1）・

　　　　　　　F・rany　neighb・rh・・d・fゴ5！（0）there　exists　an　element　f1　in　the　neighb・rlユ・・d　such　that

　　　　　i

　　　　　l　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　47

　　　　　～

懸二三灘灘．懸難翻．1灘1購1灘羅灘灘灘灘禦灘購灘ll灘翻灘灘糠欝



轄

π8（z）一±xl＋bx・x；（わ≠・）・Then！1　has　the　n・・mal　f・・m瑠士砺＋cxS＋dxl　by

lemma　7・5（since∬磯一士2xl士砺and∬聡一土2砺，　we　may，eplace　any　term。f

degree　）　3　involving　xi　in　fi　by　terms　of　higher　degree）．　lt　is　enough　to　prove　that　fi

has　m・dality　2・SupP・se　that！2一土xl±x・xl＋c’xl＋d’xl∈OIR（！、）．　Then　the，e　exists

φ・＝（ω1φ1，コ92φ2）∈B（2；0）such　that！2…！10φmod皿（2；0）6，　where！1　and　f2　are　considered

as　polynomial　function　germs．　Let　2’2ip2（O）　＝　ip2（O）　＋　ip2ixi　＋　ip22x2　（ip2i，　ip22　G　IR．）：　By　the

coefficient　of　xi　in　f2　we　have　ipi（O）　＝　1．　By　the　coeflicient　of　xix3　we　have　ip2（O）　＝　1．　By

the　coeMcient　of　xix；　we　have　ip22　＝　O，　These　imply　that　a　＝＝　a’　by　the　coefficient　of　xS　and

b＝　b’　by　the　coeflicient　of　xixg，

On　the　other　hand，　reticular　R－codimension　f　）　8：　lt　is　enough　to　prove　that　codimen’sion

of　O，5．（fi）　in　」5（2＋O，1）　｝）　8．　Set　A　＝　〈x？，x？xg，xixS，xg＞E（2，0）．　Since　m6（2；O）　c　A　and

z1絵一士2駈賜ω器一士2xlxl＋4αxl＋Sbxl，　we　have　thatω激≡蝿絵≡

xlコ，・給≡ω携≡Om・d　A・　The・ef・re

　　　　　　　　　　　　codimension　of　O，5．（fi）　in　J5（2　十　O，　1）

　　　　　　　　　　　　　　＝　dim　s（2；　o）／（〈xi　illi／1｝i　，　x2　i3／£；i　〉　＋　£m（2；　o）6）

　　　　　　　　　　　　　　2　dims（2；o）／（〈xiilli／ki，xix2111／£）i，x2ig／iiil；’，x；iil／；2；i＞R＋A）

　　　　　　　　　　　　　　＝　dim　S（2iO）／A　一　4＝＝　12－4　〉一　8．

（7）By　using　the　anal・9・us　meth・d・f（5），　we　have！爵珂＋α命、土姥・・！has　m・dality

2　and　codimension　f　）　8．

（8）　f　E　£M（2；　O）3．　Hence

reticular－R一一codimension　f　）　dim　s（2；　o）／（〈xi　iil／3i，　x2　iil／lll＞R　＋　£M（2；　O）‘）　）　iO　一　2　＝　8・
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：　on　the　other　hand，　we　can　show　that　2’3f（O）　has　modality　2　by　analogous　methods　of　（6）：

In　this　case，　if　we　consider　an　element　z　E　T3（EM（2；O）3）　such　that　the　coefficients　of　x9，xi

la・e　n・t　ze…　Then　x　has　the　n・・mal　f・rm士xl＋α命2＋bxlx；±xl　by　a　linear　c。。，dinate

］i　change．　Hence　z　has　modality　2．

i

｛　！！r1gggsgz－zk12－lg－z！：一e　case　r　2，　k　1・Le．t　o’2f（O）＝＝axiy＋bx2y＋ex？＋dxix2＋ex3．

　　　alO，bfO　＝〉　（9）
’　aiO，b＝O，e；O　＝〉　（10）

；　al　O，b　＝　O，e　＝O　＝〉　（12）

i　a＝O，biEO　＝〉　（13）

i　a＝O，b＝O　＝〉　（14）
1

：　（g）　2’2f（O）　has　the　normal　form　xiy±x2y＋ax3　by　a　linear　coordinate　change　2＞　2i．3　aiyi＋

xlY±x2Y＋Σゴ≧・幅（ヨ乞，ゴs・t・ai　7E　O，　bゴ≠・）嬉坪＋5C、y±x、y＋axY　（n≧3，m≧2，α≠0）

　　（here　we　used　the　analogous　method　of　（3）），

（10）　2’2f（O）　has　the　normal　form　xiy±　x3　by　a　linear　ceordinate　change．　Hence　o’3f（O）　has

　　the　normal　formαy3十ωIY十bx2㌢2士姥by　Iemma　7．6．

　　α≠0ろげ＋XIY＋吻・士場（α≠0）
　　　　　　　　ゐ土y3＋XIY＋αzガ土コじ1（α∈R）．

　　a＝0　＝〉　（11）

　　（11）　We　can　prove　that　7’5f（O）　has　modality　2　and　reticular　R－codimension　of　f　）　8　by

　　analogous　methods　of　（6）：　Consider　an　element　fo　E　」5（2十1，1）　satisfying　T35（fo）　＝　xiy十

αx2y2±xl（α≠0）・Then　f・has　the　n・rmal　f・rmげ＋by4＋xlY土x2y2士xl　and　hence

fo　has　modality　2．　On　the　other　hand，　set　A　＝　〈x？，xix3，xg，xiy，　x3y2，x2y4，y6＞s（2；i）．　Since

lM（2；1）6　d　and¢同一∬19，ω2諮一±x2y2±2コpl蕩一5げ＋4げ簡士2x2y，・we・have

xlgai？．？　＝一　gx2gOig．g　一，．，　hEailsllzyo　一＝　o　mod　A　for　g＝　xl，x2，y2　and　h＝　xl，xg，x2y，　y3．　Hence

　　　　　　　　　　codimension　of　O，5R（fo）　in　」5（2　十　O，　1）

　　　　　　　　　　　　一〉　dims（2；i）／（〈x，il／ilio，x，ill／ilio，flstigo＞＋A）

　　　　　　　　　　　　一dimε（2；1）／（〈鵜諮2彩1譜，¢2誓，離2雛〉…）
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レノ

　　　　　　　　　　≧　dimε（2；1）／・4－6二14－6＞8．

（12）　／’2f（o）　has　the　normal　form　xiy　by　a　linear　coordinate　change　i！〉　xiy＋　h（x2，y）　（h　E

sm（x2，y）3）．　Set　A　＝　〈xiy，x？，xix3＞　＋　SM（2；1）4．　Then　we　have　xizlOIS．，　E　x222gtl；　1　mod　A．

Hence

　　　　　　　　　　　　　　　reticular　一codimension　f

　　　　　　　　　　　　　　　　　≧dimε（2；1）／（〈a・舞，騰，霧〉＋皿（2；・）4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　≧dimε（2；1）／（〈券1舞，コじ2鵠＞R＋A）

　　　　　　　　　　　　　　　　　2　dim　8（2；1）／A　一4＝＝　12－4＝8．

On　the　other　hand，　we　have　」’3f（O）　has　modality　2　by　the　analogous　method　of　（6）：　Consider

an　element　fo　E　」3（2十1，　1）　which　has　the　form　xiy十h（x2，y）　（h　is　a　homogeneous　polynomial

of　degree　3）　and　the　coefficients　of　xg　and　y3　in　h　are　not　zero，　then　fo　has　the　normal　form

xlY士媛十αω鈎十bx2y2土y3　and　hence！o　has　modality　2．

（13）By　using　the　anal・g・us　lneth・d・f（10）and（12），　we　have郷》＋x2Y＋αx、y2土xl

or　f　has　modality　2　and　codimension　f　）　8．

（14）　！’3f（O）　has　the　form　h（xi，x2）　十g（xi，x2，y），　where　h，g　are　homogeneous　polynomials　of

degree　2，3　respectively．　Hence

　　reticular　R－codimension　f

≧dimε（2；1）／（＠1島，コ・2農，鰐〉＋£m（2；1）4＋£mi（2；・）3）

一dimε（2；1）／（〈xiSt，ω2農，券・礁，∬2磯・¢1霧，鵡9霧＞R

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十£M（21　1）4　十　£m（21　o）3）

　　　　2　dim　S（21　1）／£M（21　1）4　一4－8　＝　20　一4－8＝　8．
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on　the　other　hand，　2’3f（O）　has　modality　2　in　」3（2　＋　1，1）　by　analogous　method　of　（6）：

cons　ider　an　element　fo　E　」3　（2　＋　1，　1）　which　has　the　fo　rm　ax？　＋　bxix2　＋　cx3　＋　g’　（xi，　x2，　y）　（g’

is　homogeneous　polynomial　of　degree　3）　and　all　of　the　coeMcients　of　x？，x3，y3　are　not　zero

and　b2　1　4ac．　Then　fo　has　the　normal　form　±x？　＋　axix2　±　xg　±　y3　＋　bxix2y　and　hence　has

fo　modality　2．

［！！h1gf2gsgz＝一Z2－6g．e　case　r　2，　k　2　2・　We　prove　that　codimension　f　2　8　and　o’3f（O）　has　modality　2．　To

do　this，　we　only　need　to　prove　in　the　case　k　：2　because　codimension　f　2　codimension

！1炉…＝・k一・and　if！1シ・一…一Y、一・has　m・dality　2　then！als・has　m・dality　2．

Set　A　＝＝　£M（2；　O）2　＋　£M（2；　O）£M（O；　2）2　＋　£M（2；　2）‘．　Since　f　E　SM（O；　2）3　＋　£M（2；　O）SM（O；　2）　＋

Smi（2；・）2　we　have　that磁2舞≡嬬…コじ瘍≡瑠≡・．　Hence

　　　　reticular　R－codimension　f

　　　　　　2　dim　s（2s　2）／（　〈x　i3i／÷　，　llllt5＞　＋　A）

　　　　　　2　dim　s（2；　2）／（　〈x　13iti　，　St　）　ySt　＞R　＋　A）

　　　　　　）　dim　S（2；2）／A－8

　　　　　　＝　dim　8（21　O）／£M（21　O）2　十　dim　£M　（OI　2）／£M　（OI　2）4　十　4　一　8　＝　3　十　9　十　4　一　8　＝　8．

On　the　other　hand，　2’3f（O）　has　modality　2　by　an　analogous　method　of　（6）：　Consider　an

element　fo　in　」3（2　十　2，1）　in　which　all　of　the　coefficients　of　xiyi，x2y2，y？，y23　are　not　zero．

Then　fo　has　the　normal　form　xiyi　十x2y2　±y？　十ay，2y2　十byiy22　±y23　and　hence　fo　has　modality

2
．

III！tlg一！｛1｛e　case　T　〉　3．　We　only　need　to　prove　in　the　case　r　＝＝　3，　k　＝　O　that　codimension　f　］｝1　8

and　」’2f（O）　has　modality　2・

　　　　　　　　　　　　　　reticular　R－codimension　f
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1

　　　　　　　　　　　　　　2　dim　s（3；　o）／（〈x　｛31tl＞　＋　Dn　（3；　o）‘）

　　　　　　　　　　　　　　〉一一一　diin　8（3；　o）／（　〈x　i31／1　，　x2　｛ili／1　＞R　＋　£m（3；　o）4）

　　　　　　　　　　　　　　2　dim　8（31　O）／£M（31　O）4　一3－9　＝　20　一3－9　＝　8．

on　the　other　hand　2’2f（O）　has　modality　2　in　」2（3　＋O，1）　by　the　analogous　method　of　（6）：

consider　an　element　fo　in　」3（3　＋O，1）　in　which　all　of　the　coeficients　of　x？，x3，xg　are　not

zer・・Then　f・has　the　n・・mal　f・・m±娩±xl士xl　＋　axlx・＋bx、x3＋cx3x、　and　hence　f。　has

modality　3　in　」2（3十〇，　1）．　，　一
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Part　II

Optical　stability　of　caustics　with

r－corners

s　Optical　stability　of　caustics

Recall　the　propagation　mechanism　of　light　rays　incident　from　a　hypersurface　germ　with

an　r－corner　in　a　smooth　manifold　Mr＋k＋i　described　in　Section　2．　lt　is　controlled　by　the

Hamiltonian　function　H　：　T“MXO　o　R　by　the　equation：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　OH　．　OH
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　qi　＝　ZiiJT，　，　Pi　＝　ny　Z」QT，　，

where　（q，p）　are　local　canonical　coordinates　of　T＊M．

　　In　this　section　we　shall　investigate　the　optical　stability　of　caustic　under　perturbations　of

a　light　source　hypersurface　with　an　r－corner　under　a　fixed　Hamiltonian　function．

Definition　8．1　Let　VO　be　the　hypersurface　germ　in　（M，　qo）　satisfying　601T，，　vo　＝　O　defined

by　an　immersion　e　：　（Hr　×　Rk，　O）　一　（M，　qo）．　We　say　that　VO　produces　a　stable　optical　caustic

with　an　r－corner　at　time　to　if　the　following　condition　holds：

　For　any　open　neighborhood　X　of　qo　in　M，　U　of　uo　in　A（1／　，　W　of　O　in　IRr＋k，　any　representative

f：X×　U　一〉　IR　of　T　and　any　representative　immersion　Z：　W　一　X　of　L，　there　exists　an

open　neighborhood　IVi　of　LN　i　n　the　space　of　immersions　from　12V　to　X　with　Coo－topology　such

that　for　every　k　E　Ni　the　symplectic　regular　r－cubic　configuration　associated　the　light　source

hypersurface　defined　by　klH．．Rk　at　（O，yo）　is　Lagrangian　equivalent　to　one　associated　with

VO　for　some　（O，yo）　E　W・

We　remark　that，　by　Theorem　3．2　（3），　the　condition　defined　by　changing　the　part　‘the

symplectic　regular　r．cubic…f・r　s・me（0，y。）∈W’in　De丘niti・n　8・1　t・‘（テ・（Pl×燭一
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to）IH．．Rk＋m　at　（O，　yo，u6）　is　reticular　R＋一equivalent　to　T　o　（c　×　id．）　一　to　for　some　（O，yo，u6）　E

rv　×　U’　is　equivalent　to　the　original．

　　Now　we　give　the　a伍rmative　answer　to　the　problem（1），

The・・em　8・2　Let　M　be　an　m（＝r十k十1）一伽eη5乞・nα1　differentiαble　mαnif・ld，　Ll・T・M＼0

一　R　a　positive　and　positively　homogeneous　Hamilton　function，　qo　E　M，　60　E　Eq，，　to　2　O

αn（オァ　tんe　ray　♂eηgオん　！tZnction　α350c乞αオe（♂　witん　tんe　regulαr　Point　（オ。，ξo）　oLプαじPgo・　」Let　「1／o

be　the　hypersurface　germ　in　（M，　qo）　satisfying　Co　lT，，　vo　＝　O　defined　by　an　immersi．on　b　：

（Hr　×　IRk，O）　一〉　（M，　qo）．　Then　VO　produces　a　stable　optieal　caustic　with　an　r－corner　at　time

舌。｛ゲαη（♂onlシ乞ノ」F：＝7甲○（L×②（iu）一オ。　is　αret乞culαr　1～＋一veγ℃sαl　unfo9（メ乞ηg　oノ」Flu＝u。．

By　the　above　remark，　this　theorem　asserts　that　the　stability　of　F　with　respect　to　per－

turbations　of　L　is　sufficient　to　one　of　F　as　an　m－dimensional　unfolding．　However　generally

these　stabilities　are　not　equivalent．　Since　the　stability　as　an　unfolding　means　the　stability

with　respect　to　both　of　perturbations　of　the　corresponding　light　source　hypersurface　and　the

Hamiltonian　function．

Proof．　（〈＝）　Let　Z　：　VV　一　X　be　a　representative　immersion　of　b　and　r　：　X　×　U　一〉　R　be

a　representative　of　T．　By　shrinking　X　and　U　if　necessary，　we　may　assume　that　flxx．　is

submersion　for　every　u　E　U．　We　denote　Imm（W，　X）　the　set　of　immersions　from　W　to　X　and

define　the　continuous　map

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢：　lmm（VV，　X）　一　COO（W　x　U，　R）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　κ　　ト→テ・（k×　idu）一t・・

Set　＃　＝　¢（g）．　Since　F　is　a　reticular　R＋一stable　unfolding　of　f，　there　exists　a　neighborhood

N＃　of　2ii　such　that，　for　every　function　e　E　N＃，　the　germ　01Hr．Rk＋m　at　（O，yo，u’o）　and　F　are

reticular　R＋一equivalent　for　some　（O，yo，u6）　E　W　×　U．　Then　¢一i（N＃）　is　a　neighborhood　of　tN
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for　which　the　condition　in　definition　8．1　holds．

（．〉）　We　suppose　lemma　8．3．　Let　b’　：　W’　一　X　be　a　representative　immersion　of　L　and

f　：　x　×　U　一　R　be　a　representative　of　T．　Choose　a　relative　compact　neighborhood　W　of　O　in

Rr＋ic　such　that　VV　c　W’　and　choose　a　neighborhood　Ng　of　bN　：　＝　L”lvv　for　which　the　condition

in　definition　8．1　holds．　We　define

　　　　Bl一｛k　E　Coo（”［7Vi，X）レ｛（テ・（κ×砥）一t。）』一。　is　t・ansversal　t・Ol．（プ！（0））｝

for　each　1　E　IN，　Then　Bt　is　a　residual　set　in　Coo（VV’，X）　by　lemma　8．3．　Since　Coo（W’，X）　is

aBaire　space，　B　：＝　ntErv　Bi　is　dense．

　　Set　the　open　set　O　＝　｛k　E　Coo（VV’，X）lkliv　is　an　immersion　｝．　Then　the　map　O　一＞

Imm（W，　X）　given　by　k　F一〉　k　l　w　is　continuous，　Therefore　the　inverse　image　Ni，　of　Arg　by　the

above　map　is　open　neighborhood　of　tN’，

Fix　k　E　N，一，　n　B　sufliciently　close　to　LN’　such　that　（f　o　（k　×　iel．）　一一一　to）IHr．Rr＋k　at　（O，　yo，　u6）

and　F　are　reticular　R’一equivalent　at　（O，yo，u6）　E　W　×　U．　Define　G　E　£M（r；k十m）　by

G（x，y，　u）　：　＝　f（k（x，y　＋　yo），　zL　＋　2L6）　一　to．　Then　G　is　reticular　R＋一1－transversal　unfolding　of

g　：＝　Gl．．，o　for　all　1　E　IN．　Hence　G　is　a　reticular　R＋一versal　unfolding　of　g．　Therefore　F　is　also

areticular　R＋一versal　unfolding　of　f．　一

　　The　following　completes　the　proof　the　Theorem　8．2．

Lemma　8．3五et　12品詞　X　and　U　be　neigん励・・ds・f　O　in　R「＋κ，RM　and　Rn　re・麟吻αnd

ωe伽te・their・C。。rdinαtes（X1，…，Xr，Yl，…，Yk），（91，…，qm）αnd（U1，…μ・）respecti吻・

Let、H，Xxσ→R　be　a　sm。。th　mαP　such　tんα副x。。　is　a　submersi・n　f・rα”u∈σ　and　A

be　a　submanifold　of　Ji（r＋k，　1）．　Then　the　set

　　　　　　　　　　　B一｛！∈0・・（照）レIH・（！×idの1一・漁一sα1　t・A｝
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is　residual．

proof．　Let　V　＝　12V　n　｛x　＝　O｝．　Then　the　map

　　　　　　or　：　Coo（lxV，　X）　一一〉　Coo（V　×　U，　」‘（r　＋　k，　1））　（　f　”　o！‘　（H　o　（g　×　id．））1．＝o　）

is　continuous．　lf　K　c　A　is　a　compact　subset，　then　C　＝＝　｛F　E　Coo（V　×　U，　」i（r　＋k，　1））IF　is

transversal　to　A　on　K｝　is　open．　Therefore　B　＝＝　or－i（C）　is　open．

Choose　relative｝y　compact　open　covering　｛Wi｝iEiN　and　｛Wi’｝iEiN　of　W　such　that　i］it7i・　c　Wi’

for　i　E　IN．　For　each　i　E　IN　set

　　　Bi　＝　｛f　E　Coo（W，　X）12’‘iH　o　（f　×　id．）1．＝o　is　transversal　to　A　on　7ti　fi　｛x　＝＝　o｝　｝．

Since　B　＝　AiErv　Bi　and　each　Bi　is　open　by　an　analogous　proof　of　the　above，　it　is　enough　to

prove　that　every　Bi　is　dense　in　order　to　complete　the　proof．

　　The　proof　is　analogous　to　that　of　ordinary　transversal　lemma，　Fix　i　E　IN　and　f　E

Coo（W，　X）．　Let　P　be　the　set　of　all　n－tuples　of　polynomial　maps　of　degree　S　1　on　x，y．

Choose　a　smooth　function　p　：　W　一　［O，　1］　such　that　p＝　1　on　17Vi　and　p＝　O　on　W一　17Vi’．　Put

P’　＝　｛cu　E　P　I（f　十p・　cM）（12V）　c　X｝．　Since　P’　＝　｛cy　E　P　I（f　十p・　cu）（12VI）　c　X｝　and　Wi　is

compact，　P’　is　a　neighborhood　of　O．　We　define　the　following　maps　for　or　E　P’：

　　　　　　　　　　　　　　L．　：V×U一　iVV’　×　U×　P’　（　（z／，　ze）　”　（z／，　zL，　cy）　）

　　pa　：　V　×　U　×　P’　一　」‘　（T　＋　k，　1）　（　（y，　2L，　or）　”　7’，‘　（H　o（（f　＋p・　a）　×　id．））（O，　y，　ze））　）．

Letα∈P’．　Then（！十ρ・α）∈Bi　if　and　only　ifゴ｛（H　O（（！十ρ・α）×嘱の）lx＝o　is　transversal　to

A・nπ∩｛コ。＝0｝，and　this　h・lds　if　and・nly　ifμ。L。　is　transversal　t・A・n脚｛x－0｝，

Since　p＝　1　on　Wi　and　Hlx．．　is　a　submersion，　pa　is　submersion　and　hence　this　holds　if　e．　is

transversal　to　A’　：＝＝　pt－i（A）．　Hence　L．　is　transversal　to　A　at　（O，y，　u，　or）　E　V　×　U　×　P’　if　and
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only　if　（O，y，　iL，　or）　¢　A’　or　the　proj　ection　T　：　A’　一一〉　P’　is　regular　at　（O，y，　zt，　a）．

since　the　set　of　critical　values　of　7r　has　measure　O　in　P’　by　the　Sard一一Brown　theorem，　there

exists　cu　arbitrarily　near　O　such　that　o’ 堰iH　o　（（f　十p・　cy）　×　id．））1．＝o　is　transversal　to　A　on

ii7i　n　｛x　＝　O｝．　This　means　that　there　exists　g　E　Coo（W，　X）　arbitrarily　close　f　such　that

ゴ1（H・（9×idの）1・・一・is　t・ansversal　t・A・n『略∩｛x－0｝・Hence　B乞is　dense・　　■

g　Optical　versality　of　caustics

　In　this　sectibn　we　shall　investigate　our　second　problem．　Recall　that　T　：　（M　×　M，　（qo，　zeo））　一〉

（R，　to）　denotes　the　ray　length　function．　We　say　that　a　function　germ　f　E　£M（r；　k）2　occur　as

an。騨伽・f　an・ptical　versal　caustic　at（to，　Co）if　the・e　exists　the　hypersu・face　germ　V／

in　（M，　qo）　satisfying　Co　lT，，　vo　＝　O　defined　by　an　immersion　Lf　：　（IHr　×　Rk，O）　一　（M，　qo）　such

that　T　o　（Lf　×　id．）　一　to　is　a　reticular　R＋一versal　unfolding　of　f．

Lemma　9．1五etα　junction　germ！∈頒（r；k）20ccurα5αηorgαnizeT　oノαopticαl　versal

CαUStiCαt（tO，ξ0）．」げαfZtnCtiOn　germ　9∈頒（r；k）2　i5　re彦iCulαr　R－e（ZUiVαlent　tO！，　then　9α180

does　occzer　as　an　organizeT　of　a　optical　versal　cazestic　at　（to，Co）．

Proof．　By　the　hypothesis，　there　exists　a　hypersurface　germ　Vf　and　an　immersion　Lf　to　which

above　condition　holds，　Since　f　is　reticular　R－equivalent　to　g，　there　exists　ip　E　Z3（r，　k）　such

that　g　＝　f　o　ip．　Consider　the　coordinate　change　（x，y）　e　ip－i（x，y）　on　Vf，　Let　V9　be　the

hypersurface　germ　of　（twf，　qo）　parameterized　by　eg：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Lg　V9　g

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／　XN

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　M　！ip　R

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x　　　　／

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Lf　Vf　f　．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，
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By　the　above　diagram　we　have

　　　　　　　G（x，y，　zL）　：＝　T（L，（x，y），　zL）　一　to　＝　T（6f（di（x，y）），　2L）　一　to　＝　F（ip（x，y），　？L）．

since　F　is　reticular　R＋一versal　unfolding　of　f，　G　is　reticular　R＋一versal　unfolding　of　Gl．＝o　＝

ノ。φニ9・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■・

Definition　9．2　［8，　3．2］　Let　u　E　M　and　n　E　E．．　Then　we　say　that　the　Hamiltonian　function

H　has　Tank　s　at　ze　in　direction　n　if　the　following　condition　holds：　Let　Ln　be　the　line　in　T．’M

spanned　by　op．　lf　we　introduce　affine　coordinates　vi，・・　・，v．　in　T．＊IVf　such　that　TnE．　is　given

by　v．　＝　1，　the　v．一axis　is　Ln，　and　if　we　represent　E　locally　at　ny　as　vm　＝　1＋h（vi，…，vm－i），

then　the　Hessian　of　h　at　n　has　rank　s．

Th，。rem　9．3　Let・M　be　an・m（ニr＋κ＋1）一面eη伽α1雌e漁戸αδle　m婿・ld，　H・T＊M＼0

一　R　a　positive　and　positively　homogeneous　Hamilton　junction，　qo　E　M，　Co　E　Eq，　and　to　）　O．

Assume　that　（to，Co）　is　a　regular　point　of　expq，，　put　2Lo　＝　expq，（to，Co）　and　suppose　opo　E　Eu，

be　the　image　of　Co　undeT　the　local　flow　of　H　at　time　to．　Then　each　of　following　conditions

（1），　（2）　is　suLfi［icient　for　f　E　£1n（r；k）2　to　occur　as　an　organizer　of　a　optical　versal　caustic　at

（オ。，ξo）’

（1）　The　reticular　R－codimension　f　S　m．

（2）The　ret漁沼一。・dimens乞・n！一m＋・，一k！≧1α漁e燃5・ノH伽・in

direction　no　）　1・

Proof．　Choose　coordinates　（ui，…，iL．）　of　M　at　zeo　such　that，　with　respect　to　the　cor－

resp。nding丘ber　c。。rdinates＠、，…，vm）in窺。M，　H　satis丘es　the　c・nditi・ns　in　de丘nition

9・2・　By　a　linear　coordinate　change　of　（ui，…，u．一i），　we　may　assume　that　h　has　the　form

ん（vl，＿）vm）一Σ1－1ε盛u2＋Σ1一、δ轟＋α，　whereε乞，δゴー・・r士1，α∈蜘；k）3　and　in　the
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case　（2）　6i　7E　O．

Let　f　E　£E）t（r；k）2　satisfy　the　condition　（1）　or　（2）．　By　Splitting　lemma　7．2，　there　exists　a

functi・n　ge・mメ・∈£m（r；1）2　such　that！is　reticula・R－equivalent　t・！。＠1，…，xr，y、，…，（Yl）士

雍1土一・士シ鴛andメ・［・・一・∈£mi（0；の3・We　may　assume　that！一f。±略、土…土yl　by　lemma

9・1・Then　we　haveε（r；ん）／〈ω瀦〉一ε（r；の／〈鵜箭〉・

Fi・st，　We　p「ove　that　x・，．’●，x・，Y・，●・・，yl　a・e　lin・a・ly　independent　inε（r；の／〈鞍，筈＞

over　R：Letαlx1＋…＋αrコじr＋β1yi＋…＋，Bilyi＝0∈ε（r；の／〈ω讐，箭＞forα1，…，α。，β1，…，

βt∈IR・Since〈β，　y＞＝Oinε（0；の／〈艶1・・＝o＞and／o　lxニ。∈m3（0；Z），　we　haveβ＝0．　SupPose

thatα1≠0・Then　there　existツ。，一㍉領∈凱（1；のsuch　that

咄・（卿1絵（iC・，・，y）＋ッ1團絵＠1，・，y）＋伽）歌（x・，・，y）一・・

Therefore　we　have　ori（O）　71　O　for　some　i　｝ll：　1，　for　xigitl｝O　（xi，O，y）　E　£Vt（1；1）2，　We　may　assume

that　i　＝　1．　Then　this　means　that　g6y？？1．．，o　E　〈la3igyg　l．＝o，…，Zly）iL？1．＝o＞　and　contradicts　that

dimR　£D’t（ol　1）／〈Sa　，o　1．＝o＞　〈　oo．

　Consider　the　case　（2），　The　vector　space

　　　　　　　　　　　　　　　　　E］Mi（r；の／（〈馨，跨〉＋〈x，y＞R卿；の3）

must　have　a　positive　dimension　because　if　not　we　have　reticular　R－codimension　f　S　m，

Therefore　we　may　assume　by　lemma　9．1　and　lemma　9，4　below　that

　　　　　　　　bk＋、・一£轟加≠・in頒（r；の／（〈」じ難〉＋＠，y＞R）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝1　　　　　　　　　　　　　　乞二1

Now　choose　bl＋1，…　，bt∈皿（r；の2　and　bt＋1，…　，bκ∈£mi（r；の3　such　that　x1，…　，xア，Y1，・・●，Yl，

　＋1，…，bt，bκ＋1　is　abasis・f皿（r；の／（〈驚，誓〉＋£mi（r；の3）and　x・，…，x・，y・，’○●，Z／1，bl＋・，●．’，

bh＋i　is　a　basis　of　£m（r；1）／〈xfls／190，！2sti90＞・
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In　the　case（1），　ch・・se　bt＋・，…，bk　such　that　x1，…，x，，、Yl，…，Z／1，　bl＋1，…，bk　gene，ate

蜘；の／〈騰，驚〉・ve・R・

　Now　define　ip　E　B（r；　k）　by

　　　　　　ip（Xl，’”，Xr）　I」17’”，Yk）　＝　（Xl，’”7Xr，Yl）’”，Yl，Yl＋1　＋　bt＋17’”）Yk　＋　bh）・

since　exp．一C　is　invertible，　the　map　Lf：（Hr　×　Rk，O）　一　（M，　qo）　given　by　Lf（x，　y）　＝　exp．一，（

f（x，　y）　十　to，　（ip　（x，　y）　，　1　十　h　o　ip　（x，　y）））　defi　nes　a　hypersurface　germ　Vf　in　（M，　qo），　Then　we

have

　　　　　　　　　　F（x，y，　O）　：＝　T（tf（x，y），　2Lo）　一　to　＝＝　（f（x，y）　＋　to）　一　to　＝　f（x，y），

　　　　　　　　　　C（qo，　zeo）IT，，　vf　＝＝　一d（x，y）（T　o　ef）（（O，　O），　iLo）　＝　一d（．，，）f（O，　O）　＝　O，

　　　　　d．F（　c，　y，　O）　＝＝　d．T（Lf　（　c，　y），　zeo）　＝　n（bf　（x，　y），　zLo）　＝　（q5　（x，　y），　1　十　h　o　q5（‘c，　y））

　　　　　　　　　　　　　　＝　（Xi，　”　’，　Xr）　Yi　7’　”，　Yi）　Yt＋i　＋　bi＋i，’”　，　yic　＋　bk，　bk＋i　＋　a＋　1），

where　a　（E　£1n（r；　k）3．

　In　the　case　（1），　we　have

　　　　　　S（r；k）／〈x13i／i，［llti＞　＝　〈1，xi，’”，xr，yi，’”，yi，bi＋i）’”，bk＞R

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　〈1，xl，…，xr，yl，…，yt，yl＋1＋bl＋1，…，yk＋bk＞R・

Hence　the　proof　of　the　case　（1）　is　completed．

In　the　case　（2）．　since　1，　xi，…，x，，　yi，…，yt，bi＋i，…，bk，　bk＋i　is　a　basis　of　S（r；　k）／〈x　g：．4，　［14y＞，

there　exist　oro，　ori，・　・　・　，　or，，　6i，　・　・　・　，　6h＋i　E　R　such　that

α≡α。＋αlxl＋…鵬＋β、“1＋…＋，Blz／i＋聴1＋…＋触＋・m・dε（T；k）／＠霧，蕩〉・
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Hence

oE　ao　＋　CyiXi　＋　’　’　’　＋　CYrXr　＋　6i　Yi　＋　’　’　’　＋　6tYi　＋　fii＋ibi＋i　＋　’　’　’　＋　6tbt　＋　6k＋ibk＋i

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m・d姻／（〈霧霧〉＋£Mi（・；k）3）・

Since　xi，’”，xr，yi，’”）yi，bi＋i，’”，bt，bk＋i　is　a　basis　of　8（r；　k）／（〈x［1／÷，　［14，〉　＋　Qn（r；k）3），

　　　　　　　　　　　　　　　cvo　＝　cM　l　＝＝　…　＝　CUr　＝＝　61　＝…　＝　rst　＝　fik＋1　＝　O・

Henceα∈〈bt＋・，…，　bk＞R　in　S（r；　k）／〈購霧〉・This　means　that

　　　　　　　　ε（r；k）／〈コじ霧，鰐〉一〈1，5C・，…，x・，y・，…，yt，・bl・＋・，…嬉＋・＋α＞R・

Therefore

ε（r；k）／＠器，霧〉一〈1，Xl，…，x・，Yl，…一・＋bt＋1，…，幽婦α＋・＞R・

Hence　the　proof　for　the　case　（2）　is　completed，　supposing　Lemma　9．4．　1

　　1t　remains　to　show：

Lemma　9．4　Let　A＝　diag（ei，…，6，，6i，…，6i）　E　M（r＋1，r十1；　R），　Ei，…，6r，6i，…，6i　are

O。吐1αη4δ、≠0。Tんθ漁e　5θげ・加α鷹5伽eαTl雪geηε剛e伽Dφ（O）‘ADiP（0）！・rα”

di　E　B（r；1）　is　equal　to　that　of　symmetric　matrices　in　M（r　＋　Z，T＋1；　R）．

P瞬We　den・teε一diag（ε、，…，ε。）andδ一diag（δ1，…，δの・At丘rst　we　remark　that

　　　　　　　　　　｛B6C　E　M（s，　t；　R）　IB　E　M（s，　1；　IR．），C　E　M（1，t；　R）｝　＝＝　M（s，t；　R）

for　any　integer　s　and　t．　Let　ip　E　B（r；1）　be　given．　We　denote　ip（x，y）　＝　（xiai（x，y），…，

コ・，ψ，y），δ1團，…，わ1剛）．　Then　we　have　by　immediately　calculation　that

Dip（o）tAD，s（o）　一．　（　diag（a？（O）6i・’＞k｛，3iig？，693，Es，）g＋；｝．，，Z（，get（O））t6（ii｝／（O））　Z（，tg，iiEO，llli［i／llzbE8il　）　．
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　　▼　　　一，一一

　　　　By　c・nsidering　the　case舘（0）一〇we　have

　　　　　　　　｛（diag（α1（0）ε・6’”，α1（0）E’）　2i）∈M（r＋1，・＋1；R）IB∈M（1，1；R）｝⊂X

　　　　This　means　that

　　　　　　　　　　　　　　　｛（1易）∈M（曲＋z；R）IB∈M（1，1；R）｝⊂∫・

　　　　Letφ，φ’∈β（小atisfy　the　c・nditi・ns　thatα（・）一α’（・），勢（・）一器（0），　whe「eφ＠，y）

　　　　二岡x，y），…，x，α。（x，y），わ1＠，y），・…わε（x，y））andφ’圃一幅（x，y）一〇σ・囎），

　　　　　わ1圃，…，bl（x，y））・Then

　　　　　　　　　　　　Dφ（0）ち4Dφ（0）一Dφ’（0）¢ADφ’（0）

　　　　　　　　　　　　　一（2（瀦（o）一xp（。）鴫（・））2（勢（0））‘δ（鍍（0）一器（0）））・

　　　　　Therefore

　　　　　　　　　　　　　　　｛（8，　g）EM（，＋i，T＋i；iR．）iB脚；R）｝⊂F’

　　　　　Similarly　we　have

　　　　　　　　　　　　　｛（91）∈M（T＋1，r＋1；R）IB∈即；R），　BLB｝⊂F’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　圏

　　　　　Part　III
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　Reticular　Legendrian　Singularltles

　　　　　　10　Preliminaries

　　　　　　　Here　we　shall　de且ne　several　n。tati・ns　and　recall　basic　facts・Let　IHr＝｛（¢・，●．●，xr）∈

　　　　　　恥≧。，．．．，xr≧。｝be　an　r－c・rner・Letε（r；のbethering・fsmooth血nctionge「matO
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，，　Hr　×　R‘　for　r，1　E　IN　and　m（r；Z）　＝　｛f　E　8（r，　1）i　f（O）　＝＝　O｝　be　the　maximal　ideal　of　8（r；　1），

Let　B（r；1）　the　set　of　diffeomorphism　germs　on　（IE［r　×　IR．i，O）　preserving　］H’　n　｛x．　：　o｝　×　IRi

for　all　a　C　lr　＝　｛1，・’・，r｝．

　　Afunction　germ　F（X　b　’”，　SCr，　Yl，’”，Yk，　Al，　’”，　An＋1）∈£mi（r；k十n十1）is　called　O－non－

degenerate　if　｛li／十（O）　＝　O，　iZ£’i（O）　＝＝　O　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝OF　OF　OF　OF
　　　　　　　　　　　　　　　　　　xi）’”）xr）　F）　5itll）’”i　5：tl）of’　f　’”）　5Z］7t

are　independent　on　（IH’　×　Ric＋”＋i，　O），　that　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　OF　aF

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂y一　∂入

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　02’F’　02F
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝r十k十　1．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　rank
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　OxOLz／　OqO－A

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o2F　02F

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　oyOy　ayOA／o

We　remark　that　i7（x，y，　A）　E　£M（r；k　十n十　1）　is　C－non－degenerate　only　if　r　s｛　n．

　Let　rt　：　PT’R”＋i　一　IRn＋i　be　the　projective　cotangent　bundle　equipped　with　the　contact

structure　defined　in　［1，　p．310］，　By　the　trivialization

　　　　　　　　　　　　　　　　　pT＊　IRn＋1　1￥　Rn＋1　x　p（IR．n＋1）
　　　　　　　　　　［Ci　dAi　lA　＋　’　’　’　＋　Cn＋i　CI　」＞tn＋i　IA］　（（Ai，　’　’　’　，　An＋1），　［Ci　i　’　’　’　1　Cn＋i］），

we　call　（A，　［C］）　a　homogeneous　coordinate，　where　A　is　coordinates　of　the　base　space　of　it．

Let　it　：　」’（R”，　IR）　一　R”＋i（（q，　z；　p）　一〉　（q，　z））　be　the　canonical　Legendrian　bundle　equipped

with　the　c。ntact　structure　de丘ned　by　the　can・nical　1－f・・mαニdz一鈎，　where（q・，…，qn，z；

Pi，’”，pn）　are　canonical　coordinates　of　」i（Rn，R）．

We　fix　［CO］　E　PT’Rn＋i．　Choose　coordinates　（qi，…，q．，z）　of　IRn＋i　（the　base　space　of　it　and

it）　such　that　［CO］　＝　（O，［O；…；O；1］），　Set　the　afline　chart　of　PT＊IR”＋’：U，　：｛（（qi，…，qn，z），

［Ci；’”；　6n；n］）lop　4　O｝．　Then

　　　　　　　　　　　　2Pz、碗1（Rn，R）（（q，z），［ξ；η］）→（q，z，一号，…，一勢））
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is　a　Legendrian　equivalence．　We　define

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　pi　：　R”＋i　一一〉　R”　（　（q，　i）　eq　），

　　　　　　　　　　　　　　　　　pN，：」’（R”，R）　一一〉　T’Rn（（q，z，p）　H　（q，p）　）．

Then　the　following　diagram　is　commutative：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　U，　：cbve＞　」i（Rn，IR）　一1’！＞i　T＊Rn

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7i“　ifJ　iT
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Rn＋1　＿竺＞　　Rn＋1　　．丑L＞　Rn．

　We　say　that　function　germs．F（x，y，u），G（c，y，u）∈頒（r；k十の，where　x∈H「　，　y∈R㌔nd

u　E　Ri，　are　reticular　K－equivalent　（as　1－dimensional　unfoldings）　if　there　exist　¢　E　B（r；　k　十　1）

and　a　unitα∈ε（r；k十のsatisfying　the　following：

（1）　¢＝　（ip，　V），　where　ip　：　（Hr　×　Rk“‘，O）　一　（IE［r　×　Rk，O）　and　th　：　（Ri，O）　一　（IR‘，O）．

（2）　G（x，y，　2L）　＝　a（x，y，　u）　・　F（ip（x，y，　ze），　th（u））　fo　r　（x，y，u）　E　（Hr　×　Ric’‘，O），

Lemma　10．1　Let・17（x，y，q，　z）∈皿（r；κ＋n＋1）わeα0－n・n－degeηerαオe加。伽geTm・Then

P・is　reticular・K．equivαlent　t・一Z＋F＠，y，q），ωんere　F∈頒2（r；k＋n）i5　S一η・n－degenerate・

Proof．　By　taking　some　coordinate　change　of　（q，　z），　we　may　assume　that　Sliti　（O）　＝　O，　SZi／＋　（O）　1　O，

By　implicit　function　theorem，　there　exists　F　E　£M（r；k＋n）　such　that　i7（x，y，　q，F（x，y，q））　：一＝

O．lt　is　easy　to　check　that　F　E　£M2（r；k＋n），　Since　171｛一．＋F，．o｝　＝　O，　there　exists　a　E

8（r；k　＋　n　＋　1）　such　that　1fii　＝　a　・　（一z　＋　F）．　Since　SZ｛／　（O）　＝　一一　a（O），　a　is　an　unit，　By

Proposition　12．5，　F　is　S－non－degenerate．　1
By　［1，　p，313　Proposition　and　p．323　Proposition］　and　［20］，　we　obtain　the　following　Lemma．

Lemma、。．2五et、e”　be　the　set。με9ε伽n　submαnOf・嗣（」1（Rn，R），0）αnd　Sn　be　the

8et。f　Lαgrangiαn　submαnOfolds・ノ（T・Rn，・）・Then　Cn　and　8”　have　tんθ伽in卿伽3’
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（1）戸19勿e5α切ec伽力・me”t・8n・

（2）　Let　F（y，q，z）　＝　’z＋F（y，　q）　E　S（k　＋n＋　1）（F　E　£M2（k＋n））　and　L　E　en．　Then　17　is　a

generα伽9！α吻・！L　if・and・nly　Of　F　is　a　generating！α吻・ノガ1（L）・

Indeed　let　L　be　a　Legendrian　submanifold　germ　of　（PT’R”＋i，［CO］）　and　F（y，　q，　z）　＝　一z＋

F（y，qi，…，qn）　E　S（k　＋n＋　1）（F　E　£M2（k　＋　n））be　a　generating　family　of　L．　Then

　　　　　　　　　　　　　　　　一　r・　rOF　OF　．一・a－F　一
　　　　　　　　　　　　　　　L＝｛（q・，●●’，qn，z，［砺；’●●；∂q。；一1］）1可＝F＝0｝，

　　　　　　　　　一　．．一．　．．　一〇F　aF．，aF
　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　｛（qi’’’ qn’F’　S（’奄撃堰f’’ 5G’　；．）i　5’i7　＝　O｝’　　　　　　　　　L＝ψ、（五）

　　　　　　　　　　　　　　　r．．　．．　OF　OF　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　OF
　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝｛（91ジ”，qn，砺ジ”，∂9。）i老ro｝・　　　　　　　　　五＝ガ1（L）

Under　these　fact，　we　identify　（PT’IRn＋’，［CO］）　and　（Ji（R”，IR），O）　and　identify　Legendrian

submanifold　of　（PT“IR”“i，　［CO］）　and　that　of　（」’（IR”，　］R），　O）　respectively．

11　Propagation　mechanism　of　wavefronts

　Recall　the　propagation　mechanism　of　wavefronts　incident　from　a　hypersurface　germ　with

an　r－corner　in　a　smooth　manifold　introduced　in　Section　2．

　　Let　T　be　the　ray　length　function　associated　with　the　regular　point　（to，Co）　of　expq，．　Then

the　following　diagram　is　commutative：

　　　　　　　　　　　　　　　　（IR　×　E，　（to，　Co））　一2一〉　（IR・．×　E，　（to，　．opo．　））

　　　　　　　　　　　　　　　　／（7rR，　exp）　”　ipi　×，，　／ip2　（TR？exp’）　x｝，

　　　　（RxM，　（t，．u，））　fi　’　（UT［22）　’　（M×M，　（qo，uo））　（Ll！！〉）　（R　x　M，　（to，qo））

　Let　VO　be　the　hypersurface　germ　in　（M，　qo）　satisfying　Co　IT，，　vo　＝　O　with　an　r－corner　defined

as　the　image　of　an　immersion　b　：　（IHr　×　Rk，O）　一　（M，　qo）．　We　parameterize　VO　by　L．　For　each

，⊂・r一｛・，．．．，T｝we　de丘ne　Ag　by　the　set・f　c・n・・mal　vect・rs　6f喫・一Vo∩｛x・＝0｝in

（E，Co）　as　the　lift　of　the　initial　wavefront　incident　from　V．O．　Then　we　regard　the　set　L．　the
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image　of　covectors　in　A9　by　tp　around　time　to，　that　is

　　　　　　　　　　　　　La　＝　｛¢（t，C）　E　（R　×　E，　（to，no））1（t，　C）　E　（IR，　to）　×　AO．｝，

as　the　set　of　the　lift　of　the　wavefronts　incident　from　V．O　around　time　to．　We　also　regard　the

union　of　L．　for　all　a　C　lr　as　the　set　of　the　lift　of　wavefront　incident　from　the　hypersurface

vO　around　time　to．　We　define　the　wavefront　incident　from　VO　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　U　（rR，　TM）（LNa）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　aCIr

　The　family　of　submanifolds　｛L．｝．ci．　of　（R　×　E，　（to，　opo））　is　‘generated’　by　the　ray　length

function　T　as　the　following：

proposition　11．1　Let　VO　be　the　hypersurface　geTm　in　（M，　qo）　satisfying　Co　lT，，　vo　＝＝　O　which

is　the　imαge・！αn漁ersi・n　L・（HT×Rk，0）→（M・q・）・五et五・be　tんe　5e孟・伽雌

。μんeωα吻廟η蜘t加m耀・一Vo∩｛sc・一〇｝αr・und伽eオ・加⊂み・D・加

F（x，Y，　1・，t）・一一オ＋7・（t（x，　y），u）∈ε（r；k＋m＋1）・Tんeη制・”・ω吻んold’

（1）F　is伽n吻enerate，孟励5器（0）一〇，器（0）一〇　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　OF　OF

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂y一　　∂紘

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a2VF’　02　F
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝r十ん十1．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　rank
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　OxOy　OxAa－u

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a2F一　02F

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　oyoy　OyOZL　／O

（
2
）

　　　　　ガ。一｛（t，　d．F（x，　y，　u））∈（R×T＊M＼0，（オ・，η・））l

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x。一dx、ノ＠調一dyF＠調一F－o｝

∫。rσ⊂いe＿蜘魏（M，　ILo）αnd（Rn，・）by　c・・rdinα帥・，…，un）・∫（M，u・）・
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proof，　This　is　immediately　followed　by　Proposition　2．2．

By　Theorem　12．6　（2），　Proposition　11．1　means　that　｛L．｝．ci．　is　a　eontact　regular　T－cubic

。。伽α伽・f（R×T＊M＼・，（t・，η・））with　the　c・ntact　structu・e　de丘ned　by　the　canonica1

1－f。，醐一蜘，where・P・a・e　the丘ber　c・・rdinates　c・rresp・nding　t・u・Hence　the「e　exists　a

contact　diffeomorphism　C　：　（」’（R”，　R），　O）　一　（R　×　T’　AlfXO，　（to，　no））　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　L一．＝C（Lg）　for　a　C　J．，

where　iO．　＝　｛（q，　z，　p）　E　（J’　（R”，　IR）　，　O）　lqa　＝　pi．　一a　＝　qr＋i　＝　’　’　’　＝　qn　＝　Z　＝　O，　qi．　一a　2　O｝　（C£7

Section　12），

Small　perturbations　of　the　immersion　b　implies　small　perturbations　of　contact　diffeomor－

phism　C．　Therefore　we　investigate　the　stabilities　of　contact　regular　r－cubic　configurations

with　respect　to　perturbations　of　corresponding　contact　diffeomorphisms　in　a　more　general

situation　in　Section　14．

12　Contact　regular　r－cubic　configurations

In　this　secti。n　we　shall　de且ne・・ntact　regular　r－cubic　c・伽α伽3　and　investigate　the

relations　between　symplectic　and　contact　regular　r－cubic　configurations．

Let　（qi，…，qn，z，pi，・t・，p．）　be　canonical　coordinates　of　Ji（IR”，IR）．　Set　L’O．　＝　｛（q，i，p）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z　＝＝　O，　qi．一a　2　O｝　for　each　a　C　J，．

E　（」i　（IR”，　IR），　O）　iqa　＝　pi．　一a　＝　qr＋i　＝　’　’　’　＝　qn　＝＝

Definition　12・1　Let　｛LN．｝．ci．　be　a　family　of　2”　Legendrian　submanifold　germs　of　（」i（IR．”，

R），　O）．　Then　｛LN．｝．ci．　is　called　a　contact　regular　r－cubic　configuration　if　there　exists　a　contact

diffeomorphism　C　on　（」’（R”，R），O）　such　that　L．　＝　C（LNO．）　for　all　a　C　lr．
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　Two　contact　regular　r－cubic　configurations　｛L｝｝．ci．　and　｛L2．｝．ci．　are　said　to　be　Legen－

drian　equivalent　if　there　exist　Legendrian　equivalence　e　of　ft（　or　it）　such　that　L2．　一．　e（L｝）

for　all　a　C　lr・

屡・The　de且niti・n・f　c・ntact　regula－ubic　c・n丘gurati・n　by　Nguyen　Huu　Duc［6，

P．6311is　that　the・e　exists　a　c・ntact　di舳m・・phismσsuch　that五・＝0（｛q・＝P・一・＝

q，＋i　＝　・’・　＝＝　qn　＝　z　＝　O｝）　for　all　a　C　lr・　Then　｛LNa｝aci．　is　called　a　contact　regular　T－cubic

configuration．

D，丘niti。n・2．2　Let｛La｝。⊂、。　be　a　c・ntact　regula・r－cubic　c・n且gurati・n　in（」1（Rn，R），0）・

Then　li＠，鰹）∈£m（r；κ＋n＋1）is　called　a　geneTating暗面・f｛五・｝・⊂・・ifthe　following

conditions　hold：

（1）　F　is　C－non－degenerate．

（2）F・reachσ⊂・，，戸1、c。一・is　a　generating　family・f五・，　that　is

　　　　　　　　　　　　　ガ。一｛　　　　OF　，．　OF（q，z，∂q／（一∂、z））lx・一∂島t＝a÷戸一・｝・

We　now　consider　contact　diffeomorphisms　and　contact　diffeomorphism　germs　on　」i（Rn，　R）

and　（」i（IR”，IR），O）　respectively．　Let　（Q，Z，P）　be　canonical　coordinates　on　the　source　and

（q，z，p）　be　canonical　coordinates　of　the　target．　We　define　the　following　notations：

z：　（」’（Rn，R）　n　｛Z　＝　O｝，O）　一　（」’（R”，R），O）　be　the　inclusion　map　on　the　domain．

C（」’　（IRn，　R）　，　o）　＝　｛C　：　（」i　（R”　，　R）　，　o）　一　（J’　（Rn，　R）　，　O）　IC　：　contact　diffeomorphism｝

σ・（」・（R・，R），・）一｛・∈・（」・（Rn，R），・）1・preserves　the　can・nica11抽｝

C，　（」i（Rn，　R），　O）　＝　｛C　o　z　IC　E　C（」i　（Rn，　IR），　O）｝

C2　（」i　（Rn，　IR），　O）　＝　｛C　o　z　IC　E　Ca　（」i　（IRn，　R），　O）｝
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Letびbe　an　open　set　in　J1（Rn，R）and　V＝σ∩｛Z＝0｝．　Let　i：V→σbe　the　inclusion

map．

　　　c（u，　J’（R”，　R））　＝＝　｛C　：U　一〉　Ji　（Rn，　R）IO　：cont　act　emb　edding　｝

　　ca（u，　」’（R”，R））　＝＝　｛C　E　C（U，　Ji（IR．”，IR））　i　C　preserves　the　canonical　1－form　｝

　　C．（V，　」i　（IRn，　R））　一　｛e　07　IC　E　（U，　」i　（Rn，　R））｝

　　CS　（V，　」i　（IRn，　IR））　＝＝　｛e　o　i　1e　E　Cor　（U，　」i　（IRn，　R））｝

L，mma　12．3　Let｛五σ｝。⊂、．　be　a　c・ntαct　re卿r　r－cubic　c・吻u蜘漁（」1（Rn，R），0）de一

伽θ吻0∈0（」1（Rn，R），0）・Tんeη孟んε・e　e翻50’∈0α（」1（Rn，R），0）オんαt　als・de加8

｛五。｝。⊂∫。・

Proof．　Let　C　＝　（qc，ic，pc）．　Define　the　function　a　on　C（」i（IR”，R），O）　by　the　relation

C’（dz　一　pdq）　＝　a（dZ　一　PdQ）．　Define

ip　：　（」i　（R”，　IR）　n　｛z　＝＝　o｝，　o）　；　（」i　（IR”，　R）　n　｛Z　＝　O｝，　O）　（　（Q，　P）　e　（Q，　a　o　z（Q，　P）　P）　），

c’
@：（｛，（［？」；｝’｝t，　，IRp．）s　o）k（，．　．　，　．　ip一，（Q，　p），　z　．　Y．’gB”．）ipR一）f（OQ）　，　p），　，．　．　，　．　ip－i　（Q，　p））．

Then

・’・（dz－pdq）一dZ＋（（・・z）・φ一1）・＠鈎）一dZ一（φ一1）＊（α・z（Q，P）PdQ）＝dZ－PdQ・

Therefore　C’　E　Ca（」’（R”，IR），O）．　Since　C’（（2，0，a（（？，P）P）　＝　C（（［？，O，P），　C’　also　defines

｛La｝。⊂1ヂ

Lemma、2．轍3（T・Rn，・）be　the　se蜘mplectic　diffe・m・rphism　9εrm5・n（T＊Rn，0）・

We　defcne　the　following　maps：

　　　　　　　　　　　鱗灘二（　　　　　　s（T＊　Rn　，　o）sC　：　（Q，P）　”　（qc，pc）（Q，P））
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　　　　　　　　　　　　S（T＊Rn，O）　一〉　CS（Ji（IRn，R），O）

　　　　　　　　　　　　5＝（qs，ps）　ト〉　（σ3：（Q，P）ト〉（q3，∫5，P3）（Q，P）），

ωhere！5（Q，P）is　uniquely　defined　by　the　relαti・n　thαt　S＊（鈎）一PdQ一が，ノs（0，0）一〇・

Then　tんe5e　mapS　are　Well　defined　and　i－e　t・eαCん・th・r伽i8　Sσs－S，　CSc－0ノ・

proof．　Let　C　E　C2（」’（IR”，R），O）　be　given．　Take　O　E　Ca（」i（IR”，R），O）　such　that　C　o　z　＝　C．

Since　SC　＝　（gc，pc），　we　have

　　　　（5c）・（dp〈⑳）一〇＊（⑫〈dq）一〇＊←d（dz一鈎））一一一d（（o・z）＊（dり吻））

　　　　　　　　　　　　　　　　＝　一d（z’（dZ　一一　Pd（？））　＝　一d（一一Pd（？）　＝　clP　A　d（2

Hence　SC　E　S（T’IR”，O）．

Conversely　let　S　＝　（qs，ps）　E　S（T’IRn，O）　be　given　．　We　define　the　diffeomorphism　OS　on

（」i（IRn，R），O）　by　OS（Q，　Z，　P）　＝　（qs（Q，P），Z＋fS（Q，P），ps（Q，P））．　Then　eS　oz＝　CS　and

（05）・（伽醐一dZ＋が一8・圓一dZ＋（s＊（醐一PdQ）一θ＊（圃＝dZ一鴫

Hence　CS　E　Cg（」’（IRn，R），O）．　On　the　other　hand，　by　definition，　we　have

　　　　　　　　　SCS　＝　（qcs，pcs）　＝　（qs，ps）　，　CSC　＝＝　（qsc，fSC，psc）　＝　（qc，fSC，pc）．

Since　fSC　and　zc　satisfy　the　equation　of　z（（2，P）　that　dz　＝　pcdqc　一一　PdQ　and　z（O，O）　＝　O，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一
we　have　that　fSC　＝＝　zc．

P，。P。siti。n、2．5五e卿δε孟んe　3εオ・∫c・nta岬1αr　r－c伽伽伽5乞η（J1（Rn，

R），O）　and　S，”　be　the　set　of　symplectic　regular　r－cubic　configurations　in　（T“R”，O）．　We　define

　　　　　　瑠→5罪（｛・働｝。⊂み→｛S・（Lg）｝・⊂み），where・∈OS（」1（Rn，R），0）

　　　　　　　　Tc　：　S，”　一’〉　C．n　（　｛S（LO．）｝．ci．　e　｛CS（L9）｝．ci．　），where　S　E　S（T“IR”，O）
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rv

Then　（1）　Ts　and　Tc　are　zuell　defZned　and　inverse　to　each　other．

（2）五加。伽9εrm　F（x，y，q）∈頒2（・；k＋η）乞53－n・n－degenerate伽d・噸∫一z＋F乞5

C－non－degenerate．

（3）且∫漁・n　germ　F（コじ，y，q）∈£Ut2（T；κ＋η）is　a　gener蜘∫α蜘・！α　symplectic　regular

ゾーC伽C・吻甑乞・n　if　and・吻ザー2＋F乞5α9・neTαting！α蜘・∫オんθC・rreSp・n吻C・ntαCt

regular　r－C伽C・吻2Lrα伽・

剛（1）Let　O一（9σ，zσ，Pσ）∈卿1（Rn，R），0）andθ∈5（T＊Rn，・）satisfy　that　5－3σ

（hence　C　＝　CS）．　Since　S　＝　（qc，pc），　we　have　S（LO．）　＝＝　15i　（C（L9））　for　all　a　c　1，．　Since　S（L9）

and　C（LNO．）　are　uniquely　determined　by　each　other　under　p’“i　by　Lemma　10．2，　we　have　（1）．

（2）　Let　F（x，　y，　q）　E　£ln2　（r；　k　＋　n）．　lf　we　define　17　E　£M　（T；k　＋　n　＋　1）　by　F（x，　y，　q，　z）　＝＝

一z＋F（x，y，　q）．　Then　g／；（o）　一　g／＋（o）　：o，　g’il（o）　＝　Zig’（o）　＝o　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂戸　∂戸　鉦　　　　璽　墾　＿1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　轟轟轟　一鼻轟。．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　雛襟。一雨羅・。

This　implies　（2）．

（3）　BY，t7（2．一）’rlg　h＋aVFe　i，　．　g，．，，．ting．family　of　｛C（L9）｝ag！’

。　Fis　a　generathng　family　of　｛S（LOa）｝acir’　1

The　relation　between　contact　and　symplectic　regular　r－cubic　configurations　is　given　in　the

following　diagram：

（Ji（Rn，R）n｛Z

@　戸、lz＝o↓

@　　（T＊IRn，O）＝o｝’o）

We　say　that　function　germs　F（x，　yi，　・　・　・　，　yic，，　u）　E　£M（r；　ki　＋　m）　and　F（x，　yi，　・　・　’　，　yh，，　u）　E
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wt（r；k2　＋　m）　are　stably　reticular　K－equivalent　if　F　and　G　are　reticular　K－equivalent　after

additions　of　non－degenerate　quadratic　forms　in　the　variables　y，

　　The　relations　between　contact　regular　r－cubic　configurations　and　their　generating　families

are　given　in　the　following　theorem．

The。rem・2．6（1）E・rαηツ。・ntαct　re卿一醐。　c・吻翻乞・n｛ガ・｝・⊂・。乞η（」1（Rn，R），

0脚e翻5α加。孟乞・ηgem　P∈皿（r；　k＋n＋1）　which　is　a　generating　famity　of　｛La｝・⊂…

（2）R・脚・一η・吻eηe剛e加。伽戸∈£m（斑η＋1いere　exi・ts　a　contac卿tα「

r－c伽。。吻漁・n　in（PT＊Rn＋1，（0，［蟹（0）D）ピ・r　in（」1（Rn，R），0）ノ・ノωんi・んF乞5αgeη一

erating　family．

（3）Tω・c・ntαct　re卿r－c伽・nfi卿乞・一e五ege漁n　e卿lent　Of　and　o吻纐「

gene蜘9加伽αre　S蜘re伽1αr　K－equi漁オ・

Pr。。ブ（1）Let　a　c・ntact　regular剛bic　c・n且gurati・n｛ガ・｝・σ・in（J1（Rn，R），0）be　given・

Set　｛L．｝．ci．　＝　Ts（｛L”．｝．ci．）　and　let　F　E　£M2（T；k＋n）　be　a　generating　family　of　｛L．｝．ci．．

The卜z＋F∈蜘；k械＋・）is　a　gene・ating　family・f｛La｝・⊂・・by　P・・P・s’ti・n　12・5（3）・

（2）　Let　a　C－non－degenerate　function　i）　E　£M（r；k＋n＋　1）　be　given．　By　Lemma　10．1　and

（3）　a，　we　may　assume　that　F　has　the　form　F（x，　y，　q，　z）　＝：　一一z　＋　F（x，　y，　q）　（F　E　£M2 @（r；　k　＋　n））

Then　F　is　a　generating　family　of　a　symplectic　regular　r－cubic　configuration　｛La｝aci．　in

（T’R”，O）　by　Proposition　12．5　（2）　and　Theorem　3．2　（2），　Hence　F　is　a　generating　family　of

Tc（｛La｝aci．）　by　Proposition　12・5　（3）・

（3）　We　suppose　the　assertions　（3）a，　（3）b，　（3）c，　（3）d　and　prove　（3）・　Let　｛L一．’　｝aci．　and　｛L2．｝aci．

be　contact　regular　r－cubic　configurations　in　（PT“IR”＋i，　（O，　［ni］））　and　（PT’Rn＋i，　（O，　［n2］））　re－

spectively　and　17　E　SM（r；ki　＋n＋　1）　and　G　E　£M（r；k2　＋n＋　1）　be　generating　families　of

｛L－≠戟 pac」．　and　｛L－2．｝acl．　respectively．
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（〈．）　Let　li5　and　a　are　stably　reticular　K－equivalent．　By　（3）b，　we　may　assume　that　ki　＝　k2，

Hence　by　（3）a，　｛L｝｝aci．　and　｛L2．｝aci．　are　Legendrian　equivalent．

（＝〉）　Let　｛L一 Di paci．　and　｛L2．｝aci．　be　Legendrian　equivalent．　By　（3）c，　we　may　assume　that　F

and　G　are　generating　families　of　the　same　contact　regular　r－cubic　configuration．　By　Lemma

lo，1，　we　may　assume　that　F　and　G　are　written　in　the　form：　F　＝　一z＋　F，　G　＝　一z＋G，

where　F　E　Q］t2（r；ki　＋　n），G　E　£I」12（rsk2　＋　n），　Hence　by　（3）d，　F　and　G　are　stably　reticular

K－equivalent．

a．五e♂∈£ml（r；k＋n＋1）be　a　generating　fα吻・ノαc・ntαct　regular・r－cuわ乞。　c・nflgu「ation

｛L｝｝9⊂・r・∫（PT・R・＋1，（・，［誓（・）］））αη蜘P・5eオんαt　17　and　G∈鰍＋n＋1）a「e　「et’c“

伽K一εg伽αlent．　Then　G　iS　a　gene漁9！α蜘・∫一tαCt　regular剛biC　COnfi卿乞On

働。⊂、r　t・醐Cん｛五玉｝・⊂・．　is　Legenarian　e卿lent・

We　write　the　reticular　K－equivalence　between　F　and　G　by

　　　　　　　　G　（x，　y，　A）　＝　cu　（x，　y，　A）　17　（xiai　（x，　y，　A），…，　x，　a，　（x，　y，　A），　h（x，　y，　A），g（A））・

since　｛1／；（o）　＝　or（o）（｛li／　＋　g’ii　g＋／）（o）　＝　o，　2g’L（o）　＝＝　or（o）（g’li　gl’；）（o）　＝o　and

　　　　　　　　　　．　　1器／α器／α亡∂戸∂F

　　　　∂幽∂y∂λO　　o　器　舞。

　G　is　C－non－degenerate．　Set

（xt，　yt，　At）一蹴，λ）一（x、α、（姻ヂ・・鍋（x，y，λ）蜘，λ），9（λ））・Then

　　　　　　鶉一舞戸・H＋α（書留・H・鵜＋鰐・H・雑・H●α1）

（1＝1ジ・・の，

　　　　　　　　　　　　謡F・H＋α（書1護・H・鵜＋婁蕩・H・筈號）
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（1＝　1，…，k），

魏戸・H＋α（謡・H・畿藩・H・籍＋購・H・幾）

（1二1デ・・，n）・The・ef・・e　f・rσ⊂1・　we　have

　　　　　　　　　　　　　　｛　（A7［！！IGii］）　1　x．　一　i3／i：1　一　lili’ii　＝＝　G一　o　｝

　　　　　　　　　　　　一｛（λ，［α書1£（酬）・讐（λ）］）l

　　　　　　　　　　　　　　　x’．　一一一一一一’　ilil／Sl）　（x’，　y’，　A’）　＝：　！lstl　（x’，　y’，　A’）　＝：　i7’　（x’，　y’，　x）　＝　o　｝

　　　　　　　　　　　　一　｛　（g一’（・＞t’），　［1．II］＝，　illi／III．　（x’，y’，　A’）　・　！illi／ll／　（g一’（x））］）　l

　　　　　　　　　　　　　　　cG　＝　i3／：；IIIIr　（x’，y’，x）　＝　！il」tlill　（x’，y’，　A’）　＝＝　F一　（x’，y’，　A’）　＝　o　｝

　　　　　　　　　　　　＝ず＊（L｝）

（T　＝＝　1，　一一一　u）．　lt　follows　that　G　is　a　generating　family　of　｛g’＊（L｝）｝aci．・

b．五e疎，y，λ）∈Sn（r；k＋n＋・）わeαge㈱伽9！αmily・ノーtα鋼伽一。伽。η一

脚乞。η｛La｝。⊂画PT・Rn＋・，（・，［91／（・）1））・if　F　and　a　are蜘e卿len伽G　’s

also　a　generating　family　of　｛La｝aci．　・

c・　Let　｛L｝｝aci．　and　｛L2．｝．ci．　be　contact　regular　r－cubic　conflgurations　in　（PT“R”＋’，［ni］）

αnd（PT・Rn＋・，［η2］）　pectively　and　let　F∈£I」1（r；k＋n＋1）わeα9θ　剛αm吻。ノ

¢吉｝。⊂、r．伽e　C。吻2Lrα伽3α吻end綱UiValent・　the漁e　eX’StS　a　gene漁9

ブα卿0。∫｛LZ｝。⊂∬。オ・ωん乞Cん17　is　Tet漁K－equi漁t・

Take　a　diffeomorphism　g　on　the　base　of　it　such　that　L2．　一一“　g’“（L｝）　for　all　a　c　J，．　Define

C（x，y，　A）　＝　i7（x，y，g（A））．　Then　we　can　prove　that　G　is　a　generating　family　of　｛L2．｝uci．　by

the　same　method　of　（3）a・

d．五ε副畑，之）一一＋F（納）αnd　G（x，　y2，q，z）一一z＋σ＠，y2，q）（F∈頭2（「；k1＋
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n），σ∈皿2（r；k2＋n））αreオω・geηe漁9加ilieS・ノtんe　5αme　C・ntaCt　regUlar剛biC　COn一

炉α伽・Tんen　F　and　G　are　S蜘・伽1αT　K－equi漁孟・

By　Proposition　12．5，　F　and　G　are　generating　families　of　the　same　symplectic　regular　r－

cubic　configuration．　Therefore　F　and　G　are　stably　reticular　R－equivalent　by　the　remark　after

Theorem　3．2．　Hence　lii　and　G　are　stably　reticular　K－equivalent．　一

13　Stability　of　unfoldings

In　order　to　investigate　the　stabilities　of　smooth　contact　regular　r－cubic　configurations，　we

shall　prepare　the　results　of　the　singularity　theory　of　function　germs　with　respect　to　reticular

K－equivalence．　Basic　techniques　for　the　characterization　of　the　stabilities　we　use　in　this　part

depend　heavily　on　the　results　in　this　section，　however　the　all　arguments　are　almost　parallel

along　the　ordinary　theory　of　the　right－equivalence　（c£，　［19］），　so　that　we　omit　the　detail．

We　say∫，g　E　£M（T；のa・e　reticulαr　K－e卿lent　if　there　exists　iP∈β（k；Z）such　that

9＝fo　f．

Lemma、3．、　Leげ∈£mi（T；k）αnd・k（ゴ1∫（・））be伽わmα醐・f」i（r＋k，1）cons’st　of

オんe伽g吻η。f　the・rbit・ノre伽Zα画uivalence・〃・P伽＝ゴε！（0）・Then

　　　　　　　　聯）圃〈　　　　∂ノ　　　∂！！，x・∂Xl，’●．，コじ・∂コじr〉　）＋開く1銑ヂ・・齢

We　say　that　a　functi。n　germ∫∈em（r；k）is　reticulαr　K－1伽m’ned　if　all　function　ge「m

which　has　same　1一一jet　of　f　is　reticular　K－equivalent　to　f．

Lemma　13．2　Let　f　E　EM（r；k）　and　let

　　　　£m（r；　k）‘”　c　£m（r；　k）　（〈f，　xi　illfSI　，　・　・　・　，　x．　ljXf：〉　＋　£m（r；　k）〈illfl，　，　・　・　・　，　＆f，　〉）　＋　£M（r；　k）‘’2，
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then　f　is　reticular　K－1－determined・　Conversely　let　f　E　£M（r；k）　be　reticular　K－1－determined，

then

　　　　　　　　　Qn　（r；　k）i＋1⊂幅諾，…，綴廟＋鰍）くXi，…募

Let　F　E　£M（r；k＋ni），　G　E　£M（r；k＋n2）　be　unfoldings　of　f　E　£1」1（r；k），　We　say　that

F　is　reticular　K－f－induced　from　G　if　there　exist　smooth　map　germs　ip　：　（Hr　×　IRk＋n2，0）　一

（Hr　×　IRk，O），　th　：　（Rn2，0）　一　（IRni，O）　and　a　E　S（O；n2）　satisfying　the　following　conditions：

（1）　ip（（H’　n　｛x．　＝　O｝）　×　IRk’”2）　c　（H’　n　｛x．　＝　O｝）　×　Rk　for　a　c　1，．

（2）　G（x，y，　v）　＝　a（x，y，　v）　・　F（ip（x，y，　v），V（v））　for　x　E　IHr，　y　E　Rle　and　v　E　R”2．

Definition’@13．3　Here　we　give　several　definitions　of　the　stabilities　of　unfoldings．　Let　f　E

£M（r；k）　and　F　E　£M（r；k＋　n）　be　an　unfolding　of　f．

We　say　that　F　is　re伽1αr　K伽一5α1　if　・！t　Flx＝・is　transversal　t・Ok（ゴ‘！（0））・lt　is

easy　to　check　that　F　is　reticular　K－1－transversal　if　and　only　if

　　　　　　　　ε（γ；k）一〈！，x・募，…，コじ・謀，諾，…，諾〉ε（rlk）冊＋鮒＋1，

where恥一〈器1＿・デ・・，舞1一・＞R・

We　say　that　F　is　reticular　K－stable　if　the　following　condition　holds：　For　any　neighborhood

U　of　O　in　Rr＋k＋n　and　any　representative　＃　E　Coo（U，　R）　of　F，　there　exists　a　neighborhood

Np　of　i7　such　that　for　any　element　a　E　NF　the　germ　alH．．Rk＋n　at　（O，yo，u6）　is　reticular

K－equivalent　to　F　for　some　（O，　yo，　zt6）　E　U・

We　say　that　F　is　reticular　K－versal　if　F　is　reticular　K－f－induced　from　all　unfolding　of　f．

　　　We　say　that　F　is　r伽1αT・K－infinitesimal　versα1　if

　　　　　　　　　　　　　　姻即諾，・・可読，諾，…，8艶）聯

96

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　よ　　　　　　エ　　　

＿灘．灘難・灘懸1灘灘1．1灘1懇灘羅馨騨羅・灘・鑛 灘懇鑛畿…欝
　　　　w．＝」／’r・t一／，．，・V＝．．IF・F．．，．””’t’，［’／’／，．‘一S



v

we　say　that　F　is　reticular　K－infinitesimal　stable　if

　　　　　　8（r；　k　十　n）

　　　　　　　　一〈　　　OF　OF　OF　aFF，x・砿，…，鋳砿，砺，…，6［97t〉ε圃＋器・・綴ε（・）・

We　say　that　F　is　reticular　K－homotopically　stable　if　for　any　smooth　path－germ　（R，　O）　一＞

s（r；k＋n），t　F一一〉　Ft　with　Fo　＝　F，　there　exists　a　smooth　path－germ　（IR，O）　一〉　B（r；k＋n）　×

£（n），t　e　（¢t，　ort）　with　（ipo，　oro）　＝　（id，　1）　such　that　each　（¢t，　ort）　is　a　reticular　K－isomorphism

and　Fo＝αガ瓦○Φか

The。rem　13．4五et　F∈£m（r；k十n）わeαπ紬鞠・〃∈皿（T；κ）・Tんe漁eμ・ωing

are　equivalent．

（1）　F　is　reticular　K－stable．

（2）　F　is　reticular　K－versal．

（3）F　i5　re伽ZαTκ一infinitesimα1　versα1・

（4）　F　is　reticular　K－infinitesimal　stable．

（5）Fisr勲1αrκ一ん・m・嬢蜘3励・

For　f　E　£M（r；k）　we　define　the　reticular　K－codimension　of　f　by　the　R－dimension　of　the

vector　space
　　　　　　　　　　　　　　　s　（r；　k）／〈f，　xi　ill／f［，’”，xr　iilfl　，　liiitli，　，’’ 　lllltlil，　＞S（r；k）’

By　the　above　theorem　if　ai，…，a．　E　S（T；k）　is　a　representative　ofabasis　of　the　vector　space，

then　f　＋　aivi　＋　・　・　・　a．v．　E　£M（r；　k　＋　n）　is　a　reticular　K－stable　unfolding　of　f．
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14　Reticular　Legendrian　maps

　our　purpose　in　this　section　is　to　investigate　the　stabilities　of　smooth　contact　regular　r－

cubic　configurations．　At　first，　we　define　the　reticular　Legendrian　maps　and　their　equivalence

relation．

　　Let　L’VO　＝＝　｛（q，　z，　p）　E　」’　（IR，n　，　R）　lqipi　＝　・　’　・　＝　qrpr　＝　qr　＋i　＝　’　’　’　＝＝　qn　＝＝　z　＝　O；　qi．　〉一　O｝　be

arepresentative　of　the　union　of　iO．　for　all　a　c　1，，　We　call　the　map　germ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（nio，o）　一L＞　（Ji（Rn，R），o）　一it＞　（R”　×　R，　o）

a　reticular　Legendrian　map　if　there　exists　a　contact　diffeomorphism　C　on　（」i（IR”，R），　o）

such　that　i　＝　Clrd，．　C　is　called　an　extension　of　i．　We　call　｛i（LO．）｝．ci．　the　contact　regular

r－cubic　c。n丘gurati・n　ass・ciated　with　ft・乞・We　call　F　a　g一蜘！繭・f個if　F　is　a

generating　family　of　｛i（LNO．）｝．ci．．　A　homeomorphism　germ　ip　：　（MO，O）　一　（LO，0）　is　called

a　reticular　diffeomorphism　if　there　exists　a　diffeomorphism　¢　on　（」i（R”，R），O）　such　that

ip　＝　¢lni，　and　ip（LNO．）　＝　DO．　for　all　a　c　1，．　Two　reticular　Legendrian　maps　rt　o　zi，roz2　：

（LO，O）→（」・（Rn，R），・）→（R・×R，・）are　called五egeη伽e卿1εη孟’f　the「e　ex’sts　a

reticular　diffeomorphism　ip　and　a　Legendrian　equivalence　e　on　fi　such　that　the　following

diagram　is　commutative：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（LNo，Oip　s）あ（」1（ぎ↓R），0）ぞ（熈9晒0）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（inNo’，　o）　de2，一〉　（」i　（IRn，　IR），　o）　．AL＞　（Rn　×　R，　O）

where　9　is　the　diffe・m・rphism・f　the　base・伽duced　from　e・

　　　Under　this　equivalence　relation，　we　have　the　following　theorem　as　a　corollary　of　Theorem

　12，6，
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Theorem　14．1　（1）　For　any　reticular　Legendrian　map　ft　o　i，　there　exists　a　function　germ

F∈£mi（r；k＋n＋1）ωん乞ch　is　a　gene・α吻ノαm吻・ノテ・i・

（2）F・繊yO一η・n殉enerαt・加。伽ge・m　F∈皿（r；k＋η＋1い・re　exists　a「ε孟漁「

Legendriαn脚・！漁んF乞3αgeηe・α伽9！α蜘・

（3）Tw・・e伽1α吻endria…卿e五egendrian　eq翻e吻舳吻げオんe吻ene漁9

∫α勲e5αγe　5励reticulαr　K－e卿α1・砿

Here　we　give　several　definitions　of　the　stabilities　of　reticular　Legendrian　maps．

Stability：　Let　ft　o　i　：　（LNO，　O）　一　（」’（IR”，　R），O）　一一〉　（IRn　×　IR，　O）　be　a　reticular　Legendrian　map．

it　oi　is　called　stable　if　the　following　condition　holds：　For　any　extension　Co　E　C（」i（Rn，　R），　O）

of　i　and　any　representative　Oo　E　C（U，　」i（IR”，　IR）），　there　exists　a　neighborhood　IV6，　of　Co　in

Coo－topology　such　that　for　all　O　E　No，　ft　oOILo　．t　．，　and　ft　oi　are　Legendrian　equivalent　for

some　Xo　＝　（OI　OI　O）　’”，O，　P．O＋i，’”，　P．O）　E　U・

　　　Let　ft　o　i　is　a　reticular　Legendrian　map．　By　Lemma　12．3，　we　may　assume　that　there

exists　an　extension　C　E　Ca（」i（IRn，IR），O）　of　io．　Therefore　we　may　consider　the　following

other　definitions　of　stabilities　of　reticular　Legendrian　maps：　（1）　The　definition　given　by

replacing　C（」’（Rn，　R），　O）　and　C（U，　」i（R”，　IR））　to　Ca（」’（Rn，　R），　O）　and　Ca（U，　」’（Rn，　R））　of

the　original　definition　respectively．　（2）　The　definition　given　by　replacing　to　Cz（」i（IRn，　R），　O）

and　Cz（V，　」’（Rn，　R））　respectively．　（3）　The　definition　given　by　replacing　to　CS（」i（R”，　R），　O）

and　C，a（V，　」’（R”，　R））　respectively．

Lemma、42　Tんe。綱d帥…撫e　definiti・ns・ノstα磁es　of　「et’cula「鵬

drian　maps　are　all　equivalent．

Proof．　（original）＝〉（1）．　Let　Co　E　Cor（」i（Rn，R），O）　be　an　extension　of　io　and　Oo　E　Ca（U，
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Ji（R”，IR））　be　a　representative　of　Co．　Take　a　neighborhood　Nd，　of　Co　in　C（U，　Ji（IR”，R））

for　which　the　hypothesis　of　the　original　definition　holds．　Set　N6，　＝：　Ndi，　n　Ca（U，　」i（Rn，　R））．

Then　the　hypothesis　of　the　definition　of　（1）　holds　for　IVb，，

（1）＝〉（3）．　Let　Co　E　C2（」i（R”，R），O）　be　an　extension　of　io　and　Oo　E　CS（V，　Ji（R”，R））　be

arepresentative　of　Co．　We　construct　the　continuous　map　C2（V，　Ji（Rn，R））　一〉　Ca（V　×

R，」’（Rn，R））　（O　e　O’）　by　the　following：　Let　O　＝　（zo，qo，p6）　E　CS（V，　」’（IR”，IR））．　，Then

O’　is　defined　by　O’（（？，　Z，　P）　＝　（go（（［2，P），Z＋　zo（Q，P），pe（（［？，P））．　Then　O”（dz　一pdq）　＝

dz　＋　O“（dz　一　pdq）　＝　dZ　一　PdQ．　Hence　this　map　is　well　defined，　Take　a　neighborhood　AXo，，

of　O，’　in　C（V　×　R，　」i（IR”，　R））　for　which　the　hypothesis　of　the　definition　of　（1）　holds．　Let　Arb，

be　the　inverse　image　of　N6，t　by　the　preceding　map．　Then　the　hypothesis　of　the　definition　of

（3）　holds　for　Nb，・

（3）＝〉（2）．　Let　Co　E　Cz（」’（Rn，IR），O）　be　an　extension　of　io　and　Oo　E　Cz（V，　」i（Rn，IR））　be　a

representative　of　Co．　Define

　　　・z（V，　」1（R・，R））→…（V，　」’（叩）∩｛Z一・｝）（∂→φ∂・（Q，P）→（Q，！∂P）），

where　f・∈0・・（咽is　de丘ned　by∂・（dz－pdq）一　一fσPdQ・Then　this卿is　contlnuous

because　fePi　＝　（fO（PdQ））（s［lr，）　＝　一一一（dz　一pdq）（O，　s｛37，）　＝　一lagZi？Zq，　＋po　20i［lfiqQ，　（i　＝　1，…，n）・　We

may　assume　ipd，　is　embedding　by　shrinking　V　if　necessary．　By　Lemma　5．3　there　exists　a

neighborhood　Nd，　of　Oo　and　a　neighborhood　Vi　of　O　in　V　and　a　neighborhood　W　of　O　in

Ji　（Rn，　R）　n　｛Z　＝　O｝　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Nd。→Emb（W，V）（0→（ip・　1　v・）一’lw）

is　well　defined　and　continuous．　Therefore　we　may　define　the　following　continuous　map：

N∂。→・身（叩・（Rπ，R））（∂→∂・（φ∂lva）一111，v）・
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Take　a　neighborhood　7V　of　Co　o　（ipd，1va）’ilw　for　which　the　hypothesis　of　the　definition　of　（3）

holds．　Let　Nb，　be　the　inverse　image　of　N　by　the　preceding　map，　Then　the　hypothesis　of　the

definition　of　（2）　holds　for　Nb，．

（2）＝〉（original），　Let　Co　E　C（」’（R”，　IR），O）　be　an　extension　of　io　and　Co　E　C（U，　」i（IR”，　IR））　be

a　representative　of　Co．　Let　V　＝　U　n　｛Z　＝　O｝　and　Oo’　＝　Oolz．．o．　Take　a　neighborhood　No，，

of　Oo’　in　Cz（V，　」’（Rn，R））　for　which　the　hypothesis　of　the　definition　of　（2）　holds．　Because

O（ひ，」1（Rn，R））→Oz（四1（Rn，R））（0→qz一・）is　c・ntinu・us，　if　we　set　Nb。　the　inverse

image　of　Nd，，　by　the　preceding　map　then　the　hypothesis　of　the　original　definition　holds　for

Homotopica1　Stability：　Let　ft　o　i　：　（niO，O）　一　（」’（IR．n，R），O）　一　（R”　×　R，　O）　be　a　reticular

Legendrian　map．　A　map　germ　i’　：　（LNO　×R，　O）　一　（Ji（R”，　IR），　O）（（Q，　P，　t）　e　1’t（Q，　P））（i’o　＝　i）　is

called　a　reticular　Legendrian　deformation　of　i　if　there　exists　a　one－parameter　family　of　contact

diffeomorphisms　O　：　（」’（IR”，R）　×　R，　O）　一　（」’（Rn，IR．），O）（（Q，　Z，　P，　t）　一〉　Ot（Q，　Z，　P））　such

that　1’t　＝　Otlulo　for　t　near　O．　We　call　O　an　extension　of　1’．　Let　di　：　（ILTO，　O）　一　（1［JO，　O）　be　a　reticular

diffeomorphism．　A　map　germ　di　：　（LNO　×　R，　O）　一一〉　（LNO，O）（（Q，P，t）　一〉　dit（Q，P））（ipo　＝　ip）　is

called　a聯α＿teT　de蜘α伽・ゾTe伽1α丁雌・m・卿5m5・fφif　the「e　exists　a　one価

parameter　family　of　diffeomorphisms　fp　：　（」i（IRn，　IR）　×　R，　O）　一　（」i（Rn，　R），　O）（（Q，　Z，　P，　t）　e

¢t（Q，　Z，　P））　such　that　dit　：　fotlni，　for　t　near　O　and　each　dit　is　a　reticular　diffeomorphism．　We

call　fp　an　extension　of　di．　A　reticular　Legendrian　map　ft　o　i　：　（LNO，O）　一　（Ji（R”，R），o）　一

（R・×R，。）iscalledん。m。t。卿〃醐eiff・ranyreticularLegendriandef・rmation房＝｛’t｝

of　i　there　exist　a　one－parameter　deformation　of　reticular　diffeomorphisms　di　＝　｛ipt｝　of　id（L－o，o）

and　a。ne－parameter　family・f　Legendrian　equivalences◎一｛◎・｝withθ・＝’d（J1（剛

　such　that　i’t　＝　et　o　i　o　dit　for　t　near　O．
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Infinitesimal　St．”tility：　A　vector　field　v　on　（Ji（R”，IR），O）　is　called　tangent　to　（LO，O）　if
；一一一一一一一一一一一一一一一一

vlti，rt　is　tangent　to　iO．　for　all　a　C　lr．　A　function　germ　H　on　（」i（R”，R），O）　is　called　fiber

　　a

preserving　if　there　exists　function　germs　ho，…　，h．　on　the　base　of　ft　such　that　H（q，z，p）　＝

2　1．，　hi（q，　z）pi＋ho（q，　z）・　A　reticular　Legendrian　map　ftoi　：　（LO，　o）　一　（」i（Rn，　IR），　o）　一一〉　（IRn　×

R，O）　is　called　infinitesimal　stable　if　for　any　function　germ　f　on　（」i（IR．n，IR），O）　there　exists

a　fiber　preserv　ing　fu　nction　germ　H　on　（Ji　（R”　，　R）　，　O）　and　a　vector　field　v　on　（Ji　（R”　，　R）　，　O）

such　that　v　is　tangent　to　（ILO，O）　and　Xf　o　i　＝　XH　o　i十i，v，　where　Xf　and　XH　are　the　contact

hamiltonian　vector　field　of　f　and　H　respectively　and　i，v　is　defined　by　i，v　＝＝　（C，v）　o　i　for　an

extension　C　E　C（」’　（IRn　，　R）　，　O）　of　i．

エemma　14．3翫αη9・ηe－Pαrαmete・∫α吻・μ・gend・iαn　equival・nces◎・（」1（Rn，R）×

R，0）→（J・（R・，R），0瞬ん◎・一id，　there　exists　a　fiうer　prese吻加・伽ge「m　H　on

（」・（Rn，R），・）8uch　thαt・XH一釜1・一・・0・一帥・αn〃伽prese吻加・オ蜘e「m　H

。n（」・（R・，R），0いe　fl・w◎・f　XH　w翻he　initial　c・η伽ηe・＝id　is　a　one－Pα「αmete「

family　of　Legendrian　equivalences．

Theorem　14．4　Let　fi　oi　：　（MnyO，O）　一　（」’（IR”，IR．），O）　一　（R”　×　IR，O）　be　a　reticular　Legendrian

m卿鰍egeπe蜘∫α吻F（x，y，q，z）∈頭（r；k＋η＋1）・五eげ一Fk・…・｝・Then　tんθ

following　are　equivalent．

（1）F　is　a　reticular・K－3孟αわ1ε瞬・伽9・〃・

（2）牙。乞isん・m・嬢。α〃y　stαble・

（3）　ft　o　i　is　infinitesimal　stable．

（4）　For　any　function　germ　f　on　（」i（IRn，　IR），O），

H。n（」1（Rn，R），0）sucんオんαげ・山州H。乞・

（5）膏○乞乞5stαble・
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proof．　We　shall　prove　（1）o（5），　（1）＝〉（2）＝〉（3）　＝〉（4）＝〉（1）．

（1）．〉（s）．　Let　Co　E　C2（」i（IRn，R），O）　be　an　extension　of　io　and　Co　＝　（qo，，zd，，pc一，）　E　C2（U，

Ji（Rn，　R））　be　a　representative　of　Co．　We　shall　construct　the　map　（18）　which　maps　a　contact

embedding　near　Co　to　a　function　near　a　representative　of　F．

　For　each　O　E　CS（U，　」’（R”，　IR））　we　define

　　　　　　　　　　　　P6　＝＝　｛（（［？，　P；　q，　z，　p）　E　U　×　」i　（R”　，　IR）　1（z，　q，　p）　＝＝　C（（［2，　P）｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r6　：　U　一〉　R2”　（　（Q，　P）　e　（Q，po（Q，　P））　）．

By　taking　some　Legendrian　equivalence　of　ft　oi　and　shrinking　U　if　necessary，　we　may　assume

To，　is　embedding．　By　Lemma　5．3　there　exists　a　neighborhood　Nd，　of　Co　and　a　neighborhood

Ui　of　O　in　U　and　a　convex　neighborhood　V　of　O　in　R2”　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ndi，　一一÷　Emb（V，U）　（　e　e　（7relu，）一ilv　）

is　well　de丘ned　and　c。ntinu・us．　Let　O∈NO。・Since　dz一鈎一一PdQ・n　P・，　the・e　exists

Ho　E　Coo（V，　R）　（He（O，0）　＝　O）　such　that

　　　　　　　　po　kQ，，），v　＝　｛（Q，　一　filgtilfze　（Q，　p）；　一　Ei12tllize　（（？，p），　Ho　一　〈92t：Se　（（？，　p），　p＞，　p）｝．

Since　HO（Q，P）＝z一くq，P＞・n　P6，　the　map

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Nd，　一〉　Coo（V，　R）　（C　e　Ho）

is　continuous．　Let　V’　：Vn｛（？，＋i　＝　…　＝　（？．　＝　O｝．　Now　we　consider　the　continuous　map

　　　　φ，N∂。→…（V’×R・＋・，R）（∂→島（珊←z＋H∂（x，0；y）＋＜y，9＞），（18）

where　x　＝　（xi，…，x，），y　＝　（yi，…，y．），q　＝　（qi，…，q．）．　This　map　maps　a　contact　em－

bedding　near　Oo　to　a　function　near　Po　＝＝　＃c一，．　We　may　assume　that　Fo　is　a　representa－

tive　of　F．　Since　F　is　stable　by　hypothesis，　there　exists　a　neighborhood　Nfi，　of　Fo　such
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l
l

lthat　for　any　G　E　Np，　G　I　Hr　x　R2n＋i　at　（O，yO，qO，zO）　and　F　are　reticular　K－equivalent　for

ド

i，　some　（o，yO，qO，zO）　E　V’　×　R”＋i．　Set　N6，　＝　ip－i（IVp，）．　Let　O　E　IV6　be　given，　Take

l　（o，yO，qO：zO）　E　V’　×　Rn＋i　such　that　the　preceding　condition　holds　for　i7－cJ．　lf　we　de－

1　note　｛L9｝．ci．　the　contact　regular　T－cubic　configuration　defined　by　Fe　＝　F6　iHr．R2n＋i　at

（o，yO，qO，zO），　then　for　each　a　C　Jr

ic．一　＝　｛（qo＋q，zo＋z，！ilgtlSO（x，yo＋y，qo＋q，io＋z））t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lc・一∂票。一∂舞一F・一・｝

　　　　　　＝　｛（qo　＋　q，　Ho　（x，　O；　yo　＋　y）　＋　〈yo　＋　y，　qo　＋　q＞，　yo　＋　y）1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　xa＝zjZ．lllSHg．＝92t：96＋qo＋q＝o｝

　　　　　　＝　｛（一くlgtlR6　，　Ho　一　〈yo　＋　y，　｛litl！S6＞，　yo　＋　y）ixu　＝　Ef．IIII4z；＃g．　（x，　o；　yo　＋　y）　＝　o｝

　　　　　　＝　｛（一filtilfze，　Ho　一　〈y，　＋p，　1ilitlSe＞，　y，　＋p）t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（？a　＝　bZi／ii12F．Ci　．（Q；　yo　＋p）　＝　Qr＋i　＝＝　’　’　’　＝　Qn　＝　O，　（12ir－a　2　o｝

　　　　　　　＝　O（i’a　at　（O；O，PO）），

where（・；・，P・）一ぴ・（q。，z。，y。）andガ。一｛（Q，Z，P）∈」1（Rn，R）ρ・一P・・一・＝Q・＋・＝

．‘．一

pn－Z一・，Q、一。≧・｝．　Since　F。　and恥re　reticular　K－equivalent，　this　implies　that

ft　o　Olrto　．t　（o；o，po）　and　ft　o　i　are　Legendrian　equivalent．

（5）＝〉（1）．　Let　a　reticular　Legendrian　map　fioi　be　given　and　Co　be　an　extension　of　i．　Then　we

may　assume　that・。∈卿・（Rn，R），・）by　Lemma　142・By　c・nsidering　some　Legend「ian

equivalence　of　ft　oi，　we　may　assume　that　there　exists　a　function　germ　To　E　£M2（2n）　such　that

　　　　　｛（Q，P；w））｝一｛（Q，一2｛to（嚇讐（Q，P），T・（Q，P）一く響（Q，P）副

Define　a　generating　family　F。（x，y，　q，z）E　£M（T；n＋n＋1）・fft・’　by　F・（広W）＝一z＋

T（x，　O；　y）　＋　〈y，　q＞．　lt　is　enough　to　prove　that　Fo　is　a　reticular　K－stable　unfolding　of　Fol｛q，，．z＝o｝．
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Let　Fo　E　Coo（U，　R）　be　a　representative　of　Fo．　By　shrinking　U　if　necessary，　we　may　assume

that　there　exist　neighborhood　Ui，U2，　U3　of　O　in　（IR．n；Q），（IR．”；y），（IR．n＋’；　（q，z））　respectively

and　To（Q，y）　E　COO（Ui　×　U2，　IR）　such　that　the　following　conditions　hold：

（a）　To　is　a　representative　of　To，

（b）　U　＝　（Ui　n｛（？r＋i　＝　…＝　Qn　＝　O｝）　×　U2　×　U3　and　Fo（x，y，　q，　z）　＝　一z＋To　（x，O；　y）＋〈y，q＞，

（c）　The　map　Ui　×　U2　×　U3　一〉　Ui　×　U2　×　R””　（（Q，y，　q，　z）　”　（Q，y，　1OZI？T，　（Q，y）　＋q，　一z＋

［ii（Q，y）十くy，q＞））is　an　embedding，

（d）　The　map　Ui　×　U2　一　Ui　×　IRn　（（Q，y）　F一〉　（Q，一4arQ　（Q，y））　is　an　embedding．

Define　170　E　Coo（Ui　×　U2　×　U3，IR）　by　210（（？，y，q，　z）　＝　一z＋T（（［2，y）＋　〈y，q＞．　Since　the　map

Coo（U，　IR）　一一一〉　Coo（Ui　×　U2　×　U3，R）　（　＃　e　F（Q，y，　q，　z）　＝＝　Fo（Q，y，　q，　z）＋（F一　Fo）（Q’，y，　q，　z）　）

（Q’　＝　（Qi，…，Q，＋i））　is　continuous，　the　map

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂戸．
Coo（U，　R）　一〉　Coo（Ui　×　U2　×　U3，　Ui　×　U2　×　Rn＋’）　（　＃e　ip＃（Q，y，q，　z）　＝　（Q，y，　S’x，F）　）

is　also　continuous．　Since　ip＃，　is　embedding　by　（c），　there　exist　a　neighborhood　Nk一，　of　Fo　and

aneighb。rh。。dσ’。f・inひ、×σ2×σ3　and　an・pen　ball　V　a・・und・inσ・×σ2×Rn＋1　such

that

　　　　　　　　　　　　　　　N去。→Emb岬1×U2×σ3）（Fト→（iPP　1σ’）一11の

is　well　defined　and　continuous．　Let　Vi　＝＝　V　n（Ui　×　U2　×　｛O｝）．　Then　the　map

　　　　　　　　　　　　　　N瓦→Emb（照×σ2×σ3）（＃→（φ戸1ぴ）一’IVi）

is　also　continuous．　We　denote　（ip＃lut）’ilv，　（Q，y）　by　（Q，y，q＃（Q，y），z＃（Q，y）），　Then　the　map

　　　　　Nk一，　．　coo（vi，　ui　×　iR”）　（　＃　H　v＃（Q，y）　＝　（Q，　一一　｛iiFi（Q，y，　qp（Q，y），　zp（Q，　y）））　）
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is　also　continuous．　Since　Vfi，　is　embedding　by　（d），　there　exist　a　neighborhood　N3一，　of　Fo　and

a　neighborhood　V2　of　O　in　Vi　and　an　open　ball　W　around　O　in　Ui　×　R”　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Nk一，　一〉　Emb（W，　Vi）　（　＃e　（th＃lv，）’ilw　）

is　well　de丘ned　and　continuous．　We　denote（ψ戸1㊧一11w（Q，p）by（Q，蝋Q，p））．　Then　the

map

N瓦→E魚b（叩・×ひ2×σ3）（戸→（（Q，P）→（Q，㌢戸（Q，P），qp（Q，y戸），・p（Q，y戸）））

is　also　continuous．　Hence　the　map

　　　　　　　N瓦→・2（叩・（R・，R））画∂戸（Q，P）一（購，筈隔q副）（・9）

is　well　defined　and　continuous．　This　map　maps　a　function　near　Fo　to　a　contact　em一一

bedding　near　a　representative　Op，　of　Co．　Hence　by　hypothesis，　there　exists　a　neighbor－

h・・d艦鵡such　that　f・r　any　＃∈N浄・（C＃1nio　．t　＠o，po））and個a「e　Legen－

drian　equivalent　for　some　（QO，PO）　＝　（O；O，…，O，P，O＋i，…，P．O）　E　W．　Therefore　if　we　set

（QO，　yO，　qO，　zO）　＝　（（？O，　y＃　（（20，　PO），　q＃　（（？O，　yp），　zp　（QO，　yp））　then　＃　at　（O，　yO　，　qO　，　zO）　and　Fo　are

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l

reticular　K－equivalent．

　　The　construction　of　（19）　is　summarized　in　the　following　diagram：

（1）＝〉（2）．　Let　E　：　（thNO　×　R，　o）　一一〉　（」’（R”，R），O）（（Q，　P，　t）　le＞　i’t（Q，P））　be　a　reticular　Legendrian

deformation　of　i．　Take　a　one－parameter　family　of　contact　diffeomorphisms　O　：　（」i（R”，　R）　×

R，　O）　一　（」i（］R”，R），O）（（Q，　Z，　P，　t）　lt＞　Ot（Q，Z，　P））　such　that　i’t　＝＝　Otl，一〇　fort　near　O・　By　using
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analogous　methods　of　the　proof　of　Lemma　12，3，　we　may　assume　that　Ct　E　Ca（Ji（Rn，R），O）

for　t　near　O．　Moreover　we　may　assume　that　there　exists　a　smooth　function　germ　T　：　（R2”　×

R，　O）　一〉　（IR，　O）（（（？，p，　t）　e　Tt（（？，p））　such　that

｛（（［2，　P；　C，（Q，　O，　P）1　t）｝一｛（Q，瀞Q，P）；一面（Q，P），T，（Q，P）一く課（Q，P），湘君）｝・

　　Define　F（x，　y，　q，　z，　t）　E　8（r；n　十　n　十　1　十　1）　by　F（x，　y，　q，　z，　t）　＝　Ft　（x，　y，　q，　z）　＝　一z　十

丁，（x，O；y）　＋　〈y，q＞，　Then　Ft　is　a　generating　family　of　i’t　for　t　near　O．　By　hypothesis　there

exists　a　one－parameter　family　of　reticular　K－equivalences　｛（at，　Wt）｝　such　that　Ft　＝＝　at　・　Fo　oWt

for　t　near　O．　lf　Wt　is　written　in　the　form　Wt（x，y，　q，　z）　＝　（＊，＊，　gti　（q，z），・　・・，g？＋’（q，　z））　then　we

can　pr。ve　that　i孟¢9）一9：・i・働f・r　allσ⊂1・　by　the　same　meth・d・fthe　pr・・foftheo「em

12．6一（3）a．　Define　the　one－parameter　deformation　of　reticular　diffeomorphisms　di　＝　｛ipt｝　by

dit　＝＝　Co’i　o　g，“一i　o　Ctlni，．　Then　we　have　i’t　＝＝　g，＊　o　i’o　o　ipt　for　t　near　O．

（2）＝〉（3）．　Let　a　function　germ　f　on　（」’（IRn，IR），O）　be　given．　Take　an　extension　C　E

C（Ji（R”，R），　O）　of　i．　Let　Xf　be　the　contact　hamiltonian　vector　field　of　f　on　（J’（Rn，R），O）

and　O　＝　｛Ot｝　be　the　fiow　of　Xf　with　the　initial　condition　Oo　＝　C．　Since　i’　＝　｛Et　＝　Ctl．一〇｝

is　a，eticular　Legendrian　def・rmati・n・f乞，　there　exists　a・ne－parameter　family　of　Legen－

drian　equivalences　e　＝＝　｛et｝　with　eo　＝＝　id（Ji（Rn，R），o）　and　a　one－parameter　deformation　of

reticular　diffeomorphisms　di　＝　｛dit｝　of　id（ni，，o）　such　that　i’t　＝　et　o　i　o　dit　for　t　near　O．　Let

¢　：　（」i（Rn，R）　×　R，o）　一　（」i（Rn，R），O）（（Q，Z，　P，t）　H＞　Ot（Q，Z，P））　be　an　extension　of　ip

and　set　v　＝　！li／1｝’　lt＝o．　Then　v　is　tangent　to　（LNO，O）　and　by　Lemma　14．3　there　exists　a　fiber

preserving　function　germ　H　on　（」i（R”，R），O）　such　that　Sligilttlt．o　＝　XH・　Then

　　　　　　　　　　　X∫・i－d塞・1，一・・i－d裳・レー・・乞＋（o．讐1・一・）一．’＋乞・v・

This　implies　that個is　in丘nitesimal　stable・
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（3）＝〉（4）．　Let　a　function　germ　f　on　（Ji（IR”，IR），O）　be　given，　By　hypothesis，　there　exists　a

fiber　preserving　function　germ　H　on　（Ji（Rn，R），O）　and　a　vector　field　v　on　（Ji（R”，R），O）

such　that　u　is　tangent　t・正。　and　X∫・乞一XH・乞＋i・り・Set　i・一砺9，”・一勿1万9お・each

ac　1，．　Then　it　is　easy　to　prove　that　（f　一　H）　o　i．　＝O　because　Xf　o　i．　＝　XH　o　i．　十　（i．）．v．，

Therefore　f　oi　＝　H　oi．

（4）＝〉（1）Take　an　extension　C　＝＝　（q，　z，p）　E　C2（」’（R”，　IR），O）　of　i．　We　may　assume　that　there

exists　a　function　germ　T（Q，p）　on　（R2n，O）　such　that

　　　　　｛（Q，　p；　c（（？，　p））｝　＝＝　｛（（？，　一　lllZti　（（2，p）；　一　！ilitii　（Q・　p），T（Q，p）　一　〈！illtii　＠7　p）・　p＞，　p）｝

Define　a　generating　family　F（x，y，q，　z）　E　8（r；n＋n＋　1）　of　ft　o　i　by　F（x，y，q，　z）　＝　一z＋

T（x，O；　y）＋〈y，q＞．　Since　（Q，p）　H　（q（Q，p），p）　is　invertible，　there　exists　1　c　｛1，…，n｝（III　＝　r）

such　thatφ、＠，y）ト〉（q、（x，0；〃），y）is　als・invertible・On　the・the・hand　since（Q，P）→

（Q，P（Q，p））　is　invertible，　th：（x，y）　e　（x，P（x，O；y））　is　also　invertible．　Set　C’　＝＝　ip　o　th一’．

Let∫、一Fl，一＿。．　Set　g（q，・，y）一9’（q，y）・一！・φ一1（qム〃）・Since　O＠，0；P）1…P・＝…一x・・pr一・＝

i（x，　O；　P），　there　exists　a　fiber　preserving　function　germ　H（q，　z，p）　＝　£Z・＝i　hi（q，　z）pi　＋　ho（q，　z）

such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　g　O　C（X）　Oi　P）　lxipi＝一・・＝x．　p．　＝o　＝　H　O　C（X，　OI　P）・

Therefore　there　exist　ai，…　，a．　E　8（r；n）　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　9。0（x，0；P）一H・0＠，0；P）＋Σ鴻αゴ＠，P）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝1

Hence

　　　　　　　f（x，y）

　　　　．．　（f　o　ip－i）　o　（ip　o　th－i）　o　th　＝　g’　o　C’　o　ip　＝＝　g　o　C（x，O；P（x，O；　Y））
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　　　　　　　れ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア

　　　一Σh，（q（x，0；y），z（x，0；y））IYi＋ん・（9＠，0；ッ），z＠，0；y））＋Σ鴫（cc，0；y）α1＠，y）

　　　　　　i＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝1

一書ん¢（　aT．　，　OT一可，T一く可，〃〉）＠，・；㌢）圃器一く雛〉）（・じ，・；シ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋書・cゴ（　aT一　5i／iiiJ．　（sc，　o；　y））αs’（・・，y）

≡書ん・（・）y・＋ん・（・）m・d＜器（x，・；y），（T一〈券〉）（cc，・；y），・・鍔＠，・；y）〉　，

≡書ん乞（0）！ノ乞十ん。（0）m・d〈T（x，・；y），ω墓＠，・；y），器＠，・；y）〉ε圃，

whereα1（］c，0；y）一αゴ（x，0；一舞＠，0；y））（ゴー1，…，r）・This　implies　that　F　is　a・eticula・

K－infinitesimal　versal　unfolding　of∫．　Hence　F　is　a　reticular　K－stable　unfolding　of！・　　■

15　Classification　of　function　germs

　We　now　start　the　classi丘cation　of　function　germs　with　reticular　K－codimension　lower　than　8

with　respect　t・reticula・K－equivalence・By　Lemma　7・1　and　Lemma　72　in　Secti・n　7，　we　have

。nly　t。　classify　residual　singula・ities，　that　is　functi・n　germs　in皿（r；k）2　wh・se・est・icti・n　to

x＝Ois　an　element・f頭（0；k）3．ゐ。，．β！（0）fu　9　den・tes　quasih・m・gene・us　equivalence・f

jets　and！・u　9　means　f　is　reticula・K－equivalent　t・gand⇒means‘see’・・‘implies’・

　　　Let∫∈頒（r；k）2　be　a　residual　singularity　with　the　reticular　K－c・dimensi・n　lowe「than

8．We　setφω＝！（0，y）∈蜘0；k）3・

The　case　T＝1，kニ0．！側xn（n＝2，…　，7）．

The　caseγ＝1，k＝・1．　One　of　the　five＝

　　　　　　　　　ゴ2！（・）鴫＋x2・r．xy⇒∫蜘〃＋酬ε叶1－1，n－3，ら●’，7），

　　　　　　　　　ゴy・，．・！（0）AS　y3＋x2　⇒∫剛3＋x2，

　　　　　　　　　ゴ，・，。・！（0）・U・x2　　⇒（15），

　　　　　　　　　ゐ・，x・！（0）・y　y3　　⇒（17），

　　　　　　　　　ブy・，、，2！（0）fU・O　　⇒（19）・

（15）ゴy・，。・！（0）一・じ2⇒・ne・f　the　five・
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　　　　ゐ・t・・！（0）物4＋αげ蛭2（α2≠4）⇒！・u　y4＋αげ土x・（α・≠4），

　　　　瑠1轟諜　　；糊1雛窒・・y6　±　（y2±・・）2，

　　　　ゴ，・，。・f（0）・U　y5＋x2　　　　⇒ノ初5土げ＋x2，

　　　　o’，s，．2f（O）　ux2　orO　一　（16）．

（16）ゴ〃6，コ。2！（0）is　adjacent　to　y6十αxy3±x2（α2≠士4）and　hence

the　c・dimensi・n・f！≧dimε（1；1）／（＜鷹帯瘍＞R＋〈x3，吻，xy4，y7＞ε（1、1））≧12－3－9．

（17）　o’y3，．2　f（O）　＝　y3　＝〉　one　of　the　five：

　　　　1’3f（o）　fu　y3　十　ax2y　十　2　x　3（a　1　一3）　＝〉　f　fv　y　3　十　ax2y　十　2　x　3（a　1　一3），

　　　　ゴ3！（0）・u　y3＋げ　　　　　⇒！吻3＋げ±x4・・y3＋げ土x5，
　　　　o’3f（O）　7u　y3＋x2y　＝〉　ffu　y3＋x2y，
　　　　ゐ・，x・！（0）物3＋x4　　　⇒ノ物3士吻＋x4，
　　　　　2’，3，．4f（O）　fu　y3　＝〉　（18）．

（18）！is　adjacent　toプ土コじ勉＋xs　and　this　has　codimension　9．

（19）　o’y3，．2　f（O）　＝　O　＝〉　one　of　the　four：

　　　　　　　　　　ゴ3！（0）As　x〃2士x3⇒∫物4土げ土x3・r〃5土げ土x3，

　　　　　　　　　　ゴ3f（0）・U　xy2　⇒！・U　y4±げ±x4，

　　　　　　　　　　ゴ3！（0）・U　x2y　⇒！剛4＋げ±x2y，

　　　　　　　　　　o’3f　（o）　fs　x3　or　O　＝〉　（20）・

（20）ゴ3ノ（0）一x3・r　O⇒！is　adjacent　t・y4　＋　xy3土x3　and　this　has　c・dimensi・n　8・

The　case　T　＝　1，k　＝＝　2　One　of　the　two：

2’3ipIO　＝〉　（21），

2’3ip　＝　O　一　（36）．

（21）．　2’3ip　l　O　＝〉　on　of　the　four：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ip　E　D4

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ip　E　Ds

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ip　E　D6

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ip　E　E6

（22）．φ＝YぞY2士y舞⇒one　ofthe　four：

緬、，伽、！（0）

ゴ細塁，・忽、！（0）

ブ幽，，y9，・・！（0）

ゴ幽、，yS，。・！（0）

⇒
⇒
⇒
⇒

（22），

（26），

（30），

（33）．

N珈2土諺＋XY・＋axy2，
　　　　　　　　　　　　　　α2圭1≠O

N幽2±諺±XY2
f・幽2勾舞＋♂

N幽2士諺
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⇒
⇒
⇒
⇒

ノ駕幽、士y9＋XYI＋axy2，
（23），

（24），

（25）．



一e　一一th

（23）ゴ，1，、，，塁，・y、ノ（0）＝幽・±　yg土x〃2⇒搾幽・±yg±xY2＋婿・・幽、±yg±xy、＋xyl．

（24）．　」’，？，，，，g，．2f（O）　＝　y？y2　±　y23　＋x2　＝〉　f　ks　y？y2　±　yg　＋x2　±xy，2．

（25）ノ∈£M3（1；2）・The・ef・・e　the　c・dimensi・n・f！≧ε（1；2）／（〈諾，諾＞R＋£M3（1；2））≧

10　一2＝　8．

（26）．　ip　＝　y？y2　十　y2‘　＝〉　one　of　the　three：

　　　　　　　　　　　　　　ゴ幽、伽、！（0）f・幽2＋yS土xy・⇒（27），

　　　　　　　　　　　　　　緬、，蜘、ノ（0）N幽2畷＋xy・⇒（28），

　　　　　　　　　　　　　　ブ幽、翻、f（0）N幽・＋yS　⇒（29）・

（27）．妬、，蜘、！（0）一9伽＋旗勘⇒！吻1〃・畷±xY2＋xY…幽・畷士x〃・＋xyl・

（28）妬、伽1！（0）一身1シ2畷鞠・⇒！吻1〃2＋yl＋XYI士蛎

（29）ゴ幽、伽、！（0）一幽・＋yS・Then∫is　adjacent　t・幽2＋垢榔2＋蛎（α＋6y2）（α2≠4ε）

and　this　has　codimension　9．

（30）　ip　＝　y？y2　±　y，5　＝〉　one　of　the　two：

　　　　　　　　　　　　　　　　妬、，卿，，f（0）駕蜘・±xy・⇒（31），

　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ血塗，．，、！（0）fl幽2　⇒（32）・

（31）．緬、伽、！（・）一YIY2±XY2⇒！吻1〃2蛎切2＋x〃・・

（32）ゴ細勘∫（・）一脈2・Then！is　a両acent　t・幽2＋εy25　＋　xy1＋蛎（α＋δy・）（α2≠一ε）

and　this　has　codimension　10

（33）．　ip　＝＝　y？　＋　y，‘．　＝〉　one　of　the　two：

　　　　　　　　　　　　　　　1　：翻隣：翻1切2調

（34）．ブ醐勘！（・）一gl畷士XY2⇒∫吻1畷切1切2

（35）・　2’y？，，s，．，，f（O）　＝　y？　＋y2‘．　Then　f　is　adjacent　to　y？　＋y，‘　±xyi　±xy，2　and　this　has

codimension　8．

（36）　Since　ip　E　£M‘（O；2），　we　have　the　codimension　of　ip　i｝1　S（O；2）／（〈St￥i，，，　itlfiF，，＞R＋　Sn‘（Oi2））　1｝1
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10－2二8．Therefore！has　codimension＞9．

Th．ttase　r　1，k）3．　We　need　only　to　prove　that　the　codimension　of　f　28in　the　case

r－1，ん一3・Since　the　c・dimensi・n・fφ≧ε（0；3）／（〈譜，神田＞R＋£M3（0；3））≧10－3－7・

Therefore　the　codimension　of　f　〉一　7十　1　＝　8．

The　case　r　＝　2，k　＝　O．　One　of　the　five：

　　　ブ2∫（0）Nx？十αsじIx2士x3（α2≠±4）　　　　　　　＝〉　　∫Nx？十axlx2士⑳箋（α2≠：±＝4），

　　　7’2f（O）　fu　（xi±x2）2　＝〉　f’tv一　（xi±x2）2±x：（n　＝＝　3，…　　，6），

　　　ゴ2！（0）・u　xl±c、・じ2・・士x、x・＋xl・・xlX2⇒∫剛？土xlx2±謬

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（n，m　〉一　2，　5Sn十m　〈一　8），

　　　ゴ2！（0）二ごx？orsじ霧　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⇒　　（37），

　　　o・2f（O）QsO　＝〉　（40），
（37）　We　investigate　only　the　case　o’2f（O）　＝　x？，　But　the　case　2’2f（O）　＝　x3　is　calculated

analogously．

One　of　the　two：

　　　　　　　　　　　　　ゴ、c？，x：！（・）u　x？士x；⇒∫剛1土砺士¢1・・xl土xg，

　　　　　　　　　　　　　／’xi，xlf（O）　Qs　x？　．，〉　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（38）．

（38）　One　of　the　three：

　　　　　　　　　　　無　饗踏2土xl：1灘鷲　1∬塁’

　　　　　　　　　　　ブ。蜜μ茎！（0）畷　　　⇒（39）・

（39）　o’．？，．gf（O）　：　x？　＝〉　f　is　adjacent　to　x？　±　xix：　±　xg　and　this　has　codimension　8．

（40）　2’2f（o）　＝　o　＝〉　since　f　E　sm3（2，0），　the　codimension　of　f　〉一　S（2，0）／（〈xizltllll’．，，x2？」’IS．，＞R＋

　£M4　（21　O））　）　10　一　2　＝　8．

The　case　r　＝＝　2，　k　＝　1．　One　of　the　five：

　　　　o’2f（o）　fu　xiy　±　x2y　±　x2　or　xiy　±　x2y　＝〉　f　fU　（Yn”　〉一±　3X，’S　±〉一一　℃2Y．＋＋X2k　s　s），

　　　　　o’2f（o）　fu　x，y＋x2　or　x2y＋x？　＝〉　（4．1fi），，

　　　　　others　t　（44）・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　112
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（41）　We　investigate　only　the　case　o’2f（O）　＝：　xiy＋x2，　But　the　case　2’2f（0）　＝　x2y＋x？　is

calculated　analogously．

　　One　of　the　four：

　　　　　ゴ，・，聯塁∫（0）！吻3土x・y＋　xl　⇒！・U　y3土x、Y士x2y2＋コ・釜，

　　　　　ゴ，・，。IY，。：　f（0）u　y4　＋　ax・y2＋x・け媛⇒∫物4＋αx、y2士励＋・c、け場，

　　　　　ブ写・，xly，。3　f（0）・U　x2y2士x・〃±x3　⇒〃5±sc、〃2士x、叶場，

　　　　　2’y4，．，y，．：f（O）　AS　±xiy＋x3　＝〉　（42）．

（42）ブy・，。、，，。：！（0）一±x・〃＋xl⇒！is　adjacent鞠5士x2y3士x・y＋命nd　this　has　c・dimensi・n

8
．

（43）ブ2！（0）＝xIY　⇒　f　is　adjacent　to　Z13十αω婁㌢十2ω塁土x霧y2士ω1Y（α≠　一3）　and　this　has

codimension　8．

ゴ2∫（0）　＝＝　x2Y　⇒　！　is　adjacent　to　y3十αx？シ十2x莞士x室写2士ω2Y（α　≠　一3）　and　this　has

codimension　8．

（44）ゴ2ノ（0）　is　adjacent　to　fo　＝　（x1士ω2）2　0r　x下士xIω2　0r士τIx2＋x箋　⇒　！　is　adjacent　to

！o十y3十α場雪士2媛（α≠一3）and　this　has　codimension　8、

113
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The　classification　list　of　singularities　with　reticular　K－codimension　lower　than　8

r＝1
k　Normal　form codim　Conditions Notation

O　xn n n　＝＝　2．…　．7
　　1　　　　7

Bn

1　xy十6yn
　y3　十　x2

　y4＋αげ士♂
　炉＋（y2士X）2
　y6　＋6（y2　＋　6x）2

　y5士げ＋♂
　313十αx22ノ十2x3

　　y3＋コじノ土〆

　　y3＋xy2圭Xs
　　y3　±　x2y

　　y3±吻＋X4
　　2／4十εXZ／2十δX3

　　ノ＋げ士X2
　　y5＋げ±X3
　　2／4十εCZ／2十δX4

　　♂＋げ士均

e”＋i　＝　1，n　＝　3，…　，7　’一C’£

α2 nm4

a＃一3

K捲・δ

K誌

2　Y？Y2士爵十XYI十αxg2

　幽、＋ε諺＋伽2＋塀
　y？y2　十　ey23　十　6xy2　十　xy？

　Y？Y2十ε諺十δ詔諺十x2

　蜘2＋諺＋XY・土XY2
　　zl？z12　十　zlg　十　Escz／？　十　6xy2

　　yぞy、＋yS＋XYI±蛎

　　蜘2＋ε諺＋xy・＋伽・

　　避＋yS土鋤＋XY2

α2土1≠0 D，±C1“B
i
l
i
，
D．，
Pii・6

whereε＝士1，δ＝士1．
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周■隔．

r＝2
k　Normal　form

0娩＋ax、x，士xl
　　（X1十ε：じ2）2十δX号

　　x塁十ε　clcじ2十δx穿

　　xぞ十ε　c1　σ婁十δ魂

　　x2，　十　sx？x，　十　6x？

　　婦±媛

　　場圭xl
　　xl十αx？x2十ε媛十δ∬1媛

　　姥＋鋤場＋εx2＋δ命2
　　娩十εx？x2十δx塁

　　場十εXiX3十δ壇

codim Conditions Notation

4　　　　α2≠士4

n十1　　　 n＝3…　　6
　　　　　　　　　　り　　　　ヲ

n十m－1　　γちm≧2，5≦n十m≦8
5

5

6

6

7

7

7

7

B，＝C2a

Bglrg，

1　　y㍗十εx1Zノートδx22ノ十x穿

　　2／3十εSCIZノ十δX22／2十∬豊

　　1／3十ε　C2Zノ＋δζじ12／2十X？

　　y4　十　ax2y2　十　Ex3y　十　xiy　十　6xZ

　　y4　十　axiy2　十　sx？y　十　x2y　十　6x？

　　2／5十εX2Z／2十δX13ノ十X箋

　　2／5十εXIZ／2十・δX2！ノ十X子

　　y3十εω桑ノ十X室十αXlX2十δX箋

1
一m十 n）3，m）2，　m十nS8

a2　＃　46

　
1
　
2
α
1
α
2
　
1
　
2
μ
’

ゆ
翅
5
亀
δ
，
2
獄
2
獄
急
β
2
7
2
，
β
2

α．

ﾊ
熊
¢
α
能
能
硝

whereε＝土1，δ＝士1．
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　　Here，　we　draw　the　figure　of　the　wavefront　of　one　of　the　reticular　Legendrian　map－germ

whose　generating　family　is　a　reticular　versal　unfolding　of　B2一 Cs一一singularity　in　the　classification

list，　that　is　x？　一一　xix2　一一　xg　十　qix22　十　q2x2　十　q3xi　十　q4，　The　wavefront　given　by　this　generating

family　is　a　subset　in　（qi，q2，q3，q4）一space　around　O，　Hence　we　draw　the　sections　of　this

wavefront　in　（q2，　q3，　q4）一SpaCe　given　by　Cutting　at　ql　〈　O，　ql　＝　O，　ql　〉　O　respectively．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　91　〈O

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，”6N鴨、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　，，’7「、、　　　　　　　　　　　　、、、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●㌧、　　　　　　　　　　●ρ”　　　　　　　　　　鰯　　　　　　　　’ρ9　　　　　　　　　　　　，　　　　　　　　　　　　　　　、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロし

　　　　，’”　　　　　　　　　　　　　　、　　　’・’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、
　■夢9　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　魅
，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

　　　　　　　　　　　ノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　＿一一＿＿一一一，ニー一一一一一一一　　　，’

　　　　　　　　　　’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，

　　　　　　　　　　”　　　　　　　　　　’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　θ
　　　　　ロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ
　　　　　　　　　’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　’　　　　　　　　　　　　　　　　　，’

　　　　　　　　で　　　　　’，

　　　　　　　　　、、、、

　　　　　　　　　　　　　、、、、
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