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Generalized　Verma　modules　induced　from　characters

of　parabolic　subalgebras　with　commutative　nilpotent

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　radical

　　　　　　　　　　　Akihito　WAcHi

Department　of　Mathematics，　Faculty　of　Science，

Hokkaido　University，　Sapporo　060－0810，　Japan

Abstract．　9n　a　sgalar一　gen．eralized　Verma　module　IV41（A）　：　U（g）　xu（p）　CA，　the

contravariant　forms　deeply　relate　to　its　structure．　ln　this　thesis，　we　sh6i’　intrinsi－

cally　that　the　contravariant　forms　have　bfunctions　in　its　factor　in　the　case　where　g

is　simple　and　the　nilpotent　radical　of　p　is　commutative．　As　an　application　we　ex一一

plain　intrinsically　why　the　bfunctions　control　the　irreducibility　of　M（A），　the　orbit

dgcomposition　of　n＋　under　the　action　of　the　Levi　subgroup，　and　the　unitarizability

oJf　thLe　irreducible　quotient　of　M（A）．　ln　addition，　we　construct　an　analogue　on　M（A）

the　Capelli　identity　using　our　main　theorem．

1 Introduction
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2

Let　G　be　a　complex　simple　Lie　group．　Let　g　be　the　Lie　algebra　of　G　and　b　its　Cartan

subalgebra．　Let　A　and　A＋　be　the　root　system　and　the　positive　system，　respectively．

Let　p　be　a　parabolic　subalgebra　containing　b　and　all　the　positive　root　spaces．　Then　the

pair　（g，　p）　is　said　to　be　of　commutative　parabolic　type　if　the　nilpotent　radical　n＋　of　p　is

commutative．　ln　this　thesis，　we　exclusively　consider　（g，　p）　of　commutative　parabolic　type．

　　　Let　M（A）　be　the　scalar　generalized　Verma　module　induced　from　A　E　Hom（p，　C）．　Then

M（λ）鯉qn＋］　as　vect・・spaces・We　theref・・e・btain　the・ep・esentati・n・fσ（9）・n　C同，

and　denote　it　by　glA　：　U（g）　一　End　C［n’］．

　　　Let｛Xα，瓦｝be　a　Chevalley　basis・f　g，　where　Xα∈9αf・rα∈△and私∈り．

To　give　the　definition　of　contravariant　forms，　we　define　an　anti－involution　t・　on　U（g）　by

Xa　F一〉　X一．　（a　E　A）　and　to　be　the　identity　on　b．　For　a　representation　（7r，　V）　of　g，　a

bilinear　form　（，）　on　V　is　called　a　contravariant　form　or　a　T（U（g））一contravariant　form　if

3
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it　satisfies　（T（X）v，w）　＝＝　（v，T（　tX）w）　for　X　E　g　and　v，w　E　V．　We　study　a　canonical

glA（U（g））一contravariant　form　（，）A　on　M（A）　．t　C［n’］．　The　structure　of　M（A）　is　deeply

related　to　（，）A．　For　example，　M（A）　is　irreducible　if　and　only　if　（，）A　is　nondegenerate

（Proposition　3．3）　and　the　irreducible　quotient　of　M（A）　is　unitarizable　if　and　only　if　a

contravariant　sesquilinear　form　（，）K　is　non－negative　definite　（Proposition　12．10）．　We　also

study　a　canonical　ad（U（t））一contravariant　form　（，）　on　M（A）　at　C［n＋］，　where　［　is　the　Levi

subalgebra　of　p　containing　b．　ln　fact，　contravariant　forms　（，）A　and　（，）　coincide　up　to

constant　on　each　irreducible　ad（U（r））一submodule　of　M（A）．　We　denote　the　ratio　of　them

by　qA（pa）　（see　g　4）．

　　　One　of　main　purpose　of　this　thesis　is　to　express　qA（iL．L）　as　a　product　of　b－function　bi（pa）

（Corollary　8．1）．　Here　bi（pa）　is　a　b－function　of　a　relative　invariant　of　a　prehomogeneous

vector　space　（Li，Ad，　n，＋・　）　associated　with　（g，p）　（see　Definition　5．6　and　Definition　7．4）．

Then　we　can　explain　why　blfunction　control　the　properties　of　M（A）　via　the　contravariant

forms．

　　　As　an　application　we　explain　the　reason　why　the　b－functions　control　the　irreducibility

・fM（λ），　the・・bit　dec・mp・si七i・n・f　n＋under　the　acti・n・f　the　Levi　subg・。up，　and　the

unitarizability　of　M（A）．　ln　addition，　we　construct　an　analogue　on　M（A）　the　Capelli

identity　using　our　main　theorem．

　　　The　contents　of　this　thesis　is　as　follows：　In　g2　to　g5，　we　give　basic　definitions　such

as　a　generalized　Verma　module，　a　contravariant　forms　and　a　b－function，　ln　g6，　we　state

our　main　theorem　（Theorem　6，1）．　ln　g7，　we　define　subalgebras　of　g　and　restate　the　main

theorem．　ln　g8，　we　derive　an　important　conclusion　Corollary　8．1　from　the　main　theorem，

which　gives　an　expression　of　qA（，C，ti）　as　a　product　of　b－functions．　ln　g9，　we　give　another

expression　of　qA（］tL）．　’

　　　In　g　lO　to　g　13，　we　study　applications　of　our　main　result．　ln　g　lO，　we　study　the　relation

between　the　irreducibility　of　M（A）　and　zeros　of　b－functions．　ln　g　ll，　we　consider　the　one－

to－one　correspondence　between　Ad（L）一〇rbits　on　n＋　and　zeros　of　b－functions．　ln　g　12，　we

study　the　relation　between　the　unitarizability　of　the　irreducible　quotient　of　M（A）　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4

zeros　of　b－functions．　This　application　is　suggested　by　Professor　Shuichi　Suga．　ln　g　13，　we

　construct　an　analogue　on　M（A）　of　the　Capelli　identity．

　　　　In　g　14　and　g　15，　we　prove　the　main　theorem　using　Boe　［1，　4．4．　Theorem］．　Finally，　as

an　appendix，　we　give　data　of　commutative　parabolic　types　in　g　16，

　　　　Here　we　give　some　（historical）　remarks，　First，　qA（pa）　has　already　appeared　in　Wallach

［32，　Propostion　1．2］　and　is　determined　explicitly．　Moreover　the　results　of　Kostant－Sahi

［19｝，・fShimu・a［26］，・f　Rubenthaler－Schi伽ann［23］and・f　Fa・aut－K・・anyi［6］a・e　de－

duced　from　the　explicit　formula　for　qA（it．L）．　lt　is，　however，　not　mentioned　in　Wallach　［32］

that　qA（J（jti）　is　a　product　of　b－functions，　and　it　was　not　known　why　gA（pa）　is　a　product　of

them．

　　　Second，　the　irreducibility　of　M（A）　（gIO）　has　been　studied　in　several　papers．　ln　Jantzen

［14］，　the　determinant　of　（，）A　is　calculated　and　the　irreducibility　criteria　are　described

concretely．　In　Shapovalov［25］，　the　determinan七is　calculated　fbr　the　Verma　modu16．　It

is　observed　that　the　values　of　A　which　makes　M（A）　irreducible，　are　related　to　the　zeros

of　the　b－functions．　The　first　published　result　which　relates　the　irreducibility　criteria　and

the　b－functions，　is　Suga　［27］．　The　necessary　condition　for　the　irreducibility　is　stated　there

in　terms　of　b－functions　in　the　case　where　g　is　classical．　Gyoja　［9］　and　［10］　conjectured　an

irreducibility　criterion　in　terms　of　blfunctions　in　a　more　general　setting，　and　he　proved

this　in　some　special　cases　including　the　commutative　parabolic　cases　by　a　case　study．

　　　Third，　the　one－to－one　correspondence　between　Ad（L）一〇rbits　on　n＋　and　zeros　of　b－

functions　（gll）　was　found　in　Tanisaki，［29，　Proposition　2．6］　motivated　by　the　study　of

hypergeometric　systems　（Tanisaki　［28］）　and　a　quantization　of　certain　prehomogeneous

vector　spaces　（Kamita一一Morita－Tanisaki［16］）．　The　proof　of　the　correspondence　was　a　case

study．

　　　Fourth，　the　unitarizability　of　the　irreducible　quotient　of　M（A）　has　been　studied　in　many

papers　（Wallach　［31］，　Parthasarathy　［22］，　Garland－Zuckerman　［7j，　Enright－Howe－Wallach

［4］，　Enright－Joseph　［5］，　．．．）．　lt　was　known　only　as　a　coincidence　that　the　unitarizability

condition　was　related　to　zeros　of　b－functions．

5
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Professor　Akihiko　Gyoja　for　the　discussion　until　midnight　containing　the　refinements　of

the　proofs，　to　Professor　Shuichi　Suga　for　the　suggestion　about　the　application　in　g12　and

valuable　advice，　and　to　Professor　Hirofumi　Yamada　and　Professor　Hiroshi　Yamashita　for

their　advice　on　references．

2 Scalar　generalized　Verma　modules

In　this　section，　first　we　give　basic　definitions　and　then　we　give　realizations　of　a　scalar

generalized　Verma　module　as　representations　on　a　certain　polynomial　ring．　Lastly　we

define　several　anti－involutions　and　prove　their　properties．

　　　Let　G　be　a　cennected　simple　algebraic　group　and　g　＝　Lie（G）　be　its　Lie　algebra．　Let　h

be　a　Cartan　subalgebra　of　g．　Let　A　be　the　root　system　of　g，　A＋　be　the　positive　system，

｛ai，．，．，a．｝　be　the　simple　system，　and　｛wi，．．．，w．｝　be　the　set　of　fundamental　weights．

Let　p　be　a　parabolic　subalgebra　of　g　which　contains　b　and　all　the　positive　root　spaces．　Let

n＋@be　the　nilpotent　radical　of　p　and　r　be　the　Levi　subalgebra　of　p　containing　b．　Let　AL

and　AN　be　the　set　of　roots　occurring　in　r　and　n＋，　respectively．　We　also　use　the　notation

like△f・r△N・SetパーΣα，△N　9『α，　whe・e　9α　den・tes　theα一…t　space　in　9．　Let五be

the　connected　closed　subgroup　of　G　corresponding　to　1．

Definition　2．1　For　a　complex　simple　Lie　algebra　g　and　its　parabolic　subalgebra　p，　the

pair　（g，　p）　is　said　to　be　of　commutative　parabolic　type　or　of　Hermitian　symmetric　type，　if

the　nilpotent　radical　n＋　of　p　is　nonzero　and　commutative．

　　　Throughout　this　thesis，　we　assume　that　the　pair　（g，　p）　is　of　commutative　parabolic

type．　ln　this　setting，　p　becomes　a　maximal　parabolic　subalgebra　of　g，　and　let　io　be　the

unique　number　such　that　the　simple　root　cMi，　is　not　a　root　of　1．　We　denote　a　pair　（g，　p）

also　by　（g，　io）．　We　will　always　use　Bourbaki’s　way　of　simple　root　numbering　［2］　for　io．　All

the　pairs　（g，io）　of　commutative　parabolic　type　are　listed　in　Figure　1．　Empty　circles　mean

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6

the　simple　root　cvi，．　We　fix　an　invariant　bilinear

of　the　Killing　form　on　g．

（A．，　r）

（Bn，1）

（Cn，　n）

（Dn，　1）

（Dn，　n）

（E6，1）

（E7，　7）

　　　　r－1

form　〈，〉　on　g，　which　must　be　a　multiple

e　一　…　　　一e　－　o　－　e　一　…　　　　一e

o　－　e　一　…　　　一e　＝＝　＞　e

e　一　…　　　一e　¢　o

o－e一　．一

e一一・

へ　　　へ　　
　　　t

　　●

　　　　　
　　　1

　　0

o　　－　　e　　－　　o　－　　e　　－e

　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　1

　　　　　　　　●

1
e

　　e－e　－o

（n　2　1，　1SrS　（n十1）／2）

（n　1）　2）

（n　2　3）

（n　2　4）

（n　2　4）

Figure　1：　commutative　parabolic　type

For　（g，　p）　of　commutative　parabolic　type，　and　A　E　Hom（p，　C），

M（A）　＝　U（g）　（8｝u（，）　CA，

we　set

where　CA　denotes　the　representation　space　of　A．　Note　that　Hom（p，C）　f　y　Czvi，，　since

A　E　Hom（p，C）　must　vanish　on　［p，p］　＝　［［，　1］　十　n＋．　We　have　an　isomorphism　of　vector

spaces　M（A）or　U（n一）・＝S（n一）rv　C［n＋］，　since　both　n＋and　n－are　commutative．　The

last　is・m・・phism　ab・ve　is・btained　by　identifying　n一　with　the　dual　space（n＋）・・f　n＋via

the　fixed　invariant　bilinear　form．　Then　U（g）　acts　on　C［n＋］．　We　denote　this　representation

by　il｝A　：　U（g）　一　End　C［n’］．

Lemma　2．2　Let　｛Fk｝　be　a　basis　of　n一．

　　　（1）　iltA（X）　＝　X　（X　E　n一），

Tんeη，ωεんαve
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（2）　glA（X）

（3）　，lifA（X）　＝＝

2［X，　F，］

lk

互k，∫

　　k

ad　（X）　＋　A（X）

　　　　　　　0
　　　　　　　　＋　A（X）
　　　　　OFk

　　　　　　　　　　O　O£　　［［X，　F，］，　F，］
　　　　　　　　　∂環∂Fl

　　　　　　　　　　　a

（X　E　r），

iil　i．T．　＋　2　A（［X，　F，］）
0

2　il］，，（［X，　Fkj）

　k

（X　E　n’）．

OFk

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　aF，

　　He「e　in　tんe　cα3e　X∈バ・tん・・perat・・Ψλ（X）一X∈n一　・y（n＋）・⊂C［n＋］魏、彦α

multiplying　operator　in　C［n＋］．　On　the　most　right　hand　side　in　the　case　X　E　n＋，　there　is

no　conjfZict　to　ttse　3112A，　since　［X，　．Plk］　E　1．

Proof．　The　linear　isomorphism　M（A）　f）t　C［n’］　is　by　identifying　f　X　1　E　M（A）　with

f　（Ei　C［n’］．　Thus　for　X　E　n一　c　C［n’］，　we　hgve　glA（X）f　c1　Xf　Cg）　1　fy　Xf　E　C［n’］，　where

or　means　the　identification．　Thus　（1）　is　proved．

　　For　X　E　1　and　f　E　C［n＋］　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　WA（X）f　fy　Xf　cg｝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　（fX　十　ad（X）f）　op　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　f　CD　A（X）1　十　ad（X）f　op　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　bt　A（X）f＋ad（X）f．

Thus　we　p・・ved（2），　since　it　is　easy　t・sh・w　that　ad（X）一Σk［X，　Fk］∂／颯．

　　For　X　E　n＋，　the　second　equality　follows　from　（2）．　We　check　the　first　equality．　We　may

assume@that　f　is　a　monic　monomial　in　Fk　without　loss　of　generality．　Set　f　＝＝　Fk，　…　Fk，・

Then　we　have

WA（X）f　cy Xノ⑭1

∫X’⑭1十ad（X）ノ⑭1

ad（X）ノ⑭1

　ヨ

Σ＆、…［x，珊・・へ⑭1
オニユ

ΣF・・…Fk，．、｛　Fk，＋、…Fk、［X，　Fk，j＋［［X，　Fk，］，　Fk，＋、…Fk、］｝⑭、

　¢

　　　　　　　　　　　　　　　　8

　　　　2　Zl；：li／LL　’一rvJ’一‘’OFk　OEt　’　z1；u’一XL””‘Njia．Fk

　　　　一￥λ（［卿凡・…菰…Fk・＋1；．［陶，購1…瓦…冗…Fk・・

Thus（3）is　proved．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

　　　Next　we　fix　a　Chevalley　basis　of　g．　Let　｛X．　1　a　E　A｝U｛Hi　1　i＝　1，．．．，n｝　be　a

Chevalley　basis　of　g　such　that　X．　E　ga　and　Hi　E　h　is　the　coroot　of　the　simple　root　ai．

Namely，　it　satisfies　（1）　2er」（HD　＝＝　6ii・，　（2）　［X．，X一．］　is　equal　to　the　coroot　of　a　for　a　E　A＋，

and　（3）　if　we　define　constants　c．p　by　［X．，Xp］　＝　capXa＋fi，　then　c－a，一6　＝＝　一ca6・　Since

Definition　2．3　（1）　and　（3）　depend　on　a　choice　of　a　Chevalley　basis，　we　fix　this　Chevalley

basis　once　and　for　all．

　　We　compute　〈X．，X一．〉　for　later　use．　We　have　2〈Xa，X－a＞　＝：　〈［Ha，Xa］，X－a＞　＝＝

〈［［Xa，X－a］，Xa］，X－a＞　＝　〈Ha，Ha＞　＝　（2a／（a，　a），2a／（a，　a））　＝＝　4／（a，　a），　where　（，）　is　the

bilinear　form　on　b“　induced　from　the　fixed　invariant　bilinear　form　〈，〉．　Thus　we　have

（2．i）　〈Xa，X－a＞　＝　li6．；i！Eb，　．　’

　　Here　we　define　three　anti－involutions．　First　one　is　on　U（g），　and　the　rest　are　on　D．＋，

the　ring　of　polynomial　coefficient　differential　operators　on　n＋．　Naturally　D．＋　is　identified

with　C［n＋］　X　S（n＋）．　lndeed，　S（n“）　is　identified　with　the　ring　of　constant　coefficient

differential　operators　on　n＋　as　follows：　For　P　E　S（n＋），　we　define　a　constant　coefficient

differential　operator　P（0）　on　n＋　as　an　operator　such　that

（2・2）　P（0）　exp　〈x，　y＞　＝　P（y）　exp　〈x，　y＞　（x　E　n’，yE　n一）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9

　　　　　　　　　　一ΣF・、…瓦，…へ⑭λ（［X，Fk，］）1

　　　　　　　　　　　　　オ

　　　　　　　　　　　　　＋Σ」昨1…Fk，．、・　Fk，＋、…［［X，　Fk，］，Fku］…Fk，⑭・

　　　　　　　　　　　　　　　ユ　オくむ　　

　　　　　　　　　　・・Σλ（［x，Fk，］）Fk、…菰ビ・・Fkd

　　　　　　　　　　　　　ご

　　　　　　　　　　　　　＋iΣ［［x，Fk，］，凡］Fk、…瓦…冗…Fk、．

　　　　　　　　　　　　　　　　t≠u

On　the　other　hand，　it　is　easily　checked　that

（illil，i）［［燗∂ユ＋Σλ（阻］）∂）（f）
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Here　P（y）　on　the　right　hand　side　is　a　polynomial　function　on　nin　by　the　identification

5（n＋）c・　C［n”］　via　the丘xed　invariant　bilinear　f・・m〈，〉．　ln　particular，　f。，　F∈パand

　PE　n＋

（2．3）　P（0）（F）　＝＝　〈P，　F＞．

Definition　2．3　Let　D．＋　denote　the　ring　ofpolynomial　coeflicient　differential　operator　on

　n十．

　　　　（1）　Define　an　anti－involution　t‘　on　U（g）　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tXa＝X－a　（aGA），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tHi　＝　Hi　（i　E　｛1，　…，n｝），

where　X．　and　Hi　are　the　elements　of　the　fixed　Chevalley　basis．　These　formulas　de－

fine　an　anti－automorphism　of　the　Lie　algebra　g，　and　we　extend　it　to　U（g）　as　an　anti－

homomorphism　of　a　ring．

　　　（2）　Define　an　anti－involution　a　on　D．＋　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a（F」）　＝　F」，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ（2∂罵）∂亀，

where　｛F］・　｝’
@is　a　basis　of　n一．　lt　is　obvious　that　a　does　not　depend　on　a　choice　of　a　basis．

　　　（3）　Define　an　anti－involution　T　on　D．＋　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7（X－a）　＝　Xa（0），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7（Xa（0））　＝　X－a，

for　a　E　AN．　Here　｛X．｝　is　a　part　of　the　fixed　Chevalley　basis．　Note　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O　2　　0
　　　　　　　　　　　　　　　　　　Xa（0）　＝＝　〈Xa，X－a＞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　OX－a　（a，　a）OX一．’

because　of　（2．1）　and　（2．3）．

Next　we　prove　the　properties　of　the　anti－involutions　defined　above．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　10

Lemma　2．4　（1）　（cf．　［13］，　S6　Exercise）　The　anti－involution　‘・　on　U（g）　is　the　identity　on

Z（（），　the　centeT　of　U（t）．

　　　（2）　The　anti－involution　a　on　D．＋　satisfies

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o一（illirA（zt））　＝　’il［1－A－2，（s（iL））　（zL　（i　U（g）），

where　s　is　an　anti－involution　on　U（g）　defined　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5（x）七聚：！‡＋バ），

α吻∈H・m（P，C）i・んalf　the　sum吻・繍△N，・r　equivα1・吻2ρ（X）一T・。＋ad（X）

forXEP．

　　　（3）　The　anti－involution　T　on　D．＋　satisfies

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tr（ilPA（zc））　一　NIPA（　ttL）　（tzL　E　U（　（））．

Proof．　（1）　r　is　a　direct　sum　of　the　semisimple　part　［t，　r］　and　a　one－dimensional　center

contained　in　b．　Since　the　anti－involution　t・　is　the　identity　on　U（b），　we　have　only　to　check

that　t・　is　the　identity　on　Z（［t，　1］）．

　　　Let　q　：　Z（［（，　1］）　一一一一〉　U（b　n　［（，　r］）　be　the　Harish－Chandra　homomorphism，　which　maps

Z（［r，　t］）　isomorphically　onto　its　image．　Namely，　g　is　injectlve．　The　explicit　form　of　g

is　a　composite　of　the　projection　from　U（g）　＝　U（b）　O　（g－U（g）　＋　U（g）g’）　to　U（b）　and

an　isomorphism　on　U（b）　defined　by　H　e　H－6（H）．　Here　g±　＝　2）．，A＋g±a　and　6　＝

（1／2）　2aEAL’　‘”’

　　Since　［X，　tz］　＝　一｛tX，　z］，　the　anti－involution　t・　stabilizes　Z（［1，　t］）．　Because　of　the

construction　of　g，　it　follows　that　q（　tu）　＝＝　g（zL）　for　u　E　Z（［r，　r］）．　Then　the　injectivity　of　g

proves　the　assertion．

　　（2）　lt　suffices　to　show　the　assertion　for　u　＝　X　E　g．　lt　is　obvious　for　X　E　n一．

　　Let　X　E　｛　and　｛Fk｝　be　a　basis　of　n’．

　　　　　　　　　　　a（g）A（X））　＝＝　a（￥［X，Fk］bltll；＋A（X））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　11
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一　ad（X）　十　A（X）　一　Tr．一　ad（X）

一　ad（X）　十　A（X）　十　2p（X）．

We　proved　the　assertion　for　X　E　t．

Lastly，　let　X　E　n＋．

　　a（2WA（X））　＝

（2．4）

￥　Z；i！till；　ill－2A－2p（［X，　Fk］）

σ（2　lll，，（［X，　17，］　k）議）

　　　0

　　　　　　　　　　　　　　　z；一v　一”　“”N“　’　rv’iOFk　’1：”　L　OFk

where　we　used　the　（proved）　assertion　for　X　E　t　in　the　second　equality．　We　compute　the

second　term　on　the　most　right　hand　side．

　　　　　　　　　　　0Σ
ん

￥　w一，，一，，（［x，　．F，］）　blt2iF　＋　￥　［z｛tl，il，　w一，，一，，（［x，　F，］）

［Ziiltill’，W－2A－2p（［X，Fk］）］　．，

where　we　used　the　identity　［［X，　Fk］，　F」］　＝＝

and　the　Jacobi　identity．　Then　（2．4）　is　equal　to

￥　［bltli｛；，　ad（［x，　F，］）］

；”［∂銑欄，F」］∂

Σユ（ad（［X，翔）（Fk））

］
i
」
∂

∂
ろ∂

、、－，

，

ftl；）v　OFk　N　V”一NL“’7‘　」JIV　rc／／oF」

￥．　｛’rr．一ad（fx，F」］）｝bltili7．

一億2ρ（幽D溝，

［［X，　F」］，　Fk］　which　is　followed　from　［Fk，　F」］　＝　O

￥　｛w－2A－2p（［X，　Fk］）　一　2p（［X，　Fk］）｝　zslt2iF

12

・・
@￥Ψ一2λ一・ρ（阻D議

＝　2Wr－A－2，（X）．

We　proved　（2）．

　　　（3）　It　suffices　to　show　the　assertion　for　u　＝　X　E　r　and　A　＝　O．　We　define　c．　＝＝

’　〈X．，X一．〉一i　for　a　E　AN．　Then　0／OX一．　＝　c．X．（0）　and　｛c．X．　l　cM　E　AN｝　is　a　dual　basis

　of　｛X”．　1　a　E　AN｝　with　respect　to　〈，〉．

7（ad（X））　＝

We　proved　（3）．

　　　Σ［x，x一α］

　　　　　　　　　　∂x＿α
　　α∈△二

Σ・αcβ〈XB，［x，　x一α］＞x一αxβ（∂）

α，β

Σ〈・αX一α，［Xβ，X］＞X＿・cβXβ（∂）

αρ

Σ｛x，，x］cβxβ（∂）

が

写障β］∂是，

γ
　
　
　

γ

∂
【
α一

口

Remark　2．5　We　note　that　there　is　another　realization　of　M（A）　on　C［n＋］　as　follows：

　　First　we　construct　a　representationψλofσ（g）on　C［バ］．　For　f∈C［バ］，　we　extend∫

to　a　function　on　a　neighborhood　of　the　identity　element　of　G，　and　we　denote　it　also　by　f．

We　define

　　　　　　　　　　　　f（expAexpB）一e一λ（B）f（A）（4∈バ，B∈P），

　　In　the　case　where　A　can　be　lifted　to　a　character　of　P，　we　note　that　f　can　be　regarded

as　a　restriction　to　7VnyP／P　f＞t　n一　of　a　section　of　a　G－equivariant　line　bundle　on　G／P

such　that　the　action　of　P　at　the　origin　is　given　byλ．　Here　P　andハトdenote　the　closed

subgroup　of　G　corresponding　to　p　and　n一，　respectively．

　　We　define　VA　by

thA（X）f（A）　一
d
誘ノ（exp（一tx）exp・A）

　　　　　　　　13

t＝o

（x∈9，A∈バ）．
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　　Then　we　have　by　slightly　hard　calculations

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－x（∂）掴）　　　　　（x∈バ），

　　　　　　　　　　ψλ（x）ノ（A）一i［凋（∂）ノ（餅λ（x）ノ（A）　（x∈【），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i囚x，且］］（∂）！（餅λ（［x，刈）！（A）（x∈n＋）．

　　　　Next　we　apply　the　Fourier　transform　to　thA（X）．　The　Fourier　transform　is　an　isomor－

phism　of　Weyl　algebras　defined　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F：　Dn一　一一一一〉　Dn＋

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　G　e　G（0）　（GEn’）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（∂）→一F（F∈バ）．

We　note　that　we　do　not　use　a　usual　mapping　G　e　vi＝ErG（0）　and　F（0）　F一〉　V‘＝lrF，　since

we　want　to　match　the　coefficients　of　lllrA（X）　with　that　of　F　o　thA（X）．　We　have　by　harder

　calculations

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F　o　・ipA　＝　WA－2p．

See　also　［28］　where　thA　plays　an　important　role．

3　Two　contravariant　forms

In　this　section，　we　give　a　definition　of　contravariant　forms　and　then　we　introduce　two

contravariant　forms　on　M（A）．

Definition　3．1　Let　（T，　V）　be　a　U（g）一module．　A　symmetric　bilinear　form　（，）　on　V　is

called　a　coη伽a「tαnt　f・…r　aπ（σ（9））一。・η伽αriant・form　if（π（脚’）一（v，π（W）

for　all　u　E　U（g）　and　v，　v’　E　V．

The　following　propositions　are　fundamental　on　contravariant　forms．

Proposition　3．2　（cf．　Garland－Zuckerman　［7，　Lemma　2．5］）　Let　V　be　a　U（g）一module　and

mb川eductive　subalgebrα・f　g　c・漁卿んe・artan　subalge励Of　g．　Let（，）be　an

m－contravariant　form　on　V．

　　　（1）Distinct　w・igん細ce5・fV　are・吻・nα1・witんre3pect　t。（，）

（2）脚1αη弗α吻んe5t　w吻伽蜘・dule　OfV　witんdistinct　higゐest　weights，

then　（Wi，　W2）　＝＝　O．

14

Proof．　（1）　Note　that　（，）　is　also　b－contravariant．　Let　vi　and　v2　be　weight　vectors　of

V　with　weight　pai　and　pa2，　respectively．　lf　ta　1　pa2　then　there　exists　H　E　b　such　that

pai（H）　1　pa2（H）．　We　have　pai（H）（vi，v2）　＝　（H．vi，v2）　＝　（vi，H．v2）　＝＝　pa2（H）（vi，v2）．　Thus

（Vl，　V2）　＝　O．

　　　（2）　Let　wi　be　a　highest　weight　vector　of　Wi　with　a　highest　weight　ui，　Assume　that

yi　＃　y2　and　（Wi，W2）　＃　O，　Then　O　1　（U（m）．wi，U（m）．w2）　＝　（wi，　V（m）U（m）．w2）　＝

（wi，　U（m）．w2）　＝　（wi，　W2）．　lt　follows　from　（1）　that　W2　contains　a　yi－weight　space．　Namely，

Yl≦レ2．　Similarly，　Yl≧〃2．　Thusレ1＝〃2．　This　is　a　contradiction．　　　　　　　　　　ロ

Proposition　3．3　（c£　Humphreys　［13］　S6，　Wallach　［31］　）　Let　V　be　a　U（g）一module．

Assume　tんαオy25α吻んe5勘吻ん孟m・dule．　Tんen　lveんαve

（1）　There　exists　a　nonzero　contravariant　form　on　V，　and　it　is　unique　up　to　constant

　　　　　multiple．

（2）Th・舳・α1・fαn・n・・r…ntravariαnt　f・rm・n　V・・incides・with・tんe　mαximα1・pr。per

　　　　　szLbmodule　of　V．

Proo£　Let　vA　be　a　highest　weight　vector　of　V　with　a　highest　weight　A．　First　we　define　a

C－1inea・functi卿λ・σ（g）一→C・Let　9士den・te　the　sum・f　all　the　p・sitive（negative）

root　spaces　in　g．　Define　gA　as　a　composite　of　the　projection　U（g）　＝　U（b）　（D　（g－U（g）　十

U（g）g’）　一一一〉　U（b）　and　A　：　U（b）　一一〉　C．　Note　that　soA（　‘zL）　＝　goA（u）　for　ze　E　U（g）．　Then　we

define　（，）　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（P・VA，　q・VA）　＝　soA（　tqp）　（p，　q　E　U（g））．

　　　We　must　check　that　it　is　well－defined．　Let　V一　be　the　sum　of　weight　spaces　of　V　with

weights　lower　than　A．　Then　by　the　definition　of　gA，　we　have　u．vA　＝一　qA（zL）vA　（mod　V一）・

　　　Let　Y　be　the　unique　maximal　submodule　of　V．　Obviously　Y　c　V一．　lf　v　E　V　is　a

cyclic　vector　of　V，　then　vA　E　U（g）．v，　and　vice　versa．　ln　particular，

（3．1）　gA（U（g）zL）　＝O　if　and　only　if　zL，vA　E　Y．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　15
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　　　If　p．vA　＝　r．vA　for　r　E　U（g），　then　（p　一一　r）．vA　＝＝　O　E　Y．　Thus　O　＝　gA（tq（p　一　r））　＝

（p・vA，q．vA）　一　（r．vA，q．vA）．　This　proves　that　（，）　is　well－defined．　We　can　easily　prove　that

（，）　is　a　contravariant　form　from　the　definition　of　（，）　and　the　property　of　gA．

　　　Lastly，　if　we　proves　the　uniqueness，　then　（2）　follows　from　（3．1）．　Let　（，）’　be　another

contravariant　form　on　V．　We　have　（p．vA，q．vA）’　＝　（tqp．vA，vA）’　＝　gA（tqp）（vA，vA）’，　since

distinct　weight　spaces　are　orthogonal　by　Proposition　3．2．　This　formula　means　that　a

contravariant　form　is　determined　only　by　a　value　（vA，　vA）’．　Thus　we　proved　the　proposition．

口

　　　　We　introduce　two　contravariant　forms　on　M（A）　f＞t　C［n＋］．　One　is　a　WA（U（g））一

contravariant　form　and　the　other　is　an　ad（U（t））一contravariant　form　on　C［n＋］．

Definition　3．4　We　define　a　illA（U（g））一contravariant　form　（，）A　by

　　　　　　　　　　　　　　（！，9）λ一qλ（tgf）f・r　f，9∈C［n＋］…S（バ）⊂σ（9），

where　qA　is　the　same　as　in　the　proof　of　Proposition　3．3．

Definition　3．5　Define　symmetric　Cbilinear　form　（，）　on　C［n＋］　c＞t　S（n一）　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　（！，9）一（tg（∂）ノ）（0）f・r！，9∈C［n＋］c…S（バ），

where　tg（0）　is　the　constant　coeMcient　differential　operator　（see　（2．2））　on　n＋　identified

with　tg　E　S（n＋），　and　（　‘g（0）f）（O）　means　a　differentiation　followed　by　evaluation　at　O　E　n＋．

This　bilinear　form　is　ad（U（t））一contravariant，　since　the　bilinear　form　defined　by　〈P，　f＞　＝＝

（P（∂）！）（0）f・・P∈S（n＋）and∫∈C団，is　Ad（五）一inva，iant．　M。，e。ver　this　c。nt，ava，iant

form　is　obviously　nondegenerate．

We　summarize　some　properties　of　these　bilinear　forms．

Lemma　3．6　（1）　WA（U（t））一contTavariance　and　ad（U（1））一contravariance　are　the　same　no－

　　　　　tion．

（2）オΨλ（σ（9））一。・n伽α磁蜘湘5α13・Ψλ（σ（【））．c。n伽αriant．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　16

（3）（∫，9ん）λ・＝（Ψλ（tg）！，ん）λ　for　f，9，ん∈C［n＋］N3（rr）．

（4）　（f，　gh）　＝　（　tg　（0）　f，　h）　for　f，　g，　h　E　C［n’］　cy　S（n一）．

Proof．　（1）　lt　follows　from　iPA（X）　＝　ad（X）　＋A（X）　for　X　E　r．　（2）　lt　follows　immediately

from　the　definition　of　the　contravariance．　（3）　Since　（，）A　is　iltA（U（g））一contravariant，　and

since　WA（u）　is　just　a　multiplying　operator　for　iL　E　C［n＋］　at　S（n一），　we　obtain　the　identity．

（4）It　follows　immediately　from　Definition　3．5．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

4　The　ratio　of　the　two　contravariant　forms

We　have　defined　two　contravariant　forms　on　M（A）　cy　S（n一）　ty　C［n＋］．　Since　both　（，）　and

（，）A　are　ad（U（t））一contravariant　by　Lemma　3．6，　it　follows　from　Proposition　3．3　（1）　that

（，　）A　coincides　with　（，　）　up　to　constant　multiple　on　each　irreducible　ad（U（t））一submodule　of

C［n＋］．　ln　this　section　we　define　a　function　qA（pa）　as　the　ratio　of　these　two　forms．

Definition　4．1　Two　roots　a，3　E　A　are　said　to　be　strongly　orthogonal，　if　a　and　fi　are

non－proportional　and　both　cu　＋6　¢　A　and　ctr　一　6　¢　A　hold．

　　　If　a，　rs　，E　A　and　（or，fi）　〈　O，　then　or　＋　fi　E　A．　Thus　if　a　is　strongly　orthogonal　to　6

then　a　is　orthogonal　to　5．

　　　We　take　the　family　of　mutually　strongly　orthogonal　roots　contained　in　AN　like　［11］．

Set　ori　＝　ai，．　When　we　have　taken　ori，．．．，ori，　let　7i＋i　be　the　lowest　root　in

　　　　　　　　　　　　　　　｛a　E　AN　1　ct　is　strongly　orthogonal　to　all　7i，…，ori｝，

if　this　set　is　not　empty．　Let　r　be　the　index　of　7i　which　we　could　take　last．　Set　Ai　＝

一（”Yi　十…　十　ori）　fo　r　i　E　｛1，．．．，r｝．

The・rem　4・2（Schmid［24］）五叫be　tんe脚θ伽εη3客・nal　irreducibge　ad（σ（【））一

m・dule　with　highest　weight　Pa・We　den・t・　by　Cd［n＋］tん・ん・m・geη・・us・c・mp・nent。ノ卿ee

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　17
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d　of　C［n’］．　Then　we　have

　　　　　　　　　　di一鴫，び団）一｛1　（lt　＝　kiAi　十’”十　kr　Ar7　　メ・TS・mekゴ∈Z≧・，d一Σ、ゴ鳶30（・オんe漉3e）．），

In　particular　C［n＋］　is　multiplzcity　free，　that　is，　all　the　multiplicities　of　irreducible　ad（U（1））一

submodules　are　equal　to　one．　For　pa　＝　kiAi　＋…＋　k．A．　（k」　E　Z）o），　we　also　denote　by

I，　the　unique　ad（U（r））一submodule　in　C［n’］　with　a　highest　weight　pt．　Then　we　have　an

irreducible　decomposition

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c［n＋］＝　e　1．．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，uE2；＝，　Z）oA，

Let　fi　be　a　highest　weight　vector　ofム、　andノ：μ＝！fi…　f“”forμ＝161λ1十…　十krλr．

Then　fp　is　a　highest　weight　vector　of　lp．

　　　As　we　stated　before，　two　ad（U（r））一contravariant　forms　（，）A　and　（，）　on　C［n＋］，　coincide

on　each　irreducible　submodule　1，．　For　pa　＝　kiAi＋・　・　・＋k．A．　（k」　G　Z）o）　and　A　E　Hom（p，　C），

we　define　qA（’t’‘））　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（，）A＝　qA（pa）（，）　on　lp　×　lp．

Lemma　4．3　For　all　pa，　（f”，　fp）　is　nomero．

P…£lt　is・bvi・us　fr・m　the　de丘niti・n　that（，）is　n・ndegenerate・n　C同．　F・rμ≠レ，

it　f・11・ws　f・・m　P・・P・siti・n　3・2（2）that（ち，1。）一〇since　C同is　multiplicity　f・ee．　Thus

（，）is　n・ndegene・ate・n　each　l。・We　have（ノ。，ル）≠Osince　the　highest　weight　space。f

Ip　is　one－dirnensionaL　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

　　　Thanks　to　Lemma　4．3，　we　have

（4・1）　　　　　9λ（μ）一（∫。ノ。）λ／（ム，！。）．

5　b－Functions

In　this　section，　we　introduce　prehomogeneous　vector　spaces　and　define　Ofunctions　of

prehomogeneous　vector　spaces　associated　with　（g，p）　of　commutative　parabolic　type．

18

Definition　5．1　（1）　A　finite　dimensional　G－module　V　is　called　a　prehomogeneous　vector

space　if　there　exists　an　open　G－orbit　on　V．

　　　（2）　A　nonzero　rational　function　f　on　V　is　called　a　relative　invarzant　of　（G，　V），　if　there

exists　a　character　x　of　G　such　that　f（gv）　＝　x（g）f（v）　for　all　g　E　G　and　v　E　V．

　　　（3）　A　prehomogeneous　vector　space　（G，　V）　is　said　to　be　regular　if　there　exists　a　relative

invariant　f　of　（G，　V）　and　the　Hessian　det（02f／Ox，Oxi）　is　not　identically　zero，　where　｛x，｝

is　a　linear　coordinate　system　of　V．

Remark　5．2　lt　is　known　that　（L，　Ad，　n＋）　is　a　prehomogeneous　vector　space　and　the　open

L－orbit　contains　Xor，　十・　・　・十X7．，　where　X7，　is　an　element　of　our　fixed　Chevalley　basis　［21，

Th60rbm　2．8］．　The　（L，　Ad，　n＋）　is　regular　if　and　only　if　Hermitian　symmetric　space　G／L

is　of　tube　type　［18］．

　　　All　the　pairs　（g，　io）　of　commutative　parabolic　type，　where　（L，　Ad，　n＋）　becomes　a　regular

prehomogeneous　vector　space，　are　listed　in　Figure　2．　Notation　is　the　same　as　b．efore．

　　Let　H7，　be　the　coroot　of　or3，　that　is，　H7，　E　［gorJ，g－7」］　and　7］（H7，）　＝＝　2．　Set　b一　＝

Σ；＝、CH，プ

（A2卜1，T）

（Bn，　1）

（Cn，n）

（Dn，　1）

（D2r，2r）

（E，，　7）

「

　　同｛

o　－　e　一一一　…　　　一e　＝〉　e

●　一…　　　一●　く＝＝＝二　〇

o－e　一一　…

e
●
一
O

e　一一一　e

1
■

e

e　－　e　一一一　e　一一　e　一一一　e　－　o

　　　　　　　　l

　　　　　　　　e

Figure　2：　regular　type

（r　2　1）

（n　2　2）

（n　）　3）

（n　2　4）
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Theorem　5．3　（Moore　［20，　Theorem　2］）　（1）　For　a　E　Ai，　the　possible　forms　of　alh－

are　as　follows：

　　　　　　　　　　　　　　1（γプー’γi）（1≦i＜ゴ≦r），一掛盛（1≦i≦r），・．

　　　（2）　For　a　E　Ak　X　｛ori　，　．　．　．　，　7，　｝，　the　possible　fo　rms　of　alb一　are　as　fo　llo　ws：

　　　　　　　　　　　　　　　　　1（細（1≦i＜ブ≦r），1・yi（・≦i≦・）．

　　　（3）∬（五，Ad，n＋）i・a　regiLlar・preh・m・9・n・・u・磁・r・Pαce，　the吐（・／2）Or、　in　the　ab。ve

possibilities　does　not　occur．

We　exclusively　deal　with　the　case　when　（L，Ad，　n＋）　is　a　regular　prehomogeneous　vector

space　for　the　rest　of　this　section．　We　can　find　relative　invariant　of　a　regular　prehomoge－

neous　vector　space（五，Ad，n＋）using　Theorem　5．3．

Lemma　5．4　ij　（L，Ad，　n＋）　is　Tegular，　then　A．　＝　一2zz7i，．　Thus　f．　is　a　relative　invariant

oゾ（五，Ad，　n＋）．

Proof．　For　cy　E　AL，　we　have　alb一　＝＝　（1／2）（7，・　一　7i）　（i，7’　E　｛1，．．．，r｝）　by　Theorem　5．3，

since　（L，　Ad，　n’）　is　regular．　We　have　that　（Ar，　a）　＝　一　2Z＝i　（7k，　CY）　＝　一　2k　a（t7h　）　＝

『Σkα1り一（り一一Σ・（1／2）（or〔∂（ち、）一一（1／2）｛（励）一（鴇）｝一・，　whe，e　t7，

denotes　the　element　in　b　which　is　identified　with　7k　via　the　fixed　invariant　form．　Thus　A．　is

a　constant　multiple　of　wi，．　We　can　determine　it　by　computing　（A．，　ai，）／（zvi，，　ai，）．　We　have

that　（A，，　ai，）／（zvi，，　ai，）　＝　一（7i　＋　…＋　7，，7i）／2－i（ai，，　ai，）　＝　一（ori，　7i）／2－i（7i，7i）　＝＝　一2・

　　　The　highest　weight・fム．　is　equal　t・一2wi。，and　theref・・eム．　is　a　t，ivia1。ne．dimensi。nal

ad（U（［1，　（j））一module，　that　is，　IA．　＝　Cf，．　This　means　that　f．　is　a　relative　invariant．　m

　　　Here　we　define　b－functions　and　b－function－like　functions　associated　with　the　regular

P「ehom・gene・us　vect・r　spaces（ゐ，　Ad，　n＋）・Since∫。　is　a　relative　inva，iant，9∈五acts。n

f．　by　a　certain　scalar　multiple，　say　x（g）．　Dually　for　tf，　E　S（n＋），　g　acts　by　x（g）一i．　Thus

tf，f，　E　U（g）　is　Ad（L）一invariant，　and　therefore　the　differential　operator　tf，（a）f，　on　n＋

is　Ad（L）一invariant．　Then　‘f．（0）f．．f，　has　a　weight　pa　and　it　is　still　an　ad（U（1））一maximal

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　20

vector．　Thus　‘f．（0）f，　acts　on　f，　E　C［n＋］

multiple，　since　C［n＋］　is　multiplicity　free．

　　As　for　an　Ad（L）一invariance　of　WA（　tf，f．）

（IL　＝　kiAi　十’”十　krAr）　by　a　certain　scalar

，　we　need　the　following　lemma．

Lemma　5．5　The　representation　WA　is　Ad（L）一equivariant．　Namely，　Ad（g）．WA（u）　：＝＝　Ad（g）

og）A（ze）　o　Ad（g－i）　＝＝　WA（Ad（g）u），　for　2L　E　U（g）　and　g　E　L．

Proof．　We　have　a　canonical　linear　isomorphism　M（A）　＝　U（g）　Xu（p）　CA　一一〉　C［n＋］．　Thus

we　can　define　linear　mapping　a　：　U（g）　一一〉　C［n＋］　as　a　composite　of　the　canonical　surjection

ひ（g）→M（λ）and　the　above　canonical　isomorphism　M（λ）→C［n＋］．

　　　First　we　show　that　a　commutes　with　the　Ad（L）一action．　Since　U（g）　＝　U（n’）U（p）　from

PBW　theorem，　any　zL　E　U（g）　is　a　sum　of　elements　such　as　np　（n　E　U（n一），　p　E　U（p））．

We　may　assume　u　＝　np　without　loss　of　generality．　For　g　E　L，　we　have　a（Ad（g）（np））　＝

a（Ad（g）nAd（g）p）　＝＝　Ad（g）n・A（Ad（g）p）　＝＝　Ad（g）n・A（p）　＝　Ad（g）a（np）．　Thus　or　commutes

with　the　Ad（五）一action．

　　　It　is　easy　to　see　that　WA（u）f　＝　cy（iLf）　for　u　E　U（g）　and　f　E　C［n＋］　rv　S（n一）．　Thus　we

have　Ad（g）　o　g）A（u）　o　Ad（g－i）f　＝　Ad（g）a（u　Ad（g－i）f）　＝＝　a（（Ad（g）u）f）　＝　glA（Ad（g）u）f．

The　assertion　is　proved．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

　　　By　Lemma　5・5，Ψλ（tf・f・）is　Ad（五）一inva・iant，　and　the・ef・reΨλ（tf，f，）als・acts・n　f，

by　a　certain　scalar　multiple．

　　　Then　we　can　define　functions　b，（xi）　and　6A，，（IL）　by　tf，（0）f，f，　＝　b．（lt）f，　and　glA（　‘f，　fr）

f”　＝　6A，r（LL）fi，　respectively．　lt　is　easily　seen　that　b，　and　6A，．　are　polynomials．

　　　Moreover　we　can　define　these　functions　for　pa　E　2　CAi　as　follows．　Let　A　be　a　connected

simply　connected　open　subset　of　n＋　such　that　A（a），．．．，f．（a）　7C　O　for　all　a　E　A．　Set

O－C同・F・・μ一κ・λ・＋…＋k，・Ar（κゴ∈C），0［ノr1，一．，∫ド1］∫。・n　A　bec・mes　a

DA－module．　Here　a　differential　operator　0／Ox　E　DA　acts　on　O［fii，．．．　，　f，’i］f”　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　券（㈲一1塞∫。＋砦

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一向ノ。＋9∂1器ん
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・葦．難

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（互＋∂1・9んOx　’　Ox）（ψ）！μ，

whe・e　g∈0［fi一’・．．．，f．一’］and∂1・9ん／∂x一Σ，嫉1∂fi／∂x．　Then　the，e　exists　b－

fu　nction　b；　（，c，e）　E　C［ki　，　．　．　．　，　k．］　such　that　‘f，　（0）　f，　f，　＝　b；　（pa）　f，　．　He　re　b．　（pa）　and　b；　（pa）

coincide　when　pa　E　2i　Z一＞oAi，　and　therefore　they　coincide　for　all　pa　E　12　）i　CAi．　Similarly

we　can　define　5A，，（itL）　for　xL　E　2i　CAi．　ln　this　way，　we　can　define　polynomials　b，（LL）　and

5A，r（，（・‘）　by　the　following　definition．

Definition　5．6　Assume　that　（L，Ad，　n＋）　is　regular．　Define　polynomials　b．　and　6A，．　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tfr（0）frf”　＝　br（pa）f“，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ψλ（tfr／Dん　　ニ＝　βλ，，（μ）！μ，

for　A　E　Hom（p，C）　and　pa　＝　kiAi　＋…＋　k．A．　（k」　E　C）．

6　Main　theorem

We　continue　to　assume　that　（L，Ad，n＋）　is　regular　in　this　section．　We　state　our　main

theorem．　The　theorem　needs　the　normalization　of　f，．　By　［21，　Th60rem　2．8］，　the　open

L－orbit　on　（L，　Ad，n＋）　contains　the　vector　Xh　＋…＋X7．・　Thus　fr（Xor，　＋’”＋X7．）　7E　O・

Then　we　normalize　f．　by

（6・1）　fr（X7i　＋’”＋　X7r）　＝＝　1’

We　fix　this　normalization　for　the　rest　of　this　thesis．

　　　We　define　the　constants　which　will　be　used　in　our　main　theorem．　Let　p．　E　Hom（p，　C）

be　half　the　sum　of　the　roots　of　n＋，　that　is，

　　　　　　　　　　　　　　p．　（X）　＝　（g　2．　a）　（X）　＝＝　S　Tr．＋　ad（X）　（X　E　p）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α∈△声

Since　p，　is　a　constant　multiple　of　zvi，，　we　define　the　complex　number　p，O　by

（6．2）
Pr　＝＝　PrOWio・
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　　　The　following　theorem　and　its　corollary　（Corollary　8．1）　are　our　main　results．　This

theorem　suggests　that　the　structure　of　a　scalar　generalized　Verma　module　has　a　certain

connection　with　b－functions　of　prehomogeneous　vector　spaces　associated　with　them．

Theorem　6．1　AsszLme　that　（L，　Ad，n＋）　is　a　regular　prehomogeneous　vector　space．　lf　f．

is　normalized　by　（6．1），　then　for　ps　＝＝　kiAi　十・・’十　krAr　（ki　E　C），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5A，r（It）　＝　（一1）”br（LL）br（，a　’　（AO　＋　p9）A．），

where　AO　is　the　complex　number　defined　by　A　＝　AOwi，．

We　will　prove　this　theorem　in　g　14　and　g15．

7　Subalgebras　of　g

In　this　section，　we　will　define　certain　subalgebras　of　g　and　show　some　properties　related

to　these　subalgebras．　Then　we　define　b－functions　and　b－function－like　functions　associated

with　the　subalgebras．　We　return　to　the　situation　where　（L，Ad，n＋）　is　not　necessarily

regular．

　　　We　define　the　subalgebras　of　g　following　［31］．　Set

　　　　AN，，　＝　｛a　E　AN　；　alf，一　＝　（ork　＋　or」）／2　for　some　1　S　］’　〈　k　S　i｝　U　｛ori，．．．，　7i｝，

　　　　　n許一Σ9±α・

　　　　　　　　　　　α∈ムカ，｛

Let　ti　be　［n，＋・　，　n，i　］．　lt　is　easy　to　see　that　li　is　a　Lie　algebra．　Set

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Pi＝L＋n才，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9i＝n汁いn才，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　㌦＝り∩9i，

and　let　Li　be　the　connected　closed　subgroup　of　G　corresponding　to　ti．　Then　（gi，pi）　is　of

commutative　parabolic　type，　and　（Li，　Ad，　ni　）　is　a　regular　prehomogeneous　vector　space．

Obviously，　the　maximal　family　of　mutually　strongly　orthogonal　roots　contained　in　AN，i，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　23
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constructed　in　the　same　way，　coincides　with　｛ori，．．．，7i｝．　More　precisely，　these　roots

　should　be　restricted　to　bi．

　　　　As　in　Theorem　6．1　we　normalize　fi　so　that

（7・1）　fi（X，，＋…＋X，．）＝1　for　i　E｛1，．．．，r｝，

　or　equivalently，

（7・2）　fi（X，，＋…＋X，，）＝1　for　i　E｛1，．．．，r｝．

　　　　Here　we　define　an　index　set　of　a　basis　of　the　Ai－weight　space　of　C［n＋］，　and　prove　its

　properties．

Definition　7．1　For　i　E　｛1，．．．，r｝，　we　fix　a　subset

　　　　　　　　　　　　B，　c　｛（5，，．．．，5，）　1　6」　E　AN，6i　＋…　＋　Bi　一一一一　ori　＋…　＋7i｝

　such　that　the　set

　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛X一　fi，　・　・　・　X一　fi，　E　C［n’］　1　（／Bi　，　．　．　．　，　，（3i）　E　Bi｝

forms　a　basis　of　the　Ai－weight　space　of　C［n＋］．

　　　We　set

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Bi　＝　（7i，…，ori）・

Obviously　Bi　contains　（ori，．．．，ori）　up　tb　order．　We　may　assume　that　Bi　E　Bi．

　　　The　Ai－weight　space　contains　fi．　Thus　we　define　aB　E　C　（B　E　Bi）　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　fi　＝　2　aBX－6，　…　X－s，　（B　＝　（6i，…，　6i））・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　BEBi

Lemma　7．2　For　i　E｛1，．．．，r｝　we　have

　　　（1）〃（β・，…，βの∈Bi・　tんeηeαcん卵3¢η△N，‘．

　　　（2）　aB，　＝：　2－i（7i，’yi）i．

Proof．　（1）　By　Theorem　5．3，　（6コ口＋…＋fii）lh一　＝　（or，，　＋…＋7，，．）／2，　where　ek　E　｛1，…，r｝

and　m　is　an　integer　such　that　i≦m≦2i・・n　the・ther　hand，（β、＋…＋の1り一一
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（’yi，　’yi）

　　　　　　　　　　　　＝　aBi　2i　（’yi　，　t）ti）一Z，

where　we　used　（2．1）．　Thus　we　have　the　assertion．

（7i　十’”十7i）lh一　＝　ori　十’”十　7i・　Here　7i，…　，7r　are　mutually　（strongly）　orthogonal，　and

hence　linearly　independent　in　（b一）’．　Thus　m　must　be　equal　to　2i　and　（ei，．．．，e2i）　must

be　equal　to（1，1，2，2，…　，i，のup　to　order・This　means　eachβゴbelongs　to△｝与，i．

　　（2）First　we　n・te　that　Bi　is　the　unique　element　in　Bi　which　c・nsists・nly・f　7アs．　Then

we　have

　　　　　　　　　1　＝　fi（Xッ、十…十X7ゴ）

　　　　　　　　　　　　＝　2　aB　〈X－6i，　X7i　＋’”＋　Xx＞’”　〈X－pi，　Xn　＋’”＋　Xor，＞

　　　　　　　　　　　　　　BEBi

　　　　　　　　　　　＝＝　aB，　〈X－7，，　Xor，　十　・　・　・　十　X7，〉　・　・　・　〈X－7，　，　X7，　十　・　・・　十　Xx＞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　2
　　　　　　　　　　　　　　aBili；tylrlTA－il，t71）

口

Lemma　7．3　For　i　E　｛1，　．　．　．　，　r｝，　we　have　fj　E　C［n，＋・　］　for　1’　E　｛1，　．　．　．　，　i｝　and　an　irredu　cible

ad（U（ti））一module　decomposition

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C［nナz］一　e（1。∩C國），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　LLE£；一　．．i　Z20」＞t」

Proo£　First　we　consider　the　irreducible　decomposition．　By　Theorem　4．2，　the　set　of

the　possible　ad（U（li））一maximal　weights　in　C［n，＋・　］　are　exactly　equal　to　£S・＝，　Z）oA，・．　lt　is

obvious　that　1．　A　C［n，＋・　］　is　an　ad（U（ti））一module．　Thus　we　have　only　to　show　that　each

ろ∩C囲。・ntainsんas　a　highest　weight　vect・・with　highest　weightμ．　Namely，　we　have

only　to　show　that　f，・　belongs　to　C［n，’・］for　2’　E　｛1，．．．，i｝．　Lemma　7．2　（1）　proves　it．　D

　　　We　consider　C［n，＋・　］　as　a　U（gi）一module　in　the　following　way．　The　restriction　Alp，　leads

to　the　generalized　Verma　module　M（Alp，）　＝　U（gi）　（8）u（p，）　CAI，，　which　is　isomorphi’c　to

qn才1　as　a　vect・r　space・We　den・te　this　rep・esentati・n・fσ（ω・n　C團byΨλ！，、．　N・te

that　this　representation　is　not　equivalent　to　the　restriction　of　WA　to　U（gi）．　By　the　same

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　25
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argument　as　in　Lemma　5．4，　we　can　show　that　Ai　＝　一2wi，　on　bi，　and　therefore　fi　is　the

　relative　invariant　of　（Li，　Ad，　ni　）．　The　following　definition　is　a　generalization　of　Definition

　5．6．

Definition　7．4　For　i　E　｛1，．．．，r｝，　define　polynomials　bi　and　BA，i　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘fi（0）fif＃　＝　bi（pa）fp，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　WAl，，（tfi　fi）fi‘　，＝　fiA，i（，CL）fiz

f・・λ∈H・m（P，C）andμ＝k・λ・＋…＋軌（kゴ∈C）．

　　　　We　define　a　character　pi　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　pi　＝　i　2　a　E　Hom（pi，　c）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α∈△丸｛

Since　pi　is　a　constant　multiple　of　evi，　on　bi，　we　define　the　complex　number　p，O・　by

（7．3）　pi＝p，O・wi，　on　bi．

Since　each　（Li，Ad，　n，＋・　）　is　a　regular　prehomogeneous　vector　space，　even　if　（L，　Ad，　n＋）　is

not　regular，　Theorem　6．1　implies　the　following　assertion．

The・rem　7・5　A一・オんα妨（ブ∈｛1，…，小s　n－lized　as（7．1）αnd　that（9，P）i、

・fc…u励ve　Pαrab・lic　type・ωんere　the　preん・m・gene・us　vect・r・spαce（五，Ad，　n＋）is　n。t

ηece35α吻regular・確e如∈｛1，…，r｝・Then　for　pa－k・λ、＋…械λ晒∈C），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，BA，i（，tL）　＝＝　（一1）ibi（」tL）bi（，f，t　一　（AO　＋　p？．　）A，），

wheTe　AO　is　the　complex　number　dejfined　by　Alp，　＝　AOzui，．

8　An　expression　of　qA（，iC．，e）　in　terms　of　b－function

In　this　section　we　give　a　corollary　to　the　main　theorem．　The　corollary　is　a　part　of　our

main　results．　lt　indicates　that　a　contravariant　form　on　a　scalar　generalized　Verma　module

is　deeply　related　to　blfunctions．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　26

corollary　8．1　Jf　fi　’s　are　normalized　by　（7．1），　then　for　pa　：　kiAi　十…　十　k，A，　（ki　E　Z＞o），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r　ki　一1

　　　　　　　　qλ（μ）一（一1）deg∫・r皿bi（klλ1＋…＋k、一1λ、一1＋ゴλi一（λo＋ρ1）λの．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1ゴ＝O

Proof．　We　can　calculate　qA（LL）　using　（4．1）：　qA（LL）　＝＝　（f，，f，）A／（f，，f，）．　First　we　compute

（ん，fμ）λ・

　　　By　Definition　3．4，　the　construction　of　（，）A，　we　can　compute　（fp，　fp）A　within　the　sub－

algeb・aσ（9・）・fσ（9），・inceノ・∈C［n才］f・・m　Lemma　7・3・ln・the・w・・ds，（∫、，ん）λ一

（f”f”）・1，．，wh・・e（，）λ1，js　theΨλi，．（ひ（9。））一。・nt・ava・iant　f・・m・n　C［n才］・・n・t・uct・d　in

the　same　way　as　in　Definition　3．4．　Then　we　have

　　　　　　　　　　　（ん，ノμ）λ一（∫、，！。）λ1，．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　（fr　fp－Ar　，　fr　fi‘　一Ar　）Alp．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　（　g］　Al　p．　（　fr　）　fp－Ar　，　WAI　p．　（　fr　）　fp　一Ar　）AI　pr

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝　（　tll　Al　，．　（　tfr　fr　）　fLz－Ar　7　fp　一　）tr　）A1　p”

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　6A　，r　（L‘　一　Ar）（f”　ny　Ar　，　fphAr　）Alpr

（8．1）　＝　6A，r（，C・L－Ar）’”6A，r（Ii－krAr）（f＃一krAr，fp－krAr）Alpr，

by　Lemma　3・6（3）・He・e∫・一鳶．λ．一ノ5’…∫た三1∈C［n江1］・Thus（ノ、一蜘∫μ一k．λ．）λ1，．一

（fp－krA．，fp－k．A．）Al，．一，　aS　befOre・　Then　we　can　apply　Lemma　3．6　（3）　again　to　（8．1），　and

at　last’
@we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア　ki－1

　　　　　　　　　　　　　　　（ん，ん）λ＝II　IIβλ，i（1ご1λ1＋…　＋ki－1λi＿1＋ブλの．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　乞＝1ゴニO

　　Similarly，　it　follows　from　Lemma　3．6　（4）　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r　ki　一1

　　　　　　　　　　　　　　　　（fp，　fp）　＝＝　fl　H　bi（kiAi　＋　’”　＋　ki－iAi－i　＋　］’Ai）’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1ゴ＝O

　　Then　we　have

　　9λ（μ）＝（！。∫。）λ／（ん，ノ。）
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　　　　　　　　　　　　r　ki　一1

　　　　　　　　－11rlβλ，細・＋…＋ki－1λ臼＋ゴλ∂／bi（k、λ、＋…榔、λト1＋ブλ∂

　　　　　　　　　　　i＝1ゴ；O

　　　　　　　　　　　　r　ki　一1

　　　　　　　　＝　H　II　（一1）ib，（k，A，　＋　…　＋　k，一’，A，一，　＋　2’A，　一　（AO　＋　p9・　）A，）．

　　　　　　　　　　　た・1ゴ＝O

Here　2；・．．，　2，k・1－oi　i＝£；・＝，　iki　＝deg　f，．　Thus　the　corollary　is　proved．　o

9　Another　expression　of　gA（’（’t））　in　terms　of　b－function

We　give　some　applications　in　sections　from　10　to　13．　In　this　section　we　show　some　formulas

for　bi（，（．L）　and　qA（pa）　which　will　be　used　in　the　later　sections．

　　　Set

（9．1）　bi（s）　＝＝　bi（sAi）　（s　E　C）．

First　we　give　a　formula　which　expresses　b．（pa）　in　terms　of　bi（s）　（i　E　｛1，．．．，r｝）　in　Propo－

sition　9．3．　Note　that　this　formula　does　not　depend　on　the　main　theorems　（Theorem　6．1，

Theorem　7．5），　and　we　will　use　it　to　prove　the　main　theorems．　We　begin　with　the　following

lemma．

正emma　9・1脇meオんαt（五，Ad，　n＋）is　regulαr・五eオωLδ・the　1・nge3t伽eπオ。f　tんe

陶lg脚・ゾ（【，り）・Then　ZU乙丁・ver・e・（7・，＿，orr），ごんαオ乞・，ωL．r＞・i一ツ，一、＋、　f。r　i∈

｛1，．．．，r｝．

Proof．　We　prove　the　lemma　by　an　induction　on　i．　For　i一一一’一　1，　we　recall　two　facts．　First，

n＋@is　an　irreducible　t－module．　lndeed，　if　m　c　n＋　is　a　proper　t－submodule，　then　it　is　easy

to　see　that　m㊥［バ岡㊥［n一，［バ，m1］is　a　p・・per　idea1・f　g．　Thus　the　simplicity。f　g

implies　that　m　＝　O．　（Theorem　4．2　also　proves　this　irreducibility．）　Second，　wL　reverses　the

standard　order　of　weights　in　a　weight　module．　ln　particular，　zvL　maps　the　lowest　weight

to　the　highest　weight．’

　　Here，　7i　＝＝　ai，　is　the　lowest　weight　of　n＋．　We　show　that　7，　is　the　highest　weight

of　n＋．　lf　it　is　not　the　case，　then　there　exists　a　E　Ai　such　that　or．　＋a　E　AN．　By

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　28

Theorem　5・3，　（orr　十　a）lly一　＝　7r　十　（7i　一　ork）／2　for　some　1　S　k　S　1　S　r．　On　the　other　hand，

（7．　十　a）lh一　＝　（7q　十　7p）／2　for　some　1　S　p　〈　g　S　r　again　by　Theorem　5．3．　lt　follows　from

the　linearly　independence　of　｛orj｝　that　k　＝　1　＝　p　＝　q　＝　r．　This　contradicts　p　〈　q．　We

proved　the　case　i　＝　1．

　　If　we　proved　until　i，　then　the　sequencesω五・’γf＜ωL！γi＿1＜…　＜wL！γ1　and・γr　＿i＋1く

or，一i＋2　〈　…　〈　7．　coincide．　Here，　from　the　construction　of　｛or3・｝，　wL．ori＋i　is　the　highest

root　among　the　roots　in　AN　which　are　strongly　orthogonal　to　all　wL．7i，　．　．　．　，　zuL．7i．　’］？hus

orr－i　fE｛　ZVL・7i＋i・

　　On　the　other　hand，　by　Theorem　5．3，　wL．ori＋ilb一　＝　（ort十7k）／2　for　some　1　S　k　S　1　g　r一一一i，

since　it　is　orthogonal　to　all　or，mi＋i，　．　．　．　，　ori．　Thus　illL．ori＋i　must　be　equal　to　ty．一i．　We　proved

the　lemma．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

Lemma　9．2　（cf．　Rubenthaler－Schiffmann　［23，　Lemme　5．6］）　Let　f’i　be　a　lowest　weight

vector・Oノへ．、　normαlized　by

　　　　　　　　　　　　　　　　fi（Xori　十’”十　X7r）　＝　fi（X7i＋i　十’”十　X7r）　＝　1，

for　i　E　｛1，　．　．　．　，　r　一　1｝．　Th　en　zve　have

　　　　　　　　　　　　　　　犠（∂）ff1…が｛∫野＋1－b，・一i（m）f5・…店1が・＋1∫野，

foriE　｛1，．．．，r一　1｝　and　ki，．．．，ki，mE　Z＞o．

Proo£　Set

　　AM，，　＝　｛a　E　AN　；　al　ly一　＝　（ork　＋　or」）／2　for　some　i　〈　2’　〈　k　g　r｝　U　｛ori＋i，…，　or．｝，

　　　　mi　一　2　ga．

　　　　　　　　　　aEzxM，i

　　First　we　prove

（9・2）　　　f，　（x＋y）一綱孟ω）（x∈n才，y∈m才）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　29
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We　have　［［i，mi　］　＝＝　O，　since　a　sum　ofa　root　in　AL，i　and　a　root　in　AM，i　can　not　be　a　root　in

Ak　by　Theorem　5．3．　Thus　Ad（Li）　acts　trivially　on　m，＋・　and　f，（x＋y）　is　a　relative　invariant

with「espect　to　Ad（みの一acti・nおafuncti・n・厩れ才・lts　weightλ・いs　equal　t・λご1り；，

which　is　the　weight　of　fi（x）　as　a　function　of　x　E　n，＋・　．　Thus　f．（x＋y）　is　a　scalar　multiple

of　fi（x）　as　a　function　of　x　E　ni　．　Similarly，　it　is　a　scalar　multiple　of　it（y）　as　a　function　of

y　E　mi　．　We　have　（9．2）　by　the　normalization．

　　　Let　NL　be　the　nilpotent　subgroup　of　L　corresponding　to　the　nilpotent　subalgebra

2．EA．＋　ga　of　1・　Then　both　sides　are　Ad（NL）一stable，　and　they　have　the　same　weight．　Thus

they　coincide　up　to　a　constant　multiple．　Let　A　be　an　afline　space　X7，＋・　・　・＋X7，＋mi　C　n＋・

Then　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　艦（∂）ノf1…！許｛が＋1伝＝　艦（∂）（ff・…が・！野＋1レ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　艦（∂）ゐm＋1巨，

and

　　　　　　　　　　　　　　　　　δ・一i（m）∫f1…濃王1が・＋1∫野iA＝δ卜i（m）ゐm巨．

Thus　we　have　only　to　show　that　‘i・（0）fNiM”　＝　b．一i（m）f－iM．

　　　We　take　a　representative　zbL　E　IVL（H）　of　the　longest　element　wL　of　the　Weyl　group　of

L．　Since　Ad（zbL）ga　c　gWLa　for　cy　E　A，　we　can　define　constants　ea　E　CX　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ad（lbL）Xa　＝　eaXwLa’

Then　we　have

and　hence

2／（dv，a）　＝ 〈Xa　，　X－a＞

〈Ad（2bL）　Xa　，　Ad（ZbL）X－a＞

〈Ca　XwLa，　C－ctX－wLa＞

Ca　C－a　’　2／（ZU　L　Ct，　111　L　CY）

cac－a　’　2／（a，　a），

　　　Since　Ad（tbL）　maps　a　highest　weight　vector　to　a　lowest　weight　vector　in　IA．一，，　we　have

Ad（ibL）f，一i　＝　Cifi　for　some　Ci　E　CX．　The　unique　term　in　Ad（ibL）f，一i　which　does　not

vanish　at　Xッ1十…十Xor．　is　Ad＠L）（αB．．｛X一ッ1…X一ッ．．‘）＝αB．一ic－71…c＿ッ．．‘X－tyr…

X＿7i＋、，whereαB卜、　is　de且ned　in　Definition　7．1．　On　the　other　hand，　the　unique　term　in

Cifi　which　does　not　vanish　at　Xor，　十　…　十　X7．　is　equal　to　CiaB．．，Xhi7．　…　，X－7，．，　thanks

to　the　normalization．　Thus　we　have　Ci　＝　c－ori　’”C－7．一i・

　　Similarly，　if　we　de丘ne　q’∈C×by　Ad＠L）tf卜i＝q’tfi，　then　we　haveα＝cor、…c7卜、

＝　C，一i．　Thus　we　have
　　　z

Then　we　have

tf，（o）f，m＋i　＝

We　proved　the　lemma．

f，　＝＝　CiiAd（2bL）fr－i，

‘i’　＝　Ci　Ad（2bL）‘fr－i・

（Ci　Ad（ZbL）　tfr－i）（0）（Ciny“’　A　d（zbL）fr－i）M”

Ci　M　Ad（ZbL）（　‘fr－i（0）　f．M－t’　i）

0♂mAd（WL）br＿i（m）！皿乞

br－i（m）f，M．

Proposition　9．3　For　LL　＝＝　ki　Ai　十　・　・　・　十　k，　A．　（kj　E　C），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＿　br（ki十…十kr）　　62（k卜1十kr）
　　　　b”（，［・‘）＝si／lii：iV＃：一i＃’：Xs’N’”k，：＋．．．’giUX’”iii’i’liiiiit－zi－i（li’ikZii：i’bi（kr）・

bi（s）　divides　bi＋i（s）　，and　theTefore　b．（pa）　is　a　polynomial

　　　　　　　　　　　　　　　in　ki，．．．，kr　is　equal　to　r．

口

CaC－a　＝1　（or　E　A）．

　　　　　　　30

In　Pα耽ular，

M・r・・ver・the　t・tα1吻ee・f　br（μ）

of　degree　i　in　ki．

Proo£　lf　we　know　the　above　equality，　then　it　is　easy　to　see　that　bi（s）　divides　bi＋i（s），　since

br（，cac）　and　bi（s）　are　polynomials．　Then，　in　addition，　it　is　obvious　that　b，（pa）　is　a　polynomia1

31
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ef　degree　i　jn　ki　（i　E　｛1，．．．，r｝），　since　the　degree　of　bi（s）　is　equal　to　i．　Moreover　it　follows

　that　the　total　degree　of　b．（，c．‘）　in　ki，．．．，k．　is　equal　to　r．

　　　　We　therefore　have　only　to　prove　the　equality．　Applying　Lemma　9．2　repeatedly，　we

have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r－1　ki

　　　　　労二丁1（∂）…轡1（∂）！ik・＋’邑＋kr＋1－mHb－i（ゴ＋ki＋1＋…＋k。）×f5・＿撫．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＝1ゴ＝1

Applying　tf，（0）　to　this　equality　and　using　Lemma　9，2　again　to　the　left　hand　side　，　we

have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r－1　ki－1

　　　　　　　　　　　　　　　　　6・（k・＋…＋k川H6。一i（プ＋ki＋1＋…＋k。）×ノμ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z＝1ゴ＝O

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r－1　ki

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一δ・（μ）H　fl　b，一i（ブ＋k、＋1＋…＋kr）×ん

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　仁1ゴ＝1

Then　the　proposition　is　proved　by　comparing　both　sides．　o

　　　　Second　we　show　the　explicit　formula　for　the　b－function　bi（s）　in　Proposition　9．9，　al一一

though　［21，　Th60rbm　4．6］　gives　an　intrinsic　proof　of　the　formula．　We　need　several　known

lemmas　to　show　the　formula．

Lemma　9・4翫2∈｛1，．．．，r－1｝，ム、へ⊃へ＋、．

Proo£　Let　Cd［n＋］　denote　the　homogeneous　component　of　degree　d　of　C［n＋］．　Then

へ＋・⊂σ＋1［n＋］一σ［n＋］C1［n＋］一σ［れ＋］1λ、．　Thus　there　existsμ一k、λ、＋＿＋k，　A，　such

that　1・⊂Cz同andへ＋、⊂1、・1λ、・Assume　thatμ≠λ、．　Thenμ一k、λ、＋…＋ki一、λi一、一

一（MIOr1＋∵・＋m繍一1），where　mゴーkゴ＋…＋kr・Any　ad（σ（【））一maximal　weight・ccurring

in　lplA，　is　a　sum　of　pa　and　a　weight　of　IA，．　Thus　Ai＋i　＝　pa＋a　for　some　a　E　AN．　Here

（Ai＋i　一’　pa）lb一　＝＝　｛（mi　th　1）ori　＋’”＋　（mi．i　一　1）ori－i　一　ori　一　7i＋i｝lh一．　This　can　not　be　equal

to　alh一　by　Theorem　5．3．　Thus　ps　must　be　Ai　and　we　proved　the　lemma．　o

Lemma　9・5五・t　Y　be　tんe　mαximal・subm・dule　・f　M（λ）・伽一k、λ、＋…＋k。　Ar（kゴ∈

Z≧・）・1・・ccurs－a・αc卿・n・nt　・f　the　irredzLcible　dec・mp・5吻呵Y　re姻edα5αn

ad（σ（1））一m・伽1e，ザαnd・吻if　qλ（μ）＝0．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　32

Proof．　lt　follows　from　Proposition　3．2　（2）　and　Proposition　3．3　（2）　that　1，　c　Y　if　and　only

if　（1”，　lp）A　＝　O．　Since　Jp　is　an　irreducible　ad（U（1））一module，　the　nonzero　contravariant　form

（，）　defined　in　Definition　3．5　is　nondegenerate　on　1．．　Thus　it　follows　from　the　definition

of（7λ（μ）that　Jp⊂Yifand　only　ifqλ（μ）＝0．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

Definition　9．6　For　1　：E｛　i　〈　2’　一く　r，　define　c　＝　＃｛a　E　AL　A　A’　；　all」一　＝＝　（7」　一　7i）／2｝．

We　can　show　a　property　of　c　which　justifies　the　definition　above．　We　need　a　lemma．

Lemma　9．7　（c£　Enright－Joseph　［5，　Lemma　2．3］）　For　any　a　E　G．，　there　exists　w．　E　WL

・u・んtんαオω・（・yi）＝ッ。（のfor　i∈｛1，…，r｝，ωん・・e耽d・n・孟e5オんe陶19T・up・μ．

Proof．　We　first　note　that　the　proof　in　［5］　is　a　case　study．　For　i　E　｛1，．．．，r｝，　there　exists

a（1・ngest）element如n　the　Weyl　g・・up・f五琶such　thatωi（笏）・・，　．yi一ゴ＋1（1≦」≦i）by

Lemma　9．1．　We　regard　wi　as　an　element　of　VVL　by　expressing　in　a　composite　of　simple

reflections．

　　　By　the　construction　of　AL，i，　we　have　wi（or，・）　＝＝　ori・　（i　〈　2’　〈一　r）．　Then　it　follows

that　｛wi，．．．，w，｝　generates　（15，，　since　we　can　easily　show　that　｛wi，．．．，wi｝　generates　（Ei5i

inductively．　We　proved　the　lemma．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

Lemma　9．8　c　is　independent　of　i　or　2’　and　e＝　tt｛cy　E　AN　；　alb一　＝　（orit　＋ori）／2｝　foT

1　g　i　〈　2’　一く　r．　Moreover，　if　（L，Ad，　n＋）　is　a　regular　prehomogeneous　vector　space，　then

（9・3）　c　＝　｝G，：一Z－iii一　1　（dim　n’　一　r）

P…£Setαゴー｛α∈△L；α1り一一（㌘7∂／2｝f・r　1≦i＜ゴ≦r．　F・・1Si〈ゴ〈k≦r，

We　can　take　il／o・k）　E　WL　by　Lemma　9．7，　where　（2’k）　is　d　transposition　in　（15．．　Then　it　is

easy　to　show　that　il／（」・k）Ci」　＝　Cik．　Thus　ttCiit　is　independent　of　1’　and　similarly　independent

of　i．　We　proved　that　c　is　independent　of　i　or　2’，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　33
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　　　Next　we　set　Di」　一一一＝　｛a　E　Ak　；　alb一　＝　（or」　＋ori）／2｝　for　1　一く　i〈　］’　一く　r．　We　take　a　simple

reflection　s7，　E　VVL　corresponding　to　7i．　Then　s7，（Cii・）　＝　Dii・　and　the　second　assertion　is

proved．　We　also　note　that　Dij　一一一　Cij　十　ori．

　　　Lastly，　if　（L，Ad，　n＋）　is　regular，　then　it　follows　from　Theorem　5．3　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tt　（Ak　X　｛ori，　・　・　・　・　orr　｝）　＝＝　c　×　（5）　・

Thus
　　　　　　　　　　　　　　　　c＝　（S）　一’（dim　n’　一　r）　＝　一，一一一一一（．　2一　i）　（dim　n’　一一　r）・

口

　　　Note　that　c　is　defined　by　（9．3）　in　［21，　Th60rem　4．6］．

　　　Here　we　can　determine　the　constant　p，O・　defined　in　（7．3）　in　the　same　way　as　in　Lemma

5．4．　We　know　p9・　E　Hom（pi，C）　tt　Czvi，．　Thus　we　have　p9・　＝　（pi，ai，）／（tui，，ai，）・　By

Lemma　9．8，

（pi　，　aio）　＝

1

2

　　a

ll／　r　c
21K　“　　2
　　　　1≦ゴ〈た≦ゴ

景（i一・）（or1，ッ・）＋1（7・，ツ・）

（or1，　or1）　（i　一　1

1Σα，ツ・

　aEAk，i

Σ（α1り一，ツ、）

（（，．II．ll．，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　i　2

Since　（wi，，ai，）　＝　（7i，ori）／2，　we　have

Proposition　9．9　（　［21，　Th60rbm　4．6］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　bi（s）　＝＝　di

where　di　E　C　X　is　a　constant．

（7k　＋　”＞t」），　’Yi）　＋　（ori　＋　…　＋　7i，　’）ti））

c＋1

p
．

i－1
　　　　　c十1．
　　　2

，　［32，　Theorem　3．3］）

tli．（1．，ll（s＋i＋3，），

34
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proof．　Let　Y　be　the　maximal　submodule　of　M（A）．　By　Lemma　9．4　if　IA，　c　Y　then

IA，．，　c　Y　since　lllA（X）　is　a　multiplying　operator　for　X　E　n一．　Then　it　follows　from

Lemma　9．5　that　qA（Ai）　＝　O　implies　qA（Ai＋i）　＝　0　for　i　E　｛1，．．．，r一　1｝．　By　Corollary

8．1，　if　bi（一AO　一　p，O・）　＝　O　then　bi＋i（一AO　一　p9・．，）　＝　O．　Obviously　b，・（s）　has　s＋1　in　its

factors　for　any　7’@and　it　is　known　that　b」・（S）　is　of　degree　7’　in　s．　Since　bi（s）　＝　s＋1

up　to　constant，　if　bi（一AO　一　p9）　＝　O　then　一AO　一　p9　十1　＝＝　O．　ln　this　case，　we　have

b2（一AO　一　p8）　＝　O．　Since　一AO　一　p8　十　1　74　O，　b2（一AO　一　pg）　has　a　factor　一AO　一　p9　十　1．　Thus

we　have　b2（一AO　一pg）　＝＝　（一AO　一　p？　十1）（一AO　一　p8　十1）　up　to　constant．　lnductively　we　have

b，（一AO　一　p，O・　）　＝　（一AO　一　p？　＋　1）　・・　・　（一AO　一　p，O・　＋1）　for　i　E　｛1，　．　．．　，　r｝　up　to　constant　multiple．

The　proposition　is　proved　by　replacing　一AO　一　p，O・　by　s　and　using　（9．4）　for　p」O・．　o

Prop　osition　9．10　For　i　E　｛1，　．　．　．　，　r｝　and　pa　＝　ki　Ai　十　・　・　・　十　ki　Ai　（kj　E　C）　2ve　have

（9・5）’ @bi（μ）一面（ki一ゴ＋…＋　ki　＋i＋　lc），

where　di　’s　are　dejFined　in　Proposition　9．9．

Proo£　lt　immediately　follows　from　Proposition　9．3　and　Proposition　9．9．

Proposition　9．11　For　pa　＝　kiAi　＋…＋　k．A．　（k」　E　Z）o）　zve　have

（9・6）　qA（pa）　＝＝　（1．il．．［，d，k・i）　i．lll＝，ik‘”／／’一i，k”一i（g，＋Ao一．）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア　　ん｛

（9．7）　qA　（lt）　＝　ll　ll　bi　（Ae　一　（2’　＋　ki＋i　＋…＋　k．）），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1ゴ＝1

where　di　’s　are　defined　in　Proposition　9．9．

Proof．　By　Corollary　8．1，　Proposition　9．10　and　（9．4），　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r　ki　一1

gA（ia）　＝　（一1）deg　fA　n　ll　bi（k，A，　＋　・　・　・　＋　ki一，　）t，一，　＋　o’Ai　一　（AO　＋　p？・　）Ai）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た1ゴ＝0
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　li．．　（AO　’　2’　一　ki－i　一’”一　kr　＋1＋gc）　．

It　is　easy　to　see　that　this　is　equal　to　the　third　last　formula　in　the　calculation　above．　We

proved（9．7）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

　　　　　　　　一（一1）d・g∫・面小i一，＋…姻ゴーλ・＋1＋1・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1　」’一一〇　s＝O

　　　　　　　　一（一1）一（茸dり

　　　　　　　　　　　　×　1．i！，．　1，　k，］‘＝一，i　iD．1，　（ki－s　＋’”　ki－i　＋　i’　一　Ao　m　（L’52ic＋　i）　＋i＋gc）

　　　　　　　　　：　（一i）degh　（1．CI［＝，　d5・i）　II．　il．OHi．一．，i　ili．1，　（ki一，　＋…k，一，　＋2・　一　Ao　一　3L：’：Ng＝！s　一一　i，）　．

Replacing　s　by　t　＝＝i－s一　1，　this　is　equal　to

　　　　　　（一1）一（津）喜縣＋・＋…＋ki一・＋ゴーλ・一lc）

　　　　　　　＝　（一i）degh　（ll．　il，．　；，　d，k・i）　ll．llll　it／g，　k，lli＝一〇’　（k，＋，　＋…＋　ki一，　＋　2・　一　Ao　一　gc）

　　　　　　　一（一1）一（喜噸欝一1（m一λ・一lc）・

We　proved　（9．6）．

　　Next　we　check　that　the　right　hand　side　of　（9．7）　is　equal　to　the　right　hand　side　of　（9．6）．

By　Proposition　9，9，　we　have

麟（AO　一　（g’　＋　ki－i　＋’”＋　kr））一喜鱒λ・一

10　lrreducibility　criteria　for　scalar　generalized

　　　　　Verma　modules

In　this　section　we　consider　two　irreducibility　criteria　for　scalar　generalized　Verma　modules．

One　is　in　terms　of　tsfunctions　and　the　other　is　in　terms　of　contravariant　forms．　We　see

how　these　two　criteria　relate　to　each　other　through　Corollary　8．1　or　Proposition　9．11．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　36

Proposition　10．1　For　A　＝　AOwi，　E　Hom（p，　C），　the　following　are　equivalent：

（1）Th・・cαlar　gen・rαliz・d　V・rmα　m・dul・M（λ）繍んα　higん・蜘吻ん6λ二丁，du，ibl，．

　　　　　r　ki

（2）Hrlb，（λo一（ゴ＋k、＋1＋…瑚）≠0加〃k、，．．轟∈Z＞。．

　　　　i＝1ゴ＝1

　（3）　b．（AO　一　m）　7E　O　for　all　m　E　Z＞o．

Proof．　By　Lemma　9．5　and　（9．7），　it　follows　that　（1）　and　（2）　are　equivalent．　Next　we　assume

（2）．　Then　bi（AO　一m）　＃O　for　all　i　E　｛1，．．．，r｝　and　m　E　Z＞o　and　therefore　（3）　follows．

Conversely　if　we　assume　（3），　then　．bi（AO　一m）　iG　O　for　all　i　E　｛1，．．．，r｝　and　m　E　Z＞o，　since

bi　divides　b．．　Then　（2）　follows．　o

11　b－Functions　and　L－orbits　on　the　nilpotent　radical

In　this　section　we　consider　Ad（L）一〇rbits　on　n＋．　The　set　of　Ad（L）一〇rbits　on　n＋　and　the

set　of　zeros　of　the　b－function　of　the　relative　invariant　are　in　one－to－one　correspondence

［29］．　We　give　another　proof　of　the　correspondence　and　it　explains　why　there　exists　a

correspondence　between　the・orbits　and　the　zeros　of　the　b－function．　Our　proof　is　intrinsic．

　　We　begin　with　a　lemma　on　a　polynomial　ring．

Lemma　11．1　For　i　E　｛1，　．　．　．　，　r｝，　set　Ri　＝　（｛D，　1．　（pa　＝　ki　Ai　＋　・　・　・　＋　kr　Ar，　k」　E　Z）o，　ki　＋

’” {kr　〉　O？．　Then　we　have

　　（1）　C［n’］IA，　＝　Ri・

　　（2）　Rt・　is　a　radical　ideal．

Pr・・£（1）C圃へ。・ntains　f・，…，f，　by　Lemma　9．4．　Thus　C［n＋］へ。。ntains　a11　the

maximal　weight　vectors　occurring　in　Ri，　and　we　have　C［n＋］JA，　）　Ri，　since　both　of　them

are　ad（U（r））一stable．
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’1）b一．

　　　Conversely，　assume　that　pts　an　ad（U（t））一maximal　weight　occurring　in　C［n＋］IA，．　Then

we　can　write

　　　　　　　　　　　　　　　lt　＝　ki　Ai　十’”十　kr　Ar　（k」’　E　Z＞一〇）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　一mth””一Mr7r　（Mj＝kj十’”十kr）

by　Theorem　4．2．　ln　addition，　pts　a　sum　of　Ai　and　a　weight　occurring　in　C［n＋1，　say　u．　Here

u　is　a　sum　of　roots　in　AN，　and　therefore　ulh一　is　a　certain　sum　of　一（1／2）7，・’s　（1　S　2’　〈一　r）

by　Theorem　5．3．　Then　we　have　mi　〉　O，　since　pa　has　Ai　＝　一（ori　十…　十〇ri）　as　its　summand．

This　means　ki　十　・　・　・　十　k，　〉　O．　Thus　pa　occurs　in　Ri　．

　　　（2）　We　show　Ri　is　a　radical　ideal．　Since　Ri　is　ad（U（r））一stable　and　this　action　is　derived

from　Ad（L）一action，　its　radical　is　also　ad（U（［））一stable．　lf　Ri　is　not　a　radical　ideal　then

there　exists　u　＝　ki　Ai　十…　十　ki－iAi－i　such　that　1．　is　contained　in　the　radical　of　Ri．　Then

there　exists　m　E　Z＞o　such　that　（f．）M　E　Ri，　where　f．　is　the　highest　weight　vector　in　J．

defined　before．　However　（f．）M　E　1．．，　indeed　（f．）M　is　the　highest　weight　vector　in　1．．．

Since　Imレ∩Ri　：＝0，　this　is　a　contradiction，　and　we　proved（2）．　　　　　　　　　　　　　　ロ

　　　We　define　Ad（L）一stable　subset　Ci　of　n＋，　which　will　turn　out　to　be　Ad（L）一〇rbits　on

n十．

　　　　　　　　　　　　　　　　C，　＝：　V（IA，）　＝　｛O｝，

　　　　　　　　　　　　　　　　Ci　＝＝　V（IA，．，）XV（．Z’A，）　（i　（E　｛1，．．．，r－1｝），

　　　　　　　　　　　　　　　　Cr　＝　n’XV（“IA．），

where　V（1）　＝＝　｛x　E　n’　1　f（x）　＝　O　for　all　f　E　」｝　for　a　subset　1　c　C［n’］．　Here

V（IA」）’s　are　distinct　（Zariski）　closed　non－empty　subset　of　n＋，　since　their　defining　ideals

1（V（IA，））　＝　v／C［n＋］IA，　一一　C［n＋］IA，，　are　distinct．　We　know　C［n’］IA，　）　C［n’］IA，．，　by

Lemma　9．4，　and　therefore　we　have　V（JA，）　c　V（JA，．，）．　Thus　Ci　（i　E　｛O，．．．，r｝）　is　not

empty．

　　Moreover　Cj　is　Ad（L）一一人目able，　since　JA，　is　Ad（L）一stable　and　therefore　V（IA，）　is　Ad（L）一

stable．　Thus　we　have　a　disjoint　Ad（L）一stable　non－empty　decomposition　of　n＋：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n＋　＝　Co　ll　’”UCr・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　38

We　will　show　that　this　decomposition　is　actually　an　orbit　decomposition．　The　following

lemma　describes　all　the　Ad（L）一stable　radical　ideal　of　C［n’］．

Lemma　11．2　For　p＝　kiAi＋…＋k，A，　（k」　E’　Z）o），　set　t＝　max｛／’　1　k」　7E　O｝．　Then

ω8厩V（1・）一V（へ）・ln　pa・tic2Llar，　a〃the　n・n－t・iviα1・Ad（五）一stαble　radical・ideα1、。ノ

C［n＋］　are　C［n＋］IA，，．．・，C［n＋］IA．・

Proo£　First，　」A，　contains　ft　as　a　highest　weight　vector　and　then　C［n＋］IA，　contains　fp　＝

f，k’　…　f．k”，　since　kt　iC　O．　Thus　we　have　C［n’］IA，　）　C［n’］1，，　and　therefore　V（IA，）　c　V（1，）．

　　　Next　we　take　x　E　V（ID　and　set　VI／　＝　A”t（L）．x．　Since　V（1，）　is　an　Ad（L）一stable　closed

set，　ur　c　V（ID．　Then　for　any　y　E　W，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f，ki（y）・一・f．k”（y）一f．（y）一〇．

Thus　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　VV　＝　U　liV，，　Wi　＝　i［2V　fi　V（f，）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ki　iEO

If　12Vi　f　17V　for　some　i，　then　Wi　is　a　hypersurface　of　17V　and　dim　17Vi　＝　dim　W　一一　1．　Thus

there　exists　i　（ki　1　O）　such　that　Wi　＝＝　W．　We　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（g・fi）（x）　＝＝　fi（g－ix）　＝＝　O　（g　E　L）．

Since｛9．プ『刈9∈・乙｝spans・λ、，we・have　x∈V（へ）．　Finally，　C［n＋］へ⊃C［n＋］・λ、　by　i≦t

and　we　have　x　E　V（IA，）　c　V（IA，）．　We　proved　that　V（1，）　C　V（IA，）．

　　We　show　the　last　assertion　of　the　lemma．　Let　1　be　an　Ad（L）一stable　radical　ideal　of

C［n’j．　Then　1＝　（｛D．EM　1，　for　some　M　c　｛kiAi　＋…＋　k．A．　1　k」　E　Z）o｝．　We　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　I　一　1（V（1））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一・（v（㊦の）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　μ∈ルf

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　1（V　（2　C［n’］　1，））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一・（ワv（・・））・
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Here　V（lp）　＝　V（IA，）　for　some　i，　and　their　intersection　is　V（JA」）　for　some　2’，　since　V（IA，）　c

’”
@C　V（IA．）．　Thus

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　I　＝　1（V（IA，））　＝　C［n’IIA，・

We　proved　the　lemma．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

　　　In　fact，　these　Ad（L）一stable　radical　ideals　are　prime．

Lemma　11．3　（cf，　Joseph　［15，　Proposition　2．3］）　For　i　E　｛1，．．．，r｝，　the　ideal　C［n＋］IA，

is　prime．　Thus　all　the　non－trivial　Ad（L）一stable　prime　ideals　of　C［n＋］　are　C［n＋］IA，，．．．，

C［n＋］1λバ

Proof．　First，　C［n＋］IA，　is　a　maximal　ideal，　and　therefore　it　is　prime．　For　i　E　｛2，　．　．　．　，　r｝，　we

show　that　C［n＋］IA，　is　prime．　An　Ad（L）一stable　set　Ci－i　＝＝　V（IA，）　X　V（JA，一，）　is　non－empty・

Thus　there　exists　an　Ad（L）一〇rbit　in　Ci．i，　say　O．　All　the　Ad（L）一stable　closed　subset　of　n＋

are　of　the　form　V（IAj），のor　n＋．　Since　O　is　also　Ad（五）一stable，　we　have　O＝V（へ）．　Here

Ois　an　irreducible　set，　since　O　is　a　continuous　image　of　a　connec七ed（therefore　irreducible

as　a　variety）　group　L．　Tbus　O＝V（IA，）　is　irreducible　and　C［n＋］IA，　is　prime．　m

　　　In　general，　an　orbit　of　an　algebraic　group　is　open　in　its　closure　and　two　non－empty

open　sets　always　intersect　in　an　irreducible　variety．　Thus　it　follows　from　Lemma　11．3　that

each　Ci　must　consist　of　a　single　Ad（L）一〇rbit　and　Ci　＝　V（IA，．，）　for　i　E　｛0，．．．，r一　1｝　and

Cr　＝　n＋．

　　In　this　way，　we　proved　that　the　Ad（L）一〇rbit　decomposition　of　n＋　and　the　closure

relation：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n＋　＝　Co　ll　’”　ll　Cr，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛O｝　＝　Co　c　Ci　c…　c　C“　＝＝　n＋．

The　open　orbit　of　a　prehomogeneous　vector　space　（L，　Ad，　n＋）　is　C．．　Moreover　we　can　find

a　representative　of　orbits．

Lemma　l　r．4　（cf．　Muller－Rubenthaler－Schiffmann　［21，　Th60rem　2・8］）　X7，十’　・　・＋X7，　E　Ci

（i　E　｛1，．．．，r｝）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　40

Proof．　First　we　show　that　X7，　＋…＋　X7，　¢　V（IA，）　for　i　E　｛1，．．．，r｝．　lt　suffices　to　show

that　fi（Xor，　十　…　十　X，，）　＃　O，　and　（7．2）　proves　it．

　　　Next　we　sh・w　that　X，1＋…＋X，、∈V（IAi＋1）f・・i∈｛1，．．．，卜1｝。　lf　we　assume　that

X・・＋●●●＋X・μV（へ．、），then　there　exists！∈へ＋1　such　thatノ（X，、＋…＋X，、）≠0．　We

expand　f　into　monomials　X－6，　・　・・　X－p，．，　（5」　E　AN）．　We　can　take　a　monomial　which　does

not　vanish　at　X7，　＋…＋　X7，　and　such　a　monomial　has　a　form　XLncri，　…X－M7i，　（m」　E　Z）o），

whe・e－m1ツー…一二is　a　weight・ccurring　inへ＋、．　Namely，　m1＋…＋mi＿i＋1

and　Ai＋i　一　（一miori　一　…　一　miori）　is　a　certain　sum　of　roots　in　AN．

　　　Here　a　weight

（11．1）　Ai．，　一　（一m，or，　一…　一　miori）　＝＝　（mi　一　1）ori　＋…　＋　（mi　一　1）7i　一　ori＋i

can　not　be　any　sum　of　roots　in　AN．　lnde．ed，　it　follows　from　Theorem　5．3　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α1り一一撫，72％）／2a妻拶）f「），

for　ce　E　AN．　lf　（11．1）　is　a　sum　of　roots　in　AL＋，　then　一〇rt／2　does　not　occur　as　a　summand

of　（11．1），　since　the　sum　of　coeficient　in　（11．1）　is　equal　to　zero，　when　we　restrict　（11．1）　to

b一．　Then　the　term　一〇ri＋i　in　（11．1）　implies　a　contradiction．　Thus　（11．1）　can　not　be　any

sum　of　roo．ts　in△去We　proved　the　lemma，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

Proposition　11．5　（Tanisaki　［29，　Proposition　2．6］）　For　a　non－open　orbit　Ci　（i　E　｛O，

…，卜1｝）・孟んe師η卿deal・1（Ci）一C同へ．、乞3　eg翻・the吻u・mα珈al，伽。伽1e

o∫M（A）2・　C［n＋］if・and・吻げλ一（α乞＋1＋・）ω乞。，ωh・re　a・　is　tんe　un蜘e　zer・出国（8）

which　is　not　a　zero　of　bi－i（s）．

Thus　we　have　a・ne－t・一・ηe　c・・res卿d・n・・between　n・n一・卿Ad（五）一・翻3。n　n＋and

the　zeros　of　b．（s）：

　　　　｛non－open　Ad（L）一〇rbits　on　n’｝

　　　　　　　　　　　　　　　　Ci

一　｛zeTos　of　b．（s）｝

e　ai＋i　（iE｛O，，．．，r　一一　1｝）．
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In　this　way　we　obtain　the　desired　correspondence．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口
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unlta「izability・f　the　irreducible　qu。tient。f

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　go　＝　ro　e　no　（Cartan　decomposition），

　　　　　　　　　　　　　　　　　（go）c　＝　g，
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（r，）c　：　［，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（n。）cニn＋（Dパ，

where　subscript　C　means　the　complexification．

　　　When　we　work　in　the　‘real’　situation，　the　definitions　in　preceding　sections　must　be

slightly　modified．

Definition　12．1　Define　a　conjugate　linear　anti－involution　・’　of　U（g）　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Hi’　：　Hi　（i　E｛1，．．．，n｝），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Xa　＝　Xma　（a　E　AL），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Xa　＝＝　一X一．　（aEAN）．

We　extend　・’　conjugate　linearly　to　g　and　anti－automorphically　to　U（g）．　Note　that　・“　is　a

composite　of　t・　and　the　Cartan　involution．　Note　also　that　・“　is　a　complex　conjugation　by

regarding　go　as　a　purely　imaginary　part　and　V‘：Tgo　as　a　real　part．　See　also　［32，　p．79］，　［7，

p．878］，　and　［25，　S2］．

Lemma　12・2ひnd・崩・n・rmαli珈n（7・1），ノ芦（一1）d・9　fu　tf。メ・・μ一k、λ1＋…＋k。λ．

（k，・　E　Z）o）・

Proo£　We　have　only　to　prove　the　lemma　for　pa　一一　Ai　（i　E　｛1，．．．，r｝），　since　f，　＝　f，ki　…　f，k”．

For　a　E　Ai　we　have　［X一．，　f，’］　＝　一［Xi．，N’　＝　一［X．，fi］“　＝　O．　Clearly　the　weight　of　f，“

is　equal　to・一Ai　and　therefore　fi’　E　C　tfi．

　　　Set　X＋　＝　X，，　＋…＋X7．　and　X一　＝＝　tX＋　＝：　X一，，　＋…＋X一，．．　We　compute　fi’（X一），

where　fi’　E　S（n＋）　is　regarded　as　a　function　on　n一．　We　expand　fi　as　in　Definition　7．1：

　　　　　　　　　　　　　　　　　fi　＝＝　E　aBX－B，　…X－fi，　（B　＝＝　（／Bi，…，6i））・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B∈βぎ

We　recall　that　aB，　E　R　for　Bi　＝＝　（ori，．．．，ori）　by　Lemma　7．2．　Then　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　fi’　（X一　）　＝　2　（aB　X－fi，　・　・　・　Xri　fi，　）’（X一　）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　BEBi

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　aB，　（一　X6，）　・　・　・　（一　X6，　）（．X一）

　　　　　　　　　　　　　N
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　（一1）ZaB，　Xp，　・　・　・　Xfi，　（X一）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　（．．1）itf，（X一）．
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We　proved　the　lemma．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

　　　　We　define　‘real’　analogues　of　b－functions　bi（pa）　and　SA，i（pa）．　See　g7　for　the　notation．

Definition　12．3　For　i　E　｛1，．．．，r｝，　define　polynomials　b，“・　and　6K，i　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f，＊（a）f，f，　＝　b；・（pa）f，，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ψλ1，、（ノノ∫Dん　　＝　　，B弐　，i（μ）ノL，

for　A　E　Hom（p，　C）　and　pa　＝＝　ki　Ai　十　・　・　・　十　ki　Ai　（kj　E　C）．

：Lemma　12．4　For　i∈｛1，＿，r｝and　pa＝klλ1十…十ん議（kj∈Cノ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　b；・（，LL）　一　（一一1）tbi（pa），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，（3X，，（1．L）　＝＝　（一1）i，BA，，（，tL）．

Proo£The　lemma　immediately　fb110ws　from：Lemma　12．2．　　　　　　　　　　　　　　ロ

　　　　Next　we　consider　a　‘real’　analogue　of　qA（IL）．

Definition　12．5　Let　（7r，　V）　be　a　representation　of　g．

　　　（1）　A　Hermitian　form　（，　）　on　V　is　called　a　contravariant　sesquilinear　foTm　or　a　T（U（g））一

contravariant　sesquilinear　form　if　（，　）　satisfies

（12．1）　（7r（u）v，　w）　＝（v，T（u’）iv），

for　u　E　U（g）　and　v，wE　V．

　　　（2）　We　say　V　to　be　go－infinitesimalgy　2Lnitary　if　there　exists　a　positive　definite　Hermi一一

tian　form　（，）　on　V　such　that

（12・2）　（r（X）v，w）　＝＝　（v，一7r（X）w），

for　X　E　go　and　v，　zu　E　V．

　　　For　a　positive　definite　Hermitian　form　（，　），　the　conditions　（12．1）　and　（12．2）　are　equiv－

alent．
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■emma　12・6五et・Vゐeα吻んe蜘吻ht・U（g）一m・dule　with　aんighe蜘吻んt　u∈b・．

（1）0・n伽ariant　sesqz・ilineαT　f・TMs・n　V　are　unique　up　t・c・n・tant　multiples．

（2）加んe…ist…・nzer・c・ntrava・iαnt　sesquilineα吻m（，）・n　V，　tんen“∈Rw1＋

　　　　・　・　・　十　R2　vn，　where　zuj　’s　are　fundamental　weights．

Proof．　（1）　can　be　proved　in　the　similar　way　to　Proposition　3．3　（1）．

　　　（2）　Let　v＋　E　V　be　a　highest　weight　vector．　Then　u（Hi）（v＋，v＋）　＝　（Hi．v＋，v＋）　＝＝

（v＋，Hi’，v＋）　＝　（v＋，Hi．v＋）　＝　i7（ltEilJi）（v＋，v＋），　where　Hi　is　the　coroot　of　a　si

that　is，　an　element　of　our　fixed　Chevalley　basis．　lf　（v＋，v＋）　1　O　then　u（Hi）　＝

we　have　u　E　Rzvi　十　…　十　Rzv．，

　　　　We　assume　that　A　E　Rccri　＋　…　＋　Rzv．，　that　is，　A　E　Ra7i，．

De丘niti・n　12・7　De且ne　tw・bilinea・f・・m（，）弐and（，）・・n　C同by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（f，g）X　＝　gA（g’f）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（f，g）’　一　g“（a）f（o）

for　f，　g　E　C［n＋］，　where　gA　is　the　same　as　in　Definition　3．4．

　　　The　fol；owing　lemma　gives　important　properties　of　these　forms．

Lemma　12．8　（1）　The　bilinear　form　（，）’　is

　　　（2）F・rλ∈Rω乞。，（，）X　is　a　Wλ（σ（9））一。・n伽碗傭5ε59ぬeα吻m，

　　　（3）Theわ伽α・メ・呵，）＊is蜘伽e師襯e・πCd［n＋

4回忌曲・dd・　wんeゾe　Cd［n＋］　is　aん・m・gen・・u・c・mp・ne伽ゾdegree　d．

（一1）degノ・（，）“　i3蜘tiv・de勲e・叫．

　　　（4）7んe舳。α1・f（，）μ・eg翻・tん・mα伽αZ鋤m・翻e・fM（λ）．

　　　（5）　（fg，　h）＊　一　（g，　f“（0）h）“　for　f，　g，　h　E　C［n’］．

Proof．　Set　［R，　＝　Z，”・＝，　RHi　＋2．EA．　RXa　and　ni．　：

X“　＝　tX　for　X　E　｛R，十ni＋．　by　the
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a　simple　root　ai，

u（Hi）　and

　　　　　　　口

an　ad（U（t））一contravariant　sesquilinear　form．

］　if　d　is　even，　and　is　negative

　　　　　　　　　　　　　　　　Tんer（げfo　re

£aEAk　Vi＝iRXa・　Then　we　have

definition．　lt　follows　that　ad（X）f　E　R［ni’．］　for　X　E　IRe
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and　f　E　R［n；．1，　since　the　structure　constants　of　g　with　respect　to　a　Chevalley　basis　are

integral．

　　　（1）　lt　is　enough　to　show　that　（ad（X）f，　g）’　＝＝　（f，　ad（X’）g）“　for　X　E　（　and　f，g　E　C［n’］．

This　holds　for　X　E　rR，　and　f，　g　E　R［n；．］，　since　in　this　case　the　above　formula　becomes

（ad（X）f，　g）　＝　（f，　ad（tX）g）．　lt　is　easy　to　see　that　（，）“　is　a　Hermitian　form　and　・’　is

conjugate　linear　by　the　definition．　These　proves　（1）．

　　　（2）　lt　is　easy　to　see　that　（，）X　is　a　Hermitian　form　when　A　E　Rcui，．　Then　the　assertion

follows　from　the　same　argument　as　（1）．

　　　（3）　The　first　assertion　is　clear　from　the　definition　of　・’．　By　the　following　（4），　（，）“　is

nondegenerate　on　each　lp，　since　it　is　nonzero　on　each　lp．　Then　the　second　assertion　is

proved，　since　lp　is　a　homogeneous　subspace　of　C［n＋］．

　　　（4）　follows　from　a　similar　argument　to　（1）　and　Proposition　3．3．　（5）　is　a　direct　conse－

quence　of　the　definition・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

　　　Here　we　shall　define　the　analogue　of　qA（pa）．　Define　qX（pa）　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q弐（μ）＝（ノμ，∫μ）貰／（！μ，fμ）＊，

where　IL　＝　kiAi　十’”十　k．A，　（k，’　E　Z）o）．

Lemma　12．9　qX（u）　＝　qA（pa）・

Proo£

　　　　　　　　　　　　　　　　qX（，t．e）　＝　（fp，fp）X／（fp，fp）’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝　9A（fpm）／f；（0）fp（O）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　（m1）deg　f“　gA（　tf，，　f，，　）／（一1）deg　f“　tf，，　（a）　f，　（O）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　（f”，fp）A／（fp，f”）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　qA（pa）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口
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Proposition　12．10　The　following　conditions　are　equivalent：

（1）The　i可塑δ1e　g切オ乞・漉（λ）・∫M（λ）乞・乞・珈itesimα伽η吻。

　（2）　（，）X　is　nonnegative　definite．

（3）　For　all　LL　＝　kiAi　＋…＋k，A．　（k，・　E　Z）o），　（一1）deghqX（LL）　一〉　O．

（4）　AO　＝　ai　＋1　（i　E　｛1，．．．，r｝）　or　AO　〈　a，　＋　1，　zvhere　AO　is　the　complex　number

　　　　determined　by　A　＝　AOzz7i，　and　ai　is　the　unique　zero　of　bi（s）　which　is　not　a　zero　of

　　　　bi一，（s）．

Proo£　The　contravariant　sesquilinear　form　（，　）X　on　M（A）　induces　a　nonzero　contravariant

sesquilinear　form　on　L（A）．　This　induced　form　on　L（A）　can　not　be　negative　definite，

since　（1，1）X　＝＝　1．　By　Lemma　12．6　（1），　any　contravariant　sesquilinear　form　on　L（A）　is　its

constant　multiple．　Thus　L（A）　is　infinitesimally　unitary　if　and　only　if　the　induced　form　on

L（A）　is　positive　definite．　Then　by　Lemma　12．8　（4），　（1）　and　（2）　are　equivalent．

　　　By　Lemma　12．8　（3）　and　the　definition　of　qK（pa），　（2）　and　（3）　are　equivalent．

　　　Next　we　sh・w　tha七（3）implies（4）・By　Lemma　12．8（3）we　have（一1）i（繍）・＞0．

Then　O　〈　（一1）i（f，’（0）fi，1）“　＝＝　（一一1）‘b，’・（O）　＝＝　bi（O）　＝　di　Hj．i，（1　＋o’c／2），　by　Proposition

9．9．　Here　c　E　Z20　and　therefore　we　have　di　〉　O．

　　　Thus　（3）　says

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r　ki

　　　　　　　　　　　　　　　　　（一1）degノ・H：ll　bi（λo一（ゴ＋ki＋1＋…瑚）≧O

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1ゴ＝1

for　all　LL　＝　kiAi　＋…＋　k，A．　（k，・　E　Z20）．　ln　particular，　if　LL　＝　At　then　（一1）tbt（AO　一　1）　｝1：　O

for　t　E　｛1，．．．，r｝．　Thus　if　AO　i7E　ai　＋1　for　all　i　E　｛1，．，．，r｝　then

　　　　　　　　　　　　　　　　　o　〈　（一一1）td，　tl．　il．1　（Ao　＋　li，）　＝　d，　tr＝1　（一Ao　一　tr，）

for　all　t．　Here　di　〉　O　and　c　E　Z）o，　and　therefore　we　have　AO　〈　一一（r　一一　1）c／2　＝＝　a．　＋1．　We

proved　that　（3）　implies　（4）．
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　　　Lastly　we　show　that　（4）　implies　（3）．　By　（9．6）

（12・3）　（一1）d・g　f・　qλ（μ）一耳隔面一1（一λ・一lc＋m）

up　to　positive　constant　multiple．　lf　AO　〈　a，　十　1　＝　一（r　一　1）c／2　then　一AO　〉　（r　一　1）c／2

and　therefore　all　the　factors　appearing　on　the　right　hand　side　of　（12．3）　is　nonnegative．

Namely　（3）　is　satisfied．　Next　we　assume　that　AO　＝　at　十　1　for　some　t　E　｛1，．．．，r｝．　lf　a

factor　（一AO　一ic／2十m）　occurs　in　（12．3）　for　i　〉一　t－1　then　a　factor　（一AO　一　（t　一　1）c／2十〇）

also　occurs．　ln　this　case　（12．3）　is　equal　to　zero　and　（3）　is　satisfied．　lf　all　the　factors

（一AO　一　ic／2　十　m）　in　（12．3）　satisfy　that　i　〈　t　一　1，　then　every　factor　is　positive，　and　then

（3）is　satis丘ed．　Thus　we　have　shown　that（3）implies（4）．　We　proved　the　proposition．ロ

13　An　analogue　of　the　Capelli　identity

The　Capelli　identity　plays　an　important　role　in　invariant　theory．　ln　［12］，　it　is　studied　in

the　context　of　multiplicity一一free　actions，　and　analogues　of　the　Capelli　identity　are　given　for

these　actions　if　it　is　possible．　A　polynomial　ring　C［n＋］　is　multiplicity　free　with　respect

to　the　action　of　ad（［）．　Thus　the　Capelli　identity　for　the　prehomogeneous　vector　space

（L，Ad，　n＋）　is　investigated　in　［12］．　The　main　purpose　of　this　section　is　to　give　an　analogue

of　the　Capel｝i　identity　on　M（A）．

　　　From　now　on，　to　avoid　confusion，　we　call　it　the　classical　Capelli　identities　that　the

Capelli　identity　［3］　in　the　nineteenth　century　and　its　analogue　on　（L，　Ad，n＋）　by　［12］，　and

call　its　analogue　on　M（A）　a　ll｝A－analogue　of　the　（classical）　Capelli　identity．

　　　This　WA－analogue　of　the　Capelli　identity　was　originally　motivated　by　the　study　on

an　irreducibility　criterion　of　M（A），　and　at　first　the　WA－analogue　was　proved　by　type－

by－type　calculation．　By　using　the　classical　Capelli　identity，　we　can　easily　calculate　the

b－function　b．（li）．　Similarly，　we　can　calculate　6A，．（LL）　by　using　the　il｝A－analogue　of　the

Capelli　identity．　Moreover　we　find　that　6A，．（，（．L）　is　a　product　of　b．（pa）　and　b．（pa　＋　shift）．
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This　property　for　3A，．（Lae），　however，　can　be　proved　type－freely　（Theorem　6．1），　and，　in　fact，

we　use　it　conversely　to　prove　Proposition　13．2．

　　　We　also　give　examples　of　the　illA－analogue　of　the　Capelli　identity　for　the　type　（A2，一i，　r），

（B・，1），（C・，η），（D・，1）and（D・・，2r）in　th・n・tati・n・fFigu・e　2，・・GLr⑭σ五．，0、。⑭σ五1，

S2GL．，　02．一i　（El）　GLi　and　A2GL2，　in　the　notation　of　［12，　（11．0．1）］，　respectively．　These

examples　are　the　only　arguments　in　this　thesis　which　contain　type－by－type　study．

　　　We　assume　that　（g，p）　is　of　commutative　parabolic　type　and　（L，　Ad，n＋）　is　a　regular

prehomogeneous　vector　space　until　the　end　of　this　section．　ln　this　case，　f，　is　a　relative

invarlant．

Lemma　13・1五eげ一f・∈C［n＋］be　tんe　r・lative　invariαnt　Of（L，Ad，　n＋）ωith　a　weigんt

－2てVio．　Thenωe　hαve

faglA（u）f－a　＝　wA＋2．，．，，（2層目　（cv　E　c，　zL　E　u（1））．

Proof．　We　have　only　to　show　the　equality　for　2L　＝X　E　［．　We　note　that　一2zvi，　is　not　only

a　weight，　but　a　character　of　p．　We　have

　　　　　　　　　’　［WA（X），f－a］　＝＝　［ad（x），f－a］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　ad（X）（f－a）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　2acai，（x）f－a．

Thus

　　　　　　　　　　　　　ill，（X）f－a　＝　f－a（glA（X）　＋　2cMzvi，（X））　＝　f－aglA＋2．．，，　（X）一

This　proves　the　equality．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

　　　Now　we　can　state　the　main　result　of　this　section．

P「・P・siti・n・3・2　Let（9，P）be・ゾ。・…オ伽e卿α山脈pe，　where（五，Ad，n＋）isα

「e卿r　preh・m・9・ηe・u・vect・r・Pαce・五eげ一fr∈C［n＋］b・the　Telativ・invariant　。f

（ゐ，Ad，n＋）ω伽側eight　一2ωi。，αnd・r　b・th・吻εe。〃．
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　　　（1）　For　k　E　Z＞o，　if　there　exists　u　E　U（1）　such　that

（13，1）　fk　‘fk（0）＝　ad（ze），

then　we　have

（13．2）　WA（fk　‘fk）　＝　（一1）kr　il12A＋2，（zL）i］lo（zL）．

　　　（2）　For　k　E　Z＞o，　if　there　exists　v　E　U（［）　such　that

（13．3）　tfk（0）fk＝　ad（v），

thenωeんα？ノε

（13．4）　．　glA（　tfkfk）＝　（一1）krW，A．，，（v）］llo（v）．

　　　Here　p　E　Hom（p，C）　is　half　the　sum　of　roots　in　AN．

Repaark　13．3　（1）　ln　the　proposition　above，　the　classical　Capelli　identity　is　the　k　＝＝　1

case　of　（13．1）．　Among　the　pairs　listed　in　Figure　2，　only　in　the　case　（E7，　7），　the　classical

Capelli　identity　does　not　exist　［12，　g911．13］．　There　may　be，　however，　a　possibility　that

Ψλ（tfkfりis　in　the　imageΨλ（Z（【））f・・the　case（E，，7）．

　　　（2）　Even　in　the　case　where　the　classical　Capelli　identity　exists，　either　zL　or　v　in　the

theorem　above　is　not　unique．　ln　the　following　subsections，　we　give　several　choices　for　u

and　v．

Proof．　We　prove　only　（2）．　We　can　prove　（1）　similarly，　and　we　can　prove　（1）　also　by　using

Lemma　13．6．

　　We　can　take　Pλ∈D畜such　thatΨλ（tf　k）　．．　P，　tf　k（a）．　Indeed，　we　prove　the　existence

of　PA　by　modifying　the　proof　of　Lemma　14．1，　that　is，　we　take　fk　instead　of　f．　in　the　proof．

Then　we　have　only　to　show　that　PA　＝　（一1）krglr2A＋2p（v）．　ln　the　following　calculation，　we

set　b（）tL）　＝　b．（IL）　and　PA（」tL）　＝　6A，．（xL）　for　simplicity．　We　have

　　　　　　　　　Ψλ（tfkfり∫。＝Ψλ（tfk－1）Ψλ（tff）ノト1∫μ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　g｝，（‘fk－i）WA（‘it’f）f”＋（k－i）A．
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝　！3A　（，t‘　＋　（k　一　1）　Ar）　illA（　‘fk一’fk一’）　f，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝　5A　（，tL　＋　（k　h　1）Ar）BA　（IL　＋　（k　’　2）Ar）　’　’　’　6A　（It）fp・

Similarly　we　have

　　　　　　　　　　　　　‘fk（0）fk．f，　＝　b（xL　＋　（k　一　1）Ar）b（xL　＋　（k　一　2）Ar）　’　’　’　b（Lt）fp’

It　follows　from　the　above　two　equalities　and　Theorem　6．1　that

（13．5）　PA　f，．　＝　（一1）k”b（xL　＋　（k　一　1　一　AO　一　pO）A．）b（LL　＋　（k　一　2　一　AO　一　pO）A．）　…

　　　　　　　　　　　　　　　　・　・　・　b（／i　＋　（一AO　一一一　pO）A，）f，　．

　　　On　the　other　hand，　by　Lemma　13．1，

　　　　｛P　2A＋2p　（V）　f，

　　　　　　．．　fAO＋pOtpo（v）f－AO－pOfp

　　　　　　一∫λ0＋ρ0　tfk（∂）fk．ノμ一（λ・＋，・）λ．

　　　　　　＝＝　f“O’PO　×　b（lt　一　（AO　＋　pO）A，　＋　（k　一　1）Ar）’”b（Pe　一一　（AO　＋　PO）Ar）fp一（AO＋pO）A．

（13・6）　＝　b（，L‘　＋　（k　’　1　一　AO　一　PO）Ar）　’　’　’　b（LL　＋　（一AO　一　，OO）Ar）fp・

　　　Here，　two　operators　PA　and　W2A＋2p（v）　are　Ad（L）一invariant．　Thus　they　are　scalar

operators　on　each　ad（U（｛））一irreducible　submodule　of　C［n＋］．　The　values　of　the　scalars

are　given　by　（13．5）　and　（13．6），　and　they　coincide　（up　to　sign）．　Thus　we　have　PA　＝

（一一1）k’W2A＋2p（v）　and　we　proved　the　proposition．　o

Remark　13．4　Under　the　notation　in　the　proof　of　Proposition　13．2，　let　｛g］・｝　be　a　basis

of　1，　and　｛g；・｝　be　the　dual　basis　of　tJ，　with　respect　to　the　invariant　perfect　pairing　of

C［n’］　and　S（n’）　defined　by　（g，p）　F一〉　（lo（0）g）（O）．　Set　z，　＝　2，・　g，・g，“・（0）．　Then　z，　is　in

D．L＋　and　｛z，｝　spans　D，L．　thanks　to　Schur’s　lemma．　lt　is　expected　that　Proposition　13．2

is　generalized　in　such　a　way　that　ip　replaces　fk　tfk（0）．
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　　　In　the　classical　Capelli　identity　case，　such　a　generalization　holds　［12，　（15．1）　Tablel，

that　is，　ad　maps　Z（［）　onto　D．L＋．　Although　the　generalization　in　the　classical　case　holds，

its　WA－analogue　does　not　hold　in　general．

We　can　describe　the　relation　between　zL　and　v　in　Proposition　13．2．

Definition　13．5　Define　an　automorphism　L．　on　U（1）　for　y　E　Hom（p，C）　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Lu（X）　＝　X十　i／（X）　（X　（｛　t）．

Then　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　WA（L．（tu））　＝　WA＋．（ze）　（ze　E　U（1）），

since　IPA（X）　＝　ad（X）　十A（X）　for　X　E　L

The　next　lemma　is　useful　in　calculating　the　following　examples．

Lemma　13．6五εげ∈C［n＋］わe　tんe　Telαtive　invariantω励αweight－2wi。．　Tんeα襯一

involution　s　is　the　same　as　in　Lemma　2．4（2）．　Then　we　have

　　　（1）Forん∈Z＞o，げオんere　e：xists　u∈σ（【）sucんthαt

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　fk　tfk（0）　＝　ad（ze），

theη，ωeんal／e

　　　　　　　　　　　　　　　tfk（0）fk　＝＝　ad（t－2k，．，，（2L））　＝　（一1）k’　ad（L－2，（s（　‘ze）））．

　　　（2）For　k∈Z＞o，げオんere　exists　v∈σ（O　sucんtんαt

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tfk（a）fk　＝＝　ad（v），

オんeηωeんα？ノe

　　　　　　　　　　　　　　　　ノ轡（∂）一ad（L2kccr、。（の）一（一1）ん「ad（L，ρ（8（㌔）））．

Proof．　lf　fk　‘fk（a）　＝　ad（u）　for　spme　u　E　U（［），　then　it　follows　from　Lemma　13．1　that

tfk（o）fk　．．　fnyic　ad（u）fk　＝　lllr－2k，．，，（ze）　＝　glo（L－2kcvi，（Zt））・
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　　　Next，　an　aut・m・・phismσ・T（see　D・且niti・n　2・3）maps　fk　tfk（∂）t・（一1）轡（∂）ノたby

the　definition．　Moreover　a　o　7（ad（u））　＝　u（ad（‘Le））　＝　gl－2，（s（‘u））　＝　ad（L－2，（s（‘tL））），　by

Lemma　2．4．　Thus　we　proved　（1）．　We　can　prove　（2）　similarly．　a

　　　In　the　following　subsections，　we　give　examples　of　il｝A－analogues　of　the　Capelli　iden－

tity．　We　deal　with　（g，　p）　of　commutative　parabolic　type，　where　（L，　Ad，n＋）　is　a　regular

prehomogeneous　vector　space，　and，　in　addition，　the　classical　Capelli　identity　for　the　rela－

tive　invariant　holds．　Such　a　pair　（g，p）　is　（A2，．i，r），　（Bn，1），　（Cn，n），　（Dn，1）　or　（D2r，2r）．

These　pai・s　c・rresp・nd　t・砿⑭σ五・，0・・⑭G五1，52σ五。，0，＿1⑭σ五i　and　A・G五2．，

「espectively，　in　the　notation　of［12，（11．0．1刀．

　　　For　each　type，　we　first　give　a　realization　of　g，　give　an　explicit　form　of　the　relative　in－

va・iant∫（ノ2　in（D・・，2r）），and　state　the　classical　Capelli　identity　f。，　the　relative　inva，iant

and　its　WA－analogue．

　　　In　the　following　subsections，　Ei」一　denotes　a　matrix　unit　where　（i，2’）一entry　is　equal　to

one，　n　and　”L　denote　simple　system　of　g　and　（，　respectively，　and　the　other　notation　is

the　same　as　in　preceding　sections．

　　　For　a　determinant　of　a　matrix　where　entries　do　not　necessarily　commute，　we　recall　the

definition　of　a　determinant．

Definitioh　13．7　Let　A　＝　（ai」）i，・　be　a　matrix．　Define　det　A　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　det　A　＝　2　e（a）　aa（i）i　’　’　’　aa（n）n，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　crESn

where　E（a）　is　a　sign　of　cr．

13．1　Type　（A2．一i，r）　or　GLr　X　GLr

We　can　not　discuss　the　classical　Capelli　identity　within　sl（2r，　C）．　We　therefore　set　g　＝

gl（2r，C）．　Let　b　be　the　set　of　diagonal　matrices　in　g．　We　define　ei　E　b“　（i　E　｛1，．．．，2r｝）

byεi（1らゴ）＝δiゴ．

　　We　list　the　information　about　a　root　system，　a　Chevalley　basis　（C．　B．）　which　we　fix，
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　　　　　　　　　　　　，一，i．b．

an　invariant　bilinear　form　which　we　fix，　and　so　on．

　　　　　　　n　　＝｛ε一ε2，＿，ε2卜1一ε2。｝，

　　　　　　　A’　＝　｛ei　一　Ej　i　1　f，｛　i　〈　2’　〈一一　2r｝，

　　　　　　　E歪ゴ　：（εi　一εゴ）一r・（k　vect・rf・ri≠ゴ，

　　　　　　　HL　＝　ll　X　｛er　一　Er＋i｝，

　　　　　　　△i　＝｛εi一εゴ11≦kゴ≦r｝U｛εi一εゴレ＋1≦乞くゴ≦2r｝，

　　　　　　　ZVio　＝　S（61＋’”＋er－Er＋1一’”一e2r），

　　　　　　　p　＝　rWio，
　　　　　　　〈X，Y＞　一　Tr（XY）　（X，YGg）．・

　　　　　　　C．　B．　：　｛Ei2i　I　i＃　2’｝U｛Eii　一　Ei＋i，i＋i　1　1　S　i〈　2r｝，

　　Forms　of　p，　n＋and【are　as　follows二

P

十
n

【

｛（g

｛（g

｛（g

B）Eg

否）∈9

B）Eg

　　　Set銑ゴ＝Er＋ゴ，i　and∂iゴ＝・∂／∂Ciゴfor　i，ブ∈｛1，．．．，r｝．

system　on　n＋．　The　relative　invariantノ∈C［n＋l　with　a　weight－2wio　is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ＝det（Xiゴ）．

　　The　famous　classical　Capelli　identity（［3］，［12，（1．12）or（11．1．9）D　says

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

（13・7）det（ηゴ）det（aiゴ）一det
m書卿鴎ゴ］1≦i，ゴSr・

It　follows　from：Lemma　2．2（2）that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　デ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ad（Eiゴ）一一Σxゴk∂ik，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　rk＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ad（E・＋i，・＋ゴ）一Σ・Cki∂kゴ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝1

Thus　we　can　translate（13．7）into　our　setting，　and　obtain

（13・8）　　　f‘f（∂）一ad（det［E。柳＋ゴ＋（7一ゴ）δ乞ゴ］iゴ）．

　　Moreover　we　obtain　the　following　proposition．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　54

A，　B，　D　E　gt（r，　C）｝　，

B　E　gl（r，　C）｝，

A，DEgt（r，C）｝．

　　　　　　　Then　｛xi」・｝　is　a　linear　coordinate

　Proposition　13．8　Set

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ザーdet［E・＋i，・＋ゴ＋（r一ゴ）δ・ゴ］、ゴ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　zeST　＝　det　［E．＋i．＋i　＋　（o’　一　1）6i］’］，，t　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ザーdet［E・＋・，・＋ゴ＋（r＋1一ゴ）δ砺，　曹

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ザT－det［E・＋ゴ，・＋i＋ゴδ・ゴ1、ゴ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z・RT　一，　det［一Eゴi＋（トブ）δiゴ］、ゴ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ψ一det鴎＋（ブー1）δ・ゴ1乞ゴ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　零丁一det鴎＋（T＋1一ブ）δ・」］iゴ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　婿一det鴎＋ブδ歪ゴ］歪ゴ

Then　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ftf（o）　＝　ad（u），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tf（o）f　一　ad（v），

ωんeγe鴛融タ，ザT，下山・r　Z・9　and　V　is　similαr．　ThUS　weんαve

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　WA（f‘f）　＝　（一1）”g）2A＋2，（iL）glo（U），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　WA（tff）　＝　（一1）rW2A＋2，（v）Wo（v）．

Proof．　The　last　assertion　is　just　a　result　of　Proposition　13．2．　Thus　we　have　only　to　prove

the　first　assertion．

　　　In　the　equality（13・7），　we　change　va・iables吻t・xゴi，　and　then　we。btain

　　　　　　　　　　　　　det（ciゴ）det＠ゴ）一det［書τ一ゴ）δiゴ］、＿・

This　can　be　translated　into

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ‘f（∂）一ad（det［一E」i＋（r一一ゴ）醐・

In　this　way　we　can　obtain　‘L－version’　from　‘R－version’．　Thus　we　have　only　to　show　the

assertions　of　the　‘R－version’．
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　　We　use　Lemma　13．6．　We　have

　　　　　　　　　　　　　　L一・zv、。（鋤一det［E。＋・，r＋ゴ＋δ歪ゴ＋（・一ブ）δ珈一Uρ，

and　also　L－2zv，o　（zLSZT）　＝　v．RT．　Moreover

　　　　　　（一1）’L－2，（s（　‘v．R））　＝　（一1）r　det［一E．＋i．＋i　一　r　6i，・　十　（r　十　1　一　2’）6i，・］i，・　＝　iLSiT，

and　also　（一1）’L－2，（s（　bj，RT））　＝　zL＃．　Then　by　Lemma　13．6　we　proved　all　the　assertions　of

the‘R－version’，　since　we　already　know　the　equality（13．8）for　zL6．　　　　　　　　　　　　　ロ

13．2　Type　（C．，n）　or　S2GL．

We　set

　　　　　　　g　＝＝　sp（n，c）　一一　（（　［il　一ilA　）　Eg（（2n，c）

Let　b　be　the　set　of　diagonal　matrices　in　g．　Set

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　瓦ゴ　＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Giゴ　＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　瓦ゴ＝・

for　i，　2’　E　｛1，．．．，n｝．　We　define　ei　E　b’

　
β
o

晦
＝
句
り
　
つ

旦
＝A
招

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ei」　’　En＋」，n＋i，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ei，n＋ゴ＋Eゴ，。＋i，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E。＋i，ゴ＋En＋ゴ，i，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（i　E　｛1，　．　．　．　，　n｝）　by　ei（H」t，・）　＝　6i　2’　・

　　We　list　the　information　about　a　root　system，　a　Chevalley　basis　（C．　B．）　which　we　fix，

an　invariant　bilinear　form　which　we　fix．　and　so　on．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

　　　　　　　　II　＝　｛ei－e2，…　　，en－i－En，2En｝，

　　　　　　　　△＋　　＝　｛ei士εゴ11≦i＜ゴ≦n｝U｛29i｝，

　　　　　　　　Hi］・　：　（ei　一eJt）一root　vector　for　i＃　2’，

　　　　　　　　Gi2’　：　（Ei＋e」・）一一root　vector，

　　　　　　　　Fiゴ　・一（ε汁εゴ）一r・・t　vect・r，

　　　　　　　　IIL　＝　n　X｛2e．｝，

　　　　　　　　Ai　＝　｛ei　一　e」　11　S　i　〈　」’　〈一　n｝，

　　　　　　　　てVio　　　　　ニ　　ε1十●●●十εn，

　　　　　　　　　　　　　　　　　n十1

　
況
B

ρ
α
G

：b；’一 P2一＝’　一　Wio　，

STr（XY）　（X，YEg）．

｛瓦ゴ｝u｛σ，」　li＜ゴ｝∪｛去σi，｝u｛Fiゴ
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1i＜」｝u｛圭珊，

　　　Forms　of　p，　n＋　and　t　are　as　follows：

　　　　　　　　　　　　　P一｛（錫）∈9

　　　　　　　　　　　　n＋　＝　｛（oO　Bo）Eg

　　　　　　　　　　　　　r一｛（仙）∈9

　　Set　sCiゴ＝

coordinate　system　on　n＋．

by

A，B　E　gr（n，　C），　tB　＝＝　B｝　，

BEgr（n，C），　tB　＝＝　B｝，

A　E　g（（n，　C）｝　．

Fi」　and　Oi，・　＝＝　0／Oxi，・　for　i，］’　E　｛1，，．．，n｝．　’1”hen　｛xi」　l　i　一く　2’｝　is　a　linear

　　　　　　　　　The　relative　invariant　f　E　C［n＋］　with　a　weight　一一2cvi，　is　given

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫＝det（Xiゴ）

Fo「i≠ゴ禺（∂）一邸）一〈αゴ，瓦ゴ〉哉ゴー∂・ゴ・On　the・ther　hand　tFi‘（∂）一

〈σii，　．Flii＞∂磨2∂ti・　Thus　we　set　5iゴー（1＋δ乞ゴ）∂ごゴand・btain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tf（∂）一det（δ乞ゴ）．

　　　The　classical　Capelli　identity　f・・the　type（C。，n）（［30］，［12，（11．2．7）］）is

（・3・9）det團det（b，ゴ）一de蜉ajδiゴ］＿。・

It　fo110ws　from：Lemma　2．2（2）that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ad（Hiゴ）一一Σω森．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝1

Thus　we　translate（13．9）into　our　setting，　and　obtain

（13・10）　　　ftf（∂）一ad（det［一H」・i＋（n一の鰯．

Moreover　we　obtain　the　fbllowing　proposition．

Proposition　13．9　Set

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　右目det［一H」i　＋　（n　一一　」）δゼゴ｝歪ゴ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2Ln－det［一Hi」＋（ト1）δ司¢ゴ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　七一det卜Hj・i＋（n＋2一ブ）δfゴ1歪ゴ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v・＝det三人ゴ＋（2’　＋1）δ司宏ゴ．
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　Then　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ftf（o）　＝：　ad（zL），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tf（o）f　一　ad（v），

where　u　is　u：　or　u．　and　v　is　similar．　Thus　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　wA（f‘f）　＝　（一1）”W2A＋2，（2L）Wo（u），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ill，（‘ff）　＝　（一1）”W2A＋2，（v）］llo（v）．

Proof．　The　equalities　for　］llA－analogues　are　the　result　of　Proposition　13．2．　We　will　prove

the　first　assertion．

　　　We　use　Lemma　13．6　as　in　gg13．1．　We　easily　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　乙一2Wi。（婿）＝　婿，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　L－2cuio（ZLn）　＝　Vn　i

and　also　一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（一1）nL－2p（s（tvnT））　＝　zen，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（一　1）nL－2p　（s（　tvn　））　＝＝　u：，

Then　by　Lemma　13．6　we　proved　the　proposition，　since　we　already　know　the　equality

（13．10）for　2L㌶．．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

13・3　Type（D2r，2r）or／12（7L2r

We　set　n　＝＝　2r　and

　　　　　　　　　　　　g　＝　｛（　2　．27A　）　E　g（（2n，　c）

Let　b　be　the　set　of　diagonal　matrices　in　g．　Set

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Hiゴ　＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Giゴ　＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Fij　＝
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狸三義撃9。｝・

EiゴーEn＋ゴ，n＋i，

Ei，n＋ゴーEゴ，n＋i，

En＋」，i　一　En＋i，」，

f・吻∈｛1，…，n｝・We　define　ei∈り傘（i∈｛1，＿，n｝）byεf（砺）一δiゴ．

information　about　a　root　system，　a　Chevalley　basis　（C．　B．）　which　we　fix，

bilinear　form　which　we　fix，　and　so

H　　　　＝

A＋　＝
瓦ゴ　　：

Giゴ　　　：

Fi2・　：

nL　＝＝

Ai　＝
石ブio　　　　＝＝

p　　　　＝
〈X，Y＞　一

C．　B．　：

　　on．

｛El　一　62，　・　・　・　i　En－1　一　En，　en－1　＋　En｝，

｛εi士εゴ11≦乞くゴ≦n｝，

（ei　一　e］・）一root　vector　for　i　7E　」，

（ei　＋　6D－root　vector　for　i　7E　」，

一（6i　＋　e］・）一root　vector　for　i　71　」，

n×　｛6．”1　＋　e．｝，

｛ei　一　E」11　f｛i〈　2’　〈一　n｝，

S（ei　＋　・　・　・　＋　e．），

（n　一　1）wio，

STr（XY）　（X，｝！”Eg）．

｛Hiゴ｝u｛Oiゴli＜ブ｝u｛君ゴi2＜ブ｝，

　　　Forms　of　p，　n＋　and　t　are　as　follows：

　　　　　　　　　　　　　P一｛（鵠）∈9

　　　　　　　　　　　　n＋　＝　｛（　oO　Bo　）Eg

　　　　　　　　　　　　　r　：　｛　（　g　一〇，．　）　E　g

　　SetコCiゴ＝・疏ゴand∂盛ゴ＝

coordinate　system　on　n＋，

by　Pfafiari

A，BEgt（n，　C），　‘B　＝　一B｝，

B　E　gt（n，　C），　tB　＝＝　一B｝　，

A　E　gt（n，　C）｝　．

We　list　the

an　lnvarlant

∂／∂xiゴf・・i≠ゴin｛1，…，n｝．　Then｛矧2＜ブ｝is　a　linear

The　relative　invariant　f　E　C［n＋］　with　a　weight　一2cvi，　is　given

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f　＝　Pf（xii’）・

Then　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tf（o）　＝　P　f（Oi，・）・

　　　Since　the　classical　Capelli　identity　f・・the　Pfa伍an［12，（11．3．・9）C…11a・y］　is　c。mpli－

cated　to　state，　we　give　an　example　only　for　the　determinant　which　is　the　square　of　the

Pfafian　and　has　a　weight　一一4wi，．

　　The　classical　Capelli　identity　for　the　determinant　in　the　type　（D2，，2r）　［12，　（11．3．20）］

i
s

（13・11）　　f2　tf2（∂）一ad（det鴎・＋（n　一一　1一のδiゴ｝、≦り≦n）．
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Here　from　Lemma　2．2　（2），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ad（Hi」）　＝　一　2　x」kOik・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k≠i，ゴ

Moreover　we　obtain　the　following　proposition．

Proposition　13．10　Set

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　婿一det［一H」・i＋（η一1一ゴ）δ乞ゴ］iゴ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ZLn　　＝　　det［一Hiゴ十（ゴー2）δ乞ゴ］iゴ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　婿一det卜H」・i＋（n＋1一ゴ）δiゴ］iゴ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Vn　＝　　det［一Hiゴ十ブδ乞ゴ］iゴ．

Then　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f2　tf　2（0）　＝＝　ad（u），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tf　2（a）f2　＝　ad（v），

where　u　is　uK　or　ze．　and　v　is　similar．　Thus　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　w，（f2　tf2）　＝　W2A＋2，（u）Wo（zL），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　w，（tf2f2）　＝＝　W2A＋2，（v）Wo（V）・

Proof．　The　equalities　for　WA－analogues　are　the　result　of　Proposition　13．2．　We　will　prove

the　first　assertion．

　　We　use　Lemma　13．6　as　in　gg13．1．　We　easily　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　L－4cc・、。（婿）一婿，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　L－4wio（ZLn）　＝　Vn）

and　also

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　L－2p（s（tvnT））　＝　un）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　L－2p　（s（　tvn　））　＝　ul．
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Then　by　Lemma　13．6　we　proved　the　proposition，　since　we　already　know　the　equality

（13．11）　for　uX．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

13．4

We　set

Type　（Dn，　1）　or　02n－i　（8）　GLi

　C
　
肱②が∈B

勿

　
一且
0

　
＝　
9 狸r謙9。｝・

Let　b　be　the　set　of　diagonal　matrices　in　g．　Here　we　define　basis　elements　of　g　in　a　slightly

tricky　way．　Set

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Hiゴ＝」醒万一Efi　Fヲ，砺　　（i，ブ∈Z＞o），

where　i　denotes　the　integer　such　that　1　．〈．　一i　〈一　2n　and　i一＝一一　1’　（mod　2n）．　Then　every　Hi7・

belongs　to　g　and　it　follows　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　H・＋・，n＋ゴ＝一篤＝一H」・i，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　瓦，n＋i＝0，

where　tHii・　means　just　a　transposed　matrix　of　Hi7・，　not　the　image　of　the　anti－involution

on　U（g），　although　we　will　find　that　they　coincide　when　we　fix　a　certain　Chevalley　basis．

We　define　Ei　E　b’　（i　E　｛1，．．．，n｝）　by　ei（H，・，一）　＝　6i，・　（1’　E　｛1，．．．，n｝）．

we　list　the　information　about　a　root　system，　a　chevalley　basis　（c．　B．）　which　we　fik，

an　invariant　bilinear　form　which　we　fix，　and　so　on．

　
　
　
の
フ
　
ゴ
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　

｛el　一　E2，　・　・　・　，　en－1　’一一　6n，　En－1　＋　en｝7

｛εi±εゴ11≦i＜ゴ≦n｝，

（ei　一E」・）一root　vector　（1　一く　i，2’　一く　n，　i　i7E　」），

（εi＋εゴ）一r・・tvect・r（1≦乞，ブ≦n，　i≠ゴ），

一（Ei．＋　6i・）一root　vector　（1　一く一　i，1’　一く　n，　i　7E’
n’
j
，

nX　｛Ei　一　e2｝，

｛εi・±εゴP＜i＜ブ≦n｝，

El，

（n　一　1）wio）

S　Tr　（XY）　（X，　Y　E　g）．

｛HiゴP≦i，ブ≦n｝U｛Hi，・＋ゴ11≦i＜ゴ≦n｝U｛H。＋ii　11≦i＜ブ≦n｝，
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　　　Subalgebras　p，　n＋　and　t　are　as　follows：

　　　　　　【一spanc｛Hn，Hiゴ（1砿ブ≦n），Hi，。＋ゴ（1＜i，ブ≦n），H。＋ゴ，i（1＜乞，ゴ≦n）｝，

　　　　n＋　＝　spanc｛Hi」（1　〈　2’　〈一　n），Hi，n＋」（1　〈　2’　th〈　n）｝，

　　　　　P　＝　【十貸＋．

　　　Set　xi　＝　Hii　and　Oi　＝＝　0／Oxi　for　i　E　｛2，．．．，n，　n十2，．．．，2n｝．　Then　｛xi　1　1〈i　一く

n　or　n十　1　〈　i　S　2n｝　forms　a　linear　coordinate　system　on　n＋．　The　relative　invariant

f　E　C［n＋］　with　a　weight　一2zz7i，　is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f　＝　X2Xn＋2　＋　X3Xn＋3　＋　’　”　＋　XnX2n・

Moreover　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘f（0）　＝020n＋2　＋’”＋　ana2n・

　　　The　classica1　Cap・11i　identity　f・・the　type（D。，1）［12，（11．4ユ2）l　is

（13．12）　f‘f（0）　＝　ad　（tHii（Hii一（2n－4））一tc）　，

where　c　is　the　（universal）　Casimir　element　of　［r，　1］，　the　semisimple　part　of　［，　with　respect

to　the　invariant　bilinear　form　〈，〉，　and

　　　　　　　　　　　　　ad（Hii）＝一2x」O」　（2’E｛2，．．．，n，　n＋2，．．．，2n｝）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ

Note　that　this　formula　differs　from　［12，　（11．4．12）］　in　a　multiple　1／4　on　the　right　hand　side

because　of　the　difference　of　settings．　Moreover　we　obtain　the　following　proposition．

Proposition　13．11　Set

　　　　　　　　　　　　　　　　　ze2n　＝　iHn　（Hii　一　（2n　一　4））　一　ic，

　　　　　　　　　　　　　　　　　v2n　：　i（Hn　一’　2）（Hii　一　（2n　一　2））　一　ic・

Then　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f‘f（0）　＝　ad（u2n），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tf（0）f　＝　ad（v2n），
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t

and　hence，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　WA（ftf）　＝　W2A＋2p（iL2n）WO（ZL2n），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lllA（‘ff）　＝　W2A＋2p（V2n）illo（V2n）’

Proof．　As　in　the　preceding　case，　we　have　only　to　show　the　classical　equalities．　We　already

know　the　equality　（13．12）　for　u2．．　We　have　L－2．，，（zL2n）　＝　v2．，　since　the　fact　that　Casimir

element　c　belongs　to　U（［（，　t］）　implies　wi，（c）　＝　O．　Then　the　proposition　is　proved　by　Lemma

13．6．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

13．5　Type　（B．，1）　or　02n　X　GLi

We　set

　　　　　　　　9一罎紛∈9【（…1，c）

that　in　the　type　（D．，1）．

matrices　in　g　begin　with　zero．　Set

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　瓦ゴ　馬一E珊，砺

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9i＝E。rE繭

where　i　i’s　the　same　as　in　the　type　（D．，1）．

follows　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　H・＋i，。＋ゴー一％ゴ＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　瓦，。＋iニ。，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　gn＋i　＝　一tgi．

We　define　ei∈り＊（i∈｛1，…，n｝）byε、（罵の一δiゴ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　63

Let　h　be　the　set　of　diagonal　matrices　in　g．　Here　we　define　basis　elements　of　g　by　extending

We　use　the　convention　that　indices　　　　　　　of　rows　and　columns　of

（乞，ゴ∈Z＞o），

　　（i　E　Z＞o），

Then　every　Hij　and　gi　belongs　to　g　and　it

一H2・i，

（2’　E　｛1，．．．，n｝）．



」
ソ

　　　　　　　　　　　　戸

　　We　list　the　information　about　a　root　system，　a　Chevalley　basis　（C．　B．）　which　we　fix，

an　invariant　bilinear　form　which　we　fix，　and　so　on．

H
A＋

Hiゴ

Hi，n＋ゴ

Hn　＋ii

gn＋i

gi

nL
A，’

霞フio

p
〈x，　y＞

C．　B．

Subalgebras　p，　n＋　an

｛el　’　e2）…）6n－1　H　En7En｝7

｛εi±εゴi1≦i＜ブ≦n｝∪倒1≦i≦n｝，
（ei　一　e，・）一root　vector　（1　S　i，　2’　〈．　n，　i　f　2’），

（ε汁εゴ）一r・・tvect・・（1≦i，ブ≦η，　i≠ブ），

一（Ei　＋E，・）一root　vector　（1　f｛；　i，2’　〈一　n，　i　7i！　i），

Ei－root　vector　（1　一く　i　一く　n），

一6i－root　vector　（1　S　i　S　n），

H×　｛el　一　62｝，

｛ε辻釧1＜iくブ≦n｝U｛ei11＜応η｝，

象L1

　r’wio，

STr（XY）　（X，YEg）．

｛偽［1≦i，ゴ≦n｝U｛Hi，。＋ゴll≦kブ≦n｝

U｛Hn＋鋼1≦kブ≦n｝U｛〉⊂百副1≦is　2n｝，

d　Iare　as　follows：

【一spanc｛Hl・，Hiゴ（1＜i，ゴ≦η），私，。＋ゴ（1＜i，ゴ≦n），Hn＋ゴ，i（1＜i，ブ≦n），

　　　　　　　　　gi（1　〈　i　〈ny　n），gn＋i（1　〈　i　一く　n）｝，

n＋@＝　spanc｛Hi」　（1　〈　2’　〈一　n），　Hi　，n　＋」　（1　〈　7’　一く　n），　9n＋i｝，

p　＝　（＋　n＋．

　　Set　xi　一一一一　Hii，　xo　＝　gi，　Oi　＝＝　a／Oxi　and　Oo　＝　0／Oxo　for　i　E　｛2，．．．，n，　n＋2，．．．，2n｝．

Then　｛xi　1　i＝　O，1　〈i　g　n　or　n＋1　〈i　〈一　2n｝　forms　a　linear　coordinate　system　on　n＋．

The　relative　inva・iant∫∈C同with　a　weight－2wi。　is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　f　＝　X2Xn＋2　＋　X3Xn＋3　＋　’　”　＋　XnX2n　＋　iXg・

Moreover　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tf（0）　＝　02　On＋2　＋　’　’　’　＋　On　02n　＋　gOo　Oo・

　　’The　classical　Capelli　identity　for　the　type　（B．，1）　［12，　（11．4．12）］　is

（13．13）　ftf（0）　＝ad　（iHii（Hii一（2n　一一　3））一ic）　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　64ぴ

whe「e　c　is　the　Casimi・element・f圓with・espect　t・the　inva・iant　bilinea・f・・m〈，〉，　and

　　　　　　　　　　　　ad（Hii）　＝＝　一2　x」　O」　（2’　E　｛O，　2，　．．．，n，　n＋　2，　．．．，　2n｝）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ

This　formula　differs　from　［12，　（11．4．12）］　again　in　a　multiple　1／4　on　the　right　hand　side

because　of　the　difference　of　settings．　Moreover　we　obtain　the　following　proposition．

Proposition　13．12　Set

　　　　　　　　　　　　　　　　zL2n＋i　＝　tHn　（Hii　一　（2n　一　3））　一　ic，

　　　　　　　　　　　　　　　　V2n＋i　＝＝　t（Hii　一　2）（Hii　一　（2n　一　1））　一　ic．

The7～，ωe　ha2／e

and　hence，

ftf（0）　＝＝　ad（zL2n＋i），

tf（0）f　＝　ad（v2n＋i），

WA（f‘f）　＝　llf2A＋2p（iL2n＋i）glo（Ze2n＋i），

WA（tff）　＝＝　W2A＋2p（V2n＋i）WO（V2n＋i）’

Proo£

　　We　can　prove　the　proposition　in　a　similar　way　to　Proposition　13．11．
口

Remark　13．13　We　can　state　examples　of　type　（D．，1）　and　（B．，1）　together．　Define　a

complex　number　pO　by　p　＝＝　pOzvi，．　Namely，　2pO　＝　2n　一一一　2　in　（D．，1）　and　2pO　＝　2n　一　1

in　（B．，1）．　We　also　define　m　E　Z＞o　as　the　number　of　rows　of　matrices　in　g．　Namely，

m　＝　2n　in　（D．，1）　and　m　＝　2n＋　1　in　（B．，1）．　Then　we　can　combine　Proposition　13．11

and　Proposition　13．12　to　define　u　and　v．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　um　＝　tHii（Hn－2pO＋2）一tc，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v．　＝　t（Hii－2）（H，，一2pO）一tc．
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14 Factors　contained　in　5A，i（／L）

The　sections　14　and　15　are　devoted　to　proving　the　main　theorems　（Theorem　6．1　and　The－

orem　7．5）．　We　have　only　to　prove　Theorem　6．1　since　Theorem　7．5　is　a　direct　consequence

of　Theorem　6．1．　Thus　we　may　assume　that　the　prehomogeneous　vector　space　（L，　Ad，n＋）

is　regular．

　　　The　proof　of　the　theorem　requires　several　steps．　First，　we　show　that　b．（pa）　divides

5A，．（iL）　in　the　ring　C［ki，　．　．　．　，　k，，　・＞tO］．　Second，　we　gL　how　6A，r（IL）　＝　6－A－2p．，r（LL　一　（AO　＋　p，O）Ar）

by　using　Boe’s　theorem．　Then　we　know　b．（pa　一　（AO　＋　p．O）A，）　divides　6A，．（pa）　in　the　ring

C［ki，…　，kr，AO］・　ThUS　br（，CL）br（IL　一　（AO　＋　P．O）Ar）　divideS　6A，r（／L）・　Third）　we　shOw　that

6A，r（LL）　＝＝　br（，u）br（」LL　一　（AO　＋　p．O）A．）　up　to　constant　multiple．　Lastly，　we　calculate　the

principal　symbol　of　WA（　tf．f．）　to　determine　the　constant．　This　last　step　is　in　g　15．

エemma　14・1五eオ0。・be　tんe　r吻・ノP吻η・m乞α♂c・〔ifiicient　differentiαゆemオ・r3・ηn＋．

TんeηΨλ（‘∫・）＝A劣（∂）f・・5・me　PA∈D翻ω厩D彰・the　subspαce・μ加α短α撹

elements　in　Dn＋・

Proof．　ln　general，　let　g’　E　S（n＋）　and　h　E　D．＋　cy　C［n＋］op　S（n＋）　be　relative　invariants　with

respect　to　the　Ad（L）一action，　and　we　assume　that　they　correspond　to　the　same　character

x　E　Hom（L，　C　X），　Then　h　is　a　sum　of　several　relative　invariants　hi　E　Jp，　X　tl．，　which

correspond　to　the　same　character　x，　where　tJp　＝　｛　‘f　1　f　E　C［n＋］｝　c　S（n＋）．

　　　Set　g　＝　Kg“）　E　C［n“］．　Then　Cghi　c　gl．，　C8｝　tJ．，　is　a　trivial　Ad（L）一submodule．

Namely，　glp，　（2｝　tl．，　contains　an　Ad（L）一invariant　nonzero　element．　Thus　it　follows　from

Schur’s　lemma　that　glll，　is　the　dual　module　of　tl．，，　since　both　gl”，　and　tl．，　are　irreducible．

Therefore　we　have　tl．，　＝　Kglu，）　＝　tlp，g“，　since　C［n＋］　is　multiplicity　free．

　　Thus　hi　E　lp，Q，　tl．，　＝　1”，　（El）　tlp，g’　and　there　exists　Pi　E　D．＋　such　that　hi　＝　Pig’．　Here　hi

and　g“　have　the　same　character，　and　therefore　Pi　is　Ad（L）一invariant．　Then　h　＝　（£　Pi）g’，

where　2　Pi　is　an　Ad（L）一invariant．

　　　Finally，　we　take　tfr（∂）andΨλ（tfプ）as　g＊andん，　respectively，　to　prove　the　lemma．　ロ
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「

　　　We　have　the　following　proposition　from　Lemma　14．1　and　the　de且nition　ofβλ，，　andわ，．

This　is　the　goal　of　the　first　step．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ
P「oposition　14・21ηC［k1，…，kr，λo］・b・（μ）divi（♂e5βλ，。（μ）（μ＝k1λi＋…＋k．λ。）．

　　　Next，　we　show　thatβλ，r　have　another　factor　related　to　b，，　We　use　the　theorem　of　Boe

［11．

Theorem　14・3（B・e［1・The・rem　4・4］）∬（9，P）乞3・∫c・mmu励ve即ゐ・1吻peαηd

（五，Ad，　n＋）i・α・e卿pr・ん・m・9・n・・…ect・r　spαce，　tん・ψλ，λ’∈H・m（P，　C）the

necessary　and　sufficient　condition　for　Homu（，）（M（A’），M（A））　to　be　nonzero　is　that　A　＝：　A’

or　A　＝＝　lari，　一　p．　and　A’　＝　一lwi，　一　p，　for　some　1　E　Z＞o．

　　　If　AO　＋　p．O　E　Z20　then　Hom（M（一A　一　2p．），　M（A））　contains　the　mapping

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C［n’］　一〉　C［n’］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f　e　ff．“O±Pg

by　the　proof　of　the　theorem．　Thus　it　follows　that

（14・1）　f．“O’PgW－A－2p．（ZL）＝：　｛PA（zL）f，“O’P9　（ZL　（Ei　U（g）），

if　AO　＋　p，O　E　Z）o．　ln　fact，　this　equality　holds　even　if　AO　＋　p．O　i’s　a　complex　number．　We

note　that　this　formula　is　a　generalization　of　Lemma　13．1　in　some　sense．

　　　Now　we　can　prove　that　6A，．　have　another　factor　related　to　b，．

Proposition　14．4　The　eqzLality　6A，．（，u）　＝　5－A－2，．（，“　一　（AO　＋　p9）A，）　holds，　and　theTefore

br（iL　一　（AO　＋　P9）Ar）　diVideS　6A，r（IL）　in　C［ki，…　，kr，AO］・

Proof．　We　have　WA（‘f．f．）f．　＝　6A，．（pa）f，　by　the　definition　of　6A，．．　On　the　other　hand，

by　（14．1），　il｝A（‘frfr）f”　＝＝　fr”O’Pggl－A－2p．（tfrfr）frh“O－P’Of”　＝：　6－A－2p．（LL　一一　（AO　＋　p，O）・）tr）fp・

This　proves　the　first　statement　of　the　proposition．　The　second　statement　follows　from

Proposition　14．2．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

　　　The　proposition　above　is　the　goal　of　the　second　step．　Next　we　obtain　a　proposition

which　proves　the　third　step．
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：Lemma　14．5βλ，，（μ）＝br（μ）わ，（μ一（λo＋ρo）λr）　仰to　constαnt　multipleノ・

Proo£We　have　thatβλ，．（μ）has　factors　b，（μ）and　b，（μ《λo＋ρ9）λ。）from　Proposition

14．2and　Proposition　14．4．　Here　b，（μ）and　br（μ一（λo十ρg）λr）are　relatively　prime，　since

all　irreducible　factors　in　br（μ）are　different　from　that　inわ。（μ一（λo＋ρ9）λ。）．　Thusβλ，。（μ）

is　divisible　byわ，（μ）b，（μ一（λo＋ρ9）λr）．　Then　by　Proposition　93　the　total　degree　ofβλ，r（μ）

in　k1，，．．，kr　is　at　least　2γ・，　and　the　degree　inλo　is　at　least　r．

　　On　the　other　hand，　it　follows　from：Lemma　22　that　the　operatorΨλ（tfr）is　of　order

at　most　2r　and　of　degree　at　most　r　inλo，　since‘f，　is　of　degree　r．　Thus　we　have　that

the　total　degree　ofβλ，r（μ）in　ki，＿，kr　is　at　most　2r，　and　the　degree　ofλo　is　at　most　r．

Thenβλ，，（μ）must　be　a　constant　multiple　of　br（μ）b，（μ一（λo＋ρ繋）λ。），　and　we　obtain　the

　　　　　ゆ　　　　ゆproposltlon．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

15　The　principal　symbol　of　WA（tf，）

In　this　section，　we　determine　the　constant　which　appeared　in　Lemma　14．5　and　prove　our

main　theorem．　To　determine　it，　we　show　that　the　principal　symbol　of　WA（　tf，）　and　that

of　f，　‘f，（0）　‘f，（0）　coincide　up　to　a　certain　constant　multiple．

　　First，　we　introduce　the　principal　symbol　of　a　differential　operator，　Let　D．＋　be　the　ring

of　polynomial　coeMcient　differential　operators，　and　Dg＋　the　subspace　of　D．＋　consisting

of　operators　of　order　at　most　d．　We　define　a　linear　mapping　ad　：　Dff＋　一一一〉　C［n＋　e

n一 n　cy　C［n＋］　CD　C［n’］　as　follows：　lf　the　dth　order　part　of　P　E　Dg．　is　a　certain　sum　of

gO／OX－fi，…　a／aX－fi，　（g　E　C［n’］，　6」　E　AN），　then　ad（P）　is　the　sum　of　gep，…　C6，．

Here　CB　E　C［n一］　is　the　linear　mapping　defined　by

　　　　　　　　　　　　c6（x－6）　＝b：．illA．　（x－i）一｛・6　Eg；’zSl　for6EAiv・

In　particular，　for　P　E　D．＋　of　order　d，　ad（P）　is　the　principal　symbol　of　P．

Proposition　15．1σ（’llλ（　‘fr））＝（一1）「σ（∫7艦（∂）tfr（∂）），　under　tんe　normα9i■ation，（7．1）．
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Proof．　［Step　1］　First　we　show　that　glA（　tf．）　is　a　differential　operator　of　order　2r，　namely

that　a2r（WA（tf，））　7E　O．

　　　Set　X＋　＝　X7，十’・・十X7．　and　X一　＝＝　tX＋　＝＝　X－T，＋…十X－7．．　Principal　symbols　can　be

’considered　as　polynomial　functions　on　the　cotangent　bundle　of　n＋，　which　can　be　identified

with　n＋　×　n一．　Then　we　evaluate　a2．（WA（tf，））　at　（X＋，Xm）　by　using　the　expansion　of　f，

in　Definition　7．1　and　we　have

（15．1）

a2r　（WA（　tfr　））　（X

where　we　adopted　the　basis　｛X．616E　A

basis　of　n一　there．

　　Here　we　compute　the　2’th　factor　of　（15．1）．

　　　　　　　＋，　X一）

　　　2　aB　a2r　（WA（XBi　’　’　’　XB．　））（X＋　，　X一一）

B＝＝　（6i　，…，6”　）EBr

B2，B．　“B　（　ll　6，，2，．iv　［［X6i’　X－6］，　X－n］66cn　）　・　・　・

’　”　（　ll　，．］E，　）．k［［XB”’　X－6］’　X－n］e6Cn）　（x＋，　x一），

　　　　　　　　　　　　　　　N｝　as　｛Fk｝　in　Lemma　2．2，

（　i　，，，2，．｛［XS」　’　X－6］’　X－n］666n　）　（X＋　，　x一）

　　　　i　2〈［［Xpj　，　X－6］，　X一”］，　X＋＞C6　（X一　）C，　（x一　）

　　　　　　δ貿

　　　　ll　2　〈［［Xfi，　，　x一，，］，　x一，，］，　x．＞

　　　　　k，1＝1

　　　　g　2　〈［xfi，　，　x一，，］，　一H，，＞

　　　　　k，／一一1

　　　　－2〈Xfi，，X一，，〉，

　　　　　k＝1

since　｛Fk｝　is　any

where　H7，　is　the　coroot　of　ori，　that　is，　H7，　＝　［X7，，X－or，］．　The　formula　above　is　equal　to　zero

if　6」　¢　｛ori，．．．，or．｝．　lf　5，・　＝　orm　for　some　m，　then　〈XB，，X．7m＞　＝＝　2／（7．，7．）　＝　2／（7i，7i）t

　　Therefore　the　summand　of　（15．1）　which　does　not　vanish，　is　given　only　by　B　＝　Br　＝
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裁

一一

　　　　　　　一　　　　　ノー一

（7i，…　，7r），　and　we　have

a・・（lllA（　tf・））阻）一　aB．
o一書〈XB・，x一　o・・〉｝…｛一書〈XB・　，　x一・k＞｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　2一’（ori，ori）r・｛一2／（7i，ori）｝r

（15．2）　，，，，　（一1）r，

Moreover　we　find　that　6　＝　n　＝　7」・　in　the　7’th　factor　of　the　summand　of　（15．1）　which　does

　not　vanish．

　　　［Step　2］　By　Lemma　14．1，　there　exists　Ad（L）一invariant　operator　PA　E　D，L，．　such　that

Ψλ（tfr）＝pA　tf・（∂）・He・e恥・f・・der　・　by　Step　1・ln　this　step，　we　sh・w　thatσ。（pA）iS

a　certain　constant　multiple　of　a．（f，　‘f．（0））．

　　　Let　（」”　op　tl．）L　denote　the　subspace　of　lp　op　tl”　consisting　of　Ad（L）一invariant　elements．

By　Schur’s　lemma，　it　is　one－dimensional　and　spanned　by　gi　Qgl　＋g2　op　g2’　＋・　・　・，　where　｛g7’｝

is　a　basis　of　1，　and　｛g2’・　｝　is　the　dual　basis　with　respect　to　〈，　〉　which　appeared　in　Definition

3．5．　Here　we　may　assume　that　all　g」・　’s　are　weight　vectors，　and　that　gi　is　the　highest　weight

vector　f，，　and　we　put　f．’　＝　gf．　We　embed　」．　cD　‘」．　in　D．＋　by　g（8）　P　e　gP（0）　as　before．

Then　D，L，．　＝＝　（｛D，（1，　op　tl，）L　and　we　can　write　PA　＝　2，　z．　（zp　E　（lp　Q　tl．）L）．　Since　the

order　of　PA　is　equal　to　r，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p，＝　2　i，．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　degノμ≦r

Moreover

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ar　（PA）　＝　］E］）　ar　（zp）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　deg　fp　＝r

We　have　only　to　show　that　a，（zp）　is　equal　to　zero　if　degf”　：r　and　／tL　iE　A．，　since

diM　IA．　＝　1　iMPIieS　that　ZA．　E　Cfr　‘fr（0）・

A　summand　of　a．（PA）　has　a　form　g（？（0），　where　g　E　C［n＋］　is　a　polynomial　of　degree　r

and　Q　E　C［n一］　is　a　monomial　ofdegree　r．　We　may　assume　that　g　and　Q　are　weight　vectors．

We　call　such　g　a　coeflicient　polynomial．　Let　uo　be　a　maximal　element　among　the　weights

of　coeff｝cient　polynomials　in　a，（PA）．　Then　yo　is　an　Ad（L）一maximal　weight　occurring　in

C［n’］　by　the　maximality，　since　a．（PA）　is　a　sum　of　a．（z．）　＝＝　f，f，“（0）　＋g292“（0）　＋’・’・　ln

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　70

particular，　all　the　terms　of　a．（PA）　in　which　the　weight　of　the　coefficient　polynomial　is　uo，

come　from　Cん。ノ茂。＝・Cんotfv。．：Let・pb∈Dn＋be　the　sum　of　terms　of、pA　in　which　the

weight　of　the　coefficient　polynomial　is　equal　to　uo．　Here　Po　1　O　by　the　property　of　uo．

Then　we　have　Po　＝　sf．，　‘f．，（a）　（s　E　CX）．　Here　we　compute　a（Po　‘f，（0））（X＋，X．）　in　two

different　ways．

　　First，　we　de丘neんゴ∈Z≧・byレ・一ん1λ・＋…＋ん。λ。．　Then∫。。＝f吾・…がand　it

follows　from　the　normalization　（7．1）　that

（15．3） a2r（Po　tfr　（0））（X＋　，　X一　）　＝＝　a2r　（S　fv，　‘fu，　（0）　‘fr　（0））（X＋　，　X．　）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　Sfvo（X＋）tfvo（X一）‘fr（X一）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　slO，

where　tfuo　and　tfr∈S（n＋）or　C［n一］are　regarded　as　functions　on　n『．

　　Second，　we　compute　a（Po　tf．（0））（X＋，X一）　by　using　the　explicit　formula　for　glA（　‘f，）．

a2r

@（W“　（　‘fr　））　＝　．＝（6，II．　ll．　．p．　），．．　“B　（　ll　6，　，，2，　，．k　［［XPi　’　X－6i］’　X－m］C6i　6ni　）　’　’　’

（i5’4）　’”（lll　，．，，2．，．it｝　［［Xp”　X－6”］’　XHnr］C6r　4nr），

the　terms　of　a2，（Po　tf，（0））　precisely　correspond　to　the　sum　of　the　terms　in　（15．4）　in　which

the　coeMcient　polynomials　have　the　weight　uo，　that　is，　in　which　2」一（fi」　一　6］・　一　n2一）　＝　uo　or

equivalently　2，・（6」　十　opj）　＝　一yo　一　A．．　Thus　we　have

a2，　（Po　‘f．　（a））　＝＝　2　aB2－r　’2）　［［X6，，　X－6i］，　X－ni］　’　’　’　［［X6．　，　X一　6．］，　X一　n．］e6i　Cni　’　’　’　g6r　Cn”　’

　　　　　　　　　　　　　　B　　δゴ，ηゴ∈△N

　　　　　　　　　　　　　　　　Σ（δゴ十ηゴ）＝一UO一λr

As　is　stated　in　the　last　paragraph　ofStep　1，　the　nonzero　summand　of　a2．（WA（　tfr））（X＋，　X一）

is　given　only　by　B　＝　B，　and　6」　＝　nj　一一一　orj　for　all　2’，　Thus　the　nonzero　summand　of

a2r（Po　tf，（0））（X＋，X一）　also　satisfies　B　＝　B．　and　6i一　＝　n」　一一一一　or」．　Such　a　summand　occurs

only　if　uo　＝　A．，　since　2，・（6，・　＋n」）　＝　一yo　一A．．　By　（15．3）　a2．（Po　tf．（0））（X＋，X一）　is　nonzero
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and　yo　must　be　equal　to　A．．　Then　we　proved　this　step，　since　all　the　Ad（L）一maximal　weight

　satisfying　deg　fp　＝＝　r　are　equal　to　or　higher　than　A，．

　　　　［Step　3］　At　last，　we　can　prove　the　proposition．　We　have

　　　　　　　　　　　　　a2r（fr　‘fr（0）　‘fr（0））（X＋，X一）　＝＝　fr（X＋）　‘fr（X一）‘fr（X一）　＝＝　1．

We　combine　this　with　（15．2），　and　obtain　the　proposition．　o

　　　　Now　we　can　prove　Theorem　6．1．　For　pa　＝＝　kiAi　＋　…　＋　k．A．，　there　exists　a　complex

　number　a　by　Lemma　14．5　such　that

（15・5）　glA（‘frfr）fp　＝＝　6A，r（LL）fp　＝abr（LL）br（LL　ny　（AO＋P9）」Xr）fp　（a　E　C），

and　obviously　we　have

（15’6）　（tfr（0）fr　tfr（0）fr）f，　一b．（pa）2f，．

Here　a＃　O．　lndeed，　if　a　＝＝　O，　then　ilfA（‘f．f．）f，　＝O　for　all　xL，　and　g｝A（‘f，f．）＝O　as　an

operator，　since　g）A（　tf．f．）　commutes　with　the　Ad（L）一action　and　fp’s　generate　C［n＋］　as，　an

Ad（L）一module．　This　contradicts　the　fact　that　the　order　of　glA（‘f．）　is　equal　to　2r．　Thus

a：　O．

　　　When　we　consider　the　top　degree　parts　of　a　b．（IL）b，（IL　一　（AO　＋　p，O）A，）　and　of　b．（iLe）2　in

（15．5）　and　（15．6），　they　come　from　the　top　order　parts　of　glA（　tf．　f．）　and　of　tf，　（a）f．　‘f，　（0）f，，

respectively．　The　relation　between　these　top　order　parts　is　described　in　Proposition　15．1．

Thus　we　have　a　＝　（一1）r，　since　the　top　degree　parts　of　b，（Lt）b．（IL　一　（AO　＋p，O）A．）　and　b．（IL）2

coincide．　We　have　proved　Theorem　6．1．

16　Appendix一一一一一some　data　of　commutative　parabolic

　　　　　　types

In　the　body　of　this　thesis，　we　have　not　given　examples　depending　on　a　type　ofa　Lie　algebra，

except　for　examples　in　g　13．　Here　we　summarize　data　for　convenience　of　the　author　such　as

「oot　systems，　fundamental　weights，脚dλ・（be1・w　De丘niti・n　4．1），ρi（bel。w　De丘niti。n

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　72

7．4），　c　（Definition　9．6）　or　gi　（g7）　for　all　the　commutative　parabolic　types．　ln　addition，　we

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　？

set

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p　＝＝　S　2　cy　E　Hom（p，　c），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α∈△寿

which　is　equal　to　p，　if　（g，p）　is　of　regular　commutative　parabolic　type．　We　use　Bourbaki’s

rules　of　simple　root　numbering　［2］　in　the　following　Dynkin　diagrams　and　｛Ei｝　denotes　an

orthonormal　basis　of　an　Euclidean　space　RM．

16．1　Type（A．，r）

The　root　system　is　realized　in　a　hyperplane　in　R”＋i　through　the　origin　orthogonal　to

ei　十　・　・　・　十　6n＋i．　We　may　assume　that　r　S　［（n　十　1）／2］　without　loss　of　generality．

ユ」61

n

A

＋
　
　
＋
N

△
　
△

十△＃

十
N
△＃

Root　system

＝　｛ai　＝　ei　一　ei＋i　i　1　S　i　〈一　n｝

　　　　　　　　n十1－i
　筏フi＝
　　　　　　　n十1

｛εi一εゴlkブ｝，

｛εi一εゴ　1　i≦r＜ブ｝，

γ乙（n一ト1）／2，

r（n　＋　1　一　T）．

In　particular，

　　　　　　　　　aio　＝

　　　　　　　　てUio　＝

16．1．2　’yi

　　　　　　　　’

（6i　＋”・＋6i）　一　｝rktT　（ei＋i　＋’”＋en＋i）　1　isis　n）　，

CYr　＝　er　ny　Er十b

　　　　n十1－r
復フr＝＝

71

ｨ
　
％
　
笏

n十1
（Sl　＋’”＋er）　一　　　　　　　　　　　　　　　　　（Er＋1　＋　’　’　’　＋　En＋1）・

　　　　　　　　　　　　　n十1

8r　一　6r十1

er－1　’　Er十2

Er－i十1　一　er十i

el　一　e2，
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afr　l

ar－1　＋　ar　＋　ar＋1）

ar－i＋1　＋　’　’　’　＋　ar＋i－1，

al　＋　…　＋　a2，一1・

vapitwws

　　　　灘懸．灘．灘，，．．．．、，鑛、，

　　　灘、＿、、灘難鱗灘灘舞1羅＿、．． am



絶
讃
．
r
隔
．

1遡鑛．・　羅

－一岡願剛馴開闘剛一．

　　　　一　　　 ▼」一一

16．1．3

16．1．4

A
i

　　　　　Ai　＝＝　一er＋er＋b

　　　　　λ・ニー（ε卜・＋ε。）＋（ε。＋1＋ε。＋2），

　　　　　λi一一（ε卜i＋1＋…＋εr）＋（ε。＋、＋…＋εr＋∂，

　　　　　Ar　＝　一（61　＋’”＋　6r）　＋　（er＋1　＋’”＋　E2r）・

c，　pi　and　p

　　　　　　　　　　　　　c　＝　2，

　　　　　　　　　　　　　ρi　＝＝　iてZフrlり‘，

　　　　　　　　　　　　　　　　n十1
　　　　　　　　　　　　　P＝　Tw．．

16．1．5　Dynkin　diagrams

　　　　　g　：　e－e　一・・　・一　e　一一一一　o－e　一…　一　e　一一　e　一・　・　・一　e

gr　：　e－e一…　一e－o－e一…　一e－e

　　　　gr－1　：，　e一…　一　e－o　一一一　e一…　一e

　　　　　g2　：　e　－o　一一一　e

16．2　Type（C．，n）

The　root．system　is　realized　in　Rn．

16．2．1　Root　system

ll　＝

al

an－1
Ctzn

＝　el　一一　e2，

＝＝　en－1　一’　6n7

＝＝　2En

’
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（Am　r）

（A2卜1，r）

（A2r－3，r　一一　1）

（A3，　2）

（A，，　1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’
　　　　　　　　　εi　一εゴ＝αi＋…＋αゴー1
　　　A＋　＝　〈　6i＋e」　＝

　　　　　　　　　　2ei　一一　2（ai十…　十anny　i）十a．

　　　AN　＝＝　｛ei＋E」li〈2’｝U｛2Ei｝，

　　　　十　－－2　　tiA’　＝　n2，

　　ttAN　＝一　n（n　＋　1）／2．

In　particular，

　　　　　　　　　　　　　　　aio　＝　an　＝＝　2en）

　　　　　　　　　　　　　　　て＝こ7io　　ニ＝　Zこ7nニ：ε1一十一・・。十εn．

16．2．2　’“yi

　　　　　　　　　　71　＝＝　26n　＝　an，

　　　　　　　　　　72　＝＝　2en－i　＝　2an－i十an，

　　　　　　　　　　ori　＝　2　Sn－i＋1　：　2（CUn－i＋1十’”十an－1）十an，

　　　　　　　　　　orn　＝　2ei　＝　2（ai十…　十a．一i）十a．．

16．2．3　Ai

　　　　　　　　　　　　　　Al　＝　一2En，

　　　　　　　　　　　　　　A2　＝　一2（en－1十6n），

　　　　　　　　　　　　　　Ai　＝　一2（en－i＋i十’”十en），

　　　　　　　　　　　　　　An　＝＝　一2（el十’”十en）．

16．2．4　c，pi　and　p

　　　　　　　　　　　　　　　　　c＝　1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　75

A　＝　｛zvi　＝　ei　十…十ei　i　1　一く　i　g　n｝

鰯．
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16．2．5　Dynkin　diagrams

g＝　g．

　　　　　　　　　　　9卜1：

　　　　　　　　　　　　g2　：

　　　　　　　　　　　　gl　：

16．3　Type（D．，n）

The　root　system　is　realized　in　R”．

16．3．1　Root　system

H＝

A　＝

　　　　A＋　＝

　　　AN　＝＝

　　　ttA＋　＝＝

　　　tiAk　＝＝

In　particular，

al

an－1

crn

Uフ1

＝
＝
命
ρ

i十1
　　w。　1り、，

　2

n十1
　Wn’2

　1

：　●一一●一・・。一●く＝＝＝O

　　　e　一一・・一eeo

　　　　　　　e〈＝＝o

　　　　　　　　　　o

＝　el－E2，

＝　en－1－en　7

＝＝　En－1　十　en

＝　ell

｛εi・＋εゴli＜ブ｝

n（n　一一一　1），

n（n　一　1）／2．

，

Wn－2　＝　el＋’”＋en－2，
Wn－1　＝　（el　＋’”＋　6n－1　一　en）／2，

てVn　　　　　　　（ε1十…　　十εn）／2

ε仁εゴ＝αi＋…＋αゴー1
ei＋e」　＝　（ai＋…＋a」ml）

　　　　　　’

（Cn，　n）

（Cn－i，n　一　1）

（C，，2）

（A，，　1）

’

　　　　　　　　　　　　　　　　　（z〈／），

＋（2ct」’　＋　’”　＋　2an－2　＋　orn－1　＋　an）　（i　〈　2’）

aio　＝＝　an　＝　en－1　十　en｝

　　　　　　　1
CC7io　＝＝　Wn　＝＝　S（El　＋’”＋　en）・

　　　　　　　76

’

16．3．2　・＞fi

ツ1　　＝ε洞＋εη　　　＝αη，
or2　＝　en－3十en－2　＝　CVn－3十2an－2十an－1十an，

’〉’i　＝＝　6n－2i＋1　十　En－2i＋2　＝　CYn－2i＋1　十　2　CUn－2i＋2　十　’”　十　2　Ctn－2　十　CYn－1　十　CYn，

orn／2　＝　ei　十62　＝　ori　十　2a2　十…　十　2an－2　十　cyn－i　十　an　（n　：　even），

or（n－i）／2　＝　62十e3　＝　a2十2a3十…　十2an“2十an－i十an　（n：odd）．

16．3．3　Ai

16．3．4　c，　pi　and　p

　　Al　＝　一（en－1＋6n），

　　A2　＝　一（6n－3　＋　En－2　＋　en－1　＋　en），

　An／2　＝　一（6i＋…＋en）　（n：even），

A（n－i）／2　＝　一（e2十…　十en）　（n：odd）．

c　＝＝　4，

ρi　＝・　（2i－1）aフnlりi，

ρ＝（n－1）てzフn．

　　　　77
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　　　　　一　　　　　　　　　6暉臼一
　　　　　　　　　　v．．

16．3．5　Dynkin　diagrams

　　　　　　　　　　　　1　n－2　n－1
　　　　　　　　　　g：　e－e一…　　一e－e－e－e－e
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　g

　　　　　　　　gn／2　：　e－e一…　一e－e－e－e－e
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　よ

　　　　　g（n－1）／2　：　e一・t・一　e－e－e－e－e
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　よ

　　　　　　　　　g3　：　e　－　e　－　e　－e－e
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o

　　　　　　　　　g2：　e－e－o　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o

　　　　　　　　　gl：　0

16．4　Type（D．，1）

The　roQt　system　is　realized　in　R”．

16．4．1　Root　system

fi，　A　and　A＋　are　the　same　as　g　g　16．3．

16．4．2　”＞fi

AN　＝一

ttAk　＝

　aio　＝

石フio　＝＝

（Dn，n）

（Dn，　n）　（n　：　even）

（Dnhi，n　一一　1）

（D，，　6）

（D4，　4）

（A，，1）

｛ε・土εゴ11＜ブ｝，

2（n　一　1），

or　1　＝　e　l　ny　e　2，

石ブ1＝ε1・

or1　＝　61－e2　＝al，

72　＝＝　el　十　e2　＝＝　al　十　2a2　十…　十　2a．一2　十　an－1　十　a．・

　　　　　　　　　　　　　　　　78

（n　：　odd）

．睡e

16．4．．3　Ai

16．4．4　c，　pi　and　p

16．4．5　Dynkin　diagrams

Al　＝＝　一el＋E2，

A2　＝＝　一2El．

　　　c　　＝

　　Pl　＝

P2　＝P　＝

2（n　一　2），

ω・1り、，

（n　一　1）wi．

D　
勘
　
D
（
1

「
●

η
「

2

一
●
一
●
η

～　ト　
一－
0

　
9
2

　
＝　
9

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　gl：　0

16．5　Type　（B．，1）

The　root　system　is　realized　in　R”．

16．5．1　Root　system

n　＝

A　＝＝

A＋

△声

ttA＋

ttAN

　　　　　　　　　　（ai　＋’

｛ei　±　e）・　（1　〈　2’），

n2
C

2n－1．

al　＝＝　El－e2，

an－1　＝　6n－1　一　en）

an　＝　6n
復フ1　　　＝　　ε1，

石フn＿1　＝

石ブn　　　＝

εi一εゴ　＝

εi十εゴ　＝

　ei　＝

　　1

）

ei　十　’　”　十　6n－i，

（El　十’”十　6n）／2

α歪＋…＋CMゴ　一1

　ai　十・・t十　an

　　　El｝，

）

（A，，1）

・・
¥　aj－i）　十　2（aj　十　…　十　a．）
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In　particular，

16．5．2　t）ti

16．5．3　Ai

16．5．4　c，　pi　and　p

16．5．5

16．6

aio　＝＝　al　＝＝　61　一一　E2，

eこ7io　　＝　　てZフ1＝ε1．

or1　＝　e　l　一　e　2　＝　or　1，

or2　＝　El　十　e2　＝　cul　十　2（a2　十…　十　an）．

Dynkin　diagrams

Type　（E6，　1）

Al　＝＝　一el＋62，

A2　＝　一一2ei．

c　＝　2n　一一　3，

ρ1　ニ　　τて711り1，

　　　　　2n－1
P2　：P　＝ 　　　Wl・2

　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　n

9＝　g2　：　O－e　一…　一　e　＝＝〉　e　（B．，　1）

　　　gi　：　o　（Ai，　1）

The　root　system　is　realized　in　the　subspace　of　R8　spanned　by　the　following　simple　roots．

16．6．1　Root　system

ll　＝

　
　
　
　
ヨ
　
　
　
ド
リ
　
ハ
リ

α
α
α
α
α
α

（es　一　e7　一　E6）／2　＋　（61　一一一　e2　一　e3　一一　e4　一　Es）／2，

el　十　e2，

e2　一　El，

e3　一一　E2，

64　一一一　e3，

es　一一　64

80

’

A　＝

A＋　＝

石ブ1　；＝

Uフ2　＝

筏フ3　　＝

石ブ4　＝

石フ5　　＝

石ブ6　＝

εi　一εゴ＝αゴ＋2＋…＋α乞＋1

ei　＋　E」　＝　（a2　＋　a3　＋　2a4　＋　…　＋　2a」＋i）

　　　　　　　　　＋（a」＋2　＋　・　・　・　＋　ai＋1）

（es　一　e7　一　e6）／2　＋　（1／2）　2，5．，．，　u（i）si

（2／3）（es　一　e7　一　E6），

（el　十…　　十　es）／2　十　（6s　一　67　一　e6）／2，

（一ei　十　e　2　十　…　　十　e　s）／2　十　（5／6）　（Es　一　E　7　一　en　6），

e3＋e4＋E5＋（e8－e7　ny　e6），　（’
e4　十　es　十　（2／3）（es　一　e7　一　E6），

es　十　（Ss　一　E7　一　66）／3

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1　S　2’　〈ig　5），

（1≦ブく乞≦5），

（u（の一・±1，　HI．．、　u（の一1）

Here　the　positive　root　in　the　last　line　is　expressed　as　a　linear　combination　of　the　simple

roots　as　follows：

al　＋　（a3　＋…＋　ai＋1）

（al　＋’”＋　a4）　＋　（a」＋2　＋’”＋　or5）

＋（ai＋2　＋　・　・　・　＋　a6）

ai　十　2a2　十　2a3　十　3a4　十　2as　十　a6

（only　Lノ（i）＝1，1≦i≦5），

（only　u（のand　zノ（」）＝一1，1≦」くi≦5），

（all・u（の＝1）．

AN　＝　（（Es　一　e7　一　E6）／2　＋　ll　1．．，　U（i）Ei

tiA＋　＝　36，

＃△声

In　particular，

16．6．2　”＞ti

＝＝　16．

y（i）一±1，
緒}一1｝，

aio　＝　al　＝　（es　一　e7　一　e6）／2　＋　（el　一　S2　一　E3　一　84　一　es），

てzフio　　ニ　　てz71＝（2／3）（ε8一ε7一ε6）．

tYl　＝　（6s　一　e7　一　E6）／2　＋　（el　一　E2　一　E3　一　e4　一　6s）／2　＝　CYI，

or2　＝　（Es　一　s7　一　66）／2　＋（一一el　＋E2　＋　e3　＋　64　一　es）／2　＝＝　cvl　＋　a2　＋　2a3　＋　2a4　＋　as．

16．6．3　Ai

Al　＝　一一　（es　一　67　一一一　e6）／2　一　（el　一　e2　一　e3　一　E4　一　es）／2，

，）t2　＝　一（Es－67－e6）＋es・
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16．6．4

16．6．5

16．7

The　r（N

E7　十　e．，

16．7．1

1
－
1

A

砺andρ

fnkin　diagrams

pe　（E7，　7）

c　＝＝　6，

ρ1　＝　τσ1煽，

P2　＝

p　＝

4wl　lh，　，

6wl　．

6
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（E6，　1）

（Ds，　1）

（A，，　1）

tem　is　realized　in　the　hyperplane　in　R8
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　through　the　origin　orthogonal　to

）t　’

@syst　em

　α1　こ

　a2　＝

　a3　＝

　a4　＝＝

as　＝

a6　＝＝

a7　＝＝

Wl　＝

W2　＝＝

竃フ3　二＝

V4　＝＝

W5　”
互フ6　ニ：

W7　＝＝

gf8＋一一e；，7）／2　＋　（ei　一一　E2　一一　e3　一　E4　一一一　Es　一一　s6），

e2　一一　El，

e3　一一　e2，

Es　一一　e4，

e6　一一一　Es

es　一一　e7，

E4±es　一t　96＋（3／2）（es　一L　e7），　（’
e5　＋　96　＋　（es　一　67），

66　十　（es　一一一　s7）／2
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A＋　＝＝

6i　一　ej　＝　aj＋2　＋…＋　ai＋1

Ei　十　Ej　＝　（CY2　十　CU3　十　2　a4　十　・　・　・　十　2　CYj＋1）

　　　　　　＋（αゴ＋2＋…＋α乞＋1）

es　一　s7　＝＝　2ai　十　2a2　十　3cy3　十　4a4

　　　　　　十3as　十　2a6　十　a7，

（6s　一　67）／2　＋　（1／2）　29・．．，　u（i）ei

（1　S　／’　〈i　〈ny　6），

（1　g　2’　〈i　一く　6），

（〃（の＝土1，H乳1レ（の＝一1）

Here　the　positive　root　in　the　last　line　is　expressed　as　a　linear　combination　of　the　simple

roots　as　follows：

al　＋　（dv3　＋　’”　＋　ai＋1）

（al　＋’”＋　a4）　＋　（a3　＋’”＋　ak＋1）

　　　　　　＋（α・＋…＋αゴ＋・）＋（α，＋…＋αi＋、）

（or　i　十　20r　2　十　20r3　十　3　cy4　十　2　cus　十　cy6）

　　　　　　＋（ai＋2　＋　・　・　・　＋　a7）

△k一

tiA＋　＝　63，

tiAN　一　27．

In　particular，

16．7．2　’yi

16．7．3　Ai

or1　＝＝

or2　：

or3　＝

aio　＝　CY7＝e6－6s，

（only　zノ（の＝1，1≦i≦6），

（only・zノ（の，u（」）and　zノ（k）＝＝1，

1　“〈　k〈　2’　〈i　〈一　6），

（only　zノ（i）＝一1，1≦i≦6）．

（レ（の＝士1，H器1レ（の＝一1）

Wio　　＝　　て2ブ7＝ε6十（ε8一ε7）／2．

E6　一　Es　＝：　C）f7，

e6　十　es　＝　a2　十　q3　十　20r4　十　20rs　十　2a6　十　a7，

es　一　67　＝　2　ct　i　十　2　a2　十　3cN3　十　4a4　十　3（）s　十　2　a6　十　cM7．

1λ

2λ

3λ

一e6　十　6s，

一2e6，

一2e6　十　e7　一　es．
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響

。，　pi　and　p

、

Dynkin　diagrams

b　　　　．邸「　．　　　．憾　．，

c　＝＝　8，

Pl　＝

P2　：

wllり1，

5w・1り2，

p3　＝＝　p　＝＝　9　av　1．
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g2

gl　：

1

●
2

e　－　e　一一一　e　－　e　－o

l
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（E，，　7）

（D6，1）

（A，，　1）

’『一一一『剛r賜■■■F　．．

f一’

References

［1］　Boe，　B，　D．，　Homomorphisms　between　generalized　Verma　modules，　Trans．　Amer．　Math．　Soc．

　　　　　288　（1985）　vol．　2，　791－799，

［2］B・u・baki，　N・，0脚・・et・励e・融・，0月目pitres　4，5，・t　6，　Herlnann，　Pa・i・（1968）．

［3］簿11i，　A，　Su’　les　ope’「at’ons　d・ns　la　th・’・r’e　d・・伽・・吻鋤…，Math・Ann・37（189・），

［4］En・ight，　T・，　H・w・，　R・and　Walla・h，　R，　A・1α・・iifi・ati・n・如蜘んゆ・蜘吻ん孟m。dul，，，

　　　　　BRftPkrhe．．S．gg89ti？gnsgB．eOrY　Of　reduCtive　groups，　Ed・　P・　C・　Trombi，　progress　in　）viathematicsl

［5］En・ight，　T・J・and　J・・eph，　A・，　An・int・in伽n・姻・・加itarizabl・んigん・st・・veight　m。伽1，，，

　　　　　Math．　Ann．　288　（1990），　571－594．

［6］Fa・aut，　J・and　K・・anyi，　A・，　F・・n・ti・脚αce・・nd　rep・・du・吻k・rn・」・・n　b・und，d　sy＿t，ic

　　　　　domains，　J．　Func．　Anal．　88　（1990），　64－89．

［7］Ga・land，　H・and　Zu・k・・man，　G・J・，　On　unit・ri・・bl吻ん・蜘吻んt　m・dul，，。ノ∬，。m乞伽

　　　　pairs，　J．　Fac．　Sci．　Tokyo　28　（1982），　877－889．

［8］G・n・ha・・v，　A・B・，σ・n・轍・d・・吻m・Z伽・tu・…nm。nif。ld、，　S，1ecta　Math．　S。vi，t．6

　　　　（1987）　No．　4，　307－340．

　［9］　（i；yo．j．a？　A：，　Further　generalization　of　generalized　Verma　modules，　Publ．　RIMS，　Kyoto　Univ．

　　　　29　（1993），　349－395．

［101Gy・」a，　A・，鞠ん・蜘・ight・m・d・・1…励加・ti・n・・∫・em蜘・ri・庸，　Publ．　RIMS，　Ky。t。

　　　　Univ．　30　（1994），　353－400．・

［11］Ha・i・h－Chand・a・R・P一勧呵・e細mp1・吻脚・．照m・・．　J．　Math．78（1956），

　　　　564－628．

［12］　Howg，，．．R；　a4d　Umeda，　T．，　The　Capelli　identity，　the　double　commutant　theorem，　and

　　　　mult　ip　lic吻一ブreεαctio，ns，　Math．　Ann．290（1991），565－619．

［13］Huniphrey・，　J・E・，　Finit・　・nd・infinit・伽・n・i・πα1剛冠1・ψ・emi・impl，　Li，　alg，b。α，　Lie

　　　　！Pe．orieE－gnd　their．appligations，　Queen’s　papers　in　Pure　and　Appl．　Mat－h．　No．　48；　Qu6en’s

　　　　Univ．，　Kingston，　Ont．，　（1978），　1－64．

［14］Jant・en，　J・C・・K・π6・α翻α嘘砺m・n　auf・indu・iert・n　D・醐吻，励α1う，蛎。、ん，。　Lie－

　　　　Algebren，　Math．　Ann．　226　（1977），　53－65．

［15］J・・eph，　A・，　Annihitat－nd・・…iated　vari・彦2呵翻鞠んigん・・t　w，ight　m。dul，，，　Ann．

　　　　Sci．　Ec．　N　　　　　　　　　　　　orm．　Sup．　25　（1992），　1－45．

［16］　Kalnita，　A．，　M－or－i－t．a，　￥．　and　Tanisaki，　T．，　Quantum　deformations　of　certain　prehomogeneous

　　　　vector　spaces　1，　Hiroshima　Math．　J．　28　（1998），　527－540．

［17］　！〈ltasbiwiar．q，一］Y．！；？　T4e　universal　VeTma　module　and　the　b－」unction，　Advanced　studies　in　pure

　　　　Math．　6　（1985），　67－81．

［18］K・・anyi，　A・and　W・lf，　J・A・，　Reali・ati・n・ノん・rmitian・ymm・t・i・・Pαce，α，9，㈱1鰯

　　　halfplanes，　Ann．　of　Math．　（2）　81　（1965），　265－288．

85

鍵響1響i警雛欝騨雛響灘、…雛灘鍵難難騨購購懸鍵…懇礁織i羅饗麟1黙響響1饗’．　　



覧
▼
…
」
蒙
、
・
≒
〉

［19］

|縞色呈熱㌔a器騰1髄．一mα一蜘・…α1謝五αμαce

［201

ﾕ1晶4惣離α鰯一・鋤・・e＆厩・α一嚇Am…J・
［21

〔22

恟J，“繍11錨惚・一吻・ノ・・吻ん・蜘ん彦m・d畑…

［231

C撚舗窪臨臓49㍑岬et一一・3ん加一・spαce・
［24」

?諸撚拙皆19撫P－n勧…α伽itesch　・y一・傭。ん一

125］

緒�ﾙδ留u甑戯識鑛瀞・1・P吻蜘・ノα・・蜘
［26］

女ﾕ蝋鐙宮山面一・励。・・tα吻・一一・・ノ・1・・鋤一

［271

［281

m灘，諦雛me彦・剛・m・α一・傭α吻m・畑…一御・傭

［291

［30］

【31］

E11翻邸齢・敏。一伽一・ノth・di・一・惚恥an・・Am・r・　Math．

［32］

’

86

・．購，・弓懸弓懸1
’．熱羅購．ntpu．「鍵韓’・．縣3・



，

．．．dj

．－L　liF．，．．ii．：）．tii．・

；一一．　i－r 貼
1
凸
一

　　P　“i　SA

”L

，

「
「

L

r
L

．

r

　　　層
旧謎」臥

　　一

r

1

一
，

1


