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Introduction

The　purpose　of　this　paper　is　to　formalize　Gentzen　style　natural　deduction　sys－

tem　fbr　substructural　logics，　and　to　characterize　three　stru（加ral　inference　rules

for　Gentzen　style　natural　deduction．　These　rules　consist　of　weakening　rule，　con－

traction　rule，　and　exchange　rule．　ln　substructural　logics，　structural　inference

rules　are　partially　restricted　or　totally　rejected．　ln　G．　Gentzen［1］，　struct］ural　in－

ference　rules　are　defined　as　sequent　calculus　inference　rules　which　do　not　involve

any　logical　constant．

　　　The　importance　of　substru（加ral　logics　has　been　increasing　in　such　field　as

computer　science　and　the　lattice　theory　which　is　related　to　quantum　logics，

where　distributive　laws　and　commutative　laws　are　restricted。　Substru（加ral

logics　are　applied　to　the　study　of　logical　structures　in　these　disciplines．

　　　So　far，　substructural　logics　have　been　mainly　investigated　in　sequent　calcu－

lus，　because　structural　inference　rules　are　introduced　and　characterized　as　the

inference　rules　in　sequent　calculus．　Since　natural　deduction　systems　have　been

introduced　in　G．Gentzen［1］，　no　structural　inference　rules　have　been　explicitly

characterized　for　this　system．　The　function　of　these　rules　is　embedded　in　the

other　inference　rules　in　natural　deduction．　As　a　result，　there　have　been　few　at－

tempts　to　study　natural　deduction　for　substru〔加ral　logics．　In　a　proof　of　naturaI

deduction，　the　mutual　relations　of　the　assumptions　and　the　relations　from　the

assumptions　to　the　conclusion　are　indicated　as　a　tree　structure．　An　inference

rule　of　natural　deduction　is　defined　as　an　operation　on　the　whole　proof．　On

the　other　halnd，　an　inference　rule　of　sequent　calculus　is　defined　a』s　a皿operation

on　a　certain　sequent．　Between　natural　deduction　system　for　intuitionistic　logic，

called　NJ，　and　typed　A－calculus，　there　is　a　correspondence　called　Curry－Howard

isomorphism．　Due　to　the　existence　of　this　isomorphism，　NJ　is　investigated　for

the　foundation　of　constructive　programming　and　functional　programming．

　　　Because　of　our　result　on　the　natural　deduction　systems　for　substructural　log－

ics，　we　may　expect　the　possibility　of　restricting　the　Curry－Howard　isomorphism

to　the　correspondence　between　substructural　logics　a皿d　a“substruCturized，，λ一

calculus．　Such　a　restricted　version　of　the　isomorphism　will　provide　us　finer

analysis　of　the　computational　process　than　those　provided　through　ordinary

A－calculus．

　　　This　paper　is　divided　into　two　parts．

　　　In　the　first　part，　we　present，　for　a　system　of　G．　Gentzen　style　natural　de－

duction，　characterizations　of　two　structural　rules，　namely，　weakening　and　con－

traction，　in　terms　of　the　numbers　of　assumptions　discharged　at　an　application

of　introduction　rule　for　logical　implication．　lt　is　shown　that　the　number　is

zero　for　the　weakening　rule，　while　the　number　is　reduced　to　exactly　two　for　the

contraction　rule．

　　　In　the　second　part，　we　introduce　another　system　of　G，Gentzen　style　natural

deduction，　denoted　by　NFL　（Natural　full　Lambek），　where　a　particular　sort　of

labels　are　assigned　to　the　formulas　occurring　in　a　tree－like　proof　in　such　a　way

that　information　concerning　the　location　of　each　formula　in　the　proof　is　recovered

from　the　label　attached　to　it．　ln　particular，　the　path　from　the　assumptions　to

the　conclusion　is　recovered　from　the　labels　attached　to　them．　The　inference　rules

of　NFL　are　formulated　as　an　operation　on　proofs　consisting　of　labeled　formulas．

NF：L　is　equivalent　to　the　sequent　calculus：肌（fU11　Lambek），the　basic　sequent
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calculus　for　substructural　logics．　Our　way　of　labeling　suggests　a　certain　ordering

on　labels　which　enables　us　to　define　exchange　rule　in　NFL，　in　effect，　as　the

flipping　of　the　two　treelike　proofs　situated　above　the　two　assumptions　of　the

elimination　rule　for　implication．

Acknowledgment

1　would　like　to　express　my　gratitude　to　Professor　Toru　Tsujishita，　Professor

Koji　Nakatogawa，　and　Mr．　Osamu　Watari　for　their　advice，　encouragement，

discussions，　and　constructive　suggestions．

醸

籔’

き　ゆ

襲
、

麺

鐵

2

雛灘鰹購．ll灘難灘鑛1…懸灘灘1灘＿1灘，鑛欝



凹凹

Part　1

Weakening　and　Contraction
Rules　for　Natural　Deduction

S2““．　ok

1 Introduction

The　purpose　of　this　part　is　to　characterize　two　structural　inference　rules，　namely，

weakening　（Theorem　1）　and　contraction　（Theorem　2），　for　a　system　D　（defined

below　in　section　3）　of　Gentzen－style　natural　deduction．　Our　characterizations

of　these　two　rules　are　given　in　terms　of　the　number　of　assumptions　discharged

at　an　application　of　the　introduction　rule　for　implication．　For　the　weakening

rule，　the　number　is　zero，　while　it　is　reduced　to　exactly　two　for　the　contraction

rule．

　　　We　start　with　introducing　a　propositional　language　equipped　with　the　logical

connectives，　implication　），　conjunction　＊，　disjunction　＋，　and　negation　一．　Then，

the　system　D　is　defined　as　a　system　without　weakening　and　contraction　rules．

（Oide［3］　introduced　sequent　calculus　systems　where　the　number　of　formulas

allowed　to　occur　on　each　sides　of　a　sequent　is　restricted　to　zero　or　one．　This

system　provided　us　of　motivations　and　stimulations　leading　to　the　definition　of

D．）　ln　this　base　system　D，　the　elimination　rule　for　implication　is　the　ordinary

modus　ponens．　For　the　introduction　rule　of　implication　，　it　is　customary　not　to

put　any　restriction　on　the　number　of　discharged　assumptions．　ln　our　D，　however，

the　number　of　assumptions　discharged　at　each　application　of　the　introduction

rule　）　li　for　implication　is　restricted　to　exactly　one．

　　　It　will　turn　out　that　if　an　introduction　rule　）　IO　for　implication，　where　the

number　of　discharged　assumptions　is　restricted　to　zero，　is　added　to　D　as　a　new

rule，　it　works　as　the　weakening　rule．　（See　Theorem　1　below）　lf　the　introduction

rules　）　1”（n　2　2），　where　the　number　of　discharged　assumptions　is　any　positive

integer　strictly　greater　that　or　equal　to　two，　are　added　to　D，　they　work　as　the

contraction　rule．（See　Theorem　2　below）　For　the　contraction　rule，　the　number　of

discharged　assumptions　can　be　reduced　to　two　（Lemma　1）．

　　　Our　primary　concern　in　this　paper　is　on　neither　substractural　logics　nor　linear

logics．　lt　is　mostly　concerned　with　seeing　what　sort　of　forms　the　structural　rules

such　as　weakening　and　contraction　take　in　a　natural　deduction　system　which

follows　closely　as　possible　the　original　formulation　of　Gentzen　［1］．　The　scope　of

the　present　part　is　restricted　to　propositional　connectives．

冤

’．酵

．　読

t

2 Language　L

The　propositional　connectives　of　our　basic　language　L　are　the　implication　symbol

⊃，the　negation　symbo1「，　the　conjunc七ion　symbo1＊，　and　七he　disjunction

symbol　十．　We　also　use　the　constant　symbols　t　to　denote　the　unit　element

for　the　conjunction，　f　to　denote　the　unit　element　for　the　disjunction．　The

formulas　of　L　are　constructed　by　combining　the　constant　symbols　t　，　f　and

the　propositional　constant　symbols，　A，　B，　C，　・　・　・　together　with　the　connectives

），　＝，　＊，　十，　（　（left　parenthesis），　）　（right　parenthesis）．　Some　lower　case

仁

3
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Greek　alphabets　ip，　th　，　e，　…　denote　a　formula．　We　use　capital　letters　such

as　r，　A，　W，　¢，　…　to　represent　a　multi－sets　of　formulas．　ln　what　follows　we

usually　omit　”multi一”　when　it　is　clear　from　the　context．

　　　The　sequent　of　L　have　the　following　form
霧、1

r　一〉　A．

識‘

The　left　hand　side　of　a　sequent　may　be　empty．　The　right　hand　side　of　a　sequent

is　either　empty　or　consists　of　a　single　formula．　To　specify　the　element　of　r　and

A　we　write
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　70，…　　，戸γ7几＿1→δ．

When　both　sides　of　a　sequent　are　empty，　we　write

暉
講
　
羅

　
　
　
　
難
．

難．

．

and　call　it　the　empty　sequent．

3 A　Natural　Deduction　System　D

We　now　introduce　a　formal　system　D　of　natural　deductions　which　is　obtained　by

restricting　and　modifying　Gentzen’s　natural　deduction　system　NK．　Our　system

D　has　the　following　inference　rules．　The　non－negative　integer　n　used　as　the

superscript　of　1，　E　indicates　that　the　number　of　assumptions　cancelled　at　the

apPlication　of　a皿inference　rule　is　restricted　to　exactly　n．

e　The　introduction　of　）　with　the　number　of　cancelled　assumptions　being

　　restricted　to　exactly　one

［A］

　　l

　　B
　　　　　　）Ii

A）B
e　The　elimination　of　）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　A）B
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）E
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B

e　The　introduction　of　7　with　the　number　of　cancelled　assumptions　being

　　restric七ed　to　one

囚

g．li
．A

e　The　elimination　of　7

A　7A　　　　　　．E
　　f
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e　The　introduction　of　＊

A　B　　　　　＊I
A＊B

e　The　elimination　of　＊　with　the　number　of　the　cancelled　assumptions　being

　　restricted　to　one　for　A，　and　one　for　B　respectively
畦

囚　［B］

』電」

A＊B C
C

＊　El，1

The　1　on　the　left　side　of　the　superscript　of　E　indicates　that　the　A　used　as

an　assumption　is　cancelled　just　once　at　the　application　of　＊Ei，i　．　The　1

0n　the　right　side　of　the　superscript　of　E　indicates　the　similar　restriction

for　the　assumption　B．

e　The　first　introduction　of　十　with　the　number　of　cancelled　assumptions

　　being　restricted　to　one

灘

ゑロ

灘

灘
蓄

E

［．A］

B
A十B
＋Il

e　The　second　introduction　of　十　with　the　the　number　of　cancelled　assump－

　　tions　being　restricted　to　one

［＝B］
l
j

　　　　　＋弓

A十B
The　above　two　rules　are　modifications　of　the　introduction　rules　of　the

multiplicative　disjunction　to　suite　to　the　present　circumstances　．　lnstead

of　trying　to　give　the　meanings　to　these　rules　within　an　already　available

framework，　their　meanings　are　to　be　sought　in　the　actual　use　of　these　rules

themselves．

e　The　first　elimination　of　十

7A　A十B　　　　　　　　　　十Ei
　　　　B

e　The　second　elimination　of　十

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝B　A十B
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋現

The　above　two　rules　are　adopted缶om　the　elimination　rules　of　the　multi－

plicative　disjunction　to　suite　to　the　restrictions　under　which　we　have　been

working．　They　may　be　regarded　as　expressing　a　sense　of　logical　incompat－

ibility．

5
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e　The　introduction　of　）　for　the　propositional　constant　t　where　the　number

　　of　cancelled　assumptions　is　restricted　to　zero 参

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）　IO（t）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t）A

　　The　superscript　O　of　1　indicates　that　the　number　of　cancelled　assumptions

　　at　the　application　of　）　IO　is　restricted　to　zero．

e　The　symbol　t，　regarded　as　a　formula，　is　the　a」ciom　of　D．
㍑．
　
．
鐸
．
．
鳶

　
　
　
蒙
薦
．

There　are　other　inference　rules　not　belonging　to　D．

e　The　introduction　of　）　with　the　number　of　cancelled　assumptions　being

　　restricted　to　zero

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）　lo

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A）B

　　The　superscript　O　of　1　indicates　that　the　number　of　cancelled　assumptions

　　at　the　application　of　D　IO　is　restricted　to　zero．

e　The　introduction　of　）　with　the　number　of　cancelled　assumptions　being

　　restricted　to　n（n　）　2）

難

詰
F羅
．
　
忘

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［A］…　［A］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）　ln

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A）B

The　superscript　n　of　1　indicates　that　the　number　of　cancelled　assumptions

at　the　app｝ication　of　）　1”　is　restricted　to　two　or　more　than　two．

4 Sequent　Calculus　S

Next，　we　introduce　the　sequent　calculus　S　as　follows．　We　say　that　（ri　一

Xi，r2　一　X2，…　　，　r．　一　X．　／　r　一　X）　is　an　instance　of　a　certain　inference　rule

if　it　has　the　form　indicated　by　the　corresponding　figure．　lf　（ri　一　Xi，r2　一＞

X2，…　，Tn　一　Xn　／r一　X）　is　an　instance　of　an　inference　rule　a，　we　call

ri　一　Xi　the　i－th　upper　sequent　of　a，　and　r－X　the　lower　sequent　of　a．

e　The　sequent　A　一〉　A　is　called　an　axiom．

e　The　sequent　一t　is　called　the　unit　axiom　of　＊．

．　The　sequent　f一　is　called　the　unit　axiom　of　十．

e　The　left　rule　of　）

r一＞A　B，A－C
　　　　　　　　　　　　　　　　）　left

r，A）　B，　A，一C

6
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e　The　right　rule　of　）

A，r－B　　　　　　　　　）　right

r－A）B
e　The　left　rule　of　＝

r－A　　　　　　7teft
7A，　r　一〉

脳レ

N

e　The　right　rule　of　＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A，r－
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　rright
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r－7A

　The　right　hand　side　upper　sequent　of　7right

e　The　left　rule　of　＊

have　to　be　empty．

室議．

嚇｝

羅
　
餐

爵

」
累
雛
．

A，B，r－C
　　　　　　　　　　　＊　left

A＊B，r－C

e　The　right　rule　of　＊

r→五　△→B　　　　　　　　　　　　　＊ア乞9んオ

r，△→且＊B

e　The　first　left　rule　of　十

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A，r一　B，A－C
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋　lefti
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／1十」B，r，△→O

　The　right　hand　side　of　first　upper　sequent　of　十lefti　has　to　be　empty．

e　The　second　left　rule　of　十

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A，r－C　B，A一
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋　left2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A十B，r，A－C

　The　right　hand　side　of　second　upper　sequent　of　十left2　has　to　be　empty．

e　The　first　right　rule　of　十

　This　and　the　next　rules　are　adapted　from　the　introduction　rule　of　mul－

　tiplicative　disjunction．　Our　main　concern　here　is　neither　the　subformula

　property　nor　the　nomarization　of　proof　procedures．　We　regard　these　rules

　as　expressing　a　certain　meaning　of　logical　compatibility　in　its　own　forms．

e　The　second　right　rule　of

7A，r－B

r－A十B
十

十rigんオ1

7B，r－A　　　　　　　　　十　right2

T－A十B

7
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e　The　left　rule　of　t ・
幣
・
N
繍

r－A　　　　　　　tleft

t，r－A

e　The　right　rule　of　f

ﾒ

r－　　　　　fright
r－f

The　right　hand　side　of　upper　sequent　of　fright　have　to　be　empty．

●The　Ieft　excha皿ge　rule

r，A，B，A　一〉　C

r，B，A，A－C
ex．left

e　The　cut　rule

r－A　A，A－C　　　　　　　　　　　　　　　cut

　　　　r，A－C
糊　．

There　are　other　structural　inference　rules　not　belong　to　S．

e　The　left　contraction　rule

A，　A，T－C
　　　　　　　　　　c．　left

A，r－C

e　The　left　weakening　rule

r－c　　　　　　　　w．　left

A，r－C

5 Provability

Our　notations　about　provability　in　1）and　S（and　in　systems　resultillg丘om　them

by　certain　enlargements）　are　fairly　standard．　Thorough　definitions　will　be　found

in　Gentzen　［1］，　Prawitz　［6］，　and　Troelstra　［7］，　A　deduction　£　in　D　is　either　a

single　formula　or　a　（“tree－like”）　figure　constructed　by　applying　inference　rules

of　D　finitely　many　times，　（“in　D”　is　often　deleted　if　it　is　clear　from　the　context．）

When　ip　is　the　formula　located　at　the　bottom　（“root”）　of　a　deduction　£　，　we

say　that　X　is　a　deduction　of　ip　in　D．　We　distinguish　proofs　from　deductions．

A　proof　of　ip　in　D　is　a　deduction　where　all　the　assumptions　of　：　are　cancelled．

ip　is　provable　in　D　if　we　can　construct　a　proof　of　di　in　D．　When　£　is　a

deduction　of　ip　in　D，　and　r　is　the　set　of　uncancelled　assumptions　in　£　，　we

say　X　is　a　deduction　of　¢　from　r　in　D．　ln　this　case，　following　the　common

practice，　we　often　say　that　£　is　a　“prooP’　of　ip　from　r　in　D，　even　i　f　some

assumptions　r　of　ip　are　remaining　uncancelled　in　the　deduction　£　．　lf　the

context　clearly　tells　which　£　is　meant，　we　use　the　notation，　r　F　ip　in　D．　Since

the　formula　t　is　an　a　xiom　of　D，　the　formula　t　appearing　in　£　is　regarded　as

8
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一

being　cancelled．　Thus，　one　might　feel　inclined　to　think　that　t　is　not　listed　in

the　assumptions　r　of　Z．　But　we　explicitly　display　t　among　the　assumptions

r　whenever　t　appears　in　2．

　　　Aformula　ip　is　provable　from　r　in　D　if　we　can　write　a　deduction　Z　of　ip

from　r　in　D．

　　　Provability　for　a　sequent　is　also　defined　in　a　usual　way．

　　　A　proof　ll　in　S　is　a　list　of　sequents　defined　inductively　as　follows．

　（1）　A　sequent　a　xioms　A－A，　一t，　f一　are　a　proof　in　S．

　（2）　lf　n　is　a　proof　in　S，　then　the　figure　obtained　from　ll　by　applying　an

　　　　inference　rule　of　S　to　the　last　sequent　of　n　is　also　a　proof　in　S．

　（3）　The　proofs　in　S　are　only　those　obtained　by　applying　of　（1）　and　（2）　finitely

　　　　many　times．

角
．

窒
．
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　　　Let　a　be　an　inference　rule　or　a」ciom．　Let　X　be　a　formal　system．　X　U｛a｝

means　a　new　enlarged　system　resulting　from　the　addition　of　an　inference　rule

or　axiom　to　a　system　X．　For　example，　D　U｛）　IO｝　is　a　system　obtained

from　D　by　adding　a　new　inference　rule　）　IO．　The　notions　and　phrases　about

provability　carry　over　to　those　enlarged　systems．

6 Characterization　of

Weakening　Rule　and　Contraction　Rule

In　Gentzen　［1］，　structural　inference　rules　are　formulated　in　classical　and　intu－

itionistic　sequent　calculuses　called　LK　and　LJ，　respectively　．　ln　the　correspond－

ing　Gentzen－style　systems　of　natural　deductions，　namely　NK　and　NJ　in　Gentzen

［1］，　there　is　no　structural　inference　rules．　The　powers　of　the　structural　inference

rules　in　sequent　calculuses　are　distributed　unevenly　over　the　logical　inference

rules　of　natural　deduction　systems，　and　can　not　easily　be　detected．　Our　strat－

egy　here　is　then，　first，　to　introduce　a　system　S　of　sequent　calculus　which　is　small

enough　not　to　include　any　structural　inference　rules　and　any　effect　resulting

丘om　their　presence，　but，　large　enough　to　capture　basic　characteristics　of　logical

connectives．（The　idea　of　removing　and　restricting　stru（加ra　1　inference　rules　in

sequent　calculuses　is　found　in　Oide　［3］．）　Second，　we　carefully　construct　a　natural

deduction　system，　here　called　D，　in　such　a　way　that　the　provability　in　D　is　the

same　as　S，　so　that　D　is　free　of　the　effect　of　structural　inference　rules．　Third，　the

effect　of　structural　rules　such　as　weakening　and　contraction　will　be　captured　in

the　corresponding　a）cioms，　and　then　the　equivalence　of　the　systems　enlarged　by

these　ai）cioms　are　proved．　ln　this　way，　the　effects　stemming　from　structural　rules

in　sequent　calculuses　are　isolated　and　added　to　natural　deduction　systems　in

such　a　way　that　these　two　systems　posses　the　equal　proving　capabilities．　Equiv－

alence　proof　of　S　and　D　is　obtained　by　adapting　to　our　situation，　the　standard

equivalence　proof　of　LK　and　NK　，　which　is　carried　out　in　detail　in　Gentzen　［1］．

Since　the　lack　of　structural　inference　rules　require　some　care，　we　present　the

inductive　proof　of　the　equivalence　of　S　and　D．

Lemma　1
Let　di　be　a　formula　of　the　language　L．　Let　r　be　a　set　of　formulas　of　L．　Then，

ip　is　provable　from　r　in　D　if　and　only　if　the　sequent　r一　ip　is　provable　in　S．
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Proof　First，　we　assume　that　ip　is　provable　from　r　in　D．　Then，　we　can　construct

a　deduction　of　ip　from　r　in　D

　　Let　A，　B　and　C　be　formulas　of　L．

　　Let　2　be　a　deduction　of　ip　from　r　in　D．

　　We　use　induction　on　the　number　ttZ　of　the　application　of　inference　rules　in

x．

　　If　the　number　of　the　application　of　inference　rules　in　Z　is　zero，　then　Z

consisted　of　only　one　formula　ip．　So　we　make　a　proof　in　S　as　follows　．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ip　一　ip

　　　We　assume　the　result　for　the　case　where　”X　is　less　than　n，　and　prove　it　for

n．

Case　1　The　bottom　inference　rule　in　£　is　）Ii　and　the　form　of　di　is　A）B．

　　　　By　induction　hypothesis，　the　sequent　A，　r　一　B　can　be　proved　in　S．　So

　　　　we　deduce　the　sequent　r　一〉　A）B　by　）　right　rule．

Case　2　The　bottom　inference　rule　in　Z　is　）E　and　ip　is　B．

　　　　By　induction　hypothesis，　the　sequent　Ti　一　A　and　r2　一　A　）　B　can　be

　　　　proved　in　S　（ri　u　r2　＝　r）　．

　　　　We　deduce　the　sequent　A　）　B，A　一〉　B　from　A　一　A　and　B　一　B　by

　　　　）left　rule．　Then　we　deduce　r2，A－B　from

　　　　A）B，A－B　and　r2　一A）B　by　cut　rule．　So　we　deduce　ri，T2　一〉　B

　　　　from　ri　一A　and　r2，A－B　by　cut　rule．

Case　3　The　cases　where　the　bottom　inference　rules　in　2　are　rli　，　rE，＊I

　　　　are　omitted．

Case　4　The　bottom　inference　rule　in　£　is　＊Ei　i　and　ip　is　C．

　　　　By　induction　hypothesis，　the　sequent　Ti　一A＊B　and　A，　B，r2　一一　C

　　　　can　be　proved　in　S　（ri　u　r2　＝r）　．

　　　　We　deduce　the　sequent　A＊　B，　r2　一　C　from　A，　B，　r2　一　C　by　＊left

　　　　rule．　Then　we　deduce　ri，r2　一C　from　ri　一A＊B　and　A＊B，　r2　一C

　　　　by　cut　rule．

Case　5　The　bottom　inference　rule　in　£　is　十ll　and　ip　is　C．

　　　　By　induction　hypothesis，　the　sequent

　　　　－A，T－B　can　be　proved　in　S．

　　　　Then　we　deduce　the　sequent　r－A十B　from　7A，　r－B　by　十righti
　　　　rule．

Case　6　The　cases　where　the　bottom　inference　rules　in　£　are　十li　十Ei，　十11h

　　　　are　omitted．

Case　7　The　bottom　inference　rule　in　Z　is　）IO（t）　ar｝d　ip　is　t）A．

　　　　By　induction　hypothesis，　the　sequent　r　一÷　A　can　be　proved　in　S．

　　　　We　deduce　the　sequent　t，　r－A　by　tleft　rule．

　　　　Then　we　deduce　the　sequent　r　一　t　）　A　from　t，r　一　A　by　）　right

　　　　rule．
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　　　Next　we　assume　that　we　can　prove　a　sequent　r一　ip　in　S．

　　　r→in　5　is　defined　to　correspond　to　rトfin　1）．

　　　Let　n　be　proof　of　the　sequent　r　一一F　¢　in　S．

　　　We　use　induction　on　the　number　of　the　applications　of　inference　rules　in　S．

This　number　is　denoted　by　the　notation胆．

　　If　ttn　is　zero，　then　”　consists　of　one　of　the　axioms，　A　一　A，　一　t，　f　一．

These　proofs　in　S　correspond　to　deductions　or　proof；　A，　t，　f　in　D　respectively．

　　We　assume　the　result　for　the　cases　where胆is　less　thanη，and　prove　it

for　n．

JAjdi

．累

Case　1　the　bottom　inference　rule　in　n　is　）　right　rule　and　the　form　of　r一　ip

　　　　is　r－A）B．

　　　　By　induction　hypothesis，　the　formula　B　is　provable　from　r　U　｛A｝　in　D．

　　　　So　we　deduce　the　formula　A　）　B　from　B　by　applying　the　inference　rule

　　　　）Ii．　Then　A）B　is　provable　from　r　in　D．

醸

Case　2　The　bottom　inference　rule　in　n　is　）　left　rule　and　the　form　of　r一　ip

　　　　is　ri，A　）　B，　r2　一　C．

　　　　By　induction　hypothesis，　the　formula　A　is　provable　from　ri　in　D　and　the

　　　　formula　C　is　provable　from　r2　U　｛B｝　in　D．　So　we　deduce　B　from　A　and

　　　　A　）　B　by　）　E　rule．　Then　C　is　provable　from　ri　U　r2　U　｛A　）　B｝　in　D．

Case　3　The　cases　where　the　bottom　inference　rules　in　n　are　7right，　71eft，

　　　　＊rigん君，　＊le∫t，　十rigん君1，　十rigん孟2　a■e　ornitted．

Case　4　The　bottom　inference　rule　in　fl　is　十lefti　rule　and　the　form　of　r　一　¢

　　　　is　A十B，　ri，r2　一　C　．　By　induction　hypothesis，　the　formula　f　is　provable

　　　　丘om　rl　U｛A｝in　1）and　the　fbrmula　O　is　provable　from　r2　U｛β｝in

　　　　D．　We　deduce　7A　from　f　by　applying　一Ii　rule．　So　we　deduce　B

　　　　from　7A　and　A十B　by　applying　十Ei　rule．　Then　C　is　provable　from

　　　　riUr2U｛A十B｝　in　D．

Case　5　The　bottom　inference　rule　in　n　is　lleft　rule　and　the　form　of　r　一　ip　is

　　　　1，r1→且．

　　　　By　induction　hypothesis，　the　formula　A　is　provable　from　ri　in　D．　We

　　　　deduce　1　）　A　from　A　by　applying　）　10（t）　rule．　So　we　deduce　A　from　t

　　　　and　t　）　A　by　applying　）　E　rule．　Then　A　is　provable　from　ri　U　｛t｝　in　D．

Case　6　The　cases　where　the　bottom　inference　rules　in　n

　　　　ex．left，　cat　are　omitted．

are　＋left2，　fright，

q．　e．　d．

　　To　prove　the　following　two　theorems，　we　do　not　have　to　introduce　notions

such　as　labeling　for　the　formulas　appearing　in　a　proof　and　the　anti－lexicographic

ordering　on　the　labels．　However，　for　an　inductive　argument　to　provide　a　con－

crete　guide　in　re－writing　a　given　proof　to　obtain　another　proof　possessing　an

intended　properties，　we　need　labels　and　anti－lexicographic　ordering．　（Our　defi－

nitions　of　these　notions　are　not　given　for　the　general　cases，　but，　limited　to　the

cases　relevant　to　our　proofs．）
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　　　Let　R　be　the　set　of　all　finite　sequences　consisting　of　zero’s　and　one’s．　This

R　is　a　countably　infinite　set　and　is　called　the　set　of　labels．　lf　two　sequences　s

and　t　in　R　are　distinct　form　each　other，　there　must　be　the　first　place，　namely

the　i－th　terms　si　and　ti，　where　the　two　sequences　take　different　values　for　the

且rst　time，　so　that　8ゼ≠ち．　If　siくち（in　the　order　of　the　usual　magnitude　of

natural　numbers），　we　put　s　＞R　t．　lf　si　〉　ti，　we　set　s　〈R　t．　Thus，　we　put　the

following　definition　of　the　anti－lexicographic　ordering　＞R　on　R．　For　any　two

mutually　distinct　labels　s　and　t，　s　＞R　t　if　and　only　if　there　is　some　i　in　N　（the

set　of　natural　numbers　including　zero）　such　that　si　〈　ti　and　that　s」・　＝　tj　for　any

j’　〈　i，　where　〈　is　the　usual　order　of　magnitude　among　the　natural　numbers．　lt

is　not　difficult　to　see　that　this　〈R　is　a　well　ordering　on　the　countable　set　R．　We

call　〈R　the　anti一一lexicographic　ordering　on　R．

　　　Now，　let　Z　be　any　deduction　of　ip　from　r　in　D，　and　let　F（£）　be　the　set　of　all

formulas　in　Z．　We　construct　a　labeling　function　tbO　from　F（£）　to　R　as　follows．

First　the　conclusions　ip　（the　“root”）　of　the　deduction　Z　is　assigned　to　〈O＞，　the

sequence　of　length　one，　consisting　of　just　one　zero．　Next，　suppose　ip　is　the

conclusion　of　（the　application　of）　a　certain　inference　rule，　say　IR，　which　has　one

assumption　th．　Then，　ip　is　assigned　to　〈O，　O＞．　ln　case　IR　has　two　assumptions　toi

on　the　left　and　ip2　on　the　right，　then　ipi　is　assigned　to　〈O，O＞，　while　ip2　is　assigned

to　〈O，1＞．　ln　general，　if　a　formula　e　in　Z　is　assigned　to　s，　i．e．，　lb（e）　＝　s，　then

the　assumptions　x　of　the　inference　rule　IR　having　e　as　its　conclusion　is　assigned

to　s“qO＞，　provide　that　IR　has　one　assumption．　ln　case　IR　has　two　assumptions

xi　on　the　left　and　x2　on　the　right，　then　lb（）（i）　＝　s“〈O＞，　and　lb（）（2）　＝　s“〈1＞．　The

symbol　“　indicates　the　concatenation　of　two　sequences．　The　set　of　all　labels

assigned　to　the　formulas　in　£　is　ordered　by　〈R　as　a　subset　of　R．　ln　a　similar

way，　we　can　define　labeling　function　from　the　sequences　in　a　given　proof　of　S

toR．

虚
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Theorem　1　（Characterization　of　weakening）
Letφ，　X　and　y　be／eormulas　Oノ五Let　r　beαsetOノノbrmulas　O／L．

　　　Then，　the　following　four　statements　are　logically　equivalent．

（1／VVe　canproveφ）fhOm　r　inDU｛⊃10｝．

r2／We　Cαn　proveφ加m　r　in・D　U｛axi・m　X⊃（Y⊃X）｝．

（3？　We　can　prove　a　sequent　r　一一〉　ip　in　S　U｛sequent　axiom　一X）　（Y　）X）｝．

（4？　We　can　prove　a　sequent　T　一　ip　in　S　U　｛the　left　weakening　rule　｝　．

Proof

（1）　＃　（2）

　　　Let　Z　be　a　deduction　of　di　in　D　u　｛）　IO｝．

　　　We　use　induction　on　the　number　of　the　applications　of　）　IO　in　Z．

　　　If　Z　contains　no　application　of　）　10　，　then　we　are　done．

　　　We　assume　the　result　for　the　case　where　the　number　of　the

　　　applications　of　）　10　in　2　is　less　than　n，　and　we　prove　it　for　n．

　　　The　set　P　of　all　formulas　appearing　in　£　are　ordered　by　the　anti－lexicographic

ordering　〈R　，　which　we　defined　earlier．

12



且

　　Let　（？　be　the　set　of　formulas　which　is　the　consequence　of　application　of　）　IO

in　2．　Then，　（？，as　a　subset　of　P，　is　ordered　by　〈R．

　　We　denote　the　elements　of　Q　by，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ql　〈R　q2　〈R　’”　〈R　qn・

　　Now，　we　consider　a　deduction　：’　of　qi　inside　X，　which　has　qi　as　its　last

formula．　By　the　leastness　of　qi　，　：’　contains　no　application　of　）　IO　except

at　the　very　bottom．　Then　E　can　be　re－written　to三’in　the　fbllowing　way，　so

that　：”　does　not　contain　any　application　of　）　IO　at　all．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　冨

　　　　　　　　　　　　　　　　　St）IO　qi＝A）B

The　above　deduction　：’　can　be　re－written　as　follows．

憲

緯＃’

纏

1…．

ま　難
．
．
．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　：一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B　B）（A）B）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）E
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A）B

　　Let　2’　the　deduction　resulting　from　£　by　replacing　：’　with　：”．

　　We　then　notice　that　the　number　of　applications　of　）　IO　in　Z’　is　strictly

less　than　n　（in　fact　n　一　1）．　By　our　induction　hypothesis，　we　obtain　the　proof

£o　of　di　having　no　application　of　）IO．

（2）　＝〉　（1）

Let　£　be　a　deduction　of　to　in　D　U　｛axiom　X　）　（Y　）　X）｝．

We　use　induction　on　the　number　of　the　axioms　of　X　）　（Y　）　X）

If　£　contain　no　a　xiom　of　X）　（Y）X）

We　assume　the　result　for　the　case　where　the　number　of　th

　　　　　　　　　　　　　　　　　　in

in　Z，then　we　are　done．

　　　　　　　　　　　　e　axloms　o

（Y　）X）　in　Z　is　less　than　n，　and　we　prove　it　for　n．

£・

fX）

The　set　P　of　all　formulas　appearing　in　£　are　ordered　by　the　anti－lexicographic

ordering　〈R　，　which　we　defi

　　Let　Q　be　the　set　of　axioms

ordered　by　〈R・

　　We　denote　the　elements　of　Q　by

ned　earlier．

　　x）（y）x）　in　x．　e， as　a　subset　of　P，　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ql　〈R　q2　〈R　’”　〈R　qn・

Now，　the　axiom　qi　in　2　can　be　proved　as　follows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）　rv

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B）A
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）　Jl

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A）（B）A）

where　qi　is　A）　（B　）　A）　．

　　Let　£’　be　the　deduction　resulting　from　£　by　replacing　the　axiom　qi　by

the　above　proof．

　　We　then　notice　that　the　number　of　the　axioms　X）　（Y　D　X）　in　Z’　is

strictly　less　than　n　（in　fact　n　一　1　）．　By　our　induction　hypothesis，　we　obtain　the

deduction　20　of　ip　having　no　axioms　of　X）　（Y）X）　．

雪
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（2）　O　（3）

　　This　is　an　immediate　consequence　of　Lemma　1，　together　with　the　fact　that

we　can　prove　the　axiom　of　X　）　（Y　）　X）　if　and　only　if　we　can　prove　the

sequent　axiom　of　一　X　）　（Y　）　X）．

（3）　＝〉　（4）

　　Let　n　be　a　proof　of　r一　ip　in　S　U　｛sequent　axiom　一　X　）　（Y　）　X）｝．

　　We　use　induction　on　the　number　of　the　sequent　axioms　of　一　X　）　（Y　）　X）．

　　If　n　contain　no　sequent　a　xiom　of　一　X　）　（Y　）　X）　，　then　we　are　done．

　　We　assume　the　result　for　the　case　where　the　number　of　the　sequent　axioms

of　一X）　（Y　）X）　in　n　is　less　than　n，　and　we　prove　it　for　n．

　　The　set　T　of　aユl　sequents　in　n　are　ordered　by　the　anti－lexicographic　ordering

〈R，　which　we　define　earlier．

　　Let　U　be　the　set　of　sequent　axioms　of　一X）　（Y　D　X）　in　”．　Then，　U，

as　a　subset　of　T，　is　ordered　by　〈R・

　　We　denote　the　elements　of　U　by，

．
露
武

　
　
当
　
嵩

　
　
　
　
悪
’
襯

t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ul　〈R　U2　〈R　’”　〈R　Un・

The　axiom　ui　can　be　proved　in　S　U　｛　the　left　weakening　rule　｝　as　follows．

A－A
B，A　一÷　A

A－B）A
一A）　（B　）A）

w．left

）　right

）　right

　　Let　II’　be　the　proof　resulting　from　n　by　replacing　ui　by　its　above　proof．

　　We　then　notice　that　the　number　of　the　sequent　axioms　一　X　）　（Y　）　X）

in　ll　is　strictly　less　than　n　（in　fact　n一　1）．　By　our　induction　hypothesis，　we

obtain　the　proof　Ho　of　r一　ip　having　no　sequent　axiom　一X）　（Y　）X）．

（4）　＝〉　（3）

　　Let　n　be　a　proof　of　r　一　ip　in　S　U　｛the　left　weakening　rule｝．

　　We　use　induction　on　the　number　of　the　applications　of　w．left　in　ll．

　　If　n　contain　no　application　of　w，left，　then　we　are　done．

　　We　assume　the　result　for　the　case　where　the　number　of　the　applications　of

w．left　rule　in　ll　is　less　than　n，and　we　prove　it　for　n．

　　The　set　T　of　all　sequents　in　ll　are　ordered　by　the　anti－lexicographic　ordering

〈R，　which　we　define　earlier．

　　Let　U　be　the　set　of　sequents　which　is　the　lower　sequent　of　w．left　rule　in　II．

U，as　a　subset　of　T，　is　ordered　by　〈R．

　　We　denote　the　elements　of　U　by，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ztl　〈R　U2　〈R　’”　〈R　Un・

　　Now，　we　consider　a　proof　e　of　ui　inside　n，which　has　ui　as　its　last

sequent．　By　the　leastness　of　ui　，　（E）　contains　no　application　of　w．left　rule

except　at　the　very　bottom．　Then　e　can　be　re－written　to　e’　in　the　following

way　so　that　e’　does　not　contain　any　application　of　w．left　rule　at　all．
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　　　　　　　　　　　　　　　e

　　　　　　　　　　　　A，r，，一。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　w．left　ui　＝　B，　A，　ri　一A
　　　　　　　　　　　B，A，　ri　一C

The　above　proof　e　can　be　re－written　as　follows．

　　　　　　　　　　　　　　　　β→B　．4→ノL
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）　left

　　　　　　　　　A－A　B）A，B－A

一X A）　（B　）　A），A，B－A
）　teft

cut
e

　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ1，」B→ノ1　　　　　　　　　　　　／1，rl→O
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　cut
　　　　　　　　　　　　　　　　A，　B，　ri　一C
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ex．left
　　　　　　　　　　　　　　　　B，A，　r，　一C

　　　　　　　　　　　　　　　　where　x　is　a　formula　A　）　（B　）　A）．

　　When　the　set　｛A｝Uri　of　formulas　is　empty，　we　use　t　as　the　cut　formula

instead．　This　proof　is　as　follows．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B－B　t－t
　　　　　　t！tL2s122一1，）（B）t）t！L2－g，！L2一12一一i・il！illl；IIIIz：lll）（BB）ifisft‘a・1・zll，i，．i｛｝iil

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　cut
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B－C

　　We　then　notice　that　the　number　of　applications　of　w．left　in　ll’　is　strictly

less　than　n　（in　fact　n　一　1）．　By　our　induction　hypothesis，　we　obtain　the　proof

no　of　r一　ip　having　no　application　of　w．left．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q．　e．　d．

Theorem　2　（Characterization　of　contraction）
Let　ip，X　and　Y　be　formulas　of　L．　Let　r　be　a　set　of　formula　of　L．

　　Then　tんe　fo’IOω吻メour　statements　are　logically　equivalent．

（1ノ

（2ノ

（3？

（4？

We　can　prove　ip　from　r　in　D　u　｛）　1”　（n　）　2）｝．

VVe　can　prove　to　from　r　in　D　U｛axiom　（X　）　（X　）　Y））　）　（X　）　Y）｝．

We　can　prove　a　sequent　r　一　ip　in　S　U　｛sequent　axiom

．　（X　）　（X　）　Y））　）　（X　）　Y）｝．

We　can　prove　a　sequent　r一　ip　in　S　U　｛　the　left　contraction　rule　｝．

Lemma　2
Letφ，X　and　y　beノ∂rmulas　of　L．　Let　rゐeαset　Oノノbrmula　6ゾ五

　　　We　can　prove　to　fivm　r　in　D　U｛）　12｝　of　and　only　if　we　can　prove　ip

from　r　in　D　U｛）　1”　（n　）　2）｝．
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Proof　of　Theorem　2

（1）　＝〉　（2）

　　　We　assume　Lemma　2．

　　　By　Lemma　2，　we　can　prove　ip　from　T　in　D　U｛）　12｝　if　and　only　if　we　can

prove　ip　from　r　in　D　U｛）　1”（n　）　2）｝．　So，　it　is　sufficient　to　show　that　ip

from　r　in　D　U｛）　12｝　can　be　proved　if　and　only　if　di　can　be　proved　from　r

in　D　U　｛a　xiom（A　）　（A　）　B））　）　（A　）　B）｝　．　Let　Z　be　a　deduction　of　ip　in

Du　｛）　J2｝．

　　We　use　induction　on　the　number　of　the　applications　of　）　12　in　2．

　　If　Z　contain　no　application　of　）　12　，　then　we　are　done．

　　We　assume　the　result　for　the　case　where　the　number　of　the　applications　of

）　12　in　£　is　less　than　n，　and　we　prove　it　for　n．

　　The　set　P　of　all　formulas　appearing　in　Z　are　ordered　by　the　anti－lexicographic

ordering　〈R　，　which　we　defined　earlier．

　　Let　（？　be　the　set　of　formulas　which　is　the　consequence　of　application　of　）　12

in　Z．　（？，　as　a　subset　of　P，　is　ordered　by　〈R．

　　We　denote　the　elements　of　Q　by，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ql　〈R　q2　〈R　’”　〈R　qn・

　　Now，　we　consider　a　deduction：三〇f　ql　insideΣ，which　has　ql　as　its　last

formula．　By　the　leastness　of　qi　，　：’　contains　no　application　of　）　12　except　at

the　very　bottom．　Then　：’　can　be　rewritten　to　：”　in　the　following　way，　so　that

：”　does　not　contain　any　application　of　）　12　at　all．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　囚［A］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　：一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）　J2　qi　＝A）B

　　　　　　　　　　　　　　　　　A）B

The　above　proof　：’　can　be　re－written　as　follows．

］一］［

E
BA）B

A）（A）B）

）Il

）Il
　　　　　　（A）（A）B）））（A）B）

A）B
）E

　　Let　Z’　be　the　poof　resulting　from　£　by　replacing　：’　with　：”．

　　We　then　notice　that　the　number　of　applications　of　）　12　in　£’　is　strictly

less　than　n　（in　fact　n一一　1）．　By　our　induction　hypothesis，　we　obtain　the　deduction

£o　of　ip　having　no　application　of　）12．

（2）　＝〉　（1）

　　Let　A　and　B　be　formulas　of　L．　Let　Z　be　a　deduction　of　ip　in　D　U

｛axiom　（X　）　（X　）　Y））　）　（X　）　Y）｝．

　　We　use　introduction　on　the　number　of　the　axioms　of　（X　）　（X　）　Y））　）

（X）Y）　in　Z．
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　　If　Z　contain　no　axiom　of　（X　）　（X　）　Y））　）　（X　）　Y）　in　£　，　then　we　are

done．

　　We　assume　the　result　for　the　case　where　the　number　of　the　axioms　of　（X　）

（X　）　Y））　）　（X　）　Y）　in　Z　is　less　than　n，　and　we　prove　it　for　n．

　　The　set　P　of　all　formulas　appearing　in　Z　are　ordered　by　the　anti－lexicographic

ordering　〈R　，　which　we　defined　earlier．

　　Let　q　be　the　set　of　axiom　formulas　of　（X　）　（X　）　Y））　）　（X　）　Y）　in　£．

（？，as　a　subset　of　P，　is　ordered　by　〈R．

　　We　denote　the　elements　of　Q　by，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ql　〈R　q2　〈R　’”　〈R　qn・

The　a）ciom　of　qi　can　be　re－written　as　follows

　　　　　　　　　　　　　　　　　A　A）（A）B）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）E

　　　　　　　　　　　　　　A　A）B
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）E
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）12

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A）B
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）　li

　　　　　　　　　　　　　　　　　（A）（A）B）））（A）B）

　　Let　£’　be　the　deduction　resulting　from　Z　by　rewriting　the　axiom　qi．

　　We　then　notice　that　the　number　of　the　axioms　of　（X　）　（X　）　Y））　）　（X　）　Y）

in　Z’　is　strictly　less　than　n　（in　fact　n一　1　）．　By　our　induction　hypothesis，　we

obtain　the　deduction　Zo　of　¢　having　no　axioms　of　（X　）　（X　）　Y））　）　（X　）　Y）

（2）　o　（3）

　　This　is　an　immediate　consequence　of　Lemma　1，　together　with　the　fact　that

we　can　prove　the　axiom　of　（X　）　（X　D　Y））　）　（X　）　Y）　in　D　U｛axiom　（X　）

（X　）　Y））　）　（X　）　Y）｝　if　and　only　if　we　can　prove　the　sequent　aixiom　of

一　（X　）　（X　D　Y））　）　（X　）　Y）　in　S　U　｛sequent　axiom　o　（X　）　（X　）　Y））　）

（X　）　Y）｝．

（3）　＝〉　（4）

　　Let　n　be　a　proof　of　r　一　ip　in　S　U　｛sequent　axiom　一一，　（X　）　（X　）　Y））　）

（X　）　Y）｝．

　　We　use　induction　on　the　number　of　the　sequent　axioms　of　一　（X　）　（X　）

Y））　）　（X　）　Y）．

　　If　R　contain　no　sequent　axiom　of　一　（X　）　（X　）　Y））　）　（X　）　Y）　，　then

we　are　done．

　　We　assume　the　result　for　the　case　where　the　number　of　the　sequent　a　xioms

of　一　（X　D　（X　）　Y））　）　（X　）　Y）　in　n　is　less　than　n，　and　we　prove　it　for　n．

　　The　set　T　of　all　sequents　in　n　are　ordered　by　the　anti－lexicographic　ordering

〈R，　which　we　define　earlier．

　　Let　U　be　the　set　of　sequent　axioms　of　一　（X　）　（X　）　Y））　）　（X　）　Y）　in

n．　U，as　a　subset　of　T，　is　ordered　by　〈R・

　　We　denote　the　elements　of　U　by，

　　　　　　　　　　　　　　　　　Ul　〈R　U2　〈R　’”　〈R　Un・

The　axiom　of　ui　can　be　re－written　as　follows
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A一＞A　B－B
A－A A）　B，A　一〉　B

A）　（A　）　B），A，A　一一〉　B

A，　A，A）　（A　）　B）　一B

A，A）　（A　）　B）　一B

A）（A）B）一A）B
一A）（A）B））（A）B）

）　left

）　left

ex．teft　n　times

cJe∫オ

⊃ア¢9んオ

⊃ri9んオ

　　Let　n’　be　the　proof　resulting　from　n　by　re－writing　the　sequent　axiom　ui．

　　We　then　notice　that　the　number　of　the　sequent　axioms　of　一　（X　）　（X　）

Y））　）　（X　）　Y）　in　il’　is　strictly　less　than　n　（in　fact　n　一一　1）．　By　our　induction

hypothesis，　we　obtain　the　proof　llo　of　r　一　ip　having　no　sequent　a　xiom　of

．（X）（X）Y）））（X）Y）．

（4）　＝〉　（3）

　　Let　n　be　a　proof　of　r一　ip　in　SU　｛　the　left　contraction　rule　｝．

　　We　use　induction　on　the　number　of　the　applications　of　c．left　in　n．

　　If　n　contain　no　application　of　c．left，　then　we　are　done．

　　We　assume　the　result　for　the　case　where　the　number　of　the　applications　of

c．left　rule　in　n　is　less　than　n，and　we　prove　it　for　n．

　　The　set　T　of　all　sequents　in　ll　are　ordered　by　the　anti－lexicographic　ordering

〈R，　which　we　define　earlier．

　　Let　U　be　the　set　of　sequents　which　is　the　lower　sequent　of　c．left　rule　in　H．

U，as　a　subset　of　T，　is　ordered　by　〈R．

　　We　denote　the　elements　of　U　by，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ul　〈R　U2　〈R　’”　〈R　Un・

　　Now，　we　consider　a　proof　e　of　ui　inside　ll，which　has　ui　as　its　last

sequent．　By　the　leastness　of　ui　，　（E）　contains　no　application　of　c．left　rule

except　at　the　very　bottom．　Then　e　can　be　re－written　to　e’　in　the　following

way　so　that　e’　does　not　contain　any　application　of　c．left　rule　at　a11．

　　　　　　　　　　　　　　　　e

　　　　　　　　　　　　A，　A，r－C
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c．left　（ui　＝　A，　ri　一〉　C）
　　　　　　　　　　　　　A，Ti　一C

The　above　proof　（E）　can　be　re－written　as　follows．

　　　　e

A，A，rl　一C

A，rl　一ADC
D　right

⊃rigんt A－A　C－C
r1→A⊃　ノ1⊃σ A⊃（フ，ノ1→o
ri，（A　D　（A　）　C））　） ）　C），A．C
A　）　（A　）　C））　）　（A　）　C），ri，A　．　C

ex．left　n
cut

ex．le／t　n

times

）　left

）　left

一X
rl，A－c
A，rl　一C

times

　　　　　　　　　　　where　x　is　a　formula　（A　）　（A　）　C））　）　（A　）　C）．

　　When　the　formula　of　C　is　not　present，　we　use　f　as　the　cut　formula　instead．

The　proof　in　this　case　is　as　follows．
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‘一i，ll）．．一．

　　　　　　e

me，　e　E’．”，　grig，ht

ノ隻，r1→！4⊃f
D　right

）　right
A→ノ象　f→

rl　一A） ）f m），一
一X

rl，ノ4⊃ノ亀⊃f　⊃A⊃f，ノ1→
　　　ex．left　n
－
　　　cut
　　　ex．left　n

times

）　teft

）　left

） ）　f））　） D　f），rl，

rl，A　一

A，rl　一
times

　　　　　　　　　　　　where　x　is　a　formula　（A　）　（A　）　f））　）　（A　）　f）．

　　We　then　notice　that　the　number　of　applications　of　c．left　in　n’　is　strictly

less　than　n　（in　fact　n　一一　1）．　By　our　induction　hypothesis，　we　obtain　the　proof

Ho　of　r　一　ip　having　no　application　of　c．left．

q．　e．　d．

Proof｛of　Lemmα　2　First，　we　assume七hatφis　provable　from　r　in　D　U｛⊃12｝．

Then　it　is　obvious　that　we　can　prove　¢　from　r　in　D　u｛）　J2（n　一〉　2｝．

　　Next，　we　sha11　assume　that　we　prove　ip　from　r　in　D　u｛）　12（n　）　2）｝．

　　Let　Z　a　deduction　of　ip　in　D　U　｛）　12　（n　）　2）｝．

　　We　use　induction　on　the　number　of　the　applications　of　）　ln（n　）　2）　in　2　．

　　If　2　contain　no　application　of　）　1”（n　）　3）　，　then　we　are　done．

　　We　assume　the　result　for　the　case　where　the’　number　of　the　applications　of

）　1”（n　）　3）　in　£　is　less　than　n，　and　we　prove　it　for　n．

　　The　set　P　of　all　formulas　appearing　in　Z　are　ordered　by　the　anti－lexicographic

ordering　〈R　，　which　we　defined　earlier．

　　Let　（？　be　the　set　of　formulas　which　is　the　consequence　of　application　of

）　ln（n　｝1　3）　in　2．　Q，　as　a　subset　of　P，　is　ordered　by　〈R．

　　We　denote　the　elements　of　Q　by，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ql　〈R　q2　〈R　’”　〈R　qn・

　　Now，　we　consider　a　deduction三　〇f　ql　inside　Σ，which　ha8　ql　as　its　la8t

formula．　By　the　leastness　of　qi　，　：’　contains　no　application　of　）　ln（n　2　3）

except　at　the　very　bottom．　Then　：’　can　be　re－written　to　：”　in　the　following

way，　so　that　：”　does　not　contain　any　application　of　）　1”（n　）　3）　at　a11．

A）B
）　1”（n　）　3）

The　above　deduction　of　：’　can　be　re－written　as　follows．
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　　E

　　B
A A）B
B

A

A）B

A）B

）　12

）E
）　12

）E

B
A）B

）E
）　12

　　After　these　re－writing，　the　number　of　the　application　of　）　12　becomes　n一一　1，

ar）d　the　number　of　the　application　of　）　E　becomes　n　一　2．

　　LetΣ’be　the　deduction　resulting丘omΣby　replacing　E　with　E’．

　　We　then　notice　that　the　number　of　applications　of　）　1”（n　）　3）　in　Z’　is

strictly　less　than　n　（in　fact　n　一　1）．　By　our　induction　hypothesis，　we　obtain　the

deduction　Zo　of　ip　having　no　application　of　）1”（n）3）．　So　we　can　prove

ip　from　T　in　D　u　｛）　12｝．

q．　e．　d．
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Part　II

Exchange　Rule　for　Natural

7 Introduction

In　Part　1，　which　is　based　on　［2］，　we　introduced　systems　of　natural　deduction　in

the　sense　of　G．Gentzen　which　explicitly　excludes　two　structural　inference　rules，

i．e．，　contraction　and　wealcening．　ln　this　part，　we　proceed　further　to　eliminate

the　exchange　rule，　to　define　a　natural　deduction　system　called　NFL，　which　is

free　of　all　the　three　structural　inference　rules．　A　novel　feature　of　NFL　is　that　all

（the　occurrences　of）　the　formulas　in　a　proof　is　labeled　in　a　certain　way　so　that

a　“natural”　ordering　can　be　introduced　on　the　set　of　these　labeled　formulas　in

the　proof．　This　ordering，　when　restricted　to　the　set　of　uncanceled　assumptions

in　the　proof，　yields　an　ordering　arnong　them，　which，　in　turn，　enables　us　to

characterize　the　exchEmge　rule．　After　showing　the　equivalence　of　NFL　and　FL，

which　is　the　sequent　calculus　for　substructural　logics，　we　will　characterize　the

exchange　rule　for　NFL．　FL　expanded　with　the　ordinary　exchange　rule　for

sequen七s　is　equivalent　to　NFL　endowed　with　this　newly　fbrmalized　exchange

rule　for　natural　deduction．

8 Labeling　and　Ordering

Our　method　of　labeling　of　the　formulas　occurring　in　a　proof　and　our　definition　of

ordering　on　the　set　of　those　labeled　formulas　are　general　enough　to　be　introduced

to　any　tree－like　structure．　Therefore，　we　will　explain　how　to　label　the　nodes　of

a　tree　before　we　introduce　the　formal　language．

　　　A　tree　consists　of　nodes　and　edges．　lt　must　have　the　root，　a　particular　kind

of　node　in　the　sense　that　there　is　no　edges　stretching　downward　from　it．　Edges

can　grow　from　a　node　only　in　the　upward　direction．　These　descriptions　of　a　tree

is　made　precise　by　the　following　inductive　definition．　We　consider　only　finitely

branching　tree　with　countable　nodes．　（Namely，　each　node　may　have　only　finitely

many　edges　stretching　upward　from　it．）

　　　Let　D　be　a　（countable）　set　of　nodes．　We　use　c，　d，　e，　．．．，　do，di，　d2，・t　・　to　denote

nodes．　A　tree　is　defined　inductively　as　follows：

（1）　Each　single　node　is　a　tree．　The　root　of　this　tree　consisting　of　one　node　is

　　　that　node　itself．

（2）　lf　To，…　，　Th－i　are　already　know　to　be　a　tree，　each　di（1　S　i　S　k　一一　1）　is　the

　　　root　of　the　corresponding　tree　Ti，　and　d　is　a　node，　then　a　figure　obtained

　　　by　putting　the　Ti’s　above　d　and　connecting　d　with　the　di’s　is　also　a　tree，

　　　the　root　of　which　is　d．

（3）　Only　those　figures　that　are　obtained　through　finitely　many　applications　of

　　　（1）　and　（2）　are　to　be　regarded　as　a　tree．
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　　　The　inductive　step　involved　in　the　clause　（2）　can　be　schematically　repre－

sented　by　the　following　figure：

竃・騨噛瞬顧騨口．，ロ■9犀・・o
ね　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の

ロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の

　ら　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ

、覧T。！
　　＼暫／
　　　亀、　　oρ

　　　　　　d。

℃・・■昌幽．・の．・囎・曹・「e　　罵■胴曹…　■6・．一一■・巳。
ロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　タ　　　　　　　　ロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　　　　　　　ロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の

　ぼ　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヨ　　　　　　　　　　　ら　　　　　　　　　　　　　　　　　　の

、覧T，！　　・驚T，！一
　　＼嚇／　　＼煽ρ！
　　　覧ら　　ρo　　　　　　　　　　　　　　　ぼ　　　　ヲ
　　　　　　　　　　　　　　　　し　　ク
　　　　　　41　　　　　　42

d

　　　　　　　　　罵贋・・儘口騨贋，口脚。・．．■ρ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ
　　　　　　　　　　る　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の
　　　　　　　　　　し　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ほ

一一一一 @、覧T，！　　　　　　　　　　　　＼，／

　　　　　　　　　　　　　覧　　　　ρ
　　　　　　　　　　　　　鴨　　　o
　　　　　　　　　　　　　　　　d，

　　　In　order　to　avoid　the　reliance　on　the　visual　intuitions　such　as‘left’a皿d‘right，

in　the　definition　of　a　tree，　a　linear　ordering　could　be　introduced　locally　on　the

set　of　nodes　located　immediately　above　each　node．　Such　a　presentation　would

be　too　rigorous　for　our　purposes　in　the　present　paper．　We　would　like　to　keep　our

expositions　reasonably　intuitive　artd　visual，　as　far　as　confusions　can　be　avoided．

We　note　that　for　our　purpose　of　applying　trees　to　the　proofs　of　a　formal　system

considered　here，　it　is　suflicient　to　take　turnery　branching　trees　into　account．

Therefor，　we　define　the　notion　of　labels　only　for　turnery　trees，　i．e．，　each　node　is

allowed　to　have，　at　most，　three　edges　growing　upward　from　it．

　　　Labeling　for　a　given　tree　T　is　defined　by　induction　on　the　construction　of

trees　in　the　following　way：

（1）　lf　T　consist　of　a　single　node　d，　we　label　d　by　〈O＞．　Note　that　the　root　of　T

　　　is　d　itself，　and　it　is　labeled　by　〈O＞．　As　the　induction　hypothesis，　we　may

　　　assume　that　a11　the　“subtrees”　which　are　obtained　during　the　construction

　　　process　of　the　whole　tree　T　are　already　labeled．

（2）　lf　T　does　not　consists　of　one　node，　there　are　three　cases　depending　on　the

　　　number　of　nodes　above　the　root　d　of　T．

（2一一1）　lf　there　is　one　nodes　do　above　the　root　d　of　T，　and　if　do　is　the　root　of

　　　　the　（sub）tree　To　of　T　then　d　is　labeled　by　〈O＞　and　do　is　labeled　by　〈OO＞．

　　　　　Furthermore，　if　〈Op＞　is　the　label　of　some　node　e　in　To，　we　label　e　with

　　　　　〈OO＞Aiv＞，　where　p　is　a　finite　sequence　consisting　of　O，1，　and　2，　and　A

　　　　　means　the　concatenation　of　two　sequences．

（2－2）　lf　there　are　two　nodes　do　and　di　above　the　root　d　of　T，　and　if　do，　di　（resp．）

　　　　　are　the　roots　of　subtrees　To，　Ti　（resp．）　of　T，　then　d　is　labeled　by　〈O＞，　do　is

　　　　　labeled　by（Ol＞，　di　is　labeled　by〈00＞．　Furthermore，　if＜Op＞is　the　Iabel　of

　　　　　some　node　e　in　To，　we　label　e　with　〈Ol＞A　〈p＞．　lf　〈Oq＞　is　the　label　of　some

　　　　　node　f　in　Ti，　we　label　f　with　〈OO＞A〈q＞．

（2－3）　lf　there　are　three　nodes　do，　di　and　d2　above　the　root　d　of　T，　and　if　do，

　　　　　di，　d2　（resp．）　are　the　roots　of　subtrees　To，　Ti，　T2　（resp．）　of　T，　then　d
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is　labeled　by　〈O＞，　（to　is　labeled　by　〈02＞，　di　is　labeled　by　〈Ol＞，　and　do　is

Iabeled　by　〈OO＞．　Furthermore，　if　〈Op＞　is　the　label　of　some　node　e　in　To，　we

label　e　with　〈02＞A〈p＞．　lf　〈Oq＞　is　the　label　of　some　node　f　in　Ti，　we　label

f　with　〈Ol＞A〈q＞．　lf　〈Or＞　is　the　label　of　some　node　g　in　To，　we　label　g　with

〈OO＞　”一s　〈r＞　．

　　We　give　some　trees　with　their　nodes　being　labeled　to　illustrate　our　definition

of　labeling　a　tree．

〈oo＞

〈o＞

〈01＞

〈o＞

〈oo＞ 〈02＞ 〈Ol＞

〈o＞

〈oo＞

〈020＞

〈02一〉

〈012＞ 〈011＞

〈01＞

〈o＞

〈010＞ 〈oo　1＞

〈oo＞

〈ooo＞

　　Now，　let　us　define　an　ordering　relation　R　on　the　set　B　of　finite　sequences

（labels）　consisting　of　O，　1，　and　2．　We　restrict　our　definition　of　the　ordering　to

those　labels　which　are　to　be　attached　to　the　occurrences　of　formulas　in　a　proof

of　our　logical　system．

　　Let　x　and　y　be　the　labels　in　B．　Let　R　be　a　subset　of　B　×　B．　Then，　we　define

the　ordered　pair　〈x，y＞　to　be　an　element　of　R　if　and　only　if　x　and　y　are　the　same

sequent，　or　else　they　are　not　the　same，　there　must　be　the　first　place，　say　the

i－th　place，　where　these　two　sequences　x　and　y　begin　to　take　different　values．　We

use　（x）i　for　the　i－th　value　of　the　sequent　x，　and　（y）i　for　the　i－th　vaJue　of　the

sequent　y．　Then，　we　set　〈x，y＞　E　R　iff　（x）i　〈　（y）i，　where　the　ordering　〈　on　the

right　side　means　the　order　of　magnitude　among　natural　numbers．　ln　case　the

order　of　（x）i　and　（y）i　is　reversed，　we　set　〈y，x＞　E　R　iff　（y）i　〈　（x）i．

9 Language　L　and　its　Formulas

Our　language　L　has　propositional　constant　symbols　A，　B，　C，…　．　As　for　logical

connectives，　it　has　the　implication　symbols　），　）’，　the　negation　symbols　7，　＝’，

the　multiplicative　conjunction　symbol　＊，　the　additive　conjunction　symbol　A，　the
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additive　disj　unction　symbol　V．　ln　L，　there　are　constant　symbols　t　to　denote　the

unit　element　for　the　multiplicative　conjunction，　f　to　denote　the　unit　element

for　the　multiplicative　disjunction　which　is　not　introduced　in　this　paper，　T　to

denote　the　unit　element　for　the　additive　conjunction，　and　±　to　denote　the　unit

element　for　the　additive　disjunction．

　　　The　formulas　of　L　are　defined　inductively　as　a　finite　sequence　of　these　symbols

together　with　parenthesizes．

10 Natural　Deduction　System　NFL：　First　For－
mulation

We　now　introduce　a　formal　system　NFL　of　natural　deductions　which　is　obtained

by　restricting　and　modifying　Gentzen’s　natural　deduction　system　NK．

　　　Our　system　NFL　has　the　following　axioms．

e　The　a）cioms　for　NFL　：

t，　A）T，　（±＊A））C

An　axiom　constitutes　a　proof　of　NFL　in　itself．　The　set　of　assumptions

upon　which　the　a　xiom　depends　in　the　proof　is　the　empty　set．

Next，　we　introduce　the　inference　rules　of　NFL．

e　The　elimination　rule　for　implication　）　E　F

Given　any　two　proofs　Z　i　and　£2　which　satisfy　the　conditions　specified

below，　this　inference　rule　enables　us　to　construct　a　new　proof　£　which

includes　the　two　proofs　as　its　parts．

Assume　that　two　proofs　£i　and　22　are　given　which　satisfy　the　following

conditions：　The　conclusion　of　£i　is　a　formula　A．　The　set　of　assumptions

on　which　the　conclusion　A　depends　in　£i　is　ri．　Note　that　ri　is　a　set　of

labeled　formulas．

Each　element　of　ri　is　a　formula　occurring　at　the　“top”　of　some　branch．

Therefore，　the　order　defined　on　the　set　of　a11　formulas　occurring　in　£i

induces　a　subordering　on　ri　，

A　list　of　labeled　formulas　is　obtained　by　listing　the　labeled　formulas　in　ri．

If　we　take　off　the　labels　attached　to　the　formuias　in　this　list，　we　obtain

another　list　consisting　of　plain　（unlabeled）　formulas．　The　latter　list　is

expressed　in　symbols：

r1＝（’γδ，’γ1，つ’5，一・，’γ羨＿1＞

The　Ti　on　the　left　side　is　used　in　two　way．　ln　one　sense，　it　means　a　linearly

ordered　set　ri　of　labeled　formulas．　ln　the　other　sense，　it　means　a　list　ri　of

those　unlabeled　formulas　obtained　by　taking　off　the　label　of　each　formula

appearing　in　the　list　of　the　labeled　formulas　which　constitute　the　linearly

ordered　set　in　the　first　sense．　lt　is　understood　that　each　unlabeled　formula

24

k，．監fj

t
r

c

晶
臣
島
撃



．．iiqJ）”’一’

in　the　list　ri　keeps　its　original　position　in　the　linearly　ordered　set　ri　of

labeled　fbrmulas．　We　do　not　mention　explicitly　in　which　sense　the七erm

rl　is　used，　whenever　it　is　clear丘om　the　context．

The　conclusion　of　the　proof　22　is　a　formula　A　）　B．　Let　r2　be　the　set　of

assumptions　upon　which　the　conclusion　A　）　B　depends　in　the　proof　Z2．

Notice　that　this　assumption　set　r2　is　the　set　of　labeled　formulas　in　the

proof　Z2・

The　linear　ordering　of　the　set　22　induces　a　linear　ordering　on　its　subset

r2．　Taking　off　the　labels丘om　the　formulas　in　this　linearly　ordered　set

r2，　while　keeping　unchanged　the　position　of　each　formula　in　that　linear

ordering，　we　obtain　a　list　r2　of　unlabeled　formulas，　which　is　expressed　in

symbols　as　follows：

r、＝〈ッ3，ッ子，73，…，73－1＞

where　r2　has　two　meanings，　j　ust　as　ri　has　two．

Now　then，　one　obtains　a　new　proof　£　through　the　application　of　the　elim－

ination　rule　）　E　of　implication　to　two　given　proofs　2i　and　Z2．　This　new

proof　Z　just　constructed　at　the　stage　of　the　above　application　is　schemat－

ically　represented　in　the　following　way：

Zl　£2
　　　　　　　）E
　　B

In　this　scheme，　B　is　the　conclusion　of　2．　The　set　of　assumptions　（labeled

in　2）　upon　which　B　depends　in　S　is　the　union　of　the　set　ri　of　formulas

labeled　in　£　and　the　set　r2　of　formulas　labeled　in　2．　）　E　in　the　above

scheme　indicates　the　place　where　the　elimination　rule　of　implication　is

applied．

Since　every　formula　in　this　set　r　is　a　formula　located　at　the　“top”　of　some

“branch”　in　£，　the　ordering　on　the　set　of　formulas　which　are　occurring　and

labeled　in　£　induces　a　linear　ordering　on　the　set　of　formulas　in　r．　The

list　r　of　unlabeled　formulas　which　are　obtained　from　the　labeled　formulas

in　the　linearly　ordered　set　r　by　taking　off　their　labels　but　keeping　their

positions　in　the　linear　ordering　is　expressed　in　the　following　way．

r＝（76，硯，梶，…，7跳＿1ジ73，7？，耀，…，磧＿1＞

The　r　in　the　left　side　of　the　above　equation　is　used　in　two　ways，　namely　a　s

the　linearly　ordered　set　T　of　labeled　formulas，　and　as　the　list　of　unlabeled

formulas　which　are　obtained　by　taking　off　their　labels　but　keeping　their

positions　in　the　linear　ordering．　We　do　not　explicitly　mention　which　of

these　two　usages　are　meant　whenever　it　is　clear丘om　the　context．

e　The　introduction　rule　for　implication　）　1　F

Given　a　given　proof　r　satisfying　the　conditions　specified　below，　this　in－

ference　rule　enables　us　to　construct　a　new　proof　£　which　include　r　as　its

part．
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Assume　that　a　proof　£i　is　given　and　that　it　is　satisfying　the　following

conditions：

The　conclusion　of　Zi　is　a　formula　B．　The　set　of　assumptions　on　which

the　conclusion　B　depends　in　Zi　is　〈A，ri＞．　Note　that　ri　is　a　set　of　labeled

formulas．　This　set　〈A，　ri＞　is　obtained　as　a　subset　of　the　formulas　occurring

and　labeled　in　£，　so　that　it　is　linearly　ordered　by　the　ordering　on　the　set

of　labels　attached　to　the　formula　occurring　in　2．

Each　assumption　of　B　is　a　formula　occurring　at　the　“top”　of　some　branch．

Therefore，　the　ordering　defined　on　the　set　of　a11　formulas　occurring　in　£i

induces　a　linear　ordering　on　the　assumptions　of　B．　A　is　the　least　labeled

formula　in　the　linearly　ordered　set　of　assumptions　of　B．　Note　that　A　is

not　an　element　of　ri．

A　list　of　labeled　formulas　is　obtained　by　listing　the　labeled　formulas　in

〈A，ri＞．　lf　we　take　off　the　labels　attached　to　the　formulas　in　that　list　while

keeping　their　positions　in　that　list，　we　obtain　another　list　consisting　of

plain　（unlabeled）　formulas．　The　latter　list　is　expressed　in　symbols：

〈A，　r，〉　＝　〈A，　76，7i，7，’，…　　，7in－i＞

（ln　more　precise　terms，　the　concatenation　of　the　two　lists　can　be　written

as　〈A＞’一N　r　i．）　Here，　again，　the　notation　〈A，　ri＞　is　used　in　two　ways．　Ac－

cording　to　the　first　use，　it　means　a　linearly　ordered　set　of　labeled　formulas．

According　to　the　second　use，　it　means　a　list　of　unlabeled　formulas　which

are　obtained　from　the　labeled　formulas　in　the　linearly　ordered　set　〈A，　ri＞

by　taking　off　their　labels，　but　keeping　their　positions　in　that　linear　order．

Now　then，　one　obtains　a　new　proof　Z　through　the　application　of　the　in－

troduction　rule　）　1　of　implication　to　the　given　proof　2i．　This　new　proof

£　just　constructed　at　the　stage　of　the　above　application　is　schematically

represented　in　the　following　way；

　£1
　　　　　　）I

A）B
where　A　）　B　is　the　conclusion　of　X．　The　set　£　of　assumptions　upon

which　A　）　B　depends　in　£　is　defined　to　be　the　linearly　ordered　set　ri　of

formulas　which　are　re－labeled　in　2．　）　1　in　the　above　scheme　indicates　the

place　where　the　introduction　rule　of　implication　is　applied．

e　The　introduction　rule　for　multiplicative　conjunction　＊IF

Given　any　two　proofs　£i　and　Z2　which　satisfy　the　conditions　specified

below，　this　inference　rule　enables　us　to　construct　a　new　proof　Z　which

includes　the　two　proofs　as　its　parts．

Assume　that　two　proofs　Si　and　22　are　given　which　satisfy　the　following

conditions：

The　conclusion　of　2i　is　a　formula　A．　The　set　of　assumptions　on　which　the

conclusion　A　depends　in　Zi　is　ri．　Note　that　ri　is　a　set　of　formulas　which

are　labeled　in　Zi．
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The　conclusion　of　£2　is　a　formula　B．　The　set　of　assumptions　on　which

the　conclusion　B　depends　in　£2　is　r2．　Note　that　r2　is　a　set　of　formulas

which　are　labeled　in　Zi．

Now　then，　one　obtains　a　new　proof　£　through　the　application　of　the　in－

troduction　rule　＊1　of　multiplicative　conjunction　to　those　two　given　proofs

2i　and　Z2．　This　new　proof　£　just　constructed　at　the　stage　of　the　above

application　is　schematically　represented　in　the　following　way：

Zl　22
　　　　　　　＊I

A＊B

where　A　＊　B　is　the　conclusion　of　Z．　＊1　in　the　above　scheme　indicates　the

place　where　the　introduction　rule　of　multiplicative　conjunction　is　applied．

The　set　of　assumptions　upon　which　A　＊　B　depends　in　Z　is　defined　to　be

the　union　of　the　two　linearly　ordered　sets　ri　and　r2　of　formulas　which　are

labeled　in　Z．

Simply　taking　the　union　of　ri　and　r2，　the　elements　of　which　are　labeled

in　Zi　and　Z2　respectively，　does　not　yields　the　set　of　assumptions　upon

which　the　conclusion　A　＊　B　depend　in　the　newly　constructed　proof　2．

After　the　application　of　＊1　to　the　two　proofs　£i　and　22，　the　new　proof　Z

is　constructed，　and　then，　this　Z　includes　2i　and　£2　as　its　parts．　There－

fore，　£i　and　£2　are　now　re－labeled　in　£　after　the　application　has　taken　a

place．　From　this　new　labeling　of　（all　the　occurrences　of　formulas　in）　ri，

a　new　ordering，　actually　a　linear　ordering，　is　induced　on　ri．　This　new

linear　ordering　on　ri　as　a　subordering　of　that　on　2　is　the　same　as　（order

isomorphic　to）　the　linear　ordering　on　ri　as　a　subordering　of　that　on　£i．

The　same　remark　holds　for　the　labels　and　orderings　of　r2　in　£　and　£2．

The　labeled　formulas　in　ri　can　be　listed　according　to　the　ordering　defined

on　the　set　of　labels　for　the　occurrences　of　formulas　in　2．　Taking　off　the

labels　from　the　formulas　in　the　list，　while　keeping　their　ordering　in　the

list，　we　obtain　another　list　of　formulas　without　labels．　From　r2，　a　similar

list　is　obtained　through　the　same　procedure　of　removing　the　labels．　These

two　list　can　be　written　as　follows：

r1＝〈’γδ，つ’｝，つ’呈，…　，’γ鑑＿1＞

r2＝〈’γ9，7？，つ者，…　デγ；i＿1＞

・

A　list　of　labeled　formulas　is　obtained　by　ordering　the　labeled　formulas　in

T．　The　labeled　formulas　in　r　can　be　listed　according　to　the　ordering　of

their　labels，　which　are　attached　to　them　as　a　subset　of　Z．　Taking　off　the

labels　from　the　formulas　in　r，　while　keeping　their　ordering　in　the　list，　we

obtain　another　list　of　un－labeled　formulas．　This　second　list　is　expressed

as　follows：

・
1
・
4
．

r＝（’γδ，’γ呈，’yS，・一，’γin＿1，’γ3，’γ？，’γ9デ・9，’γ莞＿1＞
’T
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●The　introduction　rule丘。　additive　conjunction〈IF

Given　any　two　proofs　£i　and　Z2　which　satisfy　the　conditions　specified

below，　this　inference　rule　enables　us　to　construct　a　new　proof　Z　which

includes　the　two　proofs　as　its　parts．

Assume　that　two　proofs　2　i　and　Z2　are　given　which　satisfy　the　following

conditions：

The　conclusion　of　£i　is　a　formula　A．　The　set　of　assumptions　on　which　the

conclusion　24　depends　in　Zi　is　r．　Note　that　the　assumption　set　r　of　A　in

2i　is　a　set　of　formulas　which　are　labeled　in　£i．

The　conclusion　of　22　is　a　formula　B．　The　set　of　assumptions　on　which

the　conclusion　B　depends　in　22　is　r．　Note　that　the　assumption　set　r　of

B　in　£2　is　a　set　of　formulas　which　are　labeled　in　22．

Now　then，　one　obtains　a　new　proof　£　through　the　application　of　the　in－

troduction　rule　AI　of　additive　conjunction　to　those　two　given　proofs　E］i

and　£2．　This　new　proof　£　just　constructed　at　the　stage　of　the　above

applica七ion　is　schematically　represented　in　the　following　way：

Zl　£2
　　　　　　　AI

AAB
where　A　A　B　is　the　conclusion　of　2．　AE　in　the　above　scheme　indicates　the

place　where　the　elimination　rule　of　additive　conjunction　is　applied．

The　set　of　assumptions　upon　which　A＊　B　depends　in　2　is　defined　to　be

the　union　of　two　assumption　sets，　the　assumption　set　of　A　in　Z　and　the

assumption　set　of　of　B　inΣ．　These　two　assumption　sets　are　obtained丘om

the　assumption　set　of　A　in　£i　and　that　of　B　in　£2　by　relabeling　them　in

the　newly　constructed　proof　2

1t　goes　without　saying　that　simply　taking　the　union　of　ri　and　r2，　the

elements　of　which　are　labeled　in　£i　and　22　respectively，　does　not　yields

the　set　of　assumptions　upon　which　the　conclusion　A　＊　B　depend　in　the

newly　constructed　proof　2．　The　occurrences　of　formulas　in　ri　and　r2　are

to　be　relabeled　in　2．　Our　method　of　labeling　keep　the　ordering　of　the

occurrences　of　formulas　in　these　two　sets　unchanged．

We　can　list　the　elements　of　the　assumption　set　r　of　A　in　Z　i　according　to

the　ordering　defined　on　the　labels　attached　to　them　in　Z　i．　Taking　off　the

label　from　each　i七em　in　this　list，　we　obtain　another　list　of　fbrmulas，　not

having　labels　but　keeping　the　ordering　in　the　previous　list．

In　a　similar　procedure，　we　obtain　the　list　of　formulas，　not　having　labels

but　keeping　the　ordering　in　r2．

The　two　lists　of　un－labeled　formulas　obtained　as　the　final　outcomes　of　the

above　procedures　are　exactly　the　same，　ln　other　words，　they　share　the

terms　in　the　list　and　the　order　among　them．

Therefore，　the　assumption　set　（the　union　set）　of　the　conclusion　A　A　B　in

the　proof　Z　can　be　described，　when　taking　off　the　labels　from　the　formulas

contained　in　it　as　elements，　in　the　following　way：
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r＝〈70，’γ1，’γ2ヂ・・，’Ym＿1＞

where　the　r　is　used　as　a　list　of　uncabled　formulas．

The　assumption　set　of　A　A　B　in　£　must　satisfy　the　extra　condition：　if　one

of　the　two　sets　r　in　Zi　and　r　in　22，　together　constituting　the　assumption

set　of　A　A　B　in　£　and　both　labeled　in　Z，　happens　to　be　changed　in　some

way　or　other　during　the　course　of　constructing　proof，　the　other　one　must

be　changed　exactly　in　the　same　way．　（To　make　this　condition　as　part　of

inductive　definition　of　inference　rules　and　proofs，　it　should　be　attached

to　all　of　those　inference　rules　which　change　assumption　sets　through　their

applications．）

More　specifically，　if　some　element，　say　the　i－th　element，　of　r　in　2i　or　r

in　Z2，　happen　to　be　canceled　in　an　application　of　a　certain　inference　rule，

then　the　corresponding　i－th　element　of　the　other　r　in　£2　or　2i　must　be

canceled　in　the　same　application　of　the　same　inference　rule．　Furthermore，

if　some　element　is　added　to　one　set，　then　the　same　change　must　be　made

in　the　corresponding　position　in　the　other　set．

We　call　the　above　condition　the　parallel　change　requirement　on　the　as－

sumption　sets．

e　The　elimination　rule　for　additive　disjunction　VEF

t

Given　any　three　proofs　2　i，　Z2，　and　£3　which　satisfy　the　conditions　speci－

fied　below，　this　inference　rule　enables　us　to　construct　a　new　proof　£　which

includes　the　three　proofs　as　its　parts．

Assume　that　three　proofs　Z　i，　22，　and　£3　are　given　which　satisfy　the

following　conditions：

The　conclusion　of　Zi　is　a　formula　A　V　B．　The　set　of　assumptions　on　which

the　conclusion　A　V　B　depends　in　2i　is　A．　The　assumption　set　A　of　A　V　B

in　£i　is　a　set　of　formulas　which　are　labeled　in　£i．

The　conclusion　of　Z2　is　a　formula　C．　The　set　of　assumptions　on　which

the　conclusion　C　depends　in　22　is　expressed　as　〈A，　r＞．　This　set　consists

of　formulas　labeled　in　Z2．　Therefore，　it　is　linearly　ordered　as　a　subset　of

Z2．　Then　we　use　A　for　the　least　element　in　this　linear　ordering．　（A　is　not

an　element　of　r．）

We　can　arrange　the　labeled　formulas　in　〈A，　ri＞　into　a　list　according　to

this　linear　ordering，　and　then，　taking　off　the　label丘om　each　term　in　the

list，　we　obtain　another　list　of　formulas，　this　time，　without　labels，　which　is

expressed　as：

，

（ノ1，r1＞＝〈ノ1，’γδ，’γi，「y墨，…　ツ羨＿1＞

（More　precisely，　the　left　hand　side　can　be　written　as　〈A＞A“．）

The　conclusion　of　£3　is　a　formula　C．　The　set　of　assumptions　on　which

the　conclusion　C　depends　in　Z3　is　expressed　as　〈B，　r＞．　This　set　consists

of　formulas　labeled　in　£3．　Therefore，　it　is　linearly　ordered　as　a　subset　of
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£3．　Then　we　use　B　for　the　least　element　in　this　linear　ordering．　（B　is　not

the　element　of　r．）

We　can　arrange　the　labeled　formulas　in　〈B，r2＞　into　a　list　according　to

this　linear　ordering，　and　then，　taking　off　the　label　from　each　term　in　this

Iist，　we　obtain　another　list　of　formulas，　this　time，　without　labels，　which　is

expressed　as：

（B，r2＞ニ（・B，’γぎ，’γ？，’・γi呈，・99’γ義＿1＞

（More　precisely，　the　left　hand　side　can　be　written　as　〈B＞Ar2．）

Now　then，　one　obtains　a　new　proof　Z　through　the　application　of　the　elim－

ination　rule　vE　of　additive　disjunction　to　those　three　given　proofs　£i，

Z2，　and　Z3．　This　new　proof　Z　just　constructed　at　the　stage　of　the　above

application　is　schematically　represented　in　the　following　way：

v
21　Z2
C
£3

　　　VE

where　C　is　the　conclusion　of　£，　VE　in　the　above　scheme　indicates　the

place　where　the　elimination　rule　of　additive　disjunction　is　applied．

The　assumption　set　of　A　V　B　in　X　is　the　union　of　the　three　sets，　（1）　the

assumption　set　A，　which　is　re－labeled　in　2．　（2）　a　set　which　is　obtained

from＜A，rl＞by　canceling　ofL4，　and　which　is　re－labeled　inΣ．（3）a　set

which　is　obtained　from　〈B，r2＞　by　canceling　off　B，　and　which　is　re－labeled

in　Z．

The　assumption　sets　in　the　closes　（2）　and　（3）　above　must　satisfy　the　par－

allel　change　requirement　on　the　assumption　sets：　whenever　some　inference

rule　acts　on　one　of　the　assumption　set　r　i　and　r2，　it　must　act　on　the　other

set　exactly　in　the　same　way．　lf　an　elimination　of　some　element　occurs　in

one　set，　the　corresponding　element　in　the　other　set　must　be　eliminated，

and　vice　versa．　ln　such　a　case，　we　regard　j　ust　one　single　formula　is　elimi一一

nated．

If　we　take　off　the　labels　from　the　elements　of　ri　and　r2，　they　become

precisely　the　same　list　of　formulas．　This　list　is　expressed　as：

r＝〈ツ0，ツ1，’γ2，…　，ツ冊＿1＞

　　　The　above　heuristic　expositions　of　some　of　the　representative　inference　rules

will　suMce　to　show　how　the　notion　of　proofs　in　natural　deduction　can　be　ex－

tended　by　our　way　of　labeling　and　ordering．　Therefore，　we　will　not　include　the

explanations　of　other　inference　rules　in　the　present　paper．　For　the　analysis　of

exchange　rule　and　normalization　processes，　however，　it　is　worth　having　a　some－

what　handy　and　a　bit　more　simplified　version　of　inference　rules．　The　second

formulation　of　NFL　presented　in　the　next　section　is　essentially　the　same　as　its

first　formulation．　ln　the　second　formulation，　convenience　comes　first，　and　the

motivation　is　pushed　behind．　Each　inference　rule　is　introduced　with　a　schematic

figure．　lts　uncanceled　assumptions　are　represented　by　“sequents”，　which　are　not

part　of　treelike　proofs，　but，　auxiliary　and　handy　tools　attached　to　the　proofs，
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D

Applying　these　rules　of　the　second　formulation　mechanically，　one　cannot　help

constructing　a　proof　in　accord　with　the　ordering　we　defined　on　labels　for　the

first　formulation　of　NFL．

11 Second　Formulation　of　NFL

There　is　another　formulation　of　NFL，　whose　inference　rules　are　more　convenient

to　manage　than　those　of　the　formulation　of　NFL　presented　in　the　previous

section．

　　In　this　new　formulation，　labeling　and　ordering　are　put　behind．　lnstead　of

dealing　with　labeled　formulas，　we　follows　instructions　provided　by　each　inference

rule　in　a　somewhat　mechanical　rnanner　so　that　the　“order”　of　assumptions　are

almost　automatically　modified　in　the　same　way　as　in　the　original　formulation　of

NFL．　These　two　formulations　share　the　same　set　of　axioms　and　theorems，　when

labels　are　neglected．　They　differ　only　in　the　presentations　of　inference　rules．

e　The　axioms　for　NFL　：

t，　A）T，　（±＊A））C

e　The　inference　rule　of　the　introduction　of　）　：

r　
ユ
川
Σ
B

一

A）B
）1

2i　is　a　proof　of　B　from　〈A＞Ar．　By　applying　the　）　1，　one　constructs　a

proof　2　of　A　）　B　from　r．

e　The　inference　rule　of　the　elimination　of　）　：

　
　
β

恥
＆
⊃

職
凹
々

B ）E

　　Σ1is　a　proof　of　4from　r1，Σ2　is　a　proof　of、A⊃B丘om　r2．　By　applying

　the　D　E，　one　constructs　a　proof　Z　of　B　from　rrT2．

e　The　inference　rule　of　the　introduction　of　）’：

r　［A］

2，

　　B
　　　　　　）tI

A）tB
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　Iii

Σ1is　a　proof　of　B丘om　r（〈A＞．　By　applying　the⊃’1，0ne　constru（■s　a

proof　Z　of　A　）’　B　from　r．

e　The　inference　rule　of　the　elimination　of　）’　：

　　r1

2，

A）’B
B

r2

2，

　　）’E

　2i　is　a　proof　of　A　）’　B　from　Ti，　Z2　is　a　proof　of　A　from　r2．　By　applying

　the　）’　E，　one　constructs　a　proof　2　of　B　from　riAr2．

e　The　inference　rule　of　the　introduction　of　7　：

　
　
　

r
　
「

葛
f
萌

［

2i　is　a　proof　of　f　from　〈A＞Ar．　By　applying　the　一1，　one　constructs　a　proof

£　of　7A　from　r．

e　The　inference　rule　of　the　elimination　of　＝　：

巧
＆
磁

　
　
　
n
Σ
オ f ＝E

　Zi　is　a　proof　of　A　from　ri，　£2　is　a　proof　of　7A　from　r2．　By　applying　the

　＝E，　one　constructs　a　proof　£　of　f　from　rfr2．

e　The　inference　rule　of　the　introduction　of　7’　：

　
　
8
1

囚
島
f
マ

r

Xi　is　a　proof　of　f　from　rA〈A＞．　By　applying　the　7’1，　one　constructs　a

proof　£　of　＝’A　from　r．
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幽

e　The　inference　rule　of　the　elimination　of　7’　：

E，「

職
＆
λ
1
1
孟

r
Σ
，
「
f

　　Zi　is　a　proof　of　7’A　from　ri，　£2　is　a　proof　of　A　from　r2．　By　applying　the

　　＝’E，　one　constructs　a　proof　£　of　f　from　rfT2．

e　The　inference　rule　of　the　introduction　of　＊：

巧
易
B

　
　
恥
Σ
4
A＊B

＊1

　　Σ1is　a　proof　of　4丘om　r1，Σ2　is　a　proof　of　B丘om　r2．　By　applying　the

　　＊1，　one　constructs　a　proof　£　of　A　＊　B　from　riAr2．

e　The　inference　rule　of　the　elimination　of　＊　：

巧1
　
2

β
Σ
o

囚

E＊

　
－
B

　r
Σ
幽 0

　　£i　is　a　proof　of　A＊B　from　ri，　£2　is　a　proof　of　C　from　〈A＞A〈B＞”xr2．　By

　applying　the＊E，　one　constructs　a　proofΣof　O丘om　rfr2．

e　The　inference　rule　of　the　introduction　of　A：

　
　r
Σ
B

　
　r
Σ
4AAB

AI

Xi　is　a　proof　of　A　from　r，　22　is　a　proof　of　B　from　r．　By　applying　the　AI，

one　constructs　a　proof　£　of　A　A　B　from　r．　As　in　AI，　we　identifies　1ytygo　r’s

as　one　list　r．　lf　an　occurrence　of　a　in　the　left　r　and　an　occurrence　of　a

in　the　right　r，　which　is　occurring　in　the　same　place　as　that　occurrence　of

a　in　the　left　r，　happen　to　be　canceled　along　the　way　of　“longer　proof”，

these　two　or’s　are　to　be　regarded　as　one　formula，　and　to　be　canceled　as

“one”　assumptions　of　that　proof．
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D　　　　q■幽」一一

　　　　　　　I

　　　　　　　i

　　　　　　　I

．　The　inference　rule　of　the　first　elimination　of　A：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Zi

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　AAB
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　AEI

　　£i　is　a　proof　of　A　A　B　from　r．　By　applying　the　AEi，　one　constructs　a

　　proof　£　of　A　from　r．

e　The　inference　rule　of　the　second　elimination　of　A　：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　AAB
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　AE2

　　2i　is　a　proof　of　A　A　B　from　r．　By　applying　the　AE2，　one　constructs　a

　　proof　£　of　B　from　r．

e　The　inference　rule　of　the　first　introduction　of　V　：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　vll
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　AvB

　　Zi　is　a　proof　of　A　from　r．　By　applying　the　Vli，　one　constructs　a　proof　2

　　0f　A　v　B　from　r．

e　The　inference　rule　of　the　second　introduction　of　V：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v12
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　AvB

　£i　is　a　proof　of　B　from　r．　By　applying　the　VI2，　one　constructs　a　proof　Z

　of　A　v　B　from　r．

e　The　inference　rule　of　elimination　of　V：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　［A］r　［B］r

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Zi　£2　£3

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　AvB　C　C
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　VE
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　34
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［

2i　is　a　proof　of　A　V　B　from　A，　£2　is　a　proof　of　A　from　〈A＞Ar，　and　£3

is　a　proof　of　B　from　〈B＞Ar．　By　applying　the　VE　to　£i，　£2，　and　Z3　one

constructs　a　proof　2　of　C　from　AAr．　As　in　VE，　we　identifies　poto　r’s　as

one　list　r．　lf　an　occurrence　of　a　in　the　left　r　and　an　occurrence　of　a　in

the　right　T，　which　is　occurring　in　the　same　place　as　that　occurrence　of　a

in　the　left　r，　happen　to　be　canceled　along　the　way　of　“longer　prooP’　，　these

two　a’s　are　to　be　regarded　as　one　formula，　and　to　be　canceled　as　“one”

assumptions　of　that　proof．

e　The　inference　rule　of　the　introduction　of　）　for　the　propositional　constant

　t：

⇔く一。⊃

1

B

r
Σ
B
⊃

t

2i　is　a　proof　of　B　from　r．　By　applying　the　）　IO（t），　one　constructs　a

proof　Z　of　t　）　B　from　T．　As　in　）　IO（t），　the　superscript　O　of　1　indicates

that　the　number　of　canceled　assumptions　at　the　application　of　）　IO（t）　is

restricted　to　zero．

There　are　other　inference　rules　not　belonging　to　NFL．

e　The　inference　rule　of　the　inversed　introduction　of　）　：

r　囚
Zi
　　B
　　　　　　）　IO

A）B

£i　is　a　proof　of　B　from　TA〈A＞．　By　applying　the　）　IO，　one　constructs　a

proof　£　of　A　）　B　from　r．

e　The　inference　rule　of　the　inversed　elimination　of　）’　：

　
－
B

聡
Σ
⊃

B

r2

2，

　　　）　EO

2i　is　a　proof　of　A　）　B　from　ri，　Z2　is　a　proof　of　A　from　r2．　By　applying

the　）　EO，　one　constructs　a　proof　£　of　B　from　Tfr2．
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e　The　inference　rule　of　the　inversed　introduction　of　）’

ρゴ

r
　
　
周
Σ
B

一

Bゴ

2i　is　a　proof　of　B　from　〈A＞Ar．　By　applying　the　）’　IO，

proof　Z　of　A　）’　B　from　r．

one　constructs　a

e　The　inference　rule　of　the　inversed　elimination　of　）’

　
　
B

巧
島
ゴ

1
　
　
1

r
Σ
孟 B

）’　EO

£i　is　a　proof　of　A　from　ri，　Z2　is　a　proof　of　A　）’　B　from　r2．　By　applying

the　）’　EO，　one　constructs　a　proof　2　of　B　from　rrr2．

12 Sequent　Calculus　FL

The　sequent　of　the　language　L　have　the　following　form

r－A．

The　left　hand　side　of　a　sequent　may　be　empty．　The　right　hand　side　of　a　sequent

is　either　empty　or　consists　of　a　single　formula．　To　specify　the　element　of　r　and

A　we　write
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　70，’”　，7m－i　一　6・

When　both　sides　of　a　sequent　are　empty，　we　write

一

　　Next，　we　introduce　the　sequent　calculus　FL　as　follows．　We　say　that　（ri　一

Xi，r2　一　X2，…　　，　r．　一　X．　／　r　一　X）　is　an　instance　of　a　certain　inference　rule

if　it　has　the　form　indicated　by　the　corresponding　figure．　lf　（ri　一　Xi，r2　一

X2，・，・，rπ→Xη／r→X）　is　art　insta血ce　of　an　inference　ruleα，we　ca皿

ri　一÷　Xi　the　i－th　upper　sequent　of　a，and　r　一〉　X　the　lower　sequent　of　a．

（The　origin　of　FL　goes　back　to　a　classical　paper　written　by　J．　Lambek　in　1950’s．

Our　presentation　of　FL　is　based　on　Ono［4］．）
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l
／

t

e　Axioms　and　rule　for　logical　constants：

A－A
　一〉　t

r－T
r－c
t，r－c

　　　　f－

　　　i，r－c

　　　r－
　　　　　fwtW
　　r－f

e　Structural　inference　rule：

　　　　　　　　　r，　一A　r，，A，　r3　一C
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（cut）
　　　　　　　　　　　r2，rl，r3　一C

e　Logical　inference　rule：

ri　一一A　B，r2－C
　　　　　　　　（）　left）
ri，A　）　B，　r，　一　C

r，一A　B，r2－C
　　　　　　　　O’　left）
A）’　B，ri，r2　一〉　C

　　r－A　　　　　　（n　left）
　　r，rA－

　　r－A　　　　　　（7’　left）
　　一，A，r－

　A，　B，r－C
　　　　　　（＊1e丘）
A＊B，r－C
　A，r　一一　C

　　　　　　（〈11e銑）
AAB，r－C
　B，r－C
　　　　　　（〈21e丘）

空車（⊃・ight）

r，A－B
r－A）’B
書議（「・ight）

　r，A　一〉
　　　　（＝’　right）
r　一〉　7’A

（）’　right）

　AAB，r－C

A，r　一〉　C　B，r－C

AvB，r－C
（v　left）

ri－A　T2－B　　　　　　　（＊　right）
rl，T2　一　A＊B

r→ノ隻r→B
r一÷AAB

（A　right）

”ltili（iXi｝AvB（vi　right）

rll：tli一（7iBvB（v2　right）

There　are　other　structural　inference　rule　not　belong　to　FL．

　　　　　　　　　r，，A，　B，　T2　一　C
　　　　　　　　　　　　　　　　（e　left）
　　　　　　　　　r，，B，　A，　r，　一　C
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13 Equivalence　of　FL　and　NFL，　and　How　to
Characterize　Exchange　Rules　for　NFL

Theorem　3　（Equivalence　of　FL　and　NFL）
Letφδeαノbrmula　Oノオんe　language　L。　Let　r　6eαlistρノメ。㎜％」α30ノ五．

　　Then，φ　歪3　P質。”αδJe加祝r　伽NFLI　if　and　onlyザオんεsequent　r→φ

is　provable　in　FL．

Proof　We　prove　one　direction，　namely，　that　of　sequent　r　一　ip　is　provable　with

proof　ll　in　FL，　then　ip　is　provable　from　r　with　a　proof　Z　in　NFL．　To　prove

this，　we　use　induction　on　the　number　tt（ll）　of　the　application　of　inference　rules

in　the　proof　ll．

　　If　＃（ll）　is　zero，　r　一　ip　must　be　an　axiom　of　FL．

Case　1　The　sequent　r　一　ip　is　A　一　A．　We　can　prove　A　from　A　with　the　proof

　　　　A　in　NFL．

Case　2　The　sequent　r一　ip　is　一　t．　We　can　prove　t　with　the　proof　t　in　NFL．

Case　3　The　sequent　r　一　ip　is　f一．　We　can　prove　f　from　f　with　the　proof　f　in

　　　　NFL．

Case　4　The　cases　where　the　sequents　r　一　ip　are　ri　一　T　and　一L，ri　一　C　are

　　　　omitted．

　　Now，　we　can　assume　the　theorem　for　＃（fl）　〈　n，　and　pove　it　for　a　（n）　＝　n．

　　Our　proof　is　devited　into　cases　according　to　which　inference　rule　is　used

as　the　“bottom”　inference　rule　in　n．　We　use　a　to　denote　the　name　of　the

“bottom”　inference　rule　in　n．

Case　1　The　bottom　inference　rule　a　in　n　is　O　right）　and　the　form　of　r　一　to

　　　　is　r　一　A　）　B，　so　that　the　bottom　part　of　ll　has　the　following　form：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　A，r－B
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（）　right）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　r－A）B

By　induction　hypothesis，　the　formula　B　is　provable　from　〈A＞Ar　in　NFL，

namely　we　have　a　proof　of　B：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　r

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Zi

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B

Then　we　can　construct　a　proof　of　B　in　NFL　as　follows：

r　
　
刈
Σ
B

［

A）B
）1
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Case　2　a　is　O　left），　so　that　the　bottom　part　of　ll　has　the　following　form：

　　　　　　　　　　　　　　　　　ri　一〉　A　B，　r2　一C
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O　left）
　　　　　　　　　　　　　　　　　ri，A）B，r2　一〉　C

　　　　By　induction　hypothesis，　we　have　a　proof　of　A　and　a　proof　of　C：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ri　B　r2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Zi　Z2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　　　C

　　　　Then　we　can　construct　a　proof　of　C　in　NFL　as　follows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　rl

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　A）B
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）E
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C

Case　3　a　is　（＊　left），　so　taht　the　bottom　part　of　H　has　the　following　form：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　叢罫錫（・1・ft）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

　　　By　induction　hypothesis，　we　have　a　proof　of　C：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　B　r
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Z，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C

　　　Then　we　can　construct　a　proof　of　C　in　NFL　as　follows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　囚［B］r

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　：1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A＊B　C
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＊E
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C

Case　4　a　is　（V　left），　so　that　the　bottom　part　of　n　has　the　following　form：

　　　　　　　　　　　　　　　　A，r－C　B，r－C
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（V　left）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　AVB，r－C

　　　By　induction　hypothesis，　we　have　two　proofs　of　C：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　r　B　r
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2，　2，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C　　　C

　　　Then　we　can　construct　a　proof　of　C　in　NFL　as　follows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　39
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　　　　　　［A］r

　　　　　　£1

AvB　CC

［B］r

2，

C　vE

q．　e．　d．

Theorem　4　（Characterization　of　Exchange　）
Let　ip　be　a　formula　of　the　language　L．　Let　r　be　a　list　of　formulas　of　L．

　　　Then，　tんe　folloω吻five　conditions　are　equivalent’

t
I
I
一
　一
r

（1？　the　sequent　r　一　ip　is　provable　in　FL　G）　｛exchange｝　which　is　obtained

　　　from　FL　by　addition　of　the　exchange　rule．

（2？　ip　is　provable　from　r　in　NFL　o｛D　IO｝　which　results　．ftom　NFL　through

　　　オんe・additi・η（ザtんe舳eπe4剛e，⊃Io．

（3？φ　is　provable加m　r　歪ηNFL㊥｛⊃EO｝　ωん励results　from　NFL
　　　孟んrou9ん孟んe　addition（ザ仇e碗verte〔i　rule，⊃EO．

（4？　ip　is　provable　from　r　in　NFL　o　）’　IO　which　results　from　NFL　through

　　　tんeα4翻0ηq横e伽eκe4帽e，⊃’IO．

（5？φ奮3pro”αδZe加m　r伽NFL（D⊃’EOω痂。ゐTe5uJ捗3加m　NF：L　through
　　　the　addition　of　the　inverted　rule，　）’　EO．

Proof　First，　we　prove　that　if　a　sequent　r　一　ip　is　provable　with　proof　ll　in　FL

O　｛exchange｝，　then　ip　is　provable　from　r　with　a　proof　Z　in　NFL　o　｛）　IO｝．　To

prove　this，　we　use　induction　on　the　number　tt（fi）　of　the　application　of　inference

rules　in　the　proof　n．

　　If　rt（ll）　is　zero，　we　are　done　as　in　the　proof　of　Theorem　1．

　　Now，　we　can　assume　the　theorem　for　tt　（n）　〉　n，　and　prove　it　for”（fl）　＝　n．

As　for　the　cases　for　the　inference　rules　of　FL　，　proofs　in　Theorem　1　carries　over．

We　then　proceed　to　consider　the　cases　where　the　bottom　inference　rule　a　is　the

exchange　rule．

　　Then　n　is　the　following　form：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ri，A，　B，　r，　一　C
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（e　left）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　rl，B，　A，　r2　一　C

　　Without　loss　of　the　generality，　ri　and　r2　can　be　single　formula．　By　the

induction　hypothesis，　we　have　a　proof　of　C　from　TiA〈A＞A〈B＞Ar2　in　NFL　o
｛）　IO｝．

　　£i　has　the　following　form：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　rレ4Br2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C

　　We　can　now　construct　a　proof　of　C　from　rr　〈B＞A〈A＞Ar2　in　NFL　o　｛）　IO｝

as　follows：
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朕

q

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［r，］　A　［B］　［r，］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Zi

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）I
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r，　）C
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）’I
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r2　）’　rl　DC
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）　IO
　　　　　　　　　　　　　　　　B　B）C2　）’　ri　）C
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）E
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r2　）’　rl　）C　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）iE

　　　　　　　　　　　　ri　ri　）C
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）E
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C

　　This　figure　is　indeed　a　proof　Z　of　C　from　rr〈B＞A〈A＞Ar2　in　NFL　o　｛）　IO｝．

The　list　Tf〈B＞”N〈A＞Ar2　of　hypothesis　occurring　in　£　is　ordered　according　to

the　unti－lexicographic　ordering　on　the　labels　on　2．

　　Notice　that　the　other　three　possible　pair　of　inference　rules，　namely　O　1，　）

EO），　O’　IO，）’　E），　O’　1，　）’　EO），　can　work　as　good　as　the　above　pair　b　IO，）

E）．　lt　is　these　four　pairs　of　inference　rules　that　play　the　roll　of　“exchange　rule”．

　　The　proof　of　the　other　direction　of　the　Theorem　4　is　indicated　by　the　follow－

ing　proof　figures．

　　Given　a　proof　：

懸

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r　［A］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）　IO
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A）B

　　By　induction　hypothesis，　we　have　a　proof　of　r，　A－B．　Then，　we　can

construct　a　proof　of　r　一　A　）　B　as　follows：

1

r，A－B
A，r－B

Given　a　proof：

r－A）B

　
　
B

n
L
⊃

（e　left）　×　n

（）　right）

B

r2

£2

　　）EO

　　By　induction　hypothesis，　we　have　a　proof　of　ri　一コ入）　B　and　r2　一　A．

Then　we　can　construct　a　proof　of　ri，r2　一〉　B　as　follows：

r2－A　B－B
r2，A）B－B

ri－A）B　A）B，r2－B
rl，r2　一　B

O　left）

（e　left）　×　n

（cut）
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　　　Cases　for　）’　IO　and　）’　EO　can　be　treated　in　a　similar　way．　All　the　other

inference　rules　are　already　taken　care　of　in　the　proof　of　Theorem　3．

q．　e．　d．
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