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第1章

1．1　本論文の目的

　情報処理技術の高速化に伴って，大量の情報を蓄積，処理する技術の必要性が高まっている．蓄

積された情報を知識ベースとして扱うためには，知識ベースを管理する機能が必要となり，知識

ベースおよびその管理システムに関する研究は理論的定式化と実用的応用の両面から行われてい

る．知識ベース管理に関する問題の一つとして，知識ベースに対して情報の追加，削除などの操

作を施した場合に，いかにして知識ベースの整合性を保つかが挙げられる．所有する情報の整合

性に関する議論は論理学，哲学および人工知能などの分野で行われており，この問題を論理，確

率およびファジィ測度などに基づいて定式化しその性質を扱う研究は信念変更の理論と呼ばれて

いる．

　論理的枠組での信念変更は，信念修正および信念更新に大別される．信念修正は，知識ベース

に対して情報の追加または削除を行った場合に知識ベースの論理的整合性を保つ操作である．こ

れに対して信念更新は，現実世界の動的な変化を知識ベースに反映させる操作である．信念変更

に関する従来の研究では，信念修正および信念更新は本質的に異なる操作とみなされており，こ

．れらの操作の関係は明らかにされていない．

　数値的な枠組での信念変更には可能性理論に基づく信念変更がある．可能性理論の枠組では，知

識ベースを可能な状況（可能世界）の集合から閉区間［O，1】への可能性分布と呼ばれる関数で数値

的に表現する．従来の研究では，信念修正の操作および信念更新の操作の一部が定式化されてい

る．しかし，その定式化には不十分な点が多く，信念更新の他の操作についてはまだ定式化がな

されていない．

　本論文の目的は，信念修正および信念更新の相互関係を明らかにし，これらを統一的に扱う枠

組を構築することである．まず，信念更新の操作の一つである消去の操作について，この操作を

特徴づけるメタ論理的な公準の不十分な点を指摘し解消すると共に，消去の公準を再定式化する．

信念更新のもう一つの操作である更新の操作，および再定式化した公準に基づく消去の操作は相

互に定義することができ，また，信念修正の操作である修正および縮小の操作から構成できるこ
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とを証明する．更に，これらの構成法に基づいて，信念変更の操作の相互関係を明らかにする．

　次に，信念変更をそれぞれ様相論理および可能性理論に基づいて定式化し，その性質について

考察する．様相論理に基づく定式化では，まず，有向グラフで表現される対象の論理的な性質を

記述する矢印の様相論理を，矢印の間の順序関係を扱うために拡張した，順序を持つ矢印の様相

論理を提案する．また，信念変更のそれぞれの操作および公準は順序を持つ矢印の様相論理の論

理文として表現できることを証明する．これは，順序を持つ矢印の様相論理は信念変更を統一的

に扱う一つの枠組を与えることを意味する，可能性理論に基づく定式化では，従来の定式化での

不備を解消すると共に，可能性理論に基づく信念変更の相互関係を明らかにする．また，不確実

な情報に基づく信念更新を提案し，これは可能性理論に基づく信念変更のより包括的な枠組であ

ることを示す．

1．2　本論文の構成

　本論文を6章で構成する．

　第1章では，序論として本論文の背景，目的および構成について述べる．

　第2章では，本論文の準備として，様相論理および可能性理論の概要をまとめる．また，信念

変更に関する従来の研究について概要を説明する．

　第3章では，Alchourr6n，　Gardenfors　and　Makinson［1，13，14］が提案した信念修正，および

Katsuno　and　Mendelzon［19］が提案した信念更新の相互関係を明らかにする．まず，　Katsuno　and

Mendelzonが提案した消去の公準の不十分な点を指摘し解消すると共に，消去の公準を再定式化

する．次に，更新の操作から消去の操作を構成する同一性，および消去の操作から更新の操作を

構城する同一性をそれぞれ提案し，更新の操作および再定式化した公準に基づく消去の操作は相

互に定義することができることを証明する．更に，信念修正の操作の一つである修正の操作から

消去の操作を構成する同一性，信念修正のもう一つの操作である縮小の操作から消去の操作を構

成する同一性，および縮小の操作から更新の操作を構成する同一性をそれぞれ提案し，これらの

同一一性および従来提案されている同一性に基づいて信念変更の相互関係を明らかにする．

　第4章では，信念変更の操作を順序を持つ矢印の様相論理（modal　logics　of　ordered　arrows）

に基づいて定式化する．順序を持つ矢印の様相論理は，Vakarelov［36］が提案した矢印の様相論理

を矢印の間の順序関係について扱うために拡張した様相論理である．まず，有向グラフの構造的

な性質および矢印の間の順序関係を表現する，順序を持つ矢印の様相論理のフレーム（以下，OA

フレーム）およびモデル（以下，OAモデル）を提案する．また，順序を持つ矢印の様相論理体

系OAL（ordered　arrow　logic）を構成し，　OALはすべてのOAモデルのクラスに対して健全か

つ完全であることを証明する．次に，OA：しに基づいて状態遷移およびその起こりやすさを表す信

念変更モデルを提案し，修正および縮小の操作を，信念変更モデルにおいて最も起こりやすい状

態遷移を選択する操作として定式化する．また，更新および消去の操作を，信念集合のそれぞれ

の状態において最も起こりやすい状態遷移を選択する操作として定式化する．更に，このように
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定式化した信念変更のそれぞれの操作および公準は，OALの論理文として表現できることを証明

する．これは，信念変更の操作はOALに基づく論理演算：として表現でき，順序を持つ矢印の様

相論理は信念変更を統一的に扱う一つの枠組を与えることを意味する．

　第5章では，可能性理論に基づく信念変更を厳密に定式化する．まず，Dubois　and　Prade［12］

による可能性理論に基づく更新の定式化では，更新の結果が常に構成できるとは限らないことを

指摘し，可能性理論に基づく更新の操作を厳密に再定式化することで，この問題を解決する．ま

た，論理的枠組での消去の操作および対称的消去の操作を可能性理論に基づいて新たに定式化し，

その性質について考察する．更に，不確実な情報に基づく信念更新を提案し，可能性理論に基づ

く信念変更のそれぞれの操作は，不確実な情報に基づく信念更新の特殊例であることを示す．

　第6章では，結論として，本論文で得られた成果について考察し，今後の研究の方向および課

題について論じる．また，本論文での主な定理および補題について，証明を付録として添付する．

6
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第2章

　本章では，様相論理および可能性理論の概要をまとめる．また，信念変更に関する従来の研究

について概要を説明する．

2．1　様相論理

　本節では，様相論理の証明論および可能世界意味論，特にクリプキ・モデルについて説明する．

様相論理の諸体系およびモデルの性質等については，文献［7，28，29，31］を参考にした．

2．1．1　様相論理の言語

　可算無限個の原子文の集合P＝｛Pl，p2，＿，Pn，＿｝，論理演算子「（否定），〉（選言），〈（連言），

→（質量含意），T（恒真）および□（様相演算子）から，以下の形成規則によって様相論理の言語LM

を構成する．

　　pEP　＝〉　pELM・

TELM．

　aELM　＝〉　（na）ELM．

a，6E　LM　＝〉　（aAP）　E　LM・

a，PE　LM　＝〉　（a　VP）　E　LM・

a，PELM　一　（a－P）ELM・

αtLM⇒（ロα）∈LM．

（2．1）

（2．2）

（2．3）

（2．4）

（2．5）

（2．6）

（2．7）

　ここで，式（2．1）から式（2．6）だけで得られる言語は古典命題論理の言語£に相当する．よって，

様相論理の言語LMは古典命題論理の言語Lを含む．以下，括弧は誤解を招かない程度に適宜省
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略する．ここで，その他の演算子⊥，≡および◇をそれぞれ

　　　　　　　　　　　　　　　　．L　glf　．T，　（2．8）
　　　　　　　　　　　　　　aii　6　d＝f　（a．P）A（fi．a），　（2．g）

　　　　　　　　　　　　　　　Oa　d一一一f　no7a　（2．10）

の略記とする．本節では以下，ロαを「αは必然である」と読むことにする．これに対応して，◇α

は「αは可能である」と読む．更に，メタ言語における連言，選言，含意，同値，全称および存

在をそれぞれand，　or，⇒，⇔，∀およびヨと表す．

2．1．2　様相論理の証明論

　ここでは，正規（normal）な様相論理の体系だけを扱う．最小の正規様相論理体系Kは，古典

命題論理の公理系に，以下の公理型Kおよび推論規則RNを追加したものである．

K．口（α→β）→（□α→ロβ）．

RN．αから口αを推論する．

　ここで，αおよびβは任意の論理文である．体系Kでは，Kの形で表される論理文をすべて

公理として扱う．そのため，上記のKは公理型（axiom　scheme）と呼ばれる．

　体系Kに対して以下の公理型を追加することで，正規様相論理の様々な体系が得られる．

D．ロα→◇α．

T．ロα→α．

B．α→［コ◇α．

4．口α→三三α．

5．◇α→ロ◇α．

　体系Kに公理型X1，．．．，Xnを追加して得られる様相論理体系をKXI．．．Xnと表す．例えば，

体系Kに公理型TおよびBを追加した体系をKTBと表す．また，体系KT4およびKT5は伝

統的にそれぞれS4およびS5と呼ばれる．

　正規様相論理体系しで論理文αが証明可能であるとは，有限個の論理文の列β1，＿βn（＝α）が

存在して，各，（3i　（i＝1＿n）が以下の三条件のいずれかを満たす場合である．

　1．体系しの公理．

　2・βゴ，βた（ゴ，k〈i）から推論規則MPに基づいて導かれた論理文．

　3．β1（Z＜i）から推論規則RNに基づいて導かれた論理文．

　論理文αに対して，αが体系しで証明可能であることをLトαと表す．
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2．1．3　様相論理の意味論

　ここでは，様相論理の可能世界意味論，特にクリプキ・モデルについて説明する．

クリプキ・モデル

　空でない集合WおよびW上の二項関係Rの対（W，R）を（様相論理に対する）クリプキ・フ

レームという．WおよびRをそれぞれこのクリプキ・フレームの可能世界の集合および到達可

能関係という．また，vを原子文の集合Pおよび可能世界の集合Wとの対から｛ちノ｝への関数

v：P×W→｛t，f｝とする．　tおよびfはそれぞれ真および偽を表す．関数vはWのそれぞれの

要素xにおける原子文の真理値を与える．このとき，3つ組（W，R，v）をクリプキ・モデルという．

　クリプキ・モデルM＝（W，R，v）の可能世界x∈Wで論理文αが真であることをM，xトαと

表す．また，M，xl＝αでないことをM，x卜αと表す．様相演算子を含まない論理文の真理値は，

命題論理の場合と同様に，以下のように定義される．

　　　　　　　　　　　　　M，xトp　⇔　v（p，x）＝・t，∀p∈P．　　　　　　　　　　　　（2．11）

　　　　　　　　　　　　　M，xトT　　　（∀x∈W）．　　　　　　　　　　　　　　　（2．12）

　　　　　　　　　　　　M，xト「α　⇔　　ハ∬，　xレもα．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．13）

　　　　　　　　　　　M，xトα〈β　⇔　M，xトαand　M，x←＝β．　　　　　　　　　（2・14）

　　　　　　　　　　　M，xトαVβ　⇔　M，xトαorM，x｝＝β．　　　　　　　　　（2・15）

　　　　　　　　　　　M，xトα→β　⇔　M，xレ』αorM，xトβ．　　　　　　　　　（2・16）

　様相演算子を含む論理文の真理値は，到達可能関係Rで到達可能な可能世界に依存して定義さ

れる．すなわち，二つの可能世界x，y∈Wに対してxRyであるとき，　xからyへ到達できると

みなし，

可能世界xで論理文αは必然的に真⇔αはxから到達できるすべての可能世界で真

として捉えることである．

義される．

この考え方に基づいて，様相演算子を含む論理文の真理値は次式で定

　　　　　　　　　　　　M，Xトロα⇔∀y［xRy⇒M，yl＝α］．

クリプキ・モデルにおける論理文の正しさは，以下の三段階に分けて定義できる．

●あるクリプキ・モデルM＝（W，R，v）のある可能世界x∈Wで論理文αが真：

　M，xkαと表す．

（2．17）
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　．あるクリプキ・モデルMのすべての可能世界xで論理文αが真：

　　このとき，論理文αはMで妥当であるといい，Mkαと表す．

　．クリプキ・モデルのあるクラス0について，0に含まれるすべてのクリプキ・モデルMの

　　すべての可能世界xで論理文αが真：

　　このとき，論理文αはクラス0で妥当であるといい，0トαと表す．

到達可能関係の条件と公理との対応

　到達可能関係が満たす性質と主な公理との対応関係を以下に挙げる．

K：無条件．

D：継続的　∀xヨy［xRy］．

T：反射的　∀x［xRx］．

B：対称的　∀x，y［xRy⇒yRx］．

4：推移的　∀x，y，z［zRy　and　yRz　＝〉　xRz］．

5：Euclid的　　∀x，y，　z［xRy　and　xRz⇒yRz］．

2．1．4　健：全性および完全性

　様相論理に限らず，論理の体系に関する重要な性質として，与えられた意味論に対する健全性

および完全性がある．任意の正規様相論理体系しおよびクリプキ・モデルのクラス0に対して，

健全性および完全性は以下のように表される．

健全性しが0に関して健全⇔しで証明可能な論理文はすべて0で妥当⇔（Lトα⇒OfCα）．

完全性しが0に関して完全⇔0で妥当な論理文はすべてしで証明可能⇔（0トα⇒LFα）．

　よって，0に関して健全かつ完全な体系しでは，

　　　　　　　　論理文αが体系しで証明可能⇔論理文αがクラス0で妥当

が成り立つ．

　主な正規様相論理体系について，クリプキ・モデルのクラスに対する健全かつ完全な関係を表

2．1に示す．

2．2　可能性理論

　本節では，数値的枠組の一つであるファジィ測度について述べ，その特殊な場合である可能性

測度および必然性測度について説明する．本節の内容については文献［34］を参考にした．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　10
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表2．1：主な正規様相論理体系とモデルのクラスとの対応

体系 到達可能関係Rが満たす性質

K 無条件

KD 継続的

KD4 継続的かつ推移的

KD45 継続的かつ推移的，Euclid的

KT 反射的

KTB 反射的かつ対称的

KT4（54） 反射的かつ推移的

．κT5（55） 反射的かつEuclid的（⇔同値関係）

2．2．1　ファジィ測度およびファジィ集合

　ファジィ理論は人間の主観に基づくあいまいさを数値的に扱う理論である．ファジィ理論では，

以下の二種類のあいまいさを扱う．

　●ぼやけた境界をもつ概念のあいまいさ

　・多くの可能性のうちのどれであるかを特定できないあいまいさ

　前者のあいまいさはvaguenessと呼ばれ，ファジィ集合で表現されるあいまいさである．これに

対して，後者のあいまいさはambiguityと呼ばれ，ファジィ測度で表現されるあいまいさである．

2．2．2　ファジィ測度

　本節では，空でない全体集合Ωを可能な状況（可能世界）の有限集合とみなす．定式化の前に，

Ωについて以下の仮定を置く．

排反性複数の状況が同時に成り立つことはない

網羅性Ωはすべての状況を含んでいる

　また，Ωの中に現実世界の状況と一致する可能世界が存在すると仮定する．この可能世界を他

の可能世界と区別して真の可能世界と呼び，ωoと表す．

　ファジィ測度が扱うあいまいさはambiguityであることから，我々にとって関心があるのは

ωo∈X（X⊆Ω）という形の命題である．この命題の主観的な「確からしさ」を実数値μ（ωo∈X）

で表す．以下，簡単のため，μ（ωo∈X）を単にμ（X）と表す．数学的には，ファジィ測度は以下

の三条件を満たす集合関数μ：2Ω→［o，11である．
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a謙



　　　　　　　　　　　　　p（st）＝1．　（2．18）
　　　　　　　　　　　　　p（O）＝O．　（2．19）
　　　　　　　　　　　　　∀x，Y［x⊆y⇒μ（x）≦μ（Y）1．（単調性）　　　　　　　　（2．20）

　また，ファジィ測度μに対して，

　　　　　　　　　　　　　　　　　p’（x）　llif　l一一　p（）gt）　（2．21）

で定義される集合関数μ’：2Ω→［0，1】もまたファジィ測度となる．ここで，XはXの補集合を

表す．μとμ事は互いに双対であるという．

2．2．3　可能性理論

　集合関数n：2Ω→［0，1］がΩ上の可能性測度であるとは，

　　　　　　　　　　　　　　　　sup｛r（w）　lwE　st｝＝1　（2．22）

となる関数π＝Ω→［o，11が存在して，

　　　　　　　　　　　　　　　n（A）＝｛pgr．T（w），　vA　g　s）　（2．23）

となることである．直感的には，可能性測度の値n（A）は，Wo∈Aであることの「もっともらし

さ」の度合いを表す．このように構成された可能性測度nは以下の性質を満たす．

　　　　　　　　　　　　ll（st）　＝L　（2．24）
　　　　　　　　　　　　n（¢）＝O．　（2．25）
　　　　　　　　　　　　ll（AuB）＝max（ll（A），ll（B）），　VA，Bgst．　（2．26）

　式（2．26）より明らかに単調性を満たすので，可能性測度llはファジィ測度である．可能性測度

llを構成する関数πを可能性分布という．可能世界ωの値π（ω）はωが真の可能世界ωoである

ことの「もっともらしさ」を表す．π（ω）＝・0はωは真の可能世界ωoではありえないことを表す．

これに対して，π（w）＝1はωが真の可能世界ωoの候補であることを表すだけであり，π（ω）＝1

でもwが真の可能世界ωoであるとは限らない．

　必然性測度は以下の性質を満たす集合関数1V：2Ω→［0，1］である．

N（st）　＝　L

lv（の）ニ。・

N（A　n　B）　＝　min（N（A），　N（B）），　VA，　B　g　st．

（2．27）

（2．28）

（2．29）
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　式（2．29）より明らかに単調性を満たすので，必然性測度Nはファジィ測度である．直感的には，

必然性測度の値N（A）は，ωo∈Aであることの「確実さ」の度合いを表す．

　与えられた可能性測度Hから，以下の式（2．30）を用いてHに双対的な必然性測度を構成する

ことができる．同様に，与えられた必然性測度NからNに双対的な可能性測度を構成すること

ができる．

N（A）　＝＝　1－ll（A）．

n（A）　＝　1－AT（A）．

（2．30）

（2．31）

2．3　信念変更

本節では，信念変更に関する従来の研究について概要を説明する．

2．3．1　信念集合

　信念変更の理論では，知識ベースに対して情報の追加または削除を行った場合に，いかにして

知識ベースの整合性を保つかという問題を論理，確率およびファジィ測度などに基づいて定式化

し，その性質を扱う．論理的枠組で知識ベースを表現する簡潔な方法として，知識ベースを文の

集合として表現することが挙げられる．これらの文は，ある対象となる論理体系の言語しの論理

文として記述され，知識ベースに含まれる情報を表している．本論文では簡単のために古典命題

論理を利用する．

信念変更では，知識ベースを以下の性質を満たす信念集合（belief　set）と呼ばれる論理文の集合

で表現する場合が多い．

定義2．1無矛盾な信念集合Tとは以下の条件：

1．⊥はTから導かれない．

　2．TFpならば，p∈T．

を満たす論理文の集合Tである．

すなわち，信念集合は推論規則に関して閉じている集合である．

論理文の集合rに対して，rのすべての論理的帰結の集合をOn（r）と表す．すなわち，　On（r）＝

｛g∈LlrFq｝である．　Cn（r）の基本的で有用な性質として，　g∈On（ru｛p｝）であることの必要

十分条件はP→9∈On（r）であることが成り立つ．また，論理文Pの論理的帰結の集合On（｛P｝）

を省略してOn（P）と表す．信念集合Tが矛盾するとは，ある論理文P∈」Cが存在して，　P∈Tお

よびrp∈Tが共に成り立つことである．また，信念集合Tが完全であるとは，任意のp∈乙に対
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してP∈TまたはrP∈Tのどちらか一方のみが成り立つことである・しの無矛盾で完全な信念

集合は，しの極大無矛盾集合である．ここまでの定義および記法はGardenfbrs［13］に準じている．

　ここから以下の記法はPepPas　and　Williams［33］に準じる．　しのすべての無矛盾で完全な信念集

合の集合族を1〈　L，しのすべての信念集合の集合族を7しと表す．また，論理文の集合rに対して，　r

を含むすべての無矛盾で完全な信念集合の集合族を［r］と表す．すなわち，［r］＝｛K∈κ乙lr⊆K｝

である．rが矛盾する場合は［r］＝の，　r＝¢の場合は［r］ニ，K　しと定義する．

2．3．2　信念修正

　本節では，Alchourr6n，　G5rdenfors　and　Makinson［1，13，14］が提案した信念修正について説

明する．本論文では，それを以下，AGMの信念修正と呼ぶ．本節の内容については文献［13，15］

を参考にした．

信念修正の三種類の操作

　AGMの信念修正では，知識ベースを信念集合で表現する．　Tが無矛盾な信念集合ならば，任

意の論理文pに関して，以下の三種類の状態が考えられる．

1．p∈T：pは受理されている．

2．rP∈T：pは却下されている．

3．p¢TかつrP　¢T：pは未決定である．

　よって，論理文pに関する信念修正の操作は，上記のどれか一つの状態から残りのどちらか一

つの状態へ変更する操作として表される．そのような操作は六種類存在するが，これらは以下の

三種類に大別される．

　最初の変更の種類は，「pは未決定」の状態から「pは受理されている」または「pは却下されて

いる（rPは受理されている）」状態への変更である．この変更は，元の信念集合Tに新たな論理

文およびその論理的帰結を追加することで表現されるので，拡大（expansion）と呼ばれている．

　二番目の変更の種類は，「pは受理されている」または「pは却下されている」状態から，「pは未

決定である」状態への変更である．この変更は，変更後の信念集合には論理文PおよびrPがど

ちらも含まれなくなるようにTから論理文を取り除くことで表現されるので，縮小（contraction）

と呼ばれている．

　三番目の変更の種類は，「Pは受理されている」状態から「Pは却下されている」状態，または

「Pは却下されている」状態から「Pは受理されている」状態への変更である．この変更は，元の

信念集合Tと矛盾する論理文Pを取り入れるために，Tを「できるだけ少なく」変化させること

で表現されるので，修正（revision）と呼ばれている．この変更の結果，元の信念集合に含まれて
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いた論理文が修正した後の信念集合にも含まれるとは限らないので，修正は信念集合の非単調な

変化を表現している．

　AGMの信念修正では，これらの操作は元の信念集合および論理文の対から新たな信念集合へ

の関数であると仮定し，それぞれの操作が満たすべき性質をメタ論理的な公準として表現してい

る．これらの操作は極小変化の原則（the　principle　of　minimal　change）に基づいて行われる．極

小変化の原則とは，元の信念集合に含まれる論理文は「可能な限り」信念修正の操作を行って得

られる新たな信念集合にも含まれる，という考え方である．

拡大の公準

定義2・2信念集合Tを論理文Pに関して拡大した結果を穿と表す・任意の信念集合T∈7rしおよび

任意の論理文P∈しに対して，拡大の操作は以下の公準（＋1）～（＋6）を満たす関数＋＝7Z　x乙→7rし

である．

（＋1）写は信念集合．

（＋2）P∈写・

（＋3）T⊆写・

（＋4）p∈Tならば，零卜＝T．

（＋5）T⊆Uならば，写卜⊆死≠．

（＋6）すべての信念集合Tおよびすべての論理文pに対して，写は公準（＋1）から（＋5）を満たす

　　最小の信念集合である．

本論文では，以下，公準（＋1）から（＋6）をAGMの拡大の公準と呼ぶ．公準（＋1）から（＋6）は

それぞれ以下の意味を持つ．

公準（＋1）は，信念集合Tを論理文Pで拡大した結果がまた信念集合となることを要請する．

公準（＋2）は，Tを拡大した論理文pが必ず窒に含まれることを要請する．

公準（＋3）は，Tに含まれる論理文はすべて写にも含まれることを要請する．

公準（＋4）は，PがTに既に含まれるならば，　TをPに関して拡大しても何も変化しないことを

要請する．

　公準（＋5）は，拡大の操作に関して単調性が成り立つことを要請する．

公準（＋1）から（＋5）を満たす関数は，以下の性質を満たすことが容易に示される．

9∈雪才ならば，穿⊆写・ （2．32）
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q∈穿かつp∈Tg’であるとき

トーp≡qならば，穿＝穿．

（写）才＝職9・

（写）才＝（Td←）才・

rP∈Tならば，写は矛盾する．

On（TU｛P｝）⊆T5ト・

かつそのときに限り写＝穿・ （2．33）

（2．34）

（2．35）

（2．36）

（2．37）

（2．38）

　また，公準（＋6）は写⊆On（Tu｛P｝）を満たすことを要請する・よって・上記の性質から・以

下の定理を得る．

定理2．1（Gardenfors［13］）関数＋が公準（＋1）～（＋6）を満たすことの必要十分条件は町二

〇n（TU｛P｝）である・

　よって，拡大の操作はAGMの拡大の公準（＋1）～（＋6）によって唯一に定まる．本論文では，こ

れ以降は拡大の操作を穿＝On（TU｛p｝）と定義する．この定義から，以下の有用な性質が得ら

れる，

（T∩σ）才＝写∩碓・

犠，⊆写・

（2．39）

（2．40）

修正の公準

定義2．3信念集合Tを論理文pに関して修正した結果を写と表す．任意の信念集合T∈t7rしおよ

び任意の論理文p∈，Cに対して，修正の操作は以下の公準（＊1）～（＊8）を満たす関数㍉η×L→Tc

である．

（“1）写は信念集合．

（’2）　pE　T．“・

（“3）　T．“　C一．　Ti・

（＊4）rP¢Tならば，写⊆写．

（’5）トrpであるとき，かつそのときに限り，写は矛盾する．

（“6）トーp≡gならば，零＝Tg“．

（’7）：Z労くq⊆（Tp“）才・
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（＊8）r9¢写ならば，（写）オ⊆写くq。

　本論文では，以下，公’ts　（’1）から（’8）をAGMの修正の公準と呼ぶ．公準（“1）から（’8）はそ

れぞれ以下の意味を持つ．

　公準（＊1）は，信念集合Tを論理文Pで修正した結果写が再び信念集合となることを要請する．

　公準（’2）は，Tを修正した論理文Pが必ず写に含まれることを要請する．

　公準（’3）および（＊4）は，論理文Pが信念集合Tと矛盾しない場合は，拡大および修正は同じ

結果をもたらすことを要請する．よって，拡大の操作は論理文Pが信念集合Tと矛盾しない場合

の修正の操作である．

　公準（“5）は，Tを修正した論理文Pが矛盾していない限り，写が無矛盾であることを要請する・

　公準（＊6）は，論理的に同値である論理文は修正によって同じ結果をもたらすことを要請する．

以上の公準（“1）から（’6）は修正の基本的な性質を規程する公準である．公，E　（’7）および（＊8）

は論理文pおよびgの連言p〈gに関する修正の性質を規定する公準であり，極小変化の原則か

ら，TをP〈9に関して修正して得られる信念集合高く9は，9が写と矛盾しない限り，写をqに

関して拡大して得られる信念集合（写）才と等しくなることを要請する・

AGMの修正の公？9　（“1）から（“8）を満たす修正の操作は以下の性質を満たす．

9∈写かつP∈町であるとき・かつそのときに限り写二写・

写∩写⊆7凱，・

r9¢2騎Vqならば，零》q⊆写・

写Vq＝霧または写＞g＝劣または鱗1gニTp“∩写．

（2．41）

（2．42）

（2．43）

（2．44）

縮小の公準

定義2・4信念集合Tを論理文Pに関して縮小した結果を㌃と表す・任意の信念集合T∈Tcおよび

任意の論理文P∈しに対して，縮小の操作は以下の公準（一1）～（一8）を満たす関数一：丑x乙→Tc

である．

（『1）㌃は信念集合．

（一2）　Ti　C一　T．

（一3）p¢Tならば，T一＝T．

（一4）ゲpならば，p¢写．

（『5）p∈Tならば，T⊆（㌃）オ．
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（’6）トp≡gならば，T5一＝T∴

（一7）Ti∩町⊆TiAq・

（一8）plぎ窃qならば，7多λg⊆零7．

本論文では，以下，公準（一1）から（一8）をAGMの縮小の公準と呼ぶ．公準（一1）から（一8）は

それぞれ以下の意味を持つ．

　公準（一1）は，信念集合Tを論理文Pで縮小した結果写が再び信念集合となることを要請する・

　公準（一2）は，Tに含まれていなかった論理文はTiにも含まれないことを要請する・つまり，

縮小によって新たに得られる情報は存在しない．

　公準（一3）は，論理文Pが信念集合Tに含まれない時はTをPで縮小しても何も変化しないこ

とを要請する．

　公準（一4）は縮小が正常に行われる条件を表す．

　公準C1）から（一4）より，以下の性質が得られる．

　　　　　　　　　　　　　　　p∈Tならば，（写）す⊆T．　　　　　　　　　　　（2．45）

　この性質は，まず最初に信念集合Tを論理文pに関して縮小し，次にpで拡大して得られた信

念集合は，元の信念集合Tに含まれることを表す．

　公準C5）はこの性質の逆であり，極小変化の原則から，まず最初に信念集合Tを論理文pに関

して縮小し，次にpで拡大して得られた信念集合は，元の信念集合Tを含むことを要請する．

　（一6）は，論理的に同値である論理文は縮小によって同じ結果をもたらすことを要請する．

　以上の公準（一1）から（’一6）は縮小の基本的な性質を規程する公準である．公準（一7）および（一8）

は信念集合Tの連言P〈9に関する縮小の性質を規定する公準であり，写λqおよび町の関係を

示している．

公準C1）から（一8）を満たす縮小の操作は，以下の性質を満たす．

　　　　　　　　　　窃g＝・写または写λqニT4一または写λα＝写∩Ti．　　　　　（2．46）

　　　　　　　　　　g→p∈写かつp→g∈％“ならば，Tp一＝Td一．　　　　　　　　（2．47）

拡大の操作がAGMの拡大の公準（＋1）から（＋6）によって一意に決定されるのに対して，修正お

よび縮小はそれぞれAGMの修正の公準（“1）から（’8）およびAGMの縮小の公準（一’　1）から（一8）

だけでは一意に決定できない［13］．与えられた信念集合Tおよび任意の論理文Pに対して，修正

の操作および縮小の操作を構成する方法は，様々な選好関係（preference　relation）に基づいて定
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義される．主な選好関係として，epistemic　entrenchment［9，13，14］，　systems　of　spheres［16，32］

およびordinal　conditional　functions［35，37］なとが知られている．

修正および縮小の相互関係

　修正の操作および縮小の操作の関係として，以下のLevi同一性およびHarper同一性が知られ

ている．

　　　　　　　　　　　　　　　Levi同一性写　＝　（T　p）声　　　　　　　　　　　（2．48）

　　　　　　　　　　　　　　H：arper同一性写　＝・T∩Tp・　　　　　　　　　　（2・49）

　以下の定理2．2および定理2．3は，Levi同一性は縮小関数のクラスから修正関数のクラスへの

写像であることを示す．

定理2．2（GEirdenfors［13D縮ノ1・関数一がAGMの縮小の公準（一1）から（一4）および（一6）を満た

すとする．このとき，Levi同一性に基づいて一から構成した関数＊はAGMの修正の公準（“1）か

ら（＊4）および（’6）を満たす．

　この定理では，（一5）は使用されていない．

定理2．3（G5rdenfors［13］）縮小関数一がAGMの縮小の公準（一1）から（一6）を満たすとする．こ

のとき，一がそれぞれ公準（一7）および（一8）を満たすならば，Levi同一性に基づいて一から構成

した関数零はそれぞれAGMの修正の公？E　（“7）および（’8）を満たす．

　また，定理2．4は，Harper同一性は修正関数のクラスから縮小関数のクラスへの写像であるこ

とを示す．

定理2・4（G5rdenfors［13］）修正関数章がAGMの修正の公準（’1）から（“6）を満たすとする．こ

のとき，Harper同一性に基づいて＊から構成した関数一はAGMの縮小の公準（一1）から（一6）を

満たす．更に，零がそれぞれ公準（＊7）および（＊8）を満たすならば，上で構成した一はそれぞれ

AGMの縮小の公準（一7）および（一8）を満たす．

　更に，命題2．1は，Levi同一性およびHarper同一性を合成して得られる写像は恒等写像であ

ることを示す．

命題2．1（G5Jrdenfors［13D修正関数準・がAGMの修正の公準（’1）から（’8）を満たすとする．こ

のとき，Harper同一性に基づいて8・から構成した縮小関数を一，　Levi同一性に基づいて一から

構成した修正関数を・2とすると，・2は・・と等しい．

　逆に，縮小関数一・がAGMの縮小の公準（一1）からC8）を満たすとする．このとき，　Levi同一

性に基づいて一・から構成した修正関数を・，H：arper同一性に基づいて・から構成した縮小関数を

一2とすると，一2は一と等しい．
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　定理2．2から定理2．4および命題2・1から，AGMの修正の公準（“1）から（“8）を満たす修正関

数，およびAGMの縮小の公準（一1）から（一8）を満たす縮小関数は，　Levi同一性およびH：arper

同一性に基づいて相互に定義することができる．

2．3．3　信念更新

　Katsuno　and　Mendelzon［19］は信念修正および信念更新の相違点について論じ，それぞれ更新

（update）の操作および消去（erasure）の操作を特徴づける公準を提案し，更に意味論的な特徴づ

けを行った．Katsuno　and　Mendelzonによると，修正は新たに得た情報が知識ベースと矛盾する

場合に，これを解消する操作であるのに対して，更新は世界の動的な変化を知識ベースに反映さ

せる操作である．

K：atsuno　and　MendeiZonの更新の公準

　Katsuno　and　Mendelzonの定式化では，知識ベースは有限な命題論理の言語しの論理文とし

て表される．また，更新および消去の操作は，tC上の演算子として表される．

　ここで，Katsuno　and　Mendelzonの公準で使用されるいくつかの用語および記号を定義する．

解釈とは，論理文に真または偽の真理値を与える関数である．論理文Pのモデルとは，Pを真と

する解釈である．Pが充足可能とは，　Pのモデルが存在することである．　Pのモデルの集合をllpll

と表す．Pがすべての解釈で真であるとき，　Pは恒真文であるといい，トPと表す．また，　Pのモ

デルで論理文qが真となることをpト・gと表す．

　Katsuno　and　Mendelzonの更新演算子◇KMは以下のように定義される．

定義2．5知識ベースを表す論理文ψを論理文Pに関して更新した結果をψ◇KMPと表す．任意の

論理文ψ，P，9∈，tCに対して，更新演算子◇KMは以下の公準に基づいて特徴づけられる．

（Ul）　thOKMp　P　P・

（σ2）ψトPならば，ψ◇KMP≡ψ．

（U3）ψおよびPが共に充足可能ならば，ψ◇KMPも充足可能である．

（σ4）ψ1≡ψ2かつP≡qならば，ψ1◇KMP≡ψ2◇KMq．

（U5）（ψ◇KMlP）〈qトψ◇KM・（P〈9）．

（σ6）ψ◇κMP←gかつψ◇KMq　k　pならば，ψ◇KMP≡ψ◇κM9．

（σ7）ψが完全ならば，（ψ◇KMP）〈（ψ◇KM9）←ψ◇KM（P＞9）・

（U8）　（thi　V　th2）QKMp　ii　（thi　QKMP）　V　（ip20KMP）・
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　本論文では，以下，公準（σ1）から（U8）をKatsuno　and　Mendelzonの更新の公準と呼ぶ．公

準（U1）から（σ8）はそれぞれ以下の意味を持つ・

　公準（σ1）は，知識ベースψを更新した論理文Pが必ずψ◇κMPのモデルで真となることを要

請する．

　公準（σ2）は，ψのモデルでPが真である場合は，ψのPに関する更新は何も変化をもたらさな

いことを要請する．

　公準（U’3）は更新が正常に行われる条件を表す・

　公準（σ4）は，更新の結果は知識ベースおよび得られた情報の構文的な形式には依存しないこと

を要請する．

　公準（σ5）は，ψのpに関する更新のモデルであり，かつqのモデルでもある解釈は，ψのp〈g

に関する更新のモデルになることを要請する．

　公準（U6）は，ψのpに関する更新のモデルがgのモデルであり，かつψのgに関する更新のモ

デルがPのモデルであるならば，Pに関する更新およびqに関する更新は同じ結果をもたらすこ

とを要請する．

　公準（σ7）は，ψのモデルとなる解釈がただ一つ存在するならば，ψのpに関する更新のモデル

であり，かつψのqに関する更新のモデルでもある解釈が，ψのp＞qに関する更新のモデルと

なることを要請する．

　公準（σ8）は，ψに対して更新を行う場合に，ψのモデルとなる解釈はそれぞれ個別に扱われる

ことを要請する．

Katsuno　and　MendeiZonの更新の意味論的特徴づけ

本節では，Katsuno　and　Mendelzon［19］による更新演算子の意味論的特徴づけについて述べる．

この特徴づけはPossible　Models　Approach［39，40］の一般化である。

　言語£のすべての解釈の集合を：τと表す．：τ上の半擬順序（partial　preorder）ilとは，：τ上の反

射的かつ推移的な二項関係である．解釈1，J∈：τに対して，1≦JかつJIIであるとき，かつ

そのときに限りIKJと表す．　faithful　assignmentとは，それぞれの解釈1に対して半i擬順序≦1

を割り当てる関数で，以下の条件を満たすものである．

任意の解釈」に対して，J≠Jならば1　KI　J． （2．50）

すなわち，faithfu1　assignmentは，それぞれの解釈∬に対して1が最小となる半獣顛序≦1を割

り当てる関数である．

　任意の解釈の集合Mに対して，解釈1がMにおいて半擬順序≦に関して極小であるとは，

1∈ルfであり，かつJK∬となるJ∈Mが存在しないことである．Mにおいて半裁順序≦に

関して極小となるすべての解釈の集合をmin（ル｛，≦）と表す．

　以下の定理2．5は，Katsuno　and　Mendelzonの更新の公準を満たす演算子は：τ上の半擬順序の

クラスに基づいて特徴づけられることを示す．
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定理2．5（Katsuno　and　Mendelzon［19］）◇KMを更新演算子とする・このとき，以下の条件は同

値である．

　1．◇KMがKatsuno　and　Mendelzonの更新の公準（Ul）から（U8）を満たす．

　2．それぞれの解釈1に半擬順序≦∬を割り当てるfaithfu1　assignmentが存在して，

　　　　　　　　　　　　　　　　IlcbQKMpll　＝＝　U　min（llpll，Si）　（2・si）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　IEl13hi1

　　が成り立つ．

　Katsuno　and　Mendelzon［19】は以下の公準（σ9）も提案している．

（σ9）ψが完全であり，かつ（ψ◇κMP）〈gが充足可能ならば，ψ◇KM（p〈g）ト（ψ◇KMP）〈g．

　Katsuno　and　Mendelzonの更新の公準（U6）および（U7）を公準（U9）で置き換えると，公準

（Ul）から（σ5），（U8）および（σ9）を満たす更新演算子は，：τ上の全擬順序（total　pre－order）の

クラスに基づいて特徴づけられることが示されている［19］．ここで，：τ上の全擬順序≦とは，任

意の解釈ろ」∈：τに対して，1≦JまたはJ≦∬の少なくとも一方が成り立つ半擬順序である．

Kat　suno　and　MendeiZonの消去の公準

　Katsuno　and　Mendelzon［19］は，更新の操作に対応する消去の操作を提案している．　Katsuno

and　Mendelzonによると，消去の操作は縮小の操作の類推であり，世界の動的な変化を反映して

知識ベースに含まれる情報の一部を失う操作である．

　知識ベースを表す論理文ψを論理文Pに関して消去した結果をψ◆KMPと表す．消去演算子

◆KMは以下の（U→E）同一性に基づいて更新演算子◇KMから定義される・

　　　　　　　　　　　（U→E）同一性ψ◆κMP≡ψ〉（ψ◇KMrP）・　　　　　　　（2・52）

更新演算：子◇．κMがKatsuno　and　Mendelzonの更新の公準（σ1）から（U4）および（σ8）を満た

すならば，（U→E）同一性に基づいて◇KMから定義された消去演算子◆KMは任意のψ，P，　q∈し

に対して以下の公準を満たす．

（El）ψトψ◆κMP．

（E2）ψ1＝rpならば，ψ◆KMp≡ψ．

（E3）ψが充足可能であり，かつ旨pならば，ψ◆KMP　IE　p．

（E4）ψ1≡ψ2かつPl≡P2ならば，ψ1◆KMPI≡ψ2◆KMP2・

（E5）　（cb“KMp）　A　p　F　th・
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（E8）　（ipi　V　¢2）eKMP　i　（¢i　eKMP）　V　（th2eKMP）・

　本論文では，以下，公準（、El）から（E5）および（E8）をKatsuno　and　Mendelzonの消去の公準

と呼ぶ．公準（E1）から（E8）および（E8）はそれぞれ以下の意味を持つ・

　公準（El）は，知識ベースψのモデルは必ずψ◆KMPのモデルとなることを要請する・すなわ

ち，消去によって新たに得られる情報は存在しない．

公準（E2）は，ψのモデルでrPが真である場合は，ψのPに関する消去は何も変化をもたらさ

ないことを要請する．

　公準（E3）は消去が正常に行われる条件を表す・

　公準（E4）は，消去の結果は知識ベースおよび失われる情報の構文的な形式には依存しないこと

を要請する．

公準（E5）は，まずψをPに関して消去し，次にPに関して拡大して得られる論理文のモデル

は，ψのモデルとなることを要請する．

公準（E8）は，ψに対して消去を行う場合に，ψのモデルとなる解釈はそれぞれ個別に扱われる

ことを要請する．

　Katsuno　and　Mendelzonは，更新演算子および消去演算子の関係として，以下の定理を示して

いる．

定理2．6（Katsuno　and　Mendelzon［19］）

　1．消去演算子◆KMが公準（El）から（E4）および（E8）を満たすならば，以下の同一性：

（E→u）同一性ψ◇KMP≡（ψ◆KMrP）〈P （2e53）

に基づいて◆KMから定義された演算子◇KMは公準（U1）から（U4）および（U8）を満たす．

2．更新演算子◇KMが公準（Ul）から（U4）および（U8）を満たすとする．また，◆KMを（U→E）

　同一性に基づいて◇κMから定義された消去演算子とする．このとき，（E→σ）同一性に

　基づいて◆KMから定義された演算子は◇KMと等しい．

3．消去演算子◆KMが公準（E1）から（E4）および（E8）を満たすとする．また，◇KMを（E→U）

　同一性に基づいて◆KMから定義された演算子とする．このとき，（U→E）同一性に基づ

　いて◇KMから定義された消去演算子は◆KMと等しい．

　定理2．6は，Katsuno　and　Mendelzonの消去の公準（E1）から（E4）および（E8）を満たす消去演

算子◆KMに対して，（E→U）同一性に基づいて◆κMから定義された演算子◇KMが・Katsuno

and　Mendelzonの更新の公準の一部である公準（Ul）から（U4）および（σ8）を満たすことを保証

している．しかし，◇κMが公準（U5）から（σ7）を満たすことは保証していない・そのため・定

理2．6は，更新演算子および消去演算子の相互定義可能性を保証しない．
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2．3．4　修正および更新の関係

PepPas　and　Williams［33］は，　Katsuno　and　Mendelzon［19］の更新の公準を再定式化し，修正

の操作および更新の操作の関係を示した．PepPas　and　Williamsの定式化では知識ベースは信念

集合で表現されており，更新の操作は以下のように定義される．

定義2．6信念集合Tを論理文Pに関して更新した結果を禦と表す・任意の信念集合T∈7Zおよび

任意の論理文P∈しに対して，更新の操作は以下の公準（◇1）～（◇8）を満たす関数◇：7rL　×L→7Z

である．

（◇1）囎は信念集合．

（◇2）P∈囎・

（◇3）p∈Tならば，T．o＝T．

（◇4）Tが矛盾するか，またはトrpであるとき かつそのときに限り，囎が矛盾する．

（◇5）トp≡gならば，T．Q＝囎．

（◇6）鳴α⊆（囎）才・

（◇7）Tが完全であり，かつrq¢囎ならば，（囎）オ⊆鵯q．

（◇8）Tが無矛盾ならば，禦＝∩K∈［TI　jKβ．

　本論文では，以下，公準（◇1）から（◇8）を単に，更新の公準と呼ぶ．公準（◇1）から（◇8）はそれ

ぞれ以下の意味を持つ．

　公準（◇1）は，信念集合Tを論理文Pで更新した結果囎が再び信念集合となることを要請する・

　公準（◇2）はKatsuno　and　Mendelzonの更新の公準（σ1）に対応しており，Tを更新した論理文

pが必ず囎に含まれることを要請する．

　公準（◇3）は公準（U2）に対応しており，論理文Pが信念集合Tに既に含まれる場合は，　TのP

に関する更新は何も変化をもたらさないことを要請する．

　公準（◇4）は公準（U3）に対応しており，更新した結果が矛盾する条件を表す・

　公準（◇5）は公準（σ4）に対応しており，論理的に同値である論理文は更新によって同じ結果を

もたらすことを要請する．

　公準（◇6）は公準（U5）に対応しており，信念集合Tを連言P〈9に関して更新した結果は，禦

をqに関して拡大して得られる信念集合に含まれることを要請する．

　公準（◇7）は公準（σ9）に対応しており，Tが完全である場合に限り，9が囎と矛盾しないなら

ば，TをP〈9に関して更新した結果は，窄を9に関して拡大して得られる信念集合を含むこと

を要請する．
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　公準（◇8）は公準（σ8）に対応しており，Tが無矛盾な信念集合ならば，　Tを含むすべての無矛

盾で完全な信念集合の集合族［Tjに対して，　K∈［T］となる無矛盾で完全な信念集合Kはそれぞ

れ個別に扱われることを要請する．

PepPas　and　Williamsは，修正の操作および更新の操作の関係として以下のWinslett同一性を

提案している．

　　　　　　　Win・1・tt同一性囎一｛1畔聡盾喘　（2・54）

以下の定理2．7は，Winslett同一性は修正関数のクラスから更新関数のクラスへの写像である

ことを示す．

定理2．7（Peppas　and　Williams［331）修正関数＊がAGMの修正の公準e1）から（’8）を満たすな

らば，Winslett同一性に基づいて＊から構成した関数◇は更新の公準（◇1）から（◇8）を満たす．

　また，定理2．8は，Winslett同一性は修正関数のクラスから更新関数のクラスへの全射である

ことを示す．

定理2．8（Peppas　and　Williarns［33］）更新の公準（◇1）から（◇8）を満たすすべての更新関数◇に

対して，Winslett同一性に基づいて◇を定義する修正関数牟が存在する．
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　本章では，AGMの信念修正［1，13，14］およびKatsuno　and　Mendelzon［19］の信念更新の相互

関係を明らかにする．まず，Katsuno　and　Mendelzonが提案した消去の公準の不十分な点を指摘

し解消すると共に，消去の公準を再定式化する．次に，更新の操作から消去の操作を構成する同

．一ｫ，および消去の操作から更新の操作を構成する同一性をそれぞれ提案し，更新の操作および

再定式化した公準に基づく消去の操作は相互に定義することができることを証明する．更に，信

念修正を行う操作および信念更新を行う操作の関係を表す新たな同一性を提案し，信念変更の操

作の相互関係を明らかにする．

3．1　信念更新の問題点

Katsuno　and　Mendelzon［191が提案した信念更新には，二つの問題点がある．

1．更新演算子および消去演算子の相互定義が保証されていない．

2．極小変化の原則を規定する公準が不足している．

　Katsuno　and　Mendelzon［19］が提案した更新演算子および消去演算子は相互定義が保証され

ていない．これは，Katsuno　and　Mendelzonの更新の公準（U5）から（U’7）に対応する消去の公

準が存在しないためである．特に，公準（U5）は二つの論理文pおよびgの連言p〈gに関して

更新する場合の性質を規定しており，更新の操作に関する極小変化の原則を表現する．そのため，

Katsuno　and　Mendelzon［19］が提案した消去の公準は，極小変化の原則を表現する公準が不足し

ていると考えられる．

　知識ベースから二つの論理文Pおよび9の連言P〈qを消去する場合には，極小変化の原則よ

り，可能な限りPか9のどちらか一方だけを取り除くことが望ましい．ところが，Katsuno　and

Mendelzonの消去の公準では，　P〈qを消去する場合についてはまったく規程されていない・AGM

の縮小の公準では，信念集合TをP〈9に関して縮小する場合の動作は公準（一7）および（一8）で
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規程されている．そこで，AGMの縮小の公準C7）および（一8）の類推として・P〈qを消去する

場合の性質を規程する公準を追加する・

　また，PepPas　and　Williams［33］はll多淫の操作および更新の操作の関係を示したが，消去の操

作については扱っていないので，PepPas　and　Williamsの定式化では信念修正および信念更新を

統一一的に扱っているとは言い難い，そのため，次節以降では，Katsuno　and　Mendelzonの消去の

公準を再定式化し，修正，縮小およびPepPas　and　Williamsが再定式化した更新との関係を明ら

かにする．

3．2　消去の公準の再定式化

　本節では，Katsuno　and　Mendelzonが提案した消去の公準の不十分な点を解消すると共に，消

去の公準を再定式化し，その性質について考察する．

3．2．1　消去の公準

　Katsuno　and　Mendelzonの消去の公準を再定式化する．再定式化した消去の公準では，知識

ベースを信念集合Tで表す．また，消去の操作を元の信念集合および論理文の対から新たな信念

集合への関数として表現する．

定義3．1信念集合Tを論理文pに関して消去した結果を写と表す．任意の信念集合T∈7rしおよび

任意の論理文p∈£に対して，消去の操作は以下の公準（◆1）～（◆9）を満たす関数◆：％X乙→7Z

である．

（◆1）写は信念集合．

（◆2）写⊆T・

（◆3）rjP∈Tならば，　Tp・＝T．

（◆4）Tが無矛盾であり，かつヴpならば，p¢写．

（◆5）T⊆（：Tp・）才・

（◆6）トjP≡qならば，禦＝27．

（◆7）写∩穿⊆犠9・

（◆8）Tが完全であり，かつp¢犠gならば，7凱g⊆写．

（◆9）Tが無矛盾ならば，禦＝∩K∈［n　K．・．

　本論文では，以下，公準（◆1）から（◆9）を単に，消去の公準と呼ぶ・

27

V、，一“

ﾋ難灘1鑛三三三三i三二 ．翼欝1灘嚇鎧



3．2．2　消去の公準の意味および性質

　本節では，消去の公準（◆1）から（◆9）の意味を説明し，これらの公準から導かれる性質につい

て論じる．

　消去の公準（◆1）から（◆9）はそれぞれ以下の意味を持つ・

　公準（◆1）は信念集合Tを論理文Pで消去した結果写が再び信念集合となることを要請する・

　公準（◆2）はKatsuno　and　Mendelzonの消去の公準（El）に対応しており，Tに含まれていな

かった論理文は霧にも含まれないことを要請する・つまり・消去によって新たに得られる情報

は存在しない．

　公準（◆3）は公準（E2）に対応しており，論理文rPが信念集合Tに含まれる時はTを論理文P

で消去しても何も変化しないことを要請する．ここで，公準（◆3）はAGMの縮小の公準（一3）よ

り弱い公準である．公準（一3）は，P¢TならばTをPで縮小しても信念集合は変化しないことを

要請する．これに対し，公準（◆3）はrP∈Tを前提としており，たとえP¢TであってもrP　¢T

ならば，消去した結果の信念集合写はTと異なる場合がある．

　公準（◆4）は公準（E3）に対応しており，消去が正常に行われる条件を表す．

　公準（◆1）から（◆4）に基づいて，消去が正常に行われなくなる条件が導かれる．

命題3・1消去関数◆が公準（◆1）から（◆4）を満たすとする・このとき，P∈空であることの必要

十分条件は，Tが矛盾するか，またはトpが成り立つことである．

また，公準（◆1）から（◆4）および拡大関数の性質から，以下の命題3．2が得られる．

命題3．2消去関数◆が公準（◆1）から（◆4）を満たすとする．このとき，P∈Tならば，（写）才⊆T・

　命題3．2は，まず最初に信念集合Tを論理文pで消去し，次にpで拡大して得られた信念集合

は，元の信念集合Tに含まれることを表す・極小変化の原則から，写は「できるだけ大きい」T

の部分集合であるべきである．また，拡大関数の公準（＋6）から，（霧）すは「できるだけ小さい」

集合となる．よって，最初にTをPで消去し，次にPで拡大して得られた信念集合は元の理論T

と等しくなるべきである．

　公準（◆5）は公準（E5）に対応しており，上記の性質の逆，すなわち最初にTをPで消去し，次

にPで拡大して得られた信念集合は，元の信念集合Tを含むことを要請する．

　よって，命題3．2および公準（◆5）からの自明な帰結として，以下の消去関数の復元性が得ら

れる．

命題3・3消去関数◆が公準（◆1）から（◆5）を満たすとする．このとき，P∈TならばTニ（写）声

公準（◆6）は公準（E4）に対応しており，論理的に同値である論理文は消去によって同じ結果を

もたらすことを要請する．
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　公準（◆9）は公準（E8）に対応しており・Tが無矛盾な信念集合ならば・Tを含むすべての無矛

盾で完全な信念集合の集合族［T］に対して，K∈［T］となる無矛盾で完全な信念集合Kはそれぞ

れ個別に扱われることを要請する．

　公準（◆9）から導かれる興味深い性質として・消去関数の単調性が挙げられる・

命題3．4（消去の単調性）消去関数◆が公準（◆9）を満たすとする・このとき，任意の信念集合

T，U∈Tcに対して，　T⊆Uならば写⊆Up’・

　単調性はAGMの縮小の公’re　（一1）から（一8）と矛盾することが示されている［13］・

　知識ベースから二つの論理文Pおよびqの連言P〈qを消去する場合には，極小変化の原則よ

り，可能な限りPか9のどちらか一方だけを取り除くことが望ましい．ところが，Katsuno　and

Mendelzonの消去の公準では，　P〈qを消去する場合についてはまったく規程されていない．　AGM

の縮小の公準では，信念集合TをP〈qに関して縮小する場合の動作は公準（一7）および（一8）で

規程されている．そこで，AGMの縮小の公’ee　（’7）および（一8）の類推として，　P〈9を消去する

場合の性質を規程する公準を追加する．

　二つの公準（◆7）および（◆8）は新たに追加された公準であり，Katsuno　and　Mendelzonの消去

の公準の不備を補うものである．公準（◆7）は，信念集合Tを論理文Pに関して消去した結果究

に含まれ，かつTを論理文gに関して消去した結果穿にも含まれる論理文は，Tを連言p〈qに

関して消去した結果犠gにも含まれることを要請する．また，公準（◆8）は無矛盾で完全な信念

集合Tを論理文p〈qに関して消去した結果，論理文pが取り除かれるならば，犠gに含まれる

論理文は必ず写に含まれることを要請する．

3．3　更新および消去の関係

　本節では，消去の操作および更新の操作の関係を表現する二つの同一性を提案し，前節で定式

化した消去の公準（◆1）から（◆9）を満たす消去の操作，およびPeppas　and　Williamsが定式化し

た更新の操作は，これらの同一性に基づいて相互に定義可能であることを証明する．

定義3．2消去の操作から更新の操作への同一性を

（EtoU）同一性禦＝（廼p）オ （3．1）

で，更新の操作から消去の操作への同一性を

（UtoE）同一性穿＝T∩噌P （3．2）

で定義する．
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　（EtoU）同一性は修正関数および縮小関数の関係におけるLevi同一性に相当する同一性である・

同様に，（UtoE）同一性はHarper同一性に相当する同一性である・

　以下の定理3．1および定理32は，（EtoU）同一性は消去の公準（◆1）から（◆9）を満たす消去関

数のクラスから更新の公準（◇1）から（◇8）を満たす更新関数のクラスへの写像であることを示す・

定理3．1消去関数◆が消去の公準（◆1）から（◆4），（◆6）および（◆9）を満たすとする・このとき・

（EtoU）同一性に基づいて◆から構成した関数◇は更新の公準（◇1）から（◇5）および（◇8）を満たす・

　この証明の中で，公準（◆5）は使用されていない．

定理3．2消去関数◆が消去の公準（◆1）から（◆6）および（◆9）を満たすとする・このとき・（EtoU）

同一性に基づいて◆から構成した関数◇に対して，

　1．◆が消去の公準（◆7）を満たすならば，◇は更新の公準（◇6）を満たす・

　2．◆が消去の公準（◆8）を満たすならば，◇は更新の公準（◇7）を満たす・

　定理3．1とは異なり，この定理では公準（◆5）が使用されている．

　定理3．1および定理3．2から，（EtoU）同一性は消去の操作から更新の操作を構i成する一つの方

法を表す．

　また，以下の定理3．3および定理3．4は，（UtoE）同一性は更新の公準（◇1）から（◇8）を満たす

更新関数のクラスから消去の公準（◆1）から（◆9）を満たす消去関数のクラスへの写像であること

を示す．

定理3．3更新関数◇が更新の公準（◇1）から（◇5）および（◇8）を満たすとする・このとき・（UtoE）

同一性に基づいて◇から構成した関数◆は消去の公準（◆1）から（◆6）および（◆9）を満たす．

定理3．4更新関数◇が更新の公準（◇1）から（◇5）および（◇8）を満たすとする・このとき・（UtoE）

同一性に基づいて◇から構成した関数◆に対して，

　1．◇が更新の公準（◇6）を満たすならば，◆は消去の公準（◆7）を満たす・

　2．◇が更新の公準（◇7）を満たすならば，◆は消去の公準（◆8）を満たす．

　定理3．3および定理3．4から，（UtoE）同一性は更新の操作から消去の操作を構成する一つの方

法を表す．

命題3．5◆・をある消去関数，◇を（EtoU）同一性に基づいて◆・から構成した更新関数とする・こ

のとき，（UtoE）同一性に基づいて◇から構成した消去関数◆2は◆1と等しい・

　定理3．1とは異なり，この証明の中では公準（◆5）が使用されている・
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命題3．6◇・をある更新関数，◆を（UtoE）同一性に基づいて◇1から構成した消去関数とする・こ

のとき，（EtoU）同一性に基づいて◆から構成した更新関数◇2は◇1と等しい・

　命題3．5および命題3．6から，（UtoE）同一性および（EtoU）同一性を合成して得られる写像は恒

等写像となる．よって，消去の公準（◆1）から（◆9）を満たす消去関数のクラス，および更新の公準

（◇1）から（◇8）を満たす更新関数のクラスは一対一対応を持つことが証明された・故に・（EtoU）同

一性および（UtoE）同一性に基づいて，消去関数および更新関数は相互に定義することができる・

3．4　信念変更の相互関係

　前節では消去関数および更新関数の関係を表す同一性として（EtoU）同一性および（UtoE）同一

性を提案し，これらの同一性に基づいて消去関数および更新関数は相互に定義することができる

ことを証明した．

　本節では，信念修正を行う操作から信念更新を行う操作への関係を表す同一性を提案し，信念

変更の相互関係を明らかにする．

定義3．3縮小関数から消去関数への同一性を

　　　　　　　　岡同傑｛2畔，麗矛盾嚇　（3・3）

で定義する．

　以下の定理3．5および定理3．6は，（CtoE）同一性がAGMの縮小の公準（一1）から（一8）を満た

す縮小関数のクラスから，消去の公準（◆1）から（◆9）を満たす消去関数のクラスへの全射である

ことを示す．

定理3．5縮小関数一がAGMの縮小の公準C1）から（一8）を満たすとする．このとき，（CtoE）

同一性に基づいて一から構成した関数◆は，消去の公準（◆1）から（◆9）を満たす．

定理3．6消去の公準（◆1）から（◆9）を満たすすべての消去関数◆に対して，（CtoE）同一性に基づ

いてその消去関数を構成する縮小関数一が存在する．

　定理3．5および定理3．6から，（CtoE）同一性は縮小関数から消去関数を構成する一つの方法を

表す．

定義3．4修正関数から消去関数への同一性を

　　　　　　　岡同一i性面一｛2fG［珂（叫£雛矛盾喘

で定義する．

（3．4）
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以下の補題3．1は，（RtoE）同一性がWinslett同一性および（UtoE）同一性の合成写像であるこ

とを示す．

捕題3．1修正関数’がAGMの修正の公準（’1）から（“8）を満たすとする・また，◇をWinslett

同一性に基づいて率から構成した更新関数とする．更に，◆1を（RtoE）同一性に基づいて零から構

成した関数，◆・を（UtoE）同一性に基づいて◇から構成した消去関数とする・このとき，◆1は◆2

と等しい．

以下の定理3．7は，補題3．1から容易に示される．

定理3．7修正関数串がAGMの修正の公’te　（’1）から（“8）を満たすとする．このとき，（RtoE）同

一性に基づいて・から構成した関数◆は消去の公準（◆1）から（◆9）を満たす．また，消去の公準

（◆1）から（◆9）を満たすすべての消去関数◆に対して，（RtoE）同一性に基づいてその消去関数を

構成する修正関数串が存在する

　定理3．7は，（RtoE）同一性がAGMの修正の公準（“1）から（“8）を満たす修正関数のクラスから，

消去の公準（◆1）から（◆9）を満たす消去関数のクラスへの全射であることを示す・よって，（RtoE）

同一性は修正関数から消去関数を構成する一つの方法を表す．

定義3．5縮小関数から更新関数への同一性を

（3．5）

で定義する。

以下の補題3．2は，（CtoU）同一性が（CtoE）同一性および（EtoU）同一性の合成写像であるこ

とを示す．

補題3．2縮小関ft　一がAGMの縮小の公準（一1）から（一8）を満たすとする．また，◆を（CtoU）

同一性に基づいて一から構成した消去関数とする．更に，◇・を（CtoU）同一性に基づいて一から

構成した関数，◇2を（EtoU）同一性に基づいて◆から構成した更新関数とする．このとき，◇1は

◇2と等しい．

よって，（RtoE）同一性の場合と同様に，次の定理3．8が得られる．

定理3．8縮小関数一がAGMの縮小の公準（一1）から（一8）を満たすとする．このとき，（CtoU）

同一性に基づいて一から構成した関数◇は更新の公準（◇1）から（◇8）を満たす．また，更新の公

準（◇1）から（◇8）を満たすすべての更新関数◇に対して，（CtoU）同一性に基づいてその更新関数

を構成する縮小関数一が存在する．
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　定理3．8は，（CtoU）同一性がAGMの縮小の公準（『1）から（一8）を満たす縮小関数のクラス

から，更新の公準（◇1）から（◇8）を満たす更新関数のクラスへの全射であることを示す・よって，

（CtoU）同一性は縮小関数から更新関数を構成する一つの方法を表す・

　信念変更の相互関係を図3．1に示す．点線の矢印は従来知られている同一性，実線の矢印は本

論文で提案した同一性である．

　　　　　　　　　　　　　　　　Levi同一性

　　　　　饗〆〆一一一コー繭一馳亀融鞠贈㍉㍉、轡

　　　　　　1．㌔㌔㌔噺贈＿幽＿＿＿一一一6一一’

　　　　　　　
　　　　　　’　　　　　Harper同一性
　　　　　　＝

　　　　　　…

Winslett　i（Rt・E）同一性　　（Ct・U）同一性

　　同一性1
　　　　　　　＝

　　　　　　　＝

　　　　　　　＝

　　　　　　　1　　　　　　（EtoU）同一性

（CtoE）同一性

　v

図3．1：信念変更の相互関係
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第4章

　本章では，信念変更の操作を様相論理，具体的にはVakarelov［36］が提案した矢印の様相論理を，

矢印の間の順序関係も扱うために拡張した順序を持つ矢印の様相論理（modal　logics　of　ordered

arrows）に基づいて定式化する．まず，有向グラフの構造的な性質および矢印の間の順序関係を表

現する，順序を持つ矢印の様相論理のフレーム（以下，OAフレーム）およびモデル（以下，　OAモ

デル）を提案する．また，順序を持つ矢印の様相論理体系OAL（ordered　arrow　logic）を構成し，

OALはすべてのOAモデルのクラスに対して健全かつ完全であることを証明する．次に，　OALに

基づいて状態遷移およびその起こりやすさを表す信念変更モデルを提案し，修正および縮小の操

作を，信念変更モデルにおいて最も起こりやすい状態遷移を選択する操作として定式化する．ま

た，更新および消去の操作を，信念集合のそれぞれの状態において最も起こりやすい状態遷移を

選択する操作として定式化する．更に，このように定式化した信念変更のそれぞれの操作および

公準は，OALの論理文として表現することができることを証明する．これは，信念変更の操作は

OALに基づく論理演算として表現することができ，順序を持つ矢印の様相論理は信念変更を統一

的に扱う一つの枠組を与えることを意味する．

4．1　矢印の様相論理および条件付き論理

　本節では，Vakarelovが提案した矢印の様相論理（modal　logic　of　arrows）［36］およびBoutilier

が提案した条件付き論理（conditional　logics　of　normality）［5】について概観する．

　矢印の様相論理は有向グラフで表現される対象の論理的な性質を記述する様相論理である．矢

印の様相論理は有向グラフが何を表すかに応じて，様々な概念を表現することが可能である．例

えば，有向グラフが状態遷移図を表す場合は，矢印の様相論理は，状態遷移に関する論理的な性

質を表現することができる．また，有向グラフの構造およびその性質について，論理に基づいて

厳密な推論を行うことができるので，矢印の様相論理は，有向グラフで表現される対象の厳密な
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表現や理論的な分析に適している・矢印の様相論理では・クリプキ・スタイルの意味論を与える

場合に，点と点を結ぶ矢印を関係として表現するのではなく，矢印そのものを可能世界として扱

う．更に，矢印のつながり方を関係として表現することで，有向グラフの構造的な性質を反映す

る．Vakarelovが提案した矢印の様相論理［36］では，矢印の始点および終点に着目して，それぞ

れ「矢印xおよび矢印yの始点が同じ」，「Xの始点およびyの終点が同じ」，「Xの終点およびyの

始点が同じ」，「xおよびyの終点が同じ」を意味する四種類の二項関係を用いて有向グラフの構

造を表現する．

　矢印の様相論理の主な体系として，他にvan　Benthemが提案した矢印の様相論理［2］が知られ

ている．van　Benthemの定式化では，矢印のつながり方に関する部分的な構造についてのみ扱っ

ており，矢印の始点や終点に関する性質は扱われていない．そのため，有向グラフのそれぞれの

点に関する性質および点と矢印との関連を表現するには，van　Benthemの矢印の様相論理は不十

分である．よって，本論文ではVakarelovが提案した矢印の様相論理［36】を用いる．

4．1．1　矢印の様相論理

矢印の様相論理［36］について概観する，なお，本節の定義はすべて文献［36］に従う．

定義4．1矢印の様相論理の言語は，古典命題論理の言語しに矢印の局所的なつながり方に関する

四種類の様相演算子［刎（∀乞，ゴ∈｛1，2｝）を追加することで得られる．また，それぞれの［刎に対し

て，双対な様相演算子侮〉は次式で通常通りに定義される．

　　　　　　　　　　　　　　　　　〈iゴ〉α坐「［刎「α．　　　　　　　（4。1）

　矢印の様相論理では，有向グラフを矢印構造（arrow　structure）と呼ばれる代数的な構造で表

現する．

定義4．2矢印構造とはS＝（A，N，1，2）である．ここで，　Aは矢印の空でない集合，　Nは点の空

でない集合であり，A∩N＝のと仮定する．1および2はどちらもAからNへの関数で，1（x）

は矢印xの始点を，2（x）は矢印xの終点を表す，ここで，すべての点は必ず矢印の始点または終

点であると仮定する．すなわち，すべての点n∈Nに対してある矢印x∈Aが存在し，1（x）＝＝　n

または2（x）＝nが成り立つ．

　矢印構造Sで与えられた関数1および2を用いて，点の集合N上の関係Pを次式で構成する

ことができる．

　　　　　　　　　　　　mpn⇔ヨx∈A［1（x）＝mand　2（x）＝n］．　　　　　　　　　　（4．2）

　関係ρは矢印構造Sが表現する有向グラフの構造的な性質を表す．Pが継続的（反射的，対称

的，推移的）であるとき，矢印構造Sは継続的（反射的，対称的，推移的）であるという．
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　同様に，関数1および2から，矢印の集合A上での四種類の関係Riゴ（∀歪，ゴ∈｛1，2｝）を次式で

構成できる．

　　　　　　　　　　　　　　　　露1～iゴy⇔i（x）ニゴ（y）・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4・3）

例えば，x，y∈Aに対して，　xR21yは矢印xの終点および矢印yの始点が等しいことを表す・こ

のように構成された関係Rij（i，ゴ∈｛1，2｝）は以下の性質を満たす．

　　　　　　　　　　　（pii）　Vx［xRii　x］．　（4．4）
　　　　　　　　　　（σiゴ）　　∀x，y［z＆ゴン⇒yRゴiX］．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4・5）

　　　　　　　　　　（Til’k）　Vx，y，　z［x　Rijy　and　yR，・kz　＝〉　x　Rikz］．　（4．6）

Riゴ（i，」∈｛1，2｝）は以上の性質を満たすので，矢印のつながり方を表す．

N上の関係pおよびA上の四種類の関係Rij（i，」∈｛1，2｝）に対して以下の性質が成り立つ．

　　　　pが継続的　⇔　∀xヨy［xR21　y］．

　　　　pが反射的　⇔　∀xヨy［xRliy　and　xRi2y］and∀xヨz［xR2iz　and　xR22z］．

　　　　ρカミ文寸禾i示白勺　⇔　　∀xヨ3ノ［xR12y　and　yR12x］．

　　　　pが推移的　⇔　∀x，yヨz［xR21y⇒xRilz　and　yR22z］．

以上の性質に基づいて，矢印の様相論理のフレームを定義する．

（4．7）

（4．8）

（4．9）

（4．10）

定義4．3矢印の様相論理のフレーム（以下，矢印フレーム）とはFニ（A，Rn，R12，R21，R22）で

ある．ここで，Aは矢印の空でない集合，　Rij（i，ゴ∈｛1，2｝）はA上の四種類の関係であり，（ρii），

（σ切および（τiゴ向を満たす．更に，Rhゴ（i，ゴ∈｛1，2｝）がそれぞれ式（4．7），式（4．8），式（4．9）お

よび式（4．10）を満たすとき，Fをそれぞれ継続的（反射的，対称的，推移的）な矢印フレー・…一・ムと

いう．

　与えられた矢印構造Sから，式（4．3）に基づいて矢印フレームFを構成することができる・逆

に，任意の矢印フレームFに対して，Fを構成する矢印構造Sが存在することが示されている

［36］．

　矢印の様相論理の意味論は，以下の矢印モデルで与えられる．矢印モデルは，四種類の到達可

能関係を持つクリプキ・モデルである．

定義4．4矢印モデルとは，矢印フレームFおよび付値関数”の対M＝（F，v）である．ここで，

付値関数vはそれぞれの矢印における原子文の真偽を与える関数で，v：P×A→｛t，ノ｝とする．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　36
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tは真，∫は偽の真理値を表す。また，Fが継続的（反射的，対称的，推移的）ならば，・Mを継

続的（反射的，対称的，推移的）な矢印モデルという・矢印モデルMにおいて，矢印xで論理文

αが真であることをM，xトαと表す．様相演算子［刎＠ゴ∈｛1，2｝）を含む論理文［刎αの真偽は，

［ij］に対応する関係Riゴに基づいて次式で定義される・

M，xト［刎α⇔∀y［xRijy⇒M，　Y　Fα］・ （4．11）

定義4．5矢印の様相論理の体系BAL（basic　arrow　logic）は古典命題論理を含み，かつ以下の公理

型および推論規則に関して閉じた最小の論理文の集合である．

ヂ
か
か
施
P

臨
恥
呂
鳴
M
　Nec跡

BALはすべての矢印モデルのクラスに対して健全かつ完全であることが示されている［36］．更

に，継続的（反射的，対称的，推移的）な矢印モデルに対応する公理として以下の公理（Ser），

（Ref），（Sym）および（th）が提案されている．

　（Ser）　〈21＞T．

　（Ref）　（［11］　［2　1］a　．　a）　A（［21］　［22］a　．　a）．

　（Sym）　［1　2］　［1　2］a　．　a．

　（”）　［11］　［22］a　．　［21］a．

BALに（Ser）（（Ref），（Sym），（駈））を追加した体系は継続的（反射的，対称的，推移的）

な矢印モデルのクラスに対して健全かつ完全であることが示されている［361．

［iゴ1（α→β）→（［iゴ1α→［づゴ］β）・

［ii］a　一　or．

α→［刎くゴi〉α．

岡α→［胡圓α・

　　αおよびα→βからβを導いてよい．

　　αから［刎αを導いてよい．

4．1．2　条件付き論理

　本節では，条件付き論理［5］の体系00およびOO＊について概説する．条件付き論理は可能世

界の相対的な「もっともらしさ」に関する概念を扱う様相論理である．なお，本節の定義はすべ

て文献［5］に従う．

定義4．6条件付き論理の言語は古典命題論理の言語しに，それぞれ到達可能なすべての世界での

真を表す様相演算子ロ1，および到達不能なすべての世界での真を表す様相演算子ロmを追加する

ことで得られる．その他の様相演算子はそれぞれ
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で定義される．

Ol　ct

O．a

　口α

　Oa

望「□［α，

望「口mrα，

！／fL　Dia　A　oma，

望◇1αv◇mα

（4．12）

（4．13）

（4．14）

（4．15）

　条件付き論理の体系00に対する意味論は，以下の00モデルで与えられる．00モデルは反

射的かつ推移的であり，かつすべての世界が比較可能な到達可能関係を持つクリプキ・モデルで

ある．

定義4．700モデルとはM＝（W，≧，v）である．ここで，　Wは空でない可能世界の集合，≧は

W上の全擬順序，vは付値関数である．00モデルMにおいて，世界ωで論理文αが真である

ことをM，ωトαと表す．様相演算子ロ1およびロmを含む論理文の真偽は，≧に基づいて次式で

定義される．

M，Xトロ1α⇔∀y［2≧y⇒M，yトα］・

M，xkロmα⇔∀y［2≧y⇒M，ykα】．

（4．16）

（4．17）

幽
玉
イ
葺
噂
；
q
ヴ

三
「
「
5
　
じ
　
．
亀
卜
」

　また，OO＊モデルは，古典命題論理の言語しの極大無矛盾集合をすべて可能世界として含む

00モデルである．

定義4．8体系00は古典命題論理を含み，かつ以下の公理型および推論規則に関して閉じた最小

の論理文の集合である．

KOI・

：Kロm．

Tロ1．

4ロ1．

s．

H．

MP．

Necロ．

ロ1（α→β）→（ロ1α→ロzβ）．

ロm（α→β）→（ロ鵬α→□mβ）・

口1α→α．

口1α→口1□1α．

α→ロm◇‘α．

◇（□1α〈ロmβ）→ロ（αvβ）・

αおよびα→βからβを導いてよい．

αからロαを導いてよい．

また，CO’は00に以下の公理型を追加して得られる体系である．

LP．古典命題論理のす尽ての充足可能な論理文pについて，◇p．
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　00はすべての00モデルのクラスに対して健全かつ完全であることが示されている・同様に・

CO・はすべてのOO導モデルのクラスに対して健全かつ完全であることが示されている［5］・

　また，Boutilier［4］は，修正の操作は体系OO＊で以下のように特徴づけられることを示してい

る．すなわち，式（4．19）で定義された信念集合写はAGMの修正の公準（’1）から（“8）を満たす・

P⇒q璽　ロrP＞◇（P〈□1（P→9））．

　写望｛q∈LIMトβ9｝・

（4．18）

（4．19）

4．2　順序を持つ矢印の様相論理

　本節では，矢印の間の順序関係を扱うために矢印の様相論理を拡張した，順序を持つ矢印の様

相論理を提案する．

4．2．1　順序を持つ矢印の様相論理の言語

　順序を持つ矢印の様相論理の言語，COAを構成する．

定義4．9順序を持つ矢印の様相の言語Z［　OAを，古典命題論理の言語乙に対して矢印の間の順序

関係に関する様相演算子□1およびロm，矢印の間の局所的なつながり方および順序関係に関する

八種類の様相演算子［刎，および［刎m（i，ゴ∈｛1，2｝）を追加して構成する．ここで，様相演算子の

添字to　mはそれぞれlessおよびmoreの略であり，矢印の問の順序に関する大小関係を表す．そ

れぞれの様相演算子ロt，ロm，［刎zおよび［刎mに対して，双対な演算子◇1，◇m，〈ij＞1および

く粉肌を

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Oia　2f　nOpa，　（4．20）

　　　　　　　　　　　　　　　　　O．or　gif　一〇．na，　（4．21）

　　　　　　　　　　　　　　　　　〈iゴ＞1α望「［刎zrα，　　　　　　（4．22）

　　　　　　　　　　　　　　　　〈iゴ＞mα91f「［刎漁「α　　　　　　（4．23）

で定義する．また，その他の様相演算子をそれぞれ

　　　　　　　　　　　　　　　　oa　：llf　aia　A　o．a，　（4．24）

　　　　　　　　　　　　　　　　Oa　lf　Oia　v　O．ct，　（4．25）

　　　　　　　　　　　　　　　　團α望［刎1α〈［刎mα，　　　　　　（4．26）

　　　　　　　　　　　　　　　　〈iゴ〉α91f〈6ゴ＞1αV〈乞ゴ〉凧α　　　　　　（4・27）

で定義する．
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4．2．2　順序を持つ矢印の様相論理の意味論

　順序を持つ矢印の様相論理のフレーム（以下，OAフレーム）を次のように定義する・

定義4．100Aフレームとは，矢印の集合A上の全擬順序とを矢印フレームに追加して得られる

F＝（A，Rll，R12，R21，R22，と）である．　XとyでないことをXとyと表す．矢印フレームの場合

と同様に，」R｛ゴ（i，ゴ∈｛1，2｝）がそれぞれ式（4・7），式（4・8），式（4・9）および式（4・10）を満たすとき・

Fをそれぞれ継続的（反射的，対称的，推移的）なOAフレームという．更に，　Riゴ（i，ゴ∈｛1，2｝）

およびとが次式を満たすとき，Fを強反射的なOAフレー：ムという・

∀xヨy［x≧＝yand　xRnY　and　xR12y］and∀xヨz［x≧＝zand　xR21z　and　xR22z］． （4．28）

　順序を持つ矢印の様相論理のモデル（以下，OAモデル）をOAフレームから構成し，順序を持

つ矢印の様相論理の意味論を与える．

定義4．11FをOAフレーム，　v：P×A→｛t，ノ｝を付値関数とする．このとき，　M＝（F，　v）を

OAモデルという．また，　Fが継続的（反射的，対称的，推移的，強反射的）なOAフレームであ

るとき，Mをそれぞれ継続的（反射的，対称的，推移的，強反射的）なOAモデルという．　OA

モデルMにおいて，矢印xで論理文αが真であることをM，xFαと表す．また，M，xkαで

ないことをM，z旨αと表す．関係トは論理文αの構造に関して以下のように帰納的に定義され

る．ここで，i，」∈｛1，2｝である．

　　M，　x　1＝p　o　v（p，　x）　＝t　（p　E　P），

　M，xF”a　o　M，xra，

M，　xF　or　AP　〈〉　M，x　ka　and　M，xk　6，

M，xPavP　Q　M，xF　or　or　M，xk　6，

M，x卜＝α→β　⇔　M，xレ∈αorM，xトβ，

M，xト［刎iα⇔∀y［xRi」y　and　x　Z　y⇒M，　Y　kα］，

M，xト［iゴ］mα　⇔　 ∀y［xRijy　and　xとy⇒M，　y卜＝α］，

　M，Zトロ己α⇔∀y［xtY⇒M，YFα］，

M，xpロmα⇔∀y［¢掬⇒M，yeαユ・

また，論理文αに対して，Mでαが真となる矢印の集合を次式で定義する．

（4．29）

（4．30）

（4．31）

（4．32）

（4．33）

（4．34）

（4．35）

（4．36）

（4．37）

Ilαll藍｛x∈川M，　xトα｝． （4．38）
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　例えば，M，xト・［21］iαは「矢印xの終点が始点となり，かつx以下であるすべての矢印yでα

が真」と読む．また，M，xl：Olαは「x以下のすべてのyでαが真」，M，xPロ拠αは「xより

大きいすべてのyでαが真」と読む。他の様相演算子について以下が成り立つことは容易に確か

められる．

M，xk［刎α⇔∀y［xRi」y⇒M，Ykα］・

M，xト〈z7〉α　⇔　　ヨy［¢1～面yandM，y卜＝α1・

M，Xトロα⇔∀y［M，yPα】・

M，xト◇α⇔ヨy［M，yトα］・

（4．39）

（4．40）

（4．41）

（4．42）

定義4．12あるOAモデルMに対して，任意のx∈AでM，　xト・αであるとき，論理文αはM

で妥当といい，．Mkαと表す．また，　OAモデルのあるクラス0について，0に含まれるすべ

てのOAモデルMに対してMトαであるとき，論理文αはクラス0で妥当といい，0ト・αと

表す．

　以下，すべてのOAモデルのクラスを00Aと表す．また，すべての継続的（反射的，対称的，

推移的および強反射的）なOAモデルのクラスをそれぞれ0。e，，　Oref，0、ym，　Ctrおよび0、rと

表す．

4．2．3　順序を持つ矢印の様相論理の証明論

　順序を持つ矢印の様相論理体系（以下，OA：L）を構成する．

定義4．130A：Lは古典命題論理を含み，かつ以下の公理型および推論規則に関して閉じた最小の

論理文の集合L⊆LOAである．ここで，α，β∈LoA，　i，ゴ，　k∈｛1，2｝である．

K｛か

Kiゴm・

R，li，　・

Σ重ゴ・

Tijk・

Kロ1．

：Kロm．

4ロ1．

s．

H．

Il・

Im’

［iゴ］1（α→β）→（［乞ゴ］1α→匡ゴ］zβ）・

［づゴ］m（α→β）→（［iゴ］mα→［iゴ］mβ）・

國‘α→α．

α→［刎くゴi〉α．

圃α→團圓α．

ロ1（α→β）→（ロ1α→ロ1β）．

ロm（α→β）→（ロmα→ロmP）．

ロ1α→ロlalα．

α→ロm◇1α．

◇（ロ1α〈ロmβ）→ロ（αvβ）．

ロ1α→［刎zα．

ロmα→團mα．
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　MP．　　αおよびα→βからβを導いてよい．

　Nec□．　αから日αを導いてよい．

　Nec［刎．　αから［刎αを導いてよい・

　公理KijlおよびKijmはBALの公理Kijをそれぞれ様相演算子團置および［ij］mに関して分割

したものである．また，公理RiilはBALの公理Riiの性質を様相演算子［刎zに限定したもので

ある．公理11およびImは，それぞれ□1および［刎‘，口mおよび［刎拠の関連を表す・その他の公

理および推論規則はBALおよびCOに従う．　OALで論理文αが証明可能であることをOALトα

と表す．

　OALに対して以下の性質が成り立つ．

命題4．1Tロ1およびKij，　Riiの形式の論理文はすべてOALで証明可能である．

　この命題より，OALはBA：しおよびCOのすべての公理および推論規則を含む．このことから，

BALまたはCOで証明可能な論理文はすべてOALでも証明可能である．

4．2．4　順序を持つ矢印の様相論理の健全性および完全性

OALはすべてのOAモデルのクラス00Aに対して健全かつ完全である．

定理4．1

　　　　　　　　　　　　　　　　CoA　Fao　OALFa．　（4．43）

　証明は付録で示す．

体系BALと同様に，体系OALにおいても，公理（Ser），（Ref），（Sym）および（Tr）はそれぞ

れ継続的（反射的，対称的および推移的）なOAモデルに対応する．また，以下の公理（Sr）は強

反射的なOAモデルに対応する．

　（Sr）　（［11］i［21］or　．　a）　A（［21］i［22］ct　一〉　a）．

　OALに公理（Ser）を追加して得られる体系をOAL＋（Ser）と表す．（Ref），（Sym），（監）お

よび（Sr）についても同様に表記する．すべての継続的（反射的，対称的，推移的および強反射

的）なOAモデルのクラス0、。，（0，。f，0、ym，　Ct，および0。，）に対しても，それぞれ同様に完全

性定理を示すことができる．

系4．1以下の性質が成り立つ．

　　　　　　　　　　　　　C，．，　e　or　o　OAL　十　（Ser）　F　a．

　　　　　　　　　　　　　C，．f　P　a　〈＝〉　OAL　十　（Ref）　F　a．

　　　　　　　　　　　　Cs，．　F　a　o　OAL十（Sym）Fa．

　　　　　　　　　　　　　Otrトα　⇔　OAL十（Tr）トα．

　　　　　　　　　　　　　Os，トα　⇔　OAL十（Sr）1一α．

証明は文献［36］と同様である．

（4．44）

（4．45）

（4．46）

（4．47）

（4．48）
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4．3　順序を持つ矢印の様相論理に基づく信念変更の定式化

　本節では，OALに基づいて信念変更の操作を定式化し，信念変更のそれぞれの操作および公準

はOALの論理文として表現することができることを証明する．これは，信念変更の操作はOAL

に基づく論理演算として表現することができ，順序を持つ矢印の様相論理は信念変更を統一的に

扱う一つの枠組を与えることを意味する．

4．3．1　順序を持つ矢印の様相論理に基づく信念演算子

定義4．14様相演算子Bを文献［3］と同様に次式で定義する．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Bα望◇・どα．　　　　　　　（4．49）

　Bαは「αを信じている」と読む．式（4．49）で定義した様相演算子Bについて，以下が成り立つ・

命題4．2以下の形式の論理文は，すべてのOAモデルのクラスで妥当である．ここで，α，β∈LOA

である．

K．　B（a．6）．　（Ba．　BP）．

D．　Ba一＝B．a．

4．　Ba－BBa．

5．　＝Ba　一　B．Ba．

　よって，式（4．49）で定義した様相演算子Bは合理的信念の様相論理体系［17】として知られる

KD45に従う．

定義4．15任意の矢印の空でない集合B（⊆A）に対して，Bの中でとに関して極小となる矢印の

集合を㎡n（B，と）と表し，次式で定義する．

　　　　　　　　　　　　min（B，t）　d＝f　｛xEBIVyEB，yZx｝．　（4・50）

　命題4．3は，式（4．49）で定義した様相演算子Bの意味論的特徴づけを与える．

命題4．3任意のOAモデルMおよび任意の矢印α∈A，任意の論理文α∈LoAに対して，

M，aトBαであることの必要十分条件はすべてのx∈min（A，と）でM，　xトαである．

　証明は付録で示す．式（4．49）で定義した様相演算子Bについて，次の性質が成り立つ．

命題4．4任意のOAモデルMおよび任意の論理文α∈LoAに対して，　MトBαまたはMFrBα

のどちらか一方が成り立つ．

　証明は付録で示す．
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4．3．2　順序を持つ矢印の様相論理に基づく信念変更モデル

定義4．16有限個の原子文の集合P＝｛Pl，…，Pn｝で構成される古典命題論理の言語しから・矢

印構造S＝（A，N，1，2）を構成する・まず・点の集合Nおよび矢印の集合Aを構成する・

　　　　　　　　　　　　N　歪　｛nlnは£の極大無矛盾集合｝．　　　　　　　　　（4．51）

　　　　　　　　　　　　A　d一一一f　｛（ni，n2）lniEN，i一一一一一　1，2｝．　（4．52）

　また，すべての矢印x＝（n1，n2）に対して，関数1および2をそれぞれ1（x）＝　n1・2（x）＝n2

と定義する．すなわち，1（x）は矢印xの第一成分への射影，2（x）は矢印xの第二成分への射影で

ある，

　このように構成した矢印構造Sのそれぞれの点は，Cの極大無矛盾集合なので，これは古典命題

論理の一つのモデル（状態）を表す．また，矢印X・＝（nl，n2）は状態nlから状態n2への状態遷

移とみなせる．

　OA：しに基づく信念変更モデルを構成する．

定義4．17　OALに基づく信念変更モデルとは，それぞれ以下で定義するOAフレームFと付値関

数vからなるOAモデルMb＝（F，　v）である．

　ここで，OAフレームFは，定義4．16の矢印構造Sから式（4．3）に基づいて構成した矢印フ

レームに，矢印（状態遷移）の相対的な「起こりやすさ」を表すA上の全擬順序とを追加した

F＝（A，R11，　R12，R21，　R22，と）である．　Xとyは「状態遷移yは少なくとも状態遷移Xと同程度

に起こりやすい」と読む．更に，Fは強反射的であると仮定する．

　付値関数vを次式で定義する．

　　　　　　　　　　　　　　v（p，x）＝tepE2（x），　VpEP．　（4．53）

すなわち，それぞれの矢印において真となる原子文は，遷移した後の状態に含まれる原子文で

ある．仮定よりFは強反射的なので，このように構成した信念変更モデルM：bは強反射的なOA

モデルである．

　論理的枠組に基づく信念変更では，知識ベースを主に論理文の集合で表現し，信念集合と呼ぶ．

ここでは，信念集合を信念変更モデルの全擬順序とに基づいて構成する．

定義4．18とで表現される信念集合TおよびTのモデルの集合llTll，可能な状態の候補の集合

［T］を次のように定義する．

　　　　　　　　　　　　　　　Td一一．．f　fi　2（x）．　（4・54）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　xEmin（A，t）

　　　　　　　　　　　　　　11Tll璽min（．・‘SL，と）．　　　　　　　（4・55）

　　　　　　　　　　　　　　［T］璽｛2（x）lx∈min（A，と）｝．　　　　　（4・56）
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　Tが完全であるとき，すなわち，n∈［T］となるnがただ一つ存在するとき・信念変更モデル

Mbは完全であるという．

　すなわち，≧は状態遷移の相対的な「起こりやすさ」の他に，現在の可能な状態の候補も表す

とみなす．信念集合Tは，可能な状態のすべての候補に含まれる論理文の集合である・

　これらの定義からT＝∩n∈［qnが成り立つ・また・様相演算子Bを用いると・式（4・57）で定義

した信念集合Tは次式で表現できることが容易に示される．

　　　　　　　　　　　　　　　Tニ｛p∈∠；IMbトBp｝．　　　　　　　　　　　　　　（4．57）

　このことから，信念集合Tは，信念変更モデルMbにおいて「信じている」論理文の集合とみ

なすことができる．

4．3．3　信念変更モデルに基づく修正

　信念集合Tの論理文p∈しに関する修正の操作を，信念変更モデル．Mbにおいて，　Mb，　Y　lt　p

となる最も「起こりやすい」状態遷移y＝・（n，n’）の終点n’から新たな信念集合を構成する操作と

して定義する．

定義4．19信念集合Tを論理文p∈，Cに関して修正した結果として得られる新たな信念集合を写

と表し，次式で定義する．

　　　　　　　　　　　　　　　　T，“’一f　A　2（y）　（4・58）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　yEmin（llpll，±）

　集合llpllは論理文pが成り立つ矢印の集合なので，集合min（llpll，1＝）はMb，Ylt　pとなる最も

「起こりやすい」状態遷移y＝（n，n’）の集合となる．

　文献［4］と同様に，この操作は以下の論理文で表現することができる．ここで，P，9∈しである・

　　　　　　　　　　　　　pl：ggd＝f　a7pvo（pAoi（p　一一一〉　g））．　（4．59）

　この操作が式（4．59）で定義された論理文p撃gで表現することができることは，以下の命題が

保証する．

命題4．5論理文P，q∈，Cに対して，　y∈min（llpll，と）となるすべてのy＝（n，n’）でMb，ykgが

成り立つことの必要十分条件は，．MbトP塁9が成り立つことである．

　証明は付録で示す．命題4・5より，写は次式で表現することができる・

T．’　＝　｛g　ELI　Mb　1＝plS；　g｝． （4．60）
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　よって，修正の操作はOALの論理文として表現することができる．更に，修正の操作が満たす

べき性質もOALの論理文として表現することができ，式（4・58）で定義した信念集合写はそれら

の性質をすべて満たす．

補題4．1以下の論理文はすべて信念変更モデルMbで妥当である．ここで，　P，9，　r∈しである・

　　　　　　　　　　　（！p　11S　q）〈（p撃（g→r）））→（p琴r）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．61）

　　　　　　　　　　　（p　15’S　g）　一〉　B（p．g）．　（4・63）

　　　　　　　　　　　＝B＝p．（B（p．q）　一〉　（p　5’　g））．　（4．64）

　　　　　　　　　　　OpE＝（p　！5’S　J一）．　（4．65）
　　　　　　　　　　　o（p　：一＝　g）　一〉　（（p　5’　r）　11i　（g　！：’5　r））．　（4．66）

　　　　　　　　　　　　（（pAg）　1g　r）．（p　1g　（g　一〉　r））．　（4．67）

　　　　　　　　　　　T（p　El’S　Tq）　一〉　（（pS（g．r））．（（pAg）　1g　r））．　（4．68）

　証明は付録で示す．

定理4．2式（4．58）で定義した修正は以下の性質を満たす．これらの性質はAGMの修正の公準に

対応する．

（＊1）写は信念集合．

（“2）　pE　T，“・

（“3）　Tp’　C一　Tp’・

C4）rP　lぎTならば，穿⊆Tp“．

（“5）ト・rPであるとき，かつそのときに限り写は矛盾する．

（“6）トp≡qならば，Tp’＝・27．

（V）顎q⊆（Tp’）才・

（“8）r9¢：r，“ならば，（写）オ⊆写くq。

　証明は付録で示す．

　補題4．1および定理42より，修正の操作および公準はOALの論理文で記述できることが示さ

れた．これは，修正の操作はOALにおける論理演算として表現できることを意味する．

　更に，AGMの修正の公準（“1）から（“8）を満たす修正の性質もOALで表現することができる．
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命題4．6以下の論理文はすべて信念変更モデル・Mbで妥当である・ここで・P，　q，　r∈しである・

　　　　　　　　　　　　（（p　Ei’S　g）A（g　1g　p））．（（p　5’　r）　ii　（g　S’　r））．　（4．69）

　　　　　　　　　　　　（（p　5e　r）A（q　1〉’　r））　一〉　（（pvg）　5’　r）．　（4．70）

　　　　　　　　　　　　7（（pvg）gng）．（（（pvg）　1＞’　r）　一〉　（q　5’　r））．　（4．71）

　証明は付録で示す．これらの性質がそれぞれ式（2．41）から式（2・43）に対応することは容易に示

される．

4．3．4　信念変更モデルに基づく縮小

　修正の場合と同様に，信念集合Tの論理文p∈しに関する縮小の操作を，信念変更モデルMb

においてMb，yレ』pとなる，最も「起こりやすい」状態遷移y＝（n，　n’）の終点n’，およびTから

新たな信念集合を構成する操作として定義する．

定義4．20信念集合Tを論理文p∈しに関して縮小した結果として得られる新たな信念集合を写

と表し，次式で定義する．

　　　　　　　　　　写肇しP姻2ω｝∩（　　　　AyEmin（ll＝pll，t）2（y）｝・　（4・72）

　式（4．57）および式（4．59）を用いると，この操作は以下の論理文で表現することができる・

　　　　　　　　　　　　　　　　pgggd＝f　BgA（一，pgg）．　（4．73）

　よって，修正の場合と同様に，写は次式で表現することができる．

　　　　　　　　　　　　　　　T，’　一一　｛qELIMb　1＝p2g　q｝．　（4．74）

　このことから，縮小の操作はOALの論理文として表現することができる．更に，縮小の操作

が満たすべき性質もOALの論理文として表現することができ，式（4．72）で定義した信念集合Ti

はそれらの性質をすべて満たす．

補題4．2以下の論理文はすべて信念変更モデルMbで妥当である．ここで，　P，9，　r∈，Cである．

（（P撃q）〈（P撃（9→ア）））→（P｛琴r）．

（jP≦琴9）→Bq．

rBP→（（p　£g　q）≡Bg）．
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　　　　　　　　　　　　O．p．．（p　S’　i）．　（4．78）

　　　　　　　　　　　　Bp．（Bq一（p　gg　（p－q）））．　（4．79）

　　　　　　　　　　　　D（p　＝一　q）一（（p　gg　r）　Ei　（q　gg　r））．　（4．so）

　　　　　　　　　　　　（（p　£g　r）A（q　2g　r））　一〉　（（pAq）　；ig　r）．　（4．81）

　　　　　　　　　　　　n（（pAg）　gg　p）　一〉　（（（pAg）　gg　r）．　（p　2g　r））．　（4．s2）

　証明は付録で示す．

定理4．3式（4．72）で定義した縮小は以下の性質を満たす・これらの性質はAGMの縮小の公準に

対応する．

（’1）写は信念集合．

（一2）写⊆T・

（｝3）p¢Tならば，㌃＝T．

（一4）ゲpならば，p¢写．

（一5）p∈Tならば，T⊆（等⇒オ．

（一6）トp≡gならば，二二T4一．

（一7）写∩T一⊆窃9・

（一8）p¢霧λgならば，％λg⊆Ti．

　証明は付録で示す．

　補題4．2および定理4．3より，縮小の操作および公準はOALの論理文で記述できることが示さ

れた．これは，縮小の操作はOALにおける論理演算として表現できることを意味する．

4．3．5　信念変更モデルに基づく更新

　信念集合Tの論理文P∈しに関する更新の操作を，それぞれの可能な状態の候補n∈［T］に対

して，nが始点となり，かつMb，　yトPとなる最も「起こりやすい」状態遷移y＝（n，　n’）を選択

し，それぞれのyの終点n’から新たな信念集合を構成する操作として定義する．

定義4・21信念集合Tを論理文P∈，Cに関して更新した結果として得られる新たな信念集合を禦

と表し，次式で定義する．

T，Q　d＝f　A．EllT”　nyEB　2（Y）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．83）
ここで，B＝min（llpH∩R21（x），と）．
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　式（4．56）より，それぞれの可能な状態の候補n∈［T］に対して・矢印x＝（n”，n）∈llTIIが

存在するので，集合R21（x）はxの終点を始点とする矢印の集合・すなわち状態nを始点とす

る矢印の集合である．また，集合11pllは論理文Pが成り立つ矢印の集合である・よって・集合

minqlpll∩R21（x），と）は状態nが始点となり・Mb・YトPとなる最も「起こりやすい」状態遷移

yニ（n，nt）の集合となる．

　この操作は以下の論理文で表現することができる．ここで，P，q∈しである・

　　　　　　　　　　　　p　：lg　g　gif　o＝p　v　〈21＞　（p　A　［1　1］i　（p　一　g））．　（4．84）

　この操作が式（4．84）で定義された論理文P零9で表現することができることは，以下の命題が

保証する．

命題4．7それぞれの可能な状態の候補n∈［T】および矢印xニ（n”，n）∈11TII，論理文P，9∈，cに

対して，y∈min（llpll∩R21（x），と）とな為すべてのy＝・（n，　n’）でMb，yト9が成り立つことの必

要十分条件は，Mb，　xトp零gが成り立つことである．

証明は付録で示す．

定義4．22それぞれの可能な状態の候補n∈［T］および矢印x＝（n”，n）∈llTll，論理文P∈・cに

対して，Mb，　zト・p零qとなる論理文g∈しの集合をn8と表す．すなわち，

　　　　　　　　　　　　　　η鮮｛q∈LI　Mb，非P零9｝・　　　　　（4・85）

　このように定義した論理文の集合略を用いると，式（4．83）で定義した信念集合囎は次式で表

現することができる．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　T，e一．一n．，Q．　（4．s6）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　nE［Tl

　また，様相演算子Bを用いると，T．eは次式で表現することができる・

　　　　　　　　　　　　　　禦＝｛9∈Cl　MbトB（P零9）｝・　　　　　（4・87）

　このことから，更新の操作はOALの論理文として表現することができる．更に，更新の操作

が満たすべき性質もOALの論理文として表現することができ，式（4．83）で定義した信念集合囎

はそれらの性質をすべて満たす．

補題4．3以下の論理文はすべて信念変更モデルMbで妥当である．ここで，　P，　q，　r∈しである．
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（B（p　；lg　q）　A　B（p　：1！；　（g　．　r）））　一　B（p　：＄　r）．

B（p　：lll　p）．

Bp→（B（p呈孕q）≡Bg）．

rB⊥〈◇P→rB（P茎皐⊥）．

D（p　iii　q）　一一〉　（B（p　：11　r）　iii　B（q　llll　r））．

B（（p　A　q）　l19　r）　一〉　B（p　lll｝　（g　．　r））．

Mbが完全ならば，　rB（p零rq）→（B（p零（g→r））→B（（p〈の零7））．

（4．88）

（4．89）

（4．90）

（4．91）

（4．92）

（4．93）

（4．94）

　証明は付録で示す．

定理4．4式（4．83）で定義した更新は以下の性質を満たす・これらの性質は・PepPas　and　Williams

［33］が再定式化した更新の公準に対応する．

（◇1）囎は信念集合．

（◇2）P∈囎・

（◇3）p∈Tならば，T．Q＝T．

（◇4）Tが矛盾するか，またはトrPであるとき，かつそのときに限り，禦が矛盾する．

（◇5）トp≡qならば，囎＝囎。

（◇6）鳴q⊆（禦）才・

（◇7）Tが完全であり，かつrq¢写ならば，（囎）オ⊆鵯q、

（◇8）Tが無矛盾ならば，囎＝∩K∈国K8．

　証明は付録で示す．

　補題4．3および定理4．4より，更新の操作はOALの論理文で記述できることが示された．この

ことは，更新の操作はOALにおける論理演算として表現することができることを意味する．

　更に，式（4．83）で定義した更新は以下の性質も満たす．

命題4．8以下の論理文はすべて信念変更モデルMbで妥当である．ここで，　P，　q，　r∈しである．

（B（P零q）〈B（q零P））→（B（P零・）≡B（9零・））．

（B（p零r）〈B（q零r））→B（（p＞q）呈孕7・）．

Mbが完全ならば，　rB（（p＞g）零rg）→（B（（pVq）零㌘）→B（g零7））．

（4．95）

（4．96）

（4．97）
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証明は付録で示す．式（4．95）および（4・96）は，Katsuno　and　Mendelzon［1glが提案した更新の

公準（U6）および（U7）にそれぞれ対応する・また・式（4・97）は選言pVgに関して更新する場合

の性質を表現する．

4．3．6　信念変更モデルに基づく消去

　更新の場合と同様に，TのP∈しに関する消去の操作を，それぞれの可能な状態の候補n∈［T］

に対して，nが始点となり，かつM6，Y匪Pとなる最も「起こりやすい」状態遷移y＝（n，n’）を

選択し，それぞれのyの終点n’およびすべてのn∈［T］から新たな信念集合を構成する操作とし

て定義する．

定義4．23信念集合Tを論理文p∈jtに関して消去した結果として得られる新たな信念集合を写

と表し，次式で定義する．

　　　　　　　　　　　　　T，”＝f：　fi．EllTII　n，Ec（2（X）n2（Y））　（4．gs）

　　　　　　　　　　　　　ここで，0＝　min（llrp11∩R21（x），と）．

　式（4．84）を用いると，この操作は以下の論理文で表現することができる．

P薯qi彗q〈（rP零q）． （4．99）

定義4．24それぞれの可能な状態の候補π∈［T］および矢印x：＝（n”，n）∈IITII，論理文P∈しに

対して，Mb，　xトp葺gとなる論理文g∈しの集合をη3と表す．すなわち，

　　　　　　　　　　　　　　n；　11if　｛g　E　L　1　Mb，　x　k　p　g　q｝．　（4．100）

　更新の場合と同様に1このように定義した論理文の集合n；を用いると，式（4・98）で定義した

信念集合零は次式で表現することができる・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　T，’　一一一一nn；．　（4．iol）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　nE［T］

　また，様相演算子Bを用いると，写は次式で表現することができる・

　　　　　　　　　　　　　　T．・　＝｛g　ELI　Mb　eB（pgq）｝．　（4．102）

補題4．4以下の論理文はすべて信念変更モデルMbで妥当である．ここで，　P，9，　r∈しである．
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　　　　　　（B（p　S　q）　A　B（p　g　（q　一〉　r）））　一〉　B（p　S　r）・

　　　　　　B（p　S　g）　．　Bg．

　　　　　　Bnp　．　（B（p　S　q）　ii　Bg）．

　　　　　　一BL　A　Onp　．　7B（p　g　i）．

　　　　　　Bg　．　B（p　S　（p　一一〉　g））．

　　　　　　o（p　i1　q）　．　（B（p　g　T）　11　B（q　S　r））．

　　　　　　（B（p　S　r）　A　B（g　S　r））　．　B（（p　A　g）　g　r）．

　　　　　　Mbが完全ならば，　rB（（p〈q）葺p）→（B（（p〈q）　S　r）→B（p葺r））．

証明は付録で示す．

（4．103）

（4．104）

（4．105）

（4．106）

（4．107）

（4．108）

（4．109）

（4．110）

定理4．5式（4．98）で定義した消去は以下の性質を満たす・これらの性質は・第3章で再定式化し

た消去の公準に対応する．

（◆1）写は信念集合．

（・2）　T，’　C一　T．

（◆3）rP∈Tならば，噌＝T、

（◆4）Tが無矛盾であり，かつヴpならば，p¢写．

（◆5）T⊆（霧）渉・

（◆6）トp≡gならば，Tp・＝Tg・．

（◆7）噌∩Tg・⊆脇q・

（◆8）Tが完全であり，かつp¢7凱qならば，犠q⊆写．

（◆9）Tが無矛盾ならば，写＝∩K∈国K汐．

　証明は付録で示す．

　補題4．4および定理4．5より，消去の操作と公準はOALの論理文で記述できることが示され

た．これは，消去の操作はOALにおける論理演算として表現することができることを意味する．
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4．3．7　考察

　前節までの結果は，信念変更を行う操作およびそれぞれの操作が満たす公準はOALの論理文

として表現できることを示すので，順序を持つ矢印の様相論理は信念変更を統一的に扱うための

枠組を与えているといえる・

　信念変更の意味論的性質に関する従来の研究では，モデルの集合上の順序関係に基づく特徴づ

けが行われてきた．修正は信念集合Tに対して割り当てられた一つの順序≦Tで特徴づけられる

［18，20，33］のに対して，更新は信念集合Tのそれぞれのモデルωに対して割り当てられた順序

≦切を用いるため一般には複数の順序で特徴づけられる［19，20］・そのため・一つの順序関係に基

づいて修正と更新を両方特徴づけることはできないので，修正と更新は本質的に異なる操作とみ

なされてきた．

　これに対して，OALに基づく更新と修正の相異点は，現在の可能な状態の候補を個別に扱うか，

まとめて扱うかの一点に集約される．OA：しに基づく更新と修正は，共に状態遷移の集合A上の

全擬順序トに基づいて定義されている．よって，OA：しに基づく更新と修正は，共に「最も起こり

やすい」状態遷移を選択する操作であり，状態の候補を個別に扱うか，まとめて扱うかに基づい

て全擬順序が適用される範囲が異なる．このように，一つの順序関係に基づいて修正と更新を両

方特徴づけられることに，順序を持つ矢印の様相論理に基づく信念変更の意義があると思われる．

　更に，この相異点は，信念集合Tを含む極大無矛盾集合（状態）を用いて，修正の操作から更新

の操作を定義するWinslett同一性とも合致する．

　本論文も含めて，信念変更に関する研究では，得られた新情報に対して修正を行うか更新を行

うかはあらかじめ決められているという前提に立っている。しかし，実際に信念変更を行うよう

な知識ベース管理システムを構築する場合には，得られた新情報に基づいて，修正するか更新す

るかを判別する機能が必要となる．このような機能の理論的定式化は今後の課題とする．
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第5章

　本章では，可能性理論に基づく信念変更を厳密に定式化する．まず，Dubois　and　Prade［121に

よる可能性理論に基づく更新の定式化では，更新の結果が常に構成できるとは限らないことを指

摘し，可能性理論に基づく更新の操作を厳密に再定式化することで，この問題を解決する．また，

論理的枠組での消去の操作および対称的消去の操作を可能性理論に基づいて新たに定式化し，そ

の性質について考察する．更に，不確実な情報に基づく信念更新を提案し，可能性理論に基づく

信念変更のそれぞれの操作は，不確実な情報に基づく信念更新の特殊例であることを示す．

5．1　可能性理論に基づく信念変更

　本節では，可能性理論に基づく信念修正［10］および更新［12】について述べる．本節での定義は

Dubois　and　Prade［10，12］に従う．

5．1．1　可能性理論に基づく信念修正

　可能性理論の枠組では，信念変更を以下のように定式化する．

　・知識ベース：可能性分布πで数値的に表現．

　・新たに得た情報および失われる情報：全体集合Ωの部分集合で表現．

　・信念変更の操作：

　　新たに得た情報あるいは所有する情報が部分的に失われたことを反映して，知識ベースを表

　　現する可能性分布πから新たな可能性分布を構成する規則．

　可能性分布について以下の用語を定義する．

　・可能性分布πは無矛盾である：π（ω）＝1となる可能世界ω∈Ωが少なくとも一つ存在する・

　・πは完全である：π（ω）ニ1となるω∈Ωがただ一つ存在し，かつωt≠ωならばπ（ω’）＝0・
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　●πはπ’より特定的である：πおよび7r’に対して，すべてのω∈Ωについてπ（ω）≦π’（ω）

　　が成り立つ．

πはπ’より特定的であることをπ≦π’と表す．π≦π’かつπ’≦πであるとき・πニπ’と表

す．本章では，Dubois　and　Prade［10，　12］と同様に，知識ベースを表す可能性分布は無矛盾な可

能性分布であるか，または矛盾を表す可能性分布π⊥であると仮定する・ここで・π⊥はすべての

ω∈Ωに対してπ⊥（ω）＝・0と定義する．

　可能性分布7rのA⊆Ωに関する拡大は，「真の世界ωOはAに含まれる」という情報ω0∈Aに

基づいて，真の可能世界の候補をAに含まれる可能世界に限定する操作である・πをAに関して

拡大して得られる新たな可能性分布をπ亥と表す．可能性理論に基づく拡大の操作は以下の構成

規則として表現される．

　　　　　　　　　　　舷（ω）一｛：1照照糊　　（翫・）

ここで，μ4はAの特性関数であり，ω∈Aならばμ4（ω）ニ1，ω¢AならばILA（ω）＝0である．

　可能性分布πのA⊆Ωに関する修正は，πと矛盾する可能性のある情報ωo∈Aに従って，真の

可能世界の候補をAに含まれる可能世界に限定する操作である．πをAに関して修正した結果を

循と表す．可能性理論に基づく修正の操作は以下の条件付可能性測度H（・IA）で特徴づけられる．

　　　　　　　　　　　　　　VB，ll（AnB）＝ll（BiA）＊fi（A），　（5．2）

ここで，演算＊はminまたは積である．演算＊がminの場合は，循は以下のように定義される

条件付き可能性分布π（・i．A）と等しいことが示される［10］．

　　　　　　　　　　　T（wlA）一｛㌍瀞二震翻緯；：　㈹

　可能性理論の枠組では，AGMの｛1参正の公準は以下の公準（fi’1）から（rr8）に翻訳され，　Tk＝

π（・iA）はこれらの公準を満たす．これらの公準は，可能性理論に基づく修正の操作に関する極小

変化の原則を表現する．

（rr　1）任意のA⊆Ωに対して，πkは可能性分布である．

（ll“2）　NX（A）　＝＝　1．

（li’3）π去≦7r盗．

（fi・4）n（A）ニ1ならば，π1≦π去．

（n率5）A；Oであり，かつその時に限り，π渥＝π⊥．
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　　　　　　　　　y

（n零6）A＝Bならば，7r気二πb．

（n’7）　（7rl）S　f｛　7rXnB・

（n・s）l11（B）＝・ならば・噺B≦（πx）去・

ここで，ll気およびNAはそれぞれ咳から構成された可能性測度および必然性測度である．公準

（H・3）および（H寧4）から，H（A）＝1ならば修正の結果および拡大の結果は一致する・

　可能性分布πのA⊆Ωに関する縮小は，ωo∈Aという情報を失うことを表している・πをA

に関して縮小した結果をπ五と表す．可能性理論に基づく縮小は次の構成規則で得られる・

　　　　　　　　　　　7rA（w）一馬瀞つπ（ω）＝　ll（A）’　（5・4）

　この規則は，ωo∈Aという情報を失う場合の極小変化を表現する・

　可能性理論の枠組では，AGMの縮小の公準は以下の公準（r1）から（r8）に翻訳され，式

（5．4）で定義した縮小はこれらの公準を満たす．これらの公準は，可能性理論に基づく縮小の操作

に対する極小変化の原則を表現する．

（fi－1）任意のA⊆Ωに対して，πλは可能性分布である．

（ll’2）　7r　S｛　TA一・

（n－3）N（A）＝・0ならば，πλ・＝・π・

（r4）A＝Ωでない限り，　Ni（A）ニ0．

（H－5）N（4）＞0ならば，（πλ）k≦7r・

（n－6）A＝Bならば，πλ＝π云．

（『7）π云∩B≦max（π三，π云）・

（r【一8）Ni∩B（A）＝0ならば，πλ≦πλ∩B・

　ここで，1V互はπ五から構成した可能性測度に対して双対的な必然性測度である．

　論理的枠組の場合と同様に，可能性理論に基づく修正および縮小に対して以下の関係が成り立つ．

　　　　　　　　　　　　　　　　　π玉＝（71’A）支・　　　　　　　　（5・5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　TA一　一一’一　maix（T，Tk）．　（5．6）
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5．1．2　不確実な情報に基づく信念修正

　可能性理論に基づく信念修正は，1V（A）＝αとなる重みを伴う不確実な情報（A，α）に対して拡

張できる［10］．不確実な情報（A，α）に関して修正する場合は・πを修正して得られた新たな可能

性分布をπ’とすると，π’から構成される必然性測度1V’はNt（A）＝αかつN’（盃）ニ0を満たす

こと（すなわち，rl’（A）＝1かつnt（A）＝1一α）が要求される・この場合・修正後の可能性分布

は以下の式で得られる．

　　　　　　　　　　T（wl（A，　a））＝　max｛T（wlA），（1　一一　a）＊T（wltil）｝．　（5．7）

ここで，演算＊はminまたは積である．α＝1の場合は，π（ω1（A，α））＝・π（ωIA）となる・これに

対してα＝0の場合はπより特定的でなく，かつN（A）ニN（A）＝0を満たす可能性分布が得ら

れる．

5．1．3　可能性理論に基づく更新

Dubois　and　Prade［12］は，　Katsuno　and　Mendelzon［19］が提案した更新の操作も可能性理論に

基づいて表現することを試みた．第2章で論じた通り，論理的枠組での更新の操作は，世界の動

的な変化に基づいて得られた情報を知識ベースに反映させる操作である．論理文ψ（知識ベース）

の論理文p（得られた新情報）に関する更新の結果をψ◇KMPと表す．意味論的には，ψのpに関

する更新は，ψのそれぞれのモデル1について，1に割り当てられたモデルの集合上の半順序に

基づいて，1に「最も近い」pのモデルをψ◇KMPのモデルとする操作として表される．

　これに対して，可能性分布πのA⊆Ωに関する更新は，世界の変化に基づいて得られた情報

ωo∈Aに基づいて，真の可能世界の候補をAに含まれる可能世界に限定する操作である．πを

Aに関して更新した結果をπ身と表す．πのAに関する更新は，すべての可能世界ωt∈Ωについ

て，値π（ω’）をAの中でω’に「最も近い」可能世界ω∈Aに「移す」操作として表される・

　ここで，任意の可能世界w∈Ωおよび任意の空でない集合A⊆Ωに対して，以下の性質を満

たすAの空でない部分集合A（ω）が存在すると仮定する．

1．ω∈Aならば，、，‘1．（ω）；｛ω｝．

　2．任意のB⊆Ωに対して，A（ω）∩B⊆｛A∩B｝（ω）・

　直感的には，A（ω）はAに含まれる可能世界の中で，ωに「最も近い」可能世界の集合である・

集合A（ω）を構成するために，Dubois　and　Prade［12］はすべての可能世界ω∈Ωに対して，それ

ぞれwへの「近さ」を表すΩ上の半順序≦wを割り当てることができると仮定している．それぞ

れのωに割り当てられた半順序≦wにおいて，w’≦wω”は「ω’は少なくともωttと同程度にω

へ近い」ことを意味する．更に，≦ωにおいてωに「最も近い」可能世界はw自身であると仮定

する・この半順序に基づいて，Dubois　and　Prade［12］はA（ω）を次式で定義している．

A．（w）　＝　｛w’　E　A，IVw”　E　A，　w’　S．　w”｝． （5．8）
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可能性理論に基づく更新は以下の構成規則で表現される・

　　　　　　　　　　　・・a（w）一｛肝一｝勅瓢：　（5・9）

式（5．9）で定義した更新は，可能性理論の枠組で表現された更新の公準（H◇1）から（：n◇8）を満

たす［12］．

（H◇1）π皇≦μ孟・

（n◇2）π≦μ蓋ならば，π身二π．

（n◇3）A≠のかつπが無矛盾ならば，π亀も無矛盾．

（H◇4）A＝Bならば，π％＝π2r　’

（n◇5）（π身）去≦π皇∩B・

（n◇6）π父≦μβかつπ者≦μ五ならば，π皇＝・π島・

（H◇7）πが完全ならば，min（πa，π＆）≦魂UB．

（fiOs）　｛max（T，T’）｝％　＝　max（ra，rkQ）e

　更に，Dubois　and　Prade［12］は任意のω∈Ωに対して，　A（ω）を各可能世界ωに対して割り

当てられた半順序≦wを用いずにA（w）＝｛w’1π（ω’）＝ll（A）｝と定義すると，魂＝πkとなるの

で，可能性理論の枠組では信念修正は信念更新に含まれると述べている．

5．2　可能性理論に基づく更新の再定式化

　本節では，Dubois　and　Prade［12］による可能性理論に基づく更新の定式化では，更新の結果が

常に構成できるとは限らないことを指摘し，可能性理論に基づく更新の操作を厳密に再定式化す

ることでこの問題を解決する．定理および命題はすべて付録で証明する．

5．2．1　従来の定式化における問題点

　Dubois　and　Prade［12】は任意の空でない集合A⊆Ωおよび任意の可能世界ω∈Ωに対して，

Aに含まれる可能世界の中でωに「最も近い」可能世界から成る空でない部分集合A（ω）⊆Aを，

ωに対して割り当てられたΩ上の半順序≦wに基づいて式（5．8）で定義している．式（5・8）で定義

されたA（ω）は，Aに含まれる可能世界の中で，半順序≦wに関してAに含まれるすべての可能

世界と比較可能であり，かつ最小となる可能世界の集合となる．しかし，≦wは半順序なので，上
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述の性質を満たす可能世界が常に存在するとは限らず・式（5・8）で定義されたA（ω）は空集合にな

る場合がある．この原因は式（5・8）によるA（ω）の定義に問題があると考えられる・

　更に，Dubois　and　Prade［12］は任意のω∈Ωに対して，　A（ω）を各可能世界ωに対して割り当

てられた半順序≦ωを用いずにA（ω）＝｛ω’1π（ωt）＝fi（A）｝と定義すると・更新の結果桟および

修正の結果咳が一致すると述べている・しかし，A（ω）を上述の方法で定義すると・π（ω）〈H（A）

となるω∈Aに対しては，ω∈A（ω’）が成り立つω’が存在しないので，π3（ω）は更新の構成規

則（5．9）で議できない．よって，Dub・i・and　P・ad・［・2］による定式化では・an：ベースを表す

任意の可能性分布πおよびω∈Ω，A⊆Ωに対して，魂（ω）が更新の構成規則（5．9）で常に構成

できるとは限らない．

5．2．2　可能性理論に基づく更新の再定式化

　ここでは，前節で指摘した問題点をふまえ，可能性理論に基づく更新を再定式化する．

Dubois　and　Prade［12］と同様に，すべての可能世界ω∈Ωに対して，それぞれωへの「近さ」

を表すΩ上の半順序≦ωが割り当てられると仮定する．ω’≦ωω”は「ωtは少なくともω”と同程

度にωへ近い」ことを意味する．ω’≦鱒ω”かつwt＄ω　wtであり，かつそのときに限りω’Kwω”

と表す．また，それぞれのωに割り当てられる半順序さωは以下の性質を満たすと仮定する．

すべてのω’∈Ωに対してω≦wω’であり，かつω≠ω’ならばω一くwω’． （5．10）

　この仮定は，それぞれのωに対して割り当てられた半順序：≦wについて，ωは≦wに基づいて

すべての可能世界と比較可能であり，かつ≦切で最小となる唯一の可能世界であることを要請す

る．≦脚はωへの「近さ」を表すので，すべての可能世界についてωへの「近さ」が定義されて

おり，かつωに「最も近い」可能世界はω自身である必要がある．

　ここで，式（5．8）を改良し，任意の可能世界ωおよび任意の空でない集合A⊆Ωに対して＿A（ω）

を次式で定義する．

　　　　　　　　　　　　A（ω）ニ｛ω’∈Al∀ωtt∈A，　wt’んω’｝・　　　　　（5・11）

　また，A＝のならば，任意のωに対してA（ω）＝のと定義する．式（5．10）を満たす半順序≦ω

および式（5．11）から構成したA（ω）は，Aの中で≦wに関して極小となる可能世界の集合となる・

また，このA（ω）は，Dubois　and　Prade［121が仮定する性質をすべて満たす・

命題5．1任意の空でない集合A⊆Ωおよび任意の可能世界ω∈Ωに対して，式（5．10）を満たす

半順序≦ωおよび式（5．11）に基づいて構成した集合A（ω）は常にA（ω）≠のであり，かつ以下の性

質を満たす．

1．ω∈Aならば，A（ω）・＝｛ω｝．

2・任意のB⊆Ωに対して，A（ω）∩B⊆｛A∩B｝（ω）・
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　証明は付録で示す．式（5．11）で定義したA（ω）を用いて・可能性理論に基づく更新の操作を再

定式化する．

定理5．1知識ベースを表す任意の可能性分布πおよび可能世界ω∈Ω・集合A⊆Ω（空集合で

もよい）に対して，更新の結果卿ま式（5…）を満たす判頁序≦wおよび式（5・11）・更新の徹規

則（5．9）から常に徽することカfでき・かつ可能性理論に基づく更新の公準（ll◇1）から（n◇8）を

満たす．

　証明は付録で示す．定理5．1は，更新の結果は式（5・10）を満たす任意の半順序≦ωおよび任意

の半順序の割り当て方から常に構成できることを表している・これは・可能性理論に基づく更新

の性質は各可能世界ωへの「近さ」の「測り方」には依存しないことを意味する・

　可能性理論に基づく更新および修正が同じ結果をもたらす条件は5・3・3節で示す・

5．3　可能性理論に基づく消去および対称的消去

本節では，Katsuno　and　Mendelzon［19】が提案した論理的枠組での消去の操作，および対称的

消去の操作を可能性理論に基づいて新たに定式化し，その性質について考察する．前節と同様に，

定理および命題はすべて付録で証明する．

5．3．1　可能性理論に基づく消去

Katsuno　and　Mendelzon［19］によると，論理的枠組での消去の操作は世界の動的な変化を反映

して知識ベースに含まれる情報の一部を失う操作である．論理文ψ（知識ベース）の論理文p（失わ

れる情報）に関する消去の結果をψ◆KMPと表す．意味論的には，ψのPに関する消去は・ψのそ

れぞれのモデル1について，∬に割り当てられたモデルの集合上の半順序に基づいて，1に「最も

近い」rPのモデルをψのモデルの集合に追加する操作として表される．

　知識ベースを表す可能性分布πのA⊆Ωに関する消去は，世界の変化を反映してωo∈Aとい

う情報を失うことを表している．πのAに関する消去の結果をπ姦と表す．可能性理論の枠組で

表現したKatsuno　and　Mendelzonの消去の公準を以下に示す．

（II，1）　T　s｛　TA・

（ll◆2）N（A）＝1ならば，π蓋＝π・

（r【◆3）πが無矛盾であり，かつA≠Ωならば，N盆（A）＝0．

（n◆4）A＝Bならば，π夷＝π蒼．

（H・5）　（TA）＋A　．〈一　T・

（n・s）　｛max（T，rr’）｝％　＝　max（rrA，Tk・）・
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　ここで，NXは7rAから構成した可能性測度に対して双対的な必然性測度である．

　論理的枠組での消去および可能性理論に基づく更新の規則（5・9）から・πのAに関する消去はA

に含まれる各可能世界ωについて，ωに「最も近い」可能世界ω’の値π（ω’）に依存してπ（ω）の

値を増加させる操作とみなすことができる・よって・　5・2・2節で再定式化した可能性理論に基づく

更新と同様に，すべての可能世界ω∈Ωに対して，それぞれ式（5・10）を満たすΩ上の半順序：≦w

が割り当てられると仮定し，Aの中でさωに関して極小となる可能世界の集合A（ω）を式（5・11）

で定義する．この仮定に基づいて，可能性理論に基づく消去の構成規則を次式で定義する・

　　　　　　　　　　畷（ω）一｛驚凶一階’瓢：　（5・・2）

　再定式化した更新と同様に，消去の結果π身は消去の構成規則（5・12）で常に構成できる・可能

性理論に基づく消去について，以下の性質が成り立つ・

定理5．2知識ベースを表す任意の可能性分布πに対して，式（5．12）に基づいて構成した峨は・

可能性理論に基づく消去の公準（n◆1）から（fi◆5）および（H◆8）を満たす・更に，π蓋は以下の性

質も満たす．

（n◆6）π鑑≦ILAuBかつπ去≦iLAUBならば，π蓋＝・πあ．

（H’7）　rA．B　f｛1　max（TA，TE）・

　証明は付録で示す．再定式化した更新と同様に，可能性理論に基づく消去の性質は各wへの「近

さ」の「測り方」には依存しない．また，公準（rl◆6）および（H◆7）は可能性理論に基づく消去の

公準に新たに追加された公準である．公準（H◆6）はAとBが同値であると信じている場合に・A

に関する消去とBに関する消去が同じ結果をもたらす条件を示している．公準（n◆7）は可能性分

布πをA∩Bに関して消去した場合，失われる情報はπをAに関して消去した場合またはπを

Bに関して消去した場合より少ないことを意味する．これは，A∩Bに関して消去するには，　A

またはBのどちらか一方に関して消去すれば十分であるためである．可能性理論に基づく縮小の

操作も同様の性質を満たす．以上の性質は，世界の変化を反映して知識ベースに含まれる情報の

一部を失う場合の極小変化の原則を表現する．

　また，可能性理論に基づく修正および縮小の関係と同様に，更新および消去に以下の関係が成

り立つ．

命題5・2以下の式（5．13）および式（5．14）が成り立つ．

πx＝（π査）玄・

π三一max（π，π象）・

（5．13）

（5．14）

証明は付録で示す．

61

卜層ヨ

匙

wa 灘＿鐡二二．灘灘難灘1難懸購懇灘懸鑛＿，＿騨．



懇願醐醐騨騨顧願騨嗣F一’
iiii，i一一eit－）

　　　　　　　レ

5．3．2　可能性理論に基づく対称的消去

1（atsuno　and　Mendelzon［191は消去より自然な操作として対称的消去の操作を提案している・

論理文ψ（知識ベース）の論理文P（得られた新情報）に関する更新ψ◇．κMPに基づいて・ψのPに

関する対称的消去は以下の式で定義される・

　　　　　　　　　　　　　　　（thOKMP）V（thQKMTp）．　（5．15）

ψのPに関する対称的消去は，世界が変化した結果・Pについてまったくわからなくなったこと

を表現する．

　可能性分布πのA⊆Ωに関する対称的消去をπ盒と表す．論理的枠組に基づく対称的消去の定

義の類推から，可能性理論に基づく対称的消去を次式で定義する・

　　　　　　　　　　　　　　　　π盒＝max（π皇，π象）・　　　　　　　（5・16）

　可能性理論に基づく消去および対称的消去の主な相異点は，無矛盾な可能性分布πのAに関す

る消去はAに含まれる可能世界の値を変化させないのに対して，無矛盾な可能性分布πのAに

関する対称的消去はAに含まれる可能世界の値も変化させる点である．また，．A≠ΩかつA≠の

であるAに対して，無矛盾な可能性分布πのAに関する対称的消去π査はAに関する完全な無知

を表現している．すなわち，楕から構成した可能性測度をH気とすると，llA（A）；llA（A）ニ1

となる．

　可能性理論に基づく更新の構成規則（5．9）および対称的消去の定義（5．16）から，可能性理論に

基づく対称的消去の構成規則を得る．

　　　　　　　　　　　πA（ω）・一｛慧細雪：1＝：二：＝：：1；IZ：；：　Z：量：　　　　　　　　　　　（5。17）

　対称的消去の結果塙は式（5．17）で常に構成することができ，かつ以下の性質を満たす・

定理5．3知識ベースを表す任意の可能性分布πに対して，式（5．17）に基づいて構成した縞は可

能性理論に基づく消去の公準（rI◆1）および（n◆3），（H◆4），（r【◆8）を満たす・

（H’1）　T　s｛　7rA・

（n◆3）πが無矛盾であり，かつA≠Ωならば，Iv盆（A）＝o．

（n◆4）A＝Bならば，π気・＝π倉，

（ll’8）　｛max（T，T）’｝A　＝　ma」c（TA，Th‘）．

　更に，可能性理論に基づく消去の公準を弱めた以下の性質を満たす．

（n◆5ω）N（A）＝1ならば，（π査）玄≦π．
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（n◆7・）臆のωduBに対して・πA∩B（ω）≦一｛π気（ω），・rh（ω）｝・

（n◆7b）臆のω∈AfiBに対して・一｛π気（ω），噺ω）｝≦噺B（ω）・

ここで，NAはπ皇から構成した可能性測度に対して双対的な必然性測度である．

　証明は付録で示す．更新および消去と同様に，可能性理論に基づく対称的消去の性質も各ωへ

の「近さ」の「測り方」には依存しない．消去から更新を定義する式（5・13）は・対称的消去およ

び更新の間でも成り立つ．

命題5．3以下の式（5．18）が成り立つ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　TX一（rA）X．　（5．i8）

　証明は付録で示す．

5．3．3　可能性理論に基づく信念修正および信念更新の関係

　本節では，πが無矛盾ならば，修正および縮小はそれぞれ更新および消去の特殊例であること

を示す．まず，各可能世界ωに対して割り当てられる，式（5．10）の条件を満たす半順序≦脚を，

可能性分布πに基づいて以下のように構成する．

　任意のω’，ω”∈Ωに対して，以下の条件のいずれか一つを満たすとき，かつそのときに限り，

ω’ ?ωω”である．

　　　　　　　．，　s．　．tt　o　（　ll　W．1　一lz　il　Sl，　1！i　CS．W7’，，＝．2rb”’1’．．（．．）　．　．（．，）．　（s・ig）

式（5．19）に基づいて構成した≦ωがΩ上の半順序となり，式（5．10）の性質を満たすことは容易

に確かめられる．直感的には，各可能世界ω’は，π（ω’）の値が大きければ大きいほど，ωに「近

い」とみなされる．式（5．19）に基づいて構成した半順序≦ωを用いると・任意の空でないA⊆Ω

に対して消去（更新）の結果が縮小（修正）の結果と一致する集合A（ω）を構成できる・

命題5．4可能性分布πは無矛盾であるとする．このとき，任意の可能世界ω∈Ωおよび任意の

空でない集合A⊆Ωに対して，式（5．19）に基づく半順序≦ωおよび式（5・11）を用いてAの空で

ない部分集合A（ω）を構成すると，式（5．12）に基づいて構成したπのAに関する消去の結果πA

は，式（5．4）に基づいて構成したπのAに関する縮小の結果πλに等しい・また・式（5・9）に基づ

いて構成したπのAに関する更新の結果魂は，式（5．3）に基づいて構成したπのAに関する修

正の結果π蓋に等しい．

　証明は付録で示す．更新の構成規則（5．9）および消去の構成規則（5・12）は，各可能世界への半順

序の割り当て方，すなわち，可能世界ωへの「近さ」の「測り方」には依存しない．よって命題

5・4より，πが無矛盾ならば修正および縮小は，各可能世界ω’について可能世界ωへの「近さ」

を値π（ω’）の大きさで測った特殊な更新および消去である．
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5．4　不確実な情報に基づく信念更新

　本節では，可能性理論に基づく信念更新の規則をN（A）＝αとなる重みが付加された不確実な

情報（A，α）に対して拡張する・不確実な情報に基づく信念修正の場合と同様に・不確実な情報に

基づいて更新を行う場合は，知識ベースを表す可能性分布πを変更して得られる新たな可能性分

布をπ’とすると，π’から導かれる必然性測度N’はN’（A）＝αかつNt（・41）＝0を満たすこと（す

なわち，H’（A）＝1かつH’（λ）＝1一α）が要求される・よって・不確実な情報に基づく信念更新

の規則は，不確実な情報に基づく信念修正の規則（5・7）の類推から次式で得られる・

　　　　　　　　　　TQ　（A，　or）（w）　＝　max｛Ta　（w），　（1　一　a）　＊T％一　（w）｝．　（5．20）

ここで，演算＊はminまたは積である．更新の構成規則（5．9）を用いると・式（5・20）は次式で表

現できる．

　　　　　　　7rQ（A，ct）（w）＝（　llP，illi｛，W，）’i”ll（ih”X’；’1．｝，’ir．（W，21，）｝，，（．，），　IZE”Al　（5’2’）

式（5．20）においてα一1の場合は，π◇（A，1）（ω）＝π身（ω）となる・これに対して・αニ0の場

合はπ◇（A，O）（ω）＝max｛πli（ω），π躯ω）｝となり，πのAに関する対称的消去π気となる．これは，

対称的消去は不確実な情報に基づく信念更新の本質的な操作であることを表している．

　また，命題5．4よりπが無矛盾ならば，それぞれの可能世界に対して，更新の結果が修正の結

果と一致する半順序を割り当てることができるので，不確実な情報に基づく信念修正の規則（5．7）

および重みのない入力に基づく修正の規則（5．3），更新の規則（5．9），対称的消去の規則（5．17）は，

不確実な情報に基づく信念更新の規則（5．20）を用いて表現することができる．よって，不確実な

情報に基づく信念更新の規則（5．20）は信念変更の規則のより包括的な表現である．
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　　第6章

本論文では，信念修正および信念更新の相互関係を明らかにし，これらを統一的に扱う枠組を

それぞれ順序を持つ矢印の様相論理，および可能性理論に基づいて構築した・本論文で得られた

成果およびその意義を挙げる．

1．論理的枠組での消去の公準を再定式化し，修正および縮小，更新，再定式化した消去の相互

　関係を明らかにした．この結果は，信念変更の操作を統一的に扱うための理論的基礎を与

　える．

2．順序を持つ矢印の様相論理体系OALを提案した．また，　OALに基づく信念変更モデルを

　提案し，修正および縮小の操作を，信念変更モデルにおいて最も「起こりやすい」状態遷移

　を選択する操作として定式化した．同様に，更新および消去の操作を，それぞれの状態の候

　補に対して最も「起こりやすい」状態遷移を選択する操作として定式化した．従来の研究で

　は，修正および更新は本質的に異なる操作とみなされてきた．これに対して，信念変更モデ

　ルに基づく更新および修正の相異点は，現在の可能な状態の候補を個別に扱うか，まとめて

　扱うかの一点に集約される．信念変更モデルに基づく更新および修正は，共に全書順序と

　に基づいて定義されており，状態の候補を個別に扱うか，まとめて扱うかによって全擬順序

　が適用される範囲が異なる．このように，一つの順序関係に基づいて修正および更新を両方

　特徴づけられることに，順序を持つ矢印の様相論理に基づく信念変更の意義がある．

3．可能性理論における信念更新を厳密に定式化した．また，可能性理論の枠組で定式化した消

　去の操作は可能性理論における縮小の操作と同様の性質を満たし，世界の変化によって所有

　する情報が失われる場合の極小変化に対応することを示した．また，可能性理論における修

　正と縮小はそれぞれ「近さ」を可能性分布の値の大きさで測った特殊な更新と消去であるこ

　とを示した．本論文の定式化では，変更の操作は可能性分布の構成規則として表現されてお

　り，これは重みづけされた情報から構成される知識ベースにおいて，重みの変更にある種の

　妥当性を与えるものと考えられる．
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最後に，今後の課題を挙げる・

1．継続的な信念変更への拡張

　　本論文で定式化した信念変更の操作は，元の知識ベースから変更後の知識ベースへの関

　数または構成規則として表現されており，これは一回の信念変更の操作を定式化したもので

　ある．信念変更の操作を継続的に行う場合については，継続的な信念修正（iterated　belief

　revision）に関する研究が多数行われている［6，8，27，30，38］．しかし，信念修正および信

　念更新の操作を組み合わせた継続的な信念変更はまだ扱われていない．本論文で提案した信

　念変更を統一的に扱う枠組は，これらの問題に対しても有効であると考えられる・

2．信念修正および信念更新の判別

　　本論文も含めて，信念変更に関する研究では，新たに得た情報に対して修正を行うか更

　新を行うかはあらかじめ決められているという前提に立っている．しかし，実際に信念変更

　を行う知識ベース管理システムを構築する場合には，新たに得た情報に基づいて，修正を

　行うかまたは更新を行うかについて判別する機能が必要となる．同様に，知識ベースから

　情報を削除する場合にも，縮小を行うかまたは消去を行うかについて判別する必要がある．

　この機能に関する理論的定式化には，本論文で展開した状態遷移に基づく定式化の方法が有

　効であると考えられる．

3．データベース管理システムへの応用

　　本論文では，知識ベースを論理文の集合や可能性分布として抽象的に表現した．そのた

　め，知識ベース自身の構造や扱う情報の構造については特に制約を設けていない．これに対

　して，実際に運用されているデータベースでは，データベース自身の構造や扱うデータの構

　造が厳密に定義されている．これらの構造的な制約を考慮に入れることで，本論文で得られ

　た知見は，データベース管理システムの理論的基礎として位置付けることができると思わ

　れる．
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証明

A．1　第3章の定理・補題の証明

命題3．1消去関数◆が公準（◆1）から（◆4）を満たすとする．このとき，P∈写であることの必要

十分条件は，Tが矛盾するか，またはFpが成り立つことである．

（証明）

　　必要条件は（◆4）の対偶より明らか．十分条件について示す．トpの場合は明らかなの

　　で，Tが矛盾すると仮定する．仮定より任意のpに対して，　p∈TかつrP∈Tとな

　　る．このとき，（◆3）より写＝Tとなるので・P∈写を得る・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Q．E．D）

命題3．2消去関数◆が公準（◆1）から（◆4）を満たすとする．このとき，もしp∈Tならば，（禦）す⊆

T．

（証明）

消去関数◆が（◆1）から（◆4）を満たすとする・また，P∈Tと仮定する・（◆2）および

（＋5）より，（写）p⊆写となる

（窄）オ⊆Tが得られる．

．ここで，p∈Tなので，（＋4）より窒＝T．よって

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Q．E．D）

命題3．4消去関数◆が（◆9）を満たすとする．このとき，任意の信念集合T，σ∈7TLrに対して・も

しT⊆σならば，禦⊆Up’・

（証明）
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信念集合TおよびUに対して，T⊆Uと仮定する．ここで，無矛盾で完全な信念集

合の集合族の性質より，［T］および［u］について［σ］⊆［T］が成り立つ・よって・［T］＝

［U］∪（［U］一［T］）と表すことができる．ここで，［σ］一［T］は［U］と［T］の差集合である．（◆9）

より，空＝∩K∈［T］瑠一∩K，個u（［σ］、一、［T］）｝鰐＝｛∩K∈［σ］Kβ｝∩｛∩K・（【u］一［T］）｝　K。“｝

⊆∩K∈［σ1瑠である・よって，（◆9）より碓一∩卿】環となり・写⊆碓を得る・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Q．E．D）

定理3．1消去関数◆が消去の公準（◆1）から（◆4），（◆6）および（◆9）を満たすとする・このとき・

（EtoU）同一性に基づいて◆から構成した関数◇は更新の公準（◇1）から（◇5）および（◇8）を満たす・

（証明）

　　消去関数◆が消去の公準（◆1）から（◆4）および（◆6）を満たすとする．このとき，（EtoU）

　　同一性に基づいて◆から構成した関数◇が更新の公準（◇1）から（◇5）および（◇8）を満

　　たすことを示す．（◇1），（◇2）は拡大関数の定義より明らか・

　　（◇3）：P∈Tと仮定する．ここでF　nrP≡Pなので，（◆6）および（◆3）より鴨二Tと

　　なる．よって，写＝（T“　TP）オ＝写＝T．

　　（◇4）：留が矛盾すると仮定する．（EtoU）同一性より（T．・p）オが矛盾するので，特に

　　rP∈贈p．よって，命題3．1よりTが矛盾するか，またはトrpである．逆に，　Tが

　　矛盾するか，またはトrpであるとする．命題3．1よりrP∈T㌦であるので，（EtoU）

　　同一性より囎二（T．・，P）芸が矛盾する．

　　（◇5）：トP≡9とする．このとき，トrP≡「9も成り立つので・（◆6）より処P＝T＝egで

　　ある．よって（愛p）すニ（贈g）オなので，（EtoU）同一性より囎；穿が成り立つ．

　　（◇8）：Tが矛盾する場合は明らかなので，Tは無矛盾と仮定する．（◆9）より処p＝

　　∩K∈国鴎である・（Et・u）同一性より囎一（∩卿】K！。）才・更に・拡大関数の性

　　質より，（∩K∈［T］　K！p）す＝∩K∈［T］（K1p）オである．ここで，（EtoU）同一性よりすべ

　　てのK∈［T］に対してK．Q＝（超p）すが成り立つので，故に囎＝∩．κ∈国Kβが成り

　　立つ．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Q．E．D）

定理3．2消去関数◆が消去の公準（◆1）から（◆6）および（◆9）を満たすとする・このとき・（EtoU）

同・一性に基づいて◆から構成した関数◇に対して，

　1．◆が消去の公準（◆7）を満たすならば，◇は更新の公準（◇6）を満たす・

　2．◆が消去の公準（◆8）を満たすならば，◇は更新の公準（◇7）を満たす・
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（証明）

　　Tが矛盾する場合は明らかなので，Tは無矛盾と仮定する．消去関数◆が消去の公準

　　（◆1）から（◆6）および（◆9）を満たすとする．よって，定理3・1より・（EtoU）同一性に

　　基づいて◆から構成した関数◇は，更新の公準（◇1）から（◇5）および（◇8）を満たす・

　　まず，◆が（◆7）を満たすならば，◇が（◇6）を満たすことを示す．任意の論理文r∈L

　　に対して，r∈鵤qならばr∈（囎）オであることを示せばよい．ここで，　r∈囑αと

　　仮定する．（EtoU）同一性および拡大関数の性質より，（写）オ＝（（処p）オ）オ＝（丁雪p）志q

　　である．ここで，rPは「（p〈q）〈（p→g）と論理的に同値な論理文なので，（◆6）よ

　　り鳴一掴叩く（。→，）である・また・（◆7）よ喫（。＾，）∩犠・⊆廼（P〈，）〈（。→q）であ

　　るので・r∈（廼（P〈q）庇かつr∈（鵬，）莇であることを示せば＋分である・ところ

　　が，仮定よりr∈鵯，一（塑（。〈q））莇であるので・前者は明らか・よって・後者につ

　　いてのみ示す．

　　仮定よりTは無矛盾で，かつr∈囑gなので，（◆9）および拡大関数の性質よりr∈

　　噛一（禦（圃庇一∩K，［T］（超（圃版である・よって・すべてのK∈［叩こ対し

　　て（P〈9）→r∈Kt（。〈，）となり・（◆2）よりK！（。〈，）⊆Kであるので・コンパクト性か

　　ら（p〈の→r∈T；∩K∈［T］Kが成り立つ．故に，（◆5）より（p→の→（（p〈g）→r）

　　∈勾㌧qとなる．しかし，（P→9）→（（P〈9）→r）は（P〈q）→rと論理的に同値な

　　論理文なので，r∈（7嘉q）捗λgが成り立つ．

　　次に，◆が（◆8）を満たすならば，◇が（◇7）を満たすことを示す・ここで・Tは完全な信

　　念集合で，かつrq¢写であると仮定する．　rPは（rp　V　r9）〈rPと論理的に同値な論

　　理文なので，（◆6）よ硬，一牢pv「，）〈「Pである・更に・仮定より「9鰐一（鵯）才

　　なので，rpVrq¢贈。である・故に，（◆8）より鳴一牢。〉「，）〈一P⊆鳴v「，一廼（。＾，）

　　　となり，（囎）才一（（mp。）歩一（篤）莇⊆（噌（pAg））莇一構，が成り立つ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Q．E．D）

定理3．3更新関数◇が更新の公準（◇1）から（◇5）および（◇8）を満たすとする・このとき・（UtoE）

同一性に基づいて◇から構成した関数◆は消去の公準（◆1）から（◆6）および（◆9）を満たす・

（証明）

　　更新関数◇が更新の公準（◇1）から（◇5）および（◇8）を満たすとする・このとき・（UtoE）

　　同一性に基づいて◇から構成した関数◆は，消去の公準（◆1）から（◆6）および（◆9）を

　　満たすことを示す．（◆1）から（◆3）はそれぞれ（◇1）から（◇3）より明らか・

　　（◆4）：Tは無矛盾かつヴpと仮定する．トrrp≡pなので，（◇4）および（◇5）よりT㌦

　　は無矛盾．仮定よりTは無矛盾なので，（UtoE）同一性よりT∩T♀pは無矛盾となり，

　　P¢写が成り立つ・
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v・・

（◆5）：（UtoE）同一性および拡大関数の性質より，（写）芸＝（T∩噌p）す＝写∩（T＝o，）言

である．ここで，（◇2）よりrP∈囎Pなので，（吟）才は矛盾する・よって写∩（T㌦堪＝

写である．また，T⊆写であるので，故にT⊆写∩（T♀p）す＝（穿）声

（◆6）：トP≡qとする．このとき，トーrP≡「qも成り立つので，（◇5）より吟＝T％で

ある．よってT∩噌P＝T∩囎9なので，（UtoE）同一性より写＝穿が成り立つ・

（◆9）：Tが矛盾する場合は明らかなので，Tは無矛盾と仮定する・（◇8）より囎P＝

∩κ調鴎である・（Ut・E）同一性およびコンパクト性より・馬爪T∩（∩K∈［T】K♀・）

＝∩κ∈［珂（K∩K♀P）となる・ここで・再び（UtoE）同一性より・すべてのK∈［T］に

対して環＝K∩K♀Pが成り立つので，故に霧＝∩．κ∈国Kβが成り立つ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Q．E．D）

定理3．4更新関数◇が更新の公準（◇1）から（◇5）および（◇8）を満たすとする．このとき，（UtoE）

同一性に基づいて◇から構成した関数◆に対して，

1．◇が更新の公準（◇6）を満たすならば，◆は消去の公準（◆7）を満たす．

2．◇が更新の公準（◇7）を満たすならば，◆は消去の公準（◆8）を満たす・

（証明）

　　更新関数◇が更新の公準（◇1）から（◇5）および（◇8）を満たすとする・よって，定理

　　3．3より，上で構遍した関数◆は消去の公準（◆1）から（◆6）および（◆9）を満たす．

　　まず，◇が（◇6）を満たすとする．このとき，◆が（◆7）を満たすことを示す・任意の

　　論理文r∈しに対して，r∈写∩穿ならばr∈犠qであることを示せばよい．こ

　　こで，T∈写∩写と仮定する．　pは「（（rP　V　7g）〈rP）と論理的に同値な論理文

　　なので，（◇5）より囎一丁を（（一P＞一，）〈「P）である・また・（◇5）・（◇6）および（Et・U）よ

　　り，r∈喫（（一pV「，）〈「P）一T∩牢P＞「，）〈「P⊆牢pV「，）〈「P⊆（鳴V「・）‡・となるので・

　　rP→r∈囎P＞「9である．また，　Pは「（（rP＞rq）〈「のとも同値なので・上と同様

　　の議論によってr∈（吟Vrg）‡gを得て，　rq→r∈T㌦Vrqとなる．これらを組み合わ

　　せることで（rP＞rq）→r∈囎pVrgとなり，r∈丁壮Vrq＝（犠q）‡（p〈q）が成り立つ．

　　また，仮定および（◆2）からr∈Tが成り立つので，（◆5）よりr∈（犠q）ふ9・よって・

　　上と同様の議論によってr∈犠9を得る・

　　次に，◇が（◇7）を満たすとする．このとき，◆が（◆8）を満たすことを示す・ここで・

　　Tは完全な信念集合で，かつP¢犠9と仮定する・よって・明らかにP¢（場q）‡（P〈q）

　　一献（。＾，）・（◇7）より（T2（。〈，））‡。⊆廼（P〈，）〈「Pである・ここで・rPは「（P〈q）〈rP

　　　と論理的に同値な論理文なので・咳P〈，）〈「。一吟一⑳士。が成り立つ・これよ
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り，犠α⊆（禦）‡Pを得る．また，（◆2）および（◆5）より1孫q⊆T⊆（禦）声故に・

犠9⊆霧が成り立つ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Q．E．D）

命題3．5◆・をある消去関数，◇を（EtoU）同一性に基づいて◆・から構i成した更新関数とする・こ

のとき，（UtoE）同一性に基づいて◇から構成した消去関数◆2は◆・と等しい．

（証明）

　　任意の信念集合Tおよび任意の論理文Pに対して，T．・’＝写2が成り立つことを示

　　す．Tが矛盾する場合は，霧・および噌・が共に矛盾するので明らか・以下・Tは無

　　矛盾と仮定する．（◆6）より7皐p＝写・なので，（EtoU）同一性および（UtoE）同一性

　　から写2＝T∩（Tp・・）：tpとなる．

　　まずT∩（写・）‡p⊆穿・を示す．（◆5）よりT⊆（Tp・・）芸なので，よってT∩（写1）‡p

　　⊆（T．”）す∩（写1）弍p＝On（写1　U｛p｝）∩On（T．1U｛rP｝）＝On（写・）＝Tp・・が成り

　　立つ．

　　次に写・⊆T∩（写・）‡pを示す．（◆2）より”・⊆Tなので，すべてのq∈写・に対して

　　q∈Tである．また，q∈（T，・i）士pなので，　g∈T∩（写・）士pとなり，T．・’⊆T∩（写・）‡p

　　が成り立つ．よって，写2＝T∩（T．・’）±p＝T．”が成り立つ．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Q．E．D）

命題3．6◇・をある更新関数，◆を（UtoE）同一性に基づいて◇・から構成した消去関数とする．こ

のとき，（EtoU）同一性に基づいて◆から構成した更新関数◇2は◇1と等しい・

（証明）

　　任意の信念集合Tおよび任意の論理文pに対して，囎・＝T．02が成り立つことを示

　　す．Tが矛盾する場合は明らに囎・と囎・が共に矛盾するので・以下Tは無矛盾と

　　する．（UtoE）同一性および（◇5）より贈p＝T∩T．Oiなので，囎2ニ（T∩囎・）す

　　＝写∩（囎・）評なる・ここで・（◇2）よりP∈撃なので・撃一二∩撃となる・

　　よって，禦・⊆写を示せば十分である．

　　コンパクト性および拡大関数の性質より窒＝（∩K∈［T］　K）オ＝∩κ∈［T］　Kp’＝∩κ∈［T］

　　On（K　U｛p｝）である．ここで，すべてのK∈［T］に対してp∈KかrP∈Kのいずれ

　　か一方のみが成り立つので，Tp’＝∩｛K∈［T］lP∈K｝となる・同様に・（◇8）より

　　T．Qi　＝　nK，［T］　K，ei　＝　A｛K，Qi　IKE　［T］，pE　K｝　nn｛K．Qi　1KE　［T］，　一p　E　K｝．　（Q3）

　　より，p∈Kならばκβ・＝Kなので，囎1＝∩｛K∈［T］Ip∈K｝∩∩｛Kβ・1．K∈

　　［T］，rP∈K｝⊆∩｛K∈［T］lp∈K｝＝写が成り立つ．
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（Q．E．D）

定理3．5縮小関数一がAGMの縮小の公準（一1）からC8）を満たすとする・このとき・（CtoE）

同一性に基づいて一から構成した関数◆は，消去の公準（◆1）から（◆9）を満たす・

（証明）

　　一が（一1）から（一8）を満たすとする．このとき，（CtoE）同一性に基づいて一から構

　　成した関数◆が，消去の公準（◆1）から（◆9）を満たすことを示す．（◆1）は（一1）より明

　　らか．

　　（◆2）：Tが矛盾する場合は明らかなので，Tは無矛盾と仮定する．（CtoE）同一性よ

　　り写＝∩K∈国K炉ここで，（一2）よりKJ⊆Kなので，コンパクト性より写＝

　　nKE［q　K．一　C一　nK，［T］　K　＝＝　T．

　　（◆3）：Tが矛盾する場合は明らかなので，Tは無矛盾と仮定する．また，　rP∈T

　　と仮定する．このとき，噌＝Tであることを示す．仮定およびコンパクト性より

　　rP∈T＝∩K∈［T］　K．よって，すべてのK∈［T］に対してrP∈Kであるが，それぞ

　　れのKは無矛盾で完全な信念集合なので，すべてのK∈［T］に対してp¢K．よっ

　　て，（一3）よりK∬ニKなので，写＝∩K∈国K∬＝∩K∈［T］　K＝Tが成り立つ．

　　（◆4）：Tは無矛盾かつヴpと仮定する．Tは無矛盾なので（OtoE）同一性より写＝

　　∩K∈［n　K．一．仮定よりヴpなので，（一4）よりそれぞれのK∈［T］に対してp¢1ζ炉

　　よってp¢空＝∩K∈国K∬が成り立つ．

　　（◆5）：Tが矛盾する場合は（CtoE）同一性よりT＝（写堪＝しとなり明らかなので，

　　Tは無矛盾と仮定する．コンパクト性よりT＝∩K∈【T］K．それぞれのK∈［T］は無

　　矛盾で完全な信念集合なので，p∈KかrP∈Kのどちらか一方のみが成り立つが，

　　P∈Kならば，C5）よりK⊆（K：　p）才・また，　rP∈KならばP¢Kであるので・（一3）

　　より（IK逐）言＝K’＝しとなり，いずれの場合でもK⊆（K∬）芸が成り立つ・よって・

　　T　＝　nK，［T］　K　g　nK，［T］（K．一）．＋　＝　（nK，［T］　K，一）．＋　＝　（T，’），＋・

　　（◆6）：Tが矛盾する場合は明らかなので，Tは無矛盾と仮定する．また，トp≡gとす

　　る．Tは無矛盾なので（CtoE）同一性より写二∩K∈国K∬．仮定よりFp≡gなの

　　で，（一6）よりそれぞれのK∈［T］に対してKp一＝Kξ・よって禦＝∩K∈国Kガ＝

　　∩K、国Kξ＝写・

　　（◆7）：Tが矛盾する場合は明らかなので，Tは無矛盾と仮定する・（CtoE）同一性よ

　　　り禦一∩K∈［T］K∬洞様にη一∩K，［T1　Ki・c7）より・それぞれのK∈［T］

　　　に対して称∩殉⊆K函・よって・写∩写一（nKE［T］　K，一）∩（∩K・［T］　Ki）一

　　∩K、［T］（㌃∩Kの⊆∩卿】陥，一犠，が成り立つ・
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（◆8）：Tは完全であり，かつP¢7孫9と仮定する・Tが完全であることから・（CtoE）

同一性よりη二等「．よって仮定よりP¢写λqとなり・（一8）より写λq⊆㌃すなわ

ち犠g⊆空が成り立つ．

（◆9）：Tは無矛盾と仮定する．（C’toE）同一性より，すべての無矛盾で完全な信念集合

Kに対してKβ＝K炉よって，再び（CtoE）同一性より究＝∩K∈国Kβを得る・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Q．E．D）

定理3．6消去の公準（◆1）から（◆9）を満たすすべての消去関数◆に対して・（CtoE）同一性に基づ

いてその消去関数を構成する縮小関数一が存在する．

（証明）

　　まず，（◆1）から（◆9）を満たす任意の消去関数◆は，任意の無矛盾で完全な信念集合

　　Kに対して，縮小の公準（一1）から（一8）を満たすことを示す．ここでは，（一3）につい

　　てのみ示す．他の公準については明らか．

　　（一3）：p¢Kと仮定する．Kは無矛盾で完全な信念集合なので，　rP∈Kとなる．（◆3）

　　よりKβ＝Kとなるので・◆は（一3）を満たす・

　　よって，◆は，任意の無矛盾で完全な信念集合Kに対して，（一1）から（一8）を満たす

　　ことが示された．このことから，ある縮小関数一が存在して，任意の無矛盾で完全な

　　信念集合Kに対してK盈＝K炉

　　次に，このような縮小関数一から（CtoE）同一性に基づいて構成した消去関数◆tが◆と

　　等しいことを示す．すわなち，任意の信念集合Tに対して霧＝T，’を示す．Tが矛盾す

　　る場合は明らか．Tが無矛盾ならば，（◆9）および（CtoE）同一性より，窄＝∩K∈［T］」Kp・

　　ニ∩K∈国K∬＝写’となる．よって定理が示された．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Q．ED）

補題3．1修正関数・がAGMの修正の公’te　（’1）から（“8）を満たすとする・また，◇をWinslett

同一一性に基づいて・から構成した更新関数とする．更に，◆・を（RtoE）同一性に基づいて零から構

成した関数，◆2を（UtoE）同一性に基づいて◇から構成した消去関数とする・このとき・◆1は◆2

と等しい．

（証明）

　　任意の信念集合Tおよび任意の論理文pに対して，零1＝T．・2となることを示す．T

　　が矛盾する場合は禦・および写・が共に矛盾するので明らか．以下Tは無矛盾とす
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る．（RtoE）同一性より，窄・＝∩K∈［T】（K∩Kξp）である．また，　Winslett同一性より

T♀p＝∩K∈［T］　K：pなので，（UtoE）同一性より，空2＝T∩噌p＝T∩（∩K∈［T］　K二p）

である．ここで，コンパクト性よりT＝∩K∈［T］　Kと表せるので，写2＝（∩K∈［T］　K）∩

（∩K、［T］K：。）一∩K、［T】（K∩K二。）となる・これは（Rt・E）同」性に等しいので・㌘一

Tp“2が成り立つ．よって◆1は◆2と等しい．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Q．E．D）

定理3．7修正関数・がAGMの修正の公準（・1）から（“8）を満たすとする・このとき・（RtoE）同

一性に基づいて・から構成した関数◆は消去の公準（◆1）から（◆9）を満たす．また，消去の公準

（◆1）から（◆9）を満たすすべての消去関数◆に対して，（RtoE）同一性に基づいてその消去関数を

構成する修正関数寧が存在する

（証明）

　　上で構成した◆が（◆1）から（◆9）を満たすことは補題3・1より明らか・（◆1）から（◆9）

　　を満たすすべての消去関数◆に対して，（RtoE）同一性に基づいてその消去関数を構成

　　する修正関数串が存在することを示す．定理3．2および命題3．5より，（◆1）から（◆9）

　　を満たす任意の消去関数◆に対して，（UtoE）同一性に基づいて◆を構成するある更

　　新関数◇が存在し，（◇1）から（◇8）を満たす．更に，定理2．8より，（◇1）から（◇8）を

　　満たすすべての更新関数◇に対して，Winslett同一性に基づいて◇を構成する修正関

　　数零が存在し，（“1）から（“8）を満たす．ここで，補題3．1より（RtoE）同一性に基づ

　　いて＊から構成した関数とWilslett同一性および（UtoE）同一性に基づいて＊から構

　　成した消去関数は等しくなるので，よって（◆1）から（◆9）を満たすすべての消去関数

　　に対して，（RtoE）同一性に基づいてその消去関数を構成する修正関数が存在する．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Q．E．D）

補題3．2縮小関数一がAGMの縮小の公準（一1）から（一8）を満たすとする・また，◆を（CtoU）

同一性に基づいて一から構成した消去関数とする．更に，◇・を（CtoU）同一性に基づいて一から

構成した関数，◇2を（EtoU）同一性に基づいて◆から構成した更新関数とする・このとき・◇1は

◇2と等しい．

（証明）

　　任意の信念集合Tおよび任意の論理文pに対して，囎・＝囎2となることを示す．

　　Tが矛盾する場合は囎・および囎・が共に矛盾するので明らか・以下Tは無矛盾と

　　する．（CtoU）同一性より，囎・＝∩κ∈［T】（K㍉）才である・また・（CtoE）同一性より
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”p＝∩K∈［T］　K；．なので，（EtoU）同一性より，禦2ニ（処p）す＝（∩K∈｛T］K㍉瑳で

ある．拡大の性質より写・＝∩KdT］（K一　　一P）掛これは（RtoE）同一性に等しいので，

写・＝穿2が成り立つ．よって◆・は◆2と等しい．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Q．E．D）

定理3．8縮小関数『がAGMの縮小の公準C1）から（一8）を満たすとする．このとき，（CtoU）

同一性に基づいて一から構成した関数◇は更新の公準（◇1）から（◇8）を満たす・また・更新の公

準（◇1）から（◇8）を満たすすべての更新関数◇に対して，（CtoU）同一性に基づいてその更新関数

を構成する縮小関数一が存在する．

（証明）

　　上で構成した◇が（◇1）から（◇8）を満たすことは補題3・2より明らか・（◇1）から（◇8）

　　を満たすすべての更新関数◇に対して，（CtoU）同一性に基づいてその更新関数を構成

　　する縮小関数一が存在することを示す．定理3．4および命題3．6より，（◇1）から（◇8）

　　を満たす任意の消去関数◇に対して，（Etou）同一性に基づいて◇を構成するある消

　　去関数◆が存在し，（◆1）から（◆9）を満たす．更に，定理3．6より，（◆1）から（◆9）を

　　満たすすべての消去関数◆に対して，（CtoE）同一性に基づいて◆を構成するある＊が

　　存在し，（一1）から（一8）を満たす．

　　ここで，補題3．2より，（OtoU）同一1生に基づいて一から構成した関数と（CtoE）同一

　　性および（EtoU）同一性に基づいて一から構成した更新関数は等しくなるので，よっ

　　て（◇1）から（◇8）を満たすすべての更新関数に対して・（CtoU）同一性に基づいてその

　　更新関数を構成する縮小関数が存在する。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Q．E．D）

A．2　第4章の定理・補題の証明

命題4．1T□‘およびKij，　Riiの形式の論理文はすべてOALで証明可能である．

（証明）

　　Tロ‘がOALで証明可能であることは11およびRiilから明らか・Kりについて示す・

　　（A→B）〈（0→D）→（（A〈0）→（B〈D））の型の論理文は古典命題論理で

　　証明可能なので，OALでも証明可能．よって，　Kij，および1秘mより［刎z（α→β）

　　〈［胡瓢（α→β）→（（［刎，α→［胡zβ）〈（［胡mα→［胡mβ））が証明可能．［刎の定義よ

　　り，含意の前件部は［明（α→β）となる．同様の議論を後件部にも適用すると・Kij
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を得る．最後にRiiについて示す．　A〈B→Aの型の論理文は古典命題論理で証明可

能なので，OALでも証明可能．よって論理文［ii］iα〈［ii］．α→［ii］1αはOALで証明

可能なので，この論理文とRii，よりRiiを得る．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Q．E．D）

定理4．100A　l＝α⇔OAL　Fα。

（証明）

　　健全性と完全性に分けて証明する．

補題4．5（OALの健全性）00Aトα　〈・　OALトα・

（証明）

　　OALのすべての公理型はすべてのOAモデルのクラスに対して妥当であり，

　　かつ，すべての推論規則は妥当な論理文から妥当な論理文を導くことを示

　　せば十分である．F＝（A，Rll，R12，　R21，R22，と）を任意のOAフレーム，　v

　　を任意の付値関数とし，M＝（F，v）とする．

　　K顔．任意の矢印x∈Aに対して，M，xk［刎i（α→β）かつ．M，xト［刎εα

　　　　ならばM，xト［刎εβであることを示せばよい・M，xト［刎ど（α→β）か

　　　　つM，xト・［刎1αとする．よって，　xRijyかつxとyであるどのy∈A

　　　　でもM，ykα→βかつ．M，yト・α．古典命題論理で妥当な論理文はど

　　　　の矢印でも真なので，このことからM，yトβ．よって．M，x←團，β．

　　Kij，　．　Kijlと同様・

　　Rii，．．M，　xト＝［ii］iαとする・xRiiyかつxとyであるすべてのyでM，　y　Pα

　　　　であるが，（pii）よりxRiixなので，　M，　xトα．

　　Σり．．M，xpαとする．（σ切より¢R磯ならば〃Eゴ拶であり，仮定より

　　　　M，xトαであるので，　xRijyであるすべてのyで．M，yF〈ゴのα．よっ

　　　　てM，xト［ijl　i〈ガ〉α・

　　Tijk．　M，　xト［ik］αかつx、島廻かつyRjkZとする．（恒弛）よりxRijYか

　　　　つ写1～ゴんzならばxRikZであり，仮定よりxRikZならばM，　z　kαなの

　　　　で，，このことからxRijyならばM，　yト［ゴ同αとなり，よってM，xF

　　　　［刎［鋼α．

　　Kロ1．Kijtと同様．

　　Kロm．Kijlと同様．
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4ロ1．．M，xトロ1αかつxとyかつyとzとする．≧：は推移的なので・x≧：yか

　　つgとzならばxとzであり，仮定よりx≧zならばM，zPαである・

　　このことからxl＝yならばM’，yトロ1αとなり，よってM，xトロ1口1α．

S．M，xトαとする．ここで，任意のy，z∈Aに対してy≧zまたはzとy

　　なので，任意のy∈Aに対してx！yならばyとxである・仮定より

　　M，xFαなので，xlぎyであるすべてのyに対してM，yl＝◇1αとな

　　り，よって．M，xF□m◇1α．

H．M，xト◇（□1α〈口rnβ）とする。仮定よりあるy∈AでM，yFロ1α〈

　　□mβである．よって，すべてのz∈Aに対して，yとzならばM，zトα・

　　yXzならばM，z　fr　Pとなる．よって，すべてのzでM，zトαvβと

　　なり，M，xト＝□（αvβ）が成り立つ．

Il．　M，xト・口1αとする．よって，　xとyであるすべてのy∈盆でM，yFα

　　なので，xとyかつxRijyとなるすべてのyでもM，yl＝αである・そ

　　のようなyが存在しない場合は明らか．よって，M，xト［刎，α．

Im．11と同様．

MP．αおよびα→βはOALで妥当とする．よって，すべてのx∈Aで

　　．M，xfC　aかつM，xpα→β．古典命題論理で妥当な論理文はどの矢

　　印でも真なので，M，xト・β．これは任意のモデルおよび任意の矢印で

　　成り立つので，よってβはOALで妥当．

Necロ．αはOALで妥当とする．よって，すべてのx∈AでM，　xトα

　　なので，xとyであるすべてのyで．M，yp□1α．同様に，x老zで

　　あるすべてのzでM，zトロmα．これらをまとめると，すべてのxで

　　M，xk□1α〈ロmαとなり，M，xb□αを得る．これは任意のモデル

　　および任意の矢印xで成り立つので，よってロαはOALで妥当．

Nec［刎．　Nec□と同様・

以上によって，OALのすべての公理型はすべてのOAモデルのクラスに対

して妥当であり，かつ，すべての推論規則は妥当な論理文から妥当な論理

文を導く．これでOALの健全性が示された．

（Q．E．D）

完全性を証明する準備として，いくつかの補題を示しておく．OALの極大無矛盾集

合rに対して，論理文の集合rlをrl＝｛αlqα∈r｝と定義する・同様に・r．＝

｛β1ロmβ∈r｝，すべてのi，」∈｛1，2｝に対してr｛ゴ、＝｛71［刎正ッ∈r｝，rij，n＝

｛’）’1［iゴ1鵬ツ∈r｝とする．公理Ilより，ロ1α∈rならば［胡どα∈rなので，　rl⊆r埴
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である．同様に，公理Imよりr，n⊆r苞ゴmである．

これらの論理文の集合に対して，以下の性質が成り立つ．

補題4．6rり1が無矛盾ならば，すべての侮＞1α∈rに対して｛α｝ur‘ゴ‘は無矛盾・

（証明）

　　ある侮＞1α∈Tに対して｛α｝urり1が矛盾すると仮定する．よって，有限

　　個の論理文β1，＿，βn∈rijlが存在して，連言β1〈…〈βnをBと表すと・

　　B→「αがOA：しで証明可能である．［刎zlB∈rであることと公理K［刎‘か

　　ら，［刎［α∈rすなわち「侮＞1α∈r．これはrの極大無矛盾性と反する。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Q．E．D）

同様の性質がr蜘およびrl，　rmに対しても成り立つ．また，集合rijをrり＝

｛’）‘1［歪ゴ】’γ∈r｝と定義すると，［刎α≡［刎’α〈［刎mαなのでrり＝r妨∩「妬と

なる．

補題4．7〈iゴ＞1α　¢rであるようなすべての◇1α∈rに対して，｛α｝u　rijiは矛盾する

が｛α｝urlは無矛盾である．同様に，侮＞mα¢rであるようなすべての◇mα∈rに

対して，｛α｝ur‘ゴmは矛盾するが｛α｝urmは無矛盾である．

（証明）

　　ここでは侮＞1α¢rであるようなすべての◇疋α∈rについてのみ示す．

　　〈葱ゴ＞1α¢rより，［刎［α∈rである．よって「α∈r幼となり，このことか

　　ら，◇1α∈rに対して｛α｝ur‘ゴ1は矛盾するが，補題4．6より｛α｝urlは

　　無矛盾．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Q．E．D）

補題4．8（OALの完全性）00A　pα⇒OAL←α．

（証明）

　　対偶について示す．すなわち，証明可能でないある論理文αに対して・αが

　　偽となるOAモデルが存在することを示す．そのために，「αを含むある極

　　大無矛盾集合roから，αを偽とするカノニカルなOAモデル・ML＝（」17L，VL）
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を構成する．ここで，FLニ（A，　R11，R12，　R21，R22，と）である。　AはOAL

の極大無矛盾集合のクラス，Riゴおよびと，　EをAxAの部分集合とする・

ここで，Eは□mに対応する二項関係であり，との補集合となるように構

成する．

カノニカルなOAモデルM’ kを以下のように帰納的に構成する。この構成

法は文献［5］で用いられた構成法を，OALの各様相演算子に対して適用す

るために改良したものである．

Step　O　A二恩ゴ＝と＝Σ＝のとし，　Aにroを追加する・すなわち・A＝

　　｛ro｝，」島ゴ＝と：ニE≡；のとなる．

StepiStepi－1でAに追加されたすべての極大無矛盾集合Aに対して，以

　　下の操作を行う．

　　AからそれぞれAlおよびAm，すべてのi，」∈｛1，2｝に対してA蜘A蜘

　　を構成し，以下の操作を行なう．

　　1．A妬が矛盾する場合．

　　　　Amが無矛盾ならば，すべての◇mα∈Aについてそれぞれ｛α｝U

　　　　Am⊆A’となるすべての極大無矛盾集合A’をAに追加する．また，

　　　　順序対（A，A’）をEに追加する．補題4．6より，◇mα∈Aに対し

　　　　て｛α｝uAmは無矛盾なので，極大無矛盾集合A’が存在すること

　　　　はりンデンバウムの補題が保証する．Amが矛盾する場合は何も行

　　　　わない．

　　　　Aりtが矛盾する場合は，塩に対して同様の操作を行ない，得られた

　　　　極大無矛盾集合A”をAに，順序対（A，A”）をとに追加する．

　　2．Aiゴmが無矛盾の場合．

　　　　すべての侮＞mα∈Aに対して，それぞれ｛α｝U　Aijm⊆A’となる

　　　　すべての極大無矛盾集合A’をAに追加する．また，順序対（A，A’）

　　　　をRijおよびΣに追加する．

　　　　また，侮＞mβ¢Aが成り立つすべての◇mβ∈Aに対して，それぞ

　　　　れ｛β｝UAm⊆A”となるすべての極大無矛盾集合A”をAに，順

　　　　序対（A，A”）をΣに追加する・補題4・7より，◇mβ∈Aに対して

　　　　｛β｝uAmは無矛盾なので，極大無矛盾集合A’が存在することはり

　　　　ンデンバウムの補題が保証する．

　　　　Aijlに対しても同様の操作を行なう．

AおよびR鼠∀歪，ゴ∈｛1，2｝），と，Eを上記の構成法を（無限に）繰り返して

得られた集まりとする．また，カノ四丁ルな付値関数VLを，すべての原子

文p∈Pとすべての極大無矛盾集合x∈Aに対してVL（p，．x）＝t⇔p∈x
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と定義し，FL；（A，　R11，R12，　R21，R22，と），　ML＝・（FL，VL）とする．

以下，任意の極大無矛盾集合x，y∈、4に対して，（x，y）∈≧であることを

xとy，（x，y）¢とであることをx老yと表す．　EおよびR）iゴ（∀i，ゴ∈｛1，2｝）

についても同様の表記を用いる．また，上記の構成法から，それぞれの様相

演算子［刎拠に関して，窃m⊆yとxRijYかつxEyを同一視できる・［刎Z

および□t，口mについても同様．

次に，R蝋∀i，」∈｛1，2｝）が（pii）および（σ切，（内向を満たすことと・≧

が全擬」順序であることを示す．そのために，以下の補題を用いる．

補題4．9（Boutilier［5D以下の形式の論理文はすべてCOで証明可能であ

る．

H＊D（□1α〈ロmβ）→B（α〉β）・

ここで，つは様相演算子◇1と◇mの任意の列，Bは様相演算子□1と□m

の任意の列である．

COで証明可能な論理文はすべてOALで証明可能なので，　H＊の形式の論

理文はすべてOALで証明可能である．

補題4．10任意の極大無矛盾集合x，y∈Aに対して，　xとyまたはzとgの

少なくとも一方が成り立つ．

（証明）

　　x老yかつx石yとする．よって，ある論理文ロ1α∈xが存在

　　してα¢yである．同様に，ある論理文ロ伽β∈xが存在して

　　fi　¢y．また，すべての極大無矛盾集合はいずれかのステップでA

　　に追加されているので，xはStep　mで，　yはStep　nで追加され

　　たと仮定する．このことから，．Mしの構成法より，Step　m－1でA

　　に追加された極大無矛盾集合zが存在して，◇ε（ロ1α〈ロmβ）∈z

　　または◇m（ロ1α〈口mβ）∈zが成り立つ．この議論を繰り返すと，

　　roに対して，様相演算子◇1と◇mの長さmの列つ1が存在して・

　　1）1（ロ1α〈ロmβ）∈roが成り立つ．同様に，◇1と◇mの長さnの

　　列D2が存在して，　P2（「α〈「β）∈ro．しかし，1）2に現れる◇1

　　を口1に，◇mをロmにそれぞれ置き換えて得られる列をB1とす

　　ると，1）1（ロtα〈ロmβ）∈roかつ「Bl（αvβ）∈roとなるが・CO

　　で証明可能な論理文はすべてOALでも証明可能なので，補題4．9

　　よりこれは矛盾である．よって題意が示された．
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（Q．E．D）

この補題から，特にxとyならばxEyである．更に以下の性質が成り立つ

補題4．11任意の極大無矛盾集合x，y∈Aに対して，　xEyならばy≧x・

（証明）

　　xEyかつy！xと仮定する．このとき，ある論理文□1α∈yが存在

　　して，or　¢x．よって「α∈xなので，公理型Sよりロm◇ε「α∈x．

　　仮定よりxEyなので，　Mしの構成法から◇［α∈yすなわち□1α　¢y

　　となり，これは仮定と矛盾する．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Q．E．D）

補題4．10および補題4．11を用いると，とは全擬順序であることが容易に

示される．

補題4．12》一は反射的かつ推移的であり，任意の極大無矛盾集合x，y∈A

に対してxとyまたはyとxである．

（証明）

　　まず，とは反射的であることを示す．ここで，あるx∈Aが存在

　　してx老xすなわち（x，x）¢とと仮定する．このとき，ある論理文

　　ロ1α∈xが存在して，α¢xとなるが，公理型Tロ，よりロ‘α∈x

　　ならばα∈ωなので，これは仮定と矛盾する．よってとは反射的．

　　次に，とは反射的であることを示す．ここで，あるx，y，z∈Aが

　　存在して，x送xすなわち

　　最後に，とが反射的かつ推移的であることは，公理型Tロ置および

　　4Mlより明らか．また，補題4．10より，任意のx，y∈Aに対して

　　xとyまたはxΣyであり，しかも補題4．11よりxΣyならばyとx

　　なので，よって任意のx，y∈Aに対してxとyまたはyとxで

　　ある．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Q．E．D）

また，xとyかつxΣyであるような順序対（x，y）については，　xEyである

という性質はyとxとして既にとに反映されているので，順序対（x，y）を

Fから取り除いても影響はない．よって，Eがとの補集合となるように構

成することができ，x送yとxEyとを同一視できる・

更に，Riゴ（Vi，　J’　E　｛1，2｝）について以下の補題が成り立つ．
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補題4．13．Mしの構成法で得られた」Riゴ（∀i，」∈｛1，2｝）は（pii）および（σ切，

（恒ゴ紛を満たす．

（証明）

　　Riiが（pii）を満たすことはRiiがOA：しで証明可能であることよ

　　！）明らか．（面のについて示す．ここで，あるx，y∈Aに対して

　　¢Rぜ汐であり，かつgEゴ拶でないと仮定する．よって，あるレ司zβ∈

　　yと［刺鵬ツ∈yが存在してβ¢xかつ7¢xである・ここで・

　　（［刺‘β〈［刺m’γ）→［朔（βV7）がOALで証明可能であることから，

　　匝］（β＞7）∈yである．また，β¢xかつ7¢xより「β〈「7∈x

　　となるので，Σりより，［刎くゴ乞〉（「β〈「7）∈x．仮定よりxRijyな

　　ので，〈ゴi＞（「β〈「’γ）∈yすなわち「［ゴ司（βv7）∈yとなり，これは

　　yの無矛盾性と反する．よって（σ切を満たす・

　　最後に，（吻た）について示す．ここで，あるx，y，z∈．Aに対して

　　zR‘汐かつ〃馬んzであるが，　xRikZでないと仮定する．この仮定

　　から，ある論理文［ik］ifi∈xと［ik］i7∈xが存在して，β¢zかつ

　　7¢zすなわち「β〈「’）’∈zである．ここで，（［ik］iβ〈［ik］m7）→

　　［ik］（β＞7）がOALで証明可能であることから，［ik］（βV7）∈xで

　　ある．また，公理Tijkより，［刎［州（β＞7）∈xである．仮定より

　　x　RijyかつgEゴ雇なので，　Mしの構成法より，　fi　v　7∈zとなるが，

　　これはzの無矛盾性と反する．よって（吻向を満たす．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Q．E．D）

最後に，カノニカルな付値関数は任意の論理文に対して拡張できることを

示す．

補題4．14ML，xFα⇔α∈x・

（証明）

　　論理文αの構造に関する帰納法で示す．原子文pについては定義よ

　　り明らか．また，論理文βと7について補題が成り立つと仮定する

　　と，極大無矛盾集合の性質から，「βおよびβ〈”）’，β〉’）’についても

　　明らかに成り立つ．□zβについては，［］1β∈xならば，Mしの構成

　　法からxとYであるすべてのyに対してβ∈yすなわち．M，gトβ

　　となる．逆に，口，β¢xならば◇zrβ∈xなので＿Mしの構成法

　　からある極大無矛盾集合yが存在して，x≧yかつM，yト「βと

　　なる．よってロiβについても補題が成り立つ．□mβについても，
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x老yとxEyを同一視できるので，□iβの場合と同様・それぞれの

［刎εβについては，［刎zβ∈xならば，Mしの構成法からxとyかつ

¢品鐸であるすべてのyに対してβ∈yすなわちM，yトβとなる・

逆に，［刎，β¢xならばく切zrβ∈xなので，　Mしの構成法からある

極大無矛盾集合yが存在して，xとyかつ¢利刃かつM，yト「β

となる．よって［刎zβについても補題が成り立つ・［刎mβについて

も同様．よって，任意の論理文αに対して補題が成り立つ．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Q．E．D）

以上で，極大無矛盾集合roから構成したMしがOALモデルになることが

示された．「α∈roなので，補題4．14よりML，ro匪αである．よって，

証明可能でないある論理文αに対して，αが偽となるOALモデルが存在

する．

（Q．E．D）

補題4．5よりOoAトαeOA：Lトαであり，逆に，補題4・8よりOoAトα⇒OALトα

であることが示された．これらをまとめると00Aトα⇔OALトαを得る．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Q．E．D）

命題4．2以下の形式の論理文は，すべてのOAモデルのクラスで妥当である．ここで，α，β∈ICoA

である．

K．　B（a．P）．　（Ba　一一〉　BP）

D．　Ba　一〉　TB7a

4．　Ba－BBa

5．　nBa　一　B7Ba

（証明）

　　K：任意のOAモデルM＝（F，　v）の任意の矢印x∈Aに対して，・M，　xト・B（α→

　　β）かつM，xトBαならばM，xtBβであることを示せばよい・ここで・F＝

　　（A，　R11，R12，R21，　R22，と）は任意のOAフレーム，　vは任意の付値関数である．

　　M，zトB（α→β）かつM，xトBαと仮定する・信念演算子Bの定義から・・M，xk

　　◇ロ‘（α→β）かつM，xl＝◇ロzα．よって，ある矢印yが存在して，yとzとなるすべ

　　てのzで．M，zトα→β．同様に，ある矢印uが存在して・uとωとなるすべてのω
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でM，ωトα．ここで，≧は全擬順序なのでuとyと仮定しても一般性は失わない・

よって，y≧zならばu≧zなので，yとzとなるすべてのzでM，zFα→βかつ

M，zkα．このようなzではM，zPβが成り立つので，．M，yPロzβも成り立つ・

よって，Mト◇ロ‘βすなわちMeBβが成り立つ．

D：任意の矢印x∈Aに対して，M，　xトBαならばM，　x←rBrαであることを示せ

ばよい．M，xkBαと仮定すると，信念演算子Bの定義から，ある矢印yが存在し

て，9とzとなるすべてのzでM，zPα．よって，どのような矢印uについても・u

以下のすべての矢印で「αが真となることはありえないので，M．u卜口［αとなるu

は存在しない．特にM，xF「◇ロ［αすなわち．M，xト・rBrα．

4：M，xトBαと仮定すると，信念演算子Bの定義から，ある矢印yが存在して・

Y≧zとなるすべてのzでM，zトα．よって特に，それぞれのzに対して，　zと％かつ

M，uトロ1αとなる矢印uが存在するので，．M，yF□1◇ロ1α・故にM，xト◇ロ1◇□1α

となり，Bの定義からM，xトBBαが成り立つ．

5：．M，xト・rBαと仮定すると，信念演算子Bの定義から，すべての矢印yに対して，

YとzかつM，zト・「αとなる矢印zが存在する．この議論はxとuとなるすべてのu

に対しても成り立つので，よってM’sxl＝　BrBCtを得る．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Q．E．D）

命題4．3任意のOAモデルMおよび任意の矢印a∈A，任意の論理文α∈LoAに対して，

．M，αトBαであることの必要十分条件はすべてのx∈min（・4，と）でM，　xトαである．

（証明）

　　任意のOAモデルMと任意の矢印α∈Aに対して，　M，al＝Bαと仮定する．信念演

　　算子Bの定義から，M，αト◇□1α．よって，ある矢印yが存在して，　yとzとなるす

　　べてのzでM，z←αが成り立つので，特にすべてのx∈min（A，と）でM，　x卜。αで

　　ある．

　　逆に，すべてのx∈min（A，と）でM，　xトαと仮定すると，あるy∈min（A，と）に対

　　して，yとxならばM，xト・αが成り立つので，　M，yトロ1α・よって・任意の矢印

　　α∈Aに対して，M，αト◇ロ1αすなわちM，alt　Bαが成り立つ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Q．E．D）

命題4．4任意のOAモデルMおよび任意の論理文α∈ICOAに対して，．MトBαまたはMトrBα

のどちらか一方が成り立つ．
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（証明）

　　M匪BαかつM匪rBαと仮定する．．M卜rBαより，Bαが真となる矢印が存在

　　する．よって，Bの定義より，ある矢印xが存在してx≧yとなるすべての矢印yで

　　M，yトα．ところが，　M匪Bαより，rBαが真となる矢印が存在するので・すべて

　　の矢印zに対してzとuかつM，up「αとなる矢印uが存在する．このことから・特

　　に上記のxに対してもこのような矢印uが存在するので，．M，uトαかつM，ue「α

　　となり矛盾する．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Q．E．D）

命題4．5論理文p，q∈，Cに対して，　y∈min（llpll，と）となるすべてのy＝（n，　nt）でMb，yトgが

成り立つことの必要十分条件は，Mbト・P撃qが成り立つことである・

（証明）

　　y∈min（ilpll，と）となるすべてのy＝（n，　n’）でMb，　yト9と仮定する・このとき

　　Mb，xトP撃qとなることを示す．　llpllが空の場合は・Mb，x　l＝ロrPとなるので明

　　らか．llpllは空でない場合は，仮定よりy∈min（llpll，≧）となるすべてのy∈Aで

　　．Mb，gPgなので，そのようなyに対してMb，　Ytp〈gが成り立つ．このことから，

　　x∈min（llpll，と）となるxを一つ選ぶと，　Mb，xFpであり，しかもxとzとなるすべ

　　てのz∈AでMb，zトp→gが成り立つ．よって，　Mbト◇（p〈□1（p→q））となるの

　　でMbkp撃qが成り立つ．

　　逆に，Mbト＝P撃qであると仮定する．このとき，　y∈min（llpll，≧）となるすべての

　　y∈．AでMb，yト・9であることを示す．．Mb　F［］rPの場合はllPllが空となるので自明・

　　MbI＝◇（p〈ロ1（p→の）の場合は，あるx∈Aが存在してMb，xPpであり，更に

　　x　〉一zとなるすべてのz∈Aに対して．Mb，zI＝p→gが成り立つ．ここで，　M6，xトp

　　であることから，y∈min（llpll，と）となるすべてのy∈Aに対してxとyが成り立つ

　　ので，そのようなyで．Mb，　y　b　pかつMb，Yトp→g．よって，　y∈min（llpll，　t）とな

　　るすべてのy∈AでMb，yト・gが成り立つ．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Q．E．D）

補題4．1以下の論理文はすべて信念変更モデル．Mbで妥当である．ここで，　P，　q，　r∈しである・

（（p　5q）〈（P塁（q→r）））→（P撃r）・

P撃P．
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（P塁q）→B（P→q）．

一iB－p　一〉　（B（p　一〉　q）　一一一〉　（p　5’　q））・

Op　E　一（p　E＞’　±）．

ロ（P≡q）→（（P19r）≡（q19r））・

（（pAq）　IS；　r）　一〉　（p　！g　（g　．　r））・

r（p　1g　一q）　．　（（p　1：；　（g　一〉　r））　一〉　（（p　A　g）　1g　r））．

（証明）

　　（4．61）　（（p　1：；　q）　A　（p　IS　（q　一〉　r）））　．　（p　5’　r）

　　信念変更モデルMbの任意の矢印αに対して，　Mb，a　k（p撃のく（p，1￥（q→r））

　　ならばル砺，αトP，18rであることを示す．　Mb，αP（P塁のく（P撃（q→r））と

　　仮定する．Mb，αトロrPの場合は明らかなので，　Mb，α匪ロrPとする・よってPが

　　真となる矢印が存在する．仮定よりMb，α1＝（p，1￥q）なので，ある矢印xが存在し

　　てMb，xl＝pであり，かつxとyとなるすべてのyでMb，yep→q．同様に，

　　Mb，α　1＝（p撃（q→r））なので，ある矢印zが存在してMb，zPpであり，かつzとu

　　となるすべてのuで．Mb，uPp→（q→r）．ここで，　z≧xと仮定しても一般性は失

　　わない．よって，Mb，xl＝pであり，xとyとなるすべてのgでM6，yトp→gかつ

　　Mb，　Yトp→（g→r）．このことから，　xとyとなるすべてのyでハ4b，　y　1＝p→Tが

　　成り立つ．よって，Mb，aト◇（p〈ロ1（p→r））となり，　Mb，αトp撃γを得る．

（4．62）p茎事p

Mbの任意の矢印αに対して，　Mb，αトp撃pを示す．　Mb，α1＝ロrPの場合は明

らかなので，Mb匪□rPとする．よってある矢印xが存在し・Mb，　xトP・ここで・

P→Pは恒真文なので，特にxとyとなるすべてのyでMb，　YトP→P・よって

Mb，aI・＝◇（p〈□‘（p→p））となり，Mb，αトp彗pが成り立つ．

（4．63）　（p　1：g　q）　．　B（p　．　g）

Mbの任意の矢印αに対して，　Mb，αト（p撃q）ならばMb，αトB（p→q）である

ことを示す．Mb，αト（P塁9）と仮定する・Mb，a　e日rPの場合は明らかなので・

Mb，α匪□rPとする．仮定よりMb，a　l一（p塁q）なので，ある矢印xが存在して

Mb，xFpであり，かつxとyとなるすべてのyでMb，YFP→q・特にすべての

z∈min（A，と）でMb，zト．p→gとなるので，補題4．3よりMb　F　B（p→q）．

（4．64）　rB7p　一　（B（p　一〉　g）　．　（p　1￥　g））
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Mbの任意の矢印αに対して，　Mb，αトrBrPかつMb，αkB（P→のならばMb，αト

P塁9であることを示す．Mb，αト・rBrPかつMb，αトB（P→のと仮定する・Bの定

義よりMb，αトロ◇IPとなるので，すべての矢印xに対してxとyとなる矢印yが存在

し，Mb，yPp．特にすべてのz∈min（A，と）に対してもこの性質が成り立つので，ある

u∈min（A，と）が存在しMb，ul＝p．また，仮定よりMb，α1＝B（p→g）なので，ある

矢印bが存在してbと。となるすべての矢印。でMb，cPp→g．よって，特にすべての

z∈min（A，と）でMb，　z　F　p→g．　min（A，と）の定義から，上記のu∈min（A，と）とす

べてのz∈min（A，と）に対してuとzであることに注意すると，上記のu∈min（A，と）

についてMb，uトp〈ロ1（p→q）が成り立つので，　Mb，αp◇（p〈日z（p→q））すなわ

ちMんαトp塁qを得る．

（4．65）　Op　＝一　＝（p　g　1）

撃の定義より，「（pg！）は◇p〈ロ（p→◇lp）と書き直すことができるのでMbト

「（pSi）→◇pは明らか．Mbの任意の矢印αに対して，　Mb，αト・◇p→「（p撃⊥）

を示す．ここで，Mb，αト◇pと仮定する．　Mb，　a　Pロ（p→◇tP）を示せば十分である．

論理文p→◇lpはTOIの対偶であり，命題4．1よりT□1はOALで証明可能なので，

OALの完全性よりp→◇lpはすべてのOAモデルで妥当．よって特にMbでも妥当

なので，明らかにMb，αトロ（p→◇lp）．

（4．66）ロ（P≡q）→（（P㍉）≡（919r））

自明なので省略．

（4．67）　（（p　A　q）　lig　r）　．　（p　1￥　（g　．　r））

Mbの任意の矢印αに対して，　Mb，αト（p〈g）撃rならばMb，αトp撃（q→r）で

あることを示す．Mb，αト＝（p〈q）撃rと仮定する．　Mb，αFロrPの場合は明らかに

Mb，αトP撃（q→r）なので，　Mb，α匪□rPとする・よってPが真となる矢印が存在

する．ここで，もしMb，αトロrqならば，任意の論理文rに対してMb，αトロ（g→r）

でもあるので，ロの定義より特にMb，　a　F□1（q→r）であり，Mb，αト・p撃（q→r）

となる．よって，以下Mb，αli（□「qとする．仮定よりMb，α1一（P〈q）撃rなの

で，ある矢印xが存在してMb，　xトp〈qであり，かつxとyとなるすべてのyで

．Mb，Yト（p〈q）→r．特にMb，xl＝pであり，かつ上記の性質を満たすすべてのyで

Mb，YFp→（q→r）が成り立つので，よって．Mb，xトp〈ロ，（p→（g→r））すなわ

ちMb，αトP撃（q→r）が成り立つ・

（4．68）　n（p　5e　＝g）　．　（（p　1：；　（q　．　r））．　（pAq　13；　r））
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Mbの任意の矢印αに対して，　Mb，αト・「（P撃「のかつM6，α1；P塁（9→r）ならば

Mb，αト（P〈q）塁rであることを示す．．Mb，αト「（P塁一のかつMb，aト＝P撃（q→r）

と仮定する．仮定よりMb，α　1＝＝「（p塁rのすなわちMb，αト◇p〈□（p→◇1（p〈の）で

あるので，Pが真となる矢印が存在し，かつすべての矢印zに対して，　Mb，　zトPなら

ば，zとuかつMb，　uトp〈qとなる矢印uが存在する．また，　Mb，αep撃（g→r）よ

り，ある矢印xが存在してMb，　xトPであり，かつxとyとなるすべてのyでMb，Yト

p→（q→r）．ここで，xに対しても上記の性質を満たすuが存在するので，あるωが

存在してMb，司＝p〈qであり，かつu≧yとなるすべてのyでMb，ytp→（q→r）

すなわちMb，　y　F（P〈の→r．このことから．Mb，　uト（P〈9）〈ロ1（（P〈9）→r）とな

り，よってMb，αp（p〈q）撃rを得る．

（Q．E．D）

定理4．2式（4．58）で定義した修正は以下の性質を満たす．これらの性質はAGMの修正の公準に

対応する．

（＊1）写は信念集合．

（’2）P∈写・

（＊3）写⊆写・

（＊4）rP¢Tならば，写⊆写．

（’5）トrpであるとき，かつそのときに限り，写は矛盾する．

（’6）トp≡qならば，写＝町。

（“7）　Tp’Ag　｛！　（Tp“）q’・

（“8）rq¢写ならば，（写）オ⊆写くg．

（証明）

　　命題4．5より，式（4．58）で定義された写は式（4．60）で表現できるので，式（4．60）に

　　基く写が（’1）から（＊8）を満たすことを示せばよい・

　　（“1）：q∈写かつq→r∈写と仮定する．式（4．60）よりMbト・p撃qかつMb　fC

　　p撃q→rとなるが，式（4．61）がMbで妥当であることからMbト・p塁r．よって，

　　窒は推論規則について閉じているので信念集合である．

　　（’2）：式（4．62）がMbで妥当であることから明らか．
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（“3）：9∈写と仮定する．式（4・60）よりMbトP撃qであるが・式（4・63）がMbで妥

当であることから．Mbト・B（P→q）．よって，式（4・57）よりq∈T・

（・4）：rP¢Tと仮定する．式（4．57）よりMb匪BrP・命題4・4よりMb　k　rBrPと

なるので，式（4．64）がMbで妥当であることからMbト・B（p→q）→p撃q．よって，

任意の論理文g∈しに対して，p→g∈Tすなわちq∈写ならばg∈写．

（“5）：式（4．65）がMbで妥当であることから明らか．

（’6）：式（4．66）がMbで妥当であることから明らか．

（“7）：式（4．67）がMbで妥当であることから，任意の論理文r∈乙に対して，　r∈瞬くq

ならばg→r∈Tp“．よって，　r∈（写）オ．

（“8）：式（4．68）がMbで妥当であることから，（“4）と同様に証明できる．

（Q．E．D）

命題4．6以下の論理文はすべて信念変更モデルMbで妥当である．ここで，　p，　g，　r∈しである．

（（P撃q）〈（q撃P））→（（P塁r）≡（q撃r））・

（（p　1g　r）〈（q撃7））→（（pVg）塁r）．

一（（pvq）　1g　一q）　一〉　（（（pvq）　1：g　r）　一〉　（g　lg　r））．

（証明）

　　（4．69）　（（p　1g　q）　A　（g　lg　p））　一　（（p　！g　r）　E　（g　Eg　r））

　　Mbの任意の矢印αに対して，．M6，αk（p撃q）〈（q撃p）ならばMb，αp（p撃r）≡

　　（　　reg＝＞r）であることを示す．Mb，α　1＝（P　E9　q）〈（9塁P）と仮定する・もしMb，aト・□rP

　　ならば，仮定よりMb，αトq19　Pなので，　Mb，αトロrqでなければならない．同様に

　　Mb，al＝口rqならばMb，αトロrP．　Mb，αkロr9かつMb，αトロrPの場合は明らかに

　　題意が成り立つので，以下，Mb，αト◇（p〈ロ1（p→の）かつMb，　a　l＝◇（g〈□1（g→p））

　　と仮定する．

　　まず，Mb，αト・（P撃r）→（9撃r）を示す．　Mb，αトP撃rと仮定すると，　Mb，α←

　　p＄gでもあることから，ある矢印x∈Aが存在してMb，xl＝pであり，更に，　xとyと

　　なるすべてのy∈AでMb，　yトp→q〈rが成り立つ．また，　Mb，αト◇（q〈口z（q→p））

　　より，あるz∈Aが存在してMb，zPqであり，更に，　zとωとなるすべてのω∈A

　　でMb，ωトq→pが成り立つ．ここで，　zとxと仮定しても一般性を失わない．する

　　と，qおよびq→P，　P→9〈rがxですべて真となるので，よってMb，xl＝q〈r・更
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に，x≧yとなるすべてのy∈Aで．Mb，yl＝q→PかつMb，YPP→9〈rなので，

よって，そのようなすべてのy∈AでMb，　yトq→rが成り立つ．これらをまとめる

と，Mb，αト◇（q〈口1（q→r））となり，　Mb，α1＝q塁rを得る・

Mb，αlt（9撃r）→（P撃r）も同様に示すことができるので，　Mb，αト・（P撃r）≡

（q撃r）が成り立つ．

（4．70）　（（p　1g　r）　A　（q　g　r））　．　（（p　v　g）　5’　r）

Mbの任意の矢印αに対して，　Mb，αlt（p塁r）〈（q撃r）ならば．Mb，aト（p　V　q）撃

rであることを示す．Mb，　a　1＝ロrPまたはMb，α←ロrqの場合は明らかなので・

Mb，αト◇（P〈□1（P→r））かつMb，αト◇（9〈□9（q→r））と仮定する・よって・あ

る矢印x∈Aが存在してMb，　xトpであり，更に，　xとyとなるすべてのy∈Aで

Mb，　yトP→r．同様に，ある矢印z∈Aが存在してMb，　zト9であり・更に・zとu

となるすべてのu∈AでMb，uトg→r．ここで，　zとxと仮定しても一般性を失

わない．このことから，Mb，xlニpVqであり，更にx≧yとなるすべてのy∈Aで

Mb，yFp→rかつMb，YFg→TすなわちMb，yト（P＞9）→rが成り立つ・よっ

て，Mb，αト◇（（pV　q）〈ロ1（（pVq）→r））が成り立つので，　Mb，αト（p＞q）撃rを

得る．

（4．71）　7（（pVq）　gg　7q）　．　（（（pVg）　g　r）　一　（q5　r））

．Mbの任意の矢印αに対して，　Mb，αト「（（pVの塁rq）かつMb，αト（pVg）　E9　rならば

Mb，α卜＝9撃rであることを示す．　Mb，αト「（（p　V　g）撃r9）かつMb，αP（P＞q）塁7

と仮定する．

Mb，aI＝「（（pV　q）撃rq）すなわちMb，αF◇（pV　q）〈□（（pVg）→◇i9）であるの

で，pVqが真となる矢印が存在し，かつすべての矢印zに対して，　Mb，zトp＞qな

らば，zl＝uかつMb，ul；qとなる矢印uが存在する．また，　Mb，αp（pVg）撃r

より，ある矢印xが存在してMb，xl＝　pVqであり，かつxとyとなるすべてのyで

Mb，Yト・（pVq）→r．ここで，　xに対しても上記の性質を満たすuが存在するので，あ

るuが存在してMb，ul＝qであり，かつωとyとなるすべてのyでMb，yト（pVg）→r・

q→（p＞g）は恒真文なので，このようなすべてのyでMb，YPq→r．このことから

．Mb，ul＝q〈ロ‘（9→r）となり，Mb，α1＝9塁rを得る．

（Q．E．D）

補題4．2以下の論理文はすべて信念変更モデルMbで妥当である．ここで，　p，　g，　r∈しである．
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（（P撃q）〈（P撃（q→r）））→（P撃7）・

（p　S’　q）　．　Bq．

＝Bp　．　（（p　：ig　g）　ii　B　q）．

07P　一　一（p　gg　±）．

Bp→（Bg・一→（P≦琴（P→q）））．

□（pE　q）　一〉　（（p　Eg　r）≡（9撃r））・

（（p　＄’S　r）　A　（g　gg　r））　．　（（pAg）　gg　r）．

「（（P〈q）≦琴P）→（（（P〈9）E9　r）→（P撃r））・

（証明）

　　（4．75）　（（p　Eg　g）　A　（p　£g　（q　．　r）））　一　（p　：lg　r）

　　信念変更モデルMbの任意の矢印αに対して，　Mbト（p撃g）〈（p撃（g→r））なら

　　ばMb，α1＝pEg　rであることを示す．　Mb，αト（P　E9　9）〈（P＄（9→r））と仮定する・

　　撃を定義する式（4．73）よりMb，α1＝Bg〈（rp撃q）かつMb，αFB（g→r）〈（rP塁

　　（g→r））．補題4．2より信念演算子Bに関して，Kの形の論理文は任意のOAモデ

　　ルで妥当なので，特にMb，α　kr　Brが成り立つ．また，式（4．61）はMbで妥当なので，

　　Mb，αトrp撃γ．よって，　Mb，αトBr〈（．p　E9　r）すなわちMb，αi＝p撃？を得る．

（4．76）　（p　gg　g）　．　Bq

撃を定義する式（4．73）に基いて式（4．76）を書き直すと，Bg〈（rP撃9）→Bqとなる

ので明らか．

（4．77）　7Bp　一÷　（（p　£g　q）　E　Bg）

信念変更モデルMbの任意の矢印αに対して，　Mb，αerBpならばMb，　a←（p撃

g）≡Bgであることを示す．　Mb，α1＝rBpと仮定する．撃を定義する式（4．73）より

（jP≦琴q）≡BgはBq〈（rP塁q）≡Bgとなるので，　Mb，αトBg→（rP塁9）を

示せば十分である．ここで，Mb，αt＝　Bqと仮定する．　Mb，αトrBpを既に仮定して

いるので，式（4．64）がMbで妥当であることから，特にMb，aトrP撃9・よって

M：b，α1ニBg→（rP塁q）が示された．

（4．78）　07p　．　n（p　gg　±）

撃を定義する式（4．73）より「（p＄⊥）は「（BT〈rP塁⊥）すなわちrBTVr（rP撃⊥）

と表現できるので，式（4．66）より明らか．
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（4．79）　Bp　一〉　（Bq　一〉　（p　＄’　（p　一〉　q）））

信念変更モデルMbの任意の矢印αに対して，　Mb，α1＝BpかつMb，αトBgならば

Mb，αトp撃（p→q）であることを示す．　Mb，αトBpかつMb，α←Bqと仮定する．

この仮定よりMb，α1；B（p→q）が成り立つ．撃を定義する式（4．73）よりp撃（p→q）

はB（P→q）〈（rP撃（P→q））と表現できるので，　Mb，αトrP撃（P→のを示せば

十分である．式（4。62）が．Mbで妥当であることから，　Mb，αトrP塁rP．更に，論理

文rP→（p→g）は恒真文であることから，　Mb，αerP塁（rP→（p→の）も成り立

つ．よって，式（4．61）がMbで妥当であることから，．Mb，　a　1＝rP塁（p→q）を得る．

（4．80）　a（p　i　g）　一〉　（（p　£g　r）　E　（g　gg　r））

自明なので省略．

（4．81）（（pEgr）〈（9翁））→（（P〈の恥）

信念変更モデルMbの任意の矢印αに対して，　Mb，αトp撃7かつMb，α1＝q零㌍なら

ばMb，αト（P〈q）99　rであることを示す．　Mb，αトP£9　rかつMb，αト9＄rと仮定す

る．撃を定義する式（4．73）より，Mb，　a　l＝Br〈（rP撃，）かつMb，　aトBr〈（「q　19　r）・

同様に，（P〈q）99　rはBr〈（（7P＞r9）　SS　r）と表現できるので，　Mb，αト（rP＞「q）撃7

を示せば十分であるが，式（4．70）がMbで妥当であることからこれは明らか．

（4．82）　一i（（p　A　q）　＄p）　．　（（（p　Aq）　2g　r）　一〉　（p　gg　r））

信念変更モデルM：bの任意の矢印αに対して，Mb，αi＝「（（p〈q）＄p）かつMb，αト

（（p〈q）£9　r）ならばMb，αk（p撃ア））であることを示す．　Mb，αt「（p〈g撃p）かつ

Mb，αト・（（p〈g）£9　r）と仮定する．撃を定義する式（4．73）より，Mb，αト（（p〈g）撃7）

はMb，αトBr〈（（rP＞rq）撃r）と表現できるので，　M6，　a　P　BrかつMb，αト

（rp　V　r9）撃r．同様に，　Mb，　aト「（（P〈9）撃P）はMb，α1＝＝　＝Bp　v　一（（rP＞rの撃P）

と表現できる．Mb，αトrBpの場合は，式（4．77）がMbで妥当であることと．Mb，al；Br

から，特にMb，αトP＄Tが成り立つので明らか．よって．Mb，αト「（（rP　V　nq）撃P）

と仮定する．式（4．71）がMbで妥当であることから，　Mb，α←rp塁rが成り立つ．故

に，Mb，αFBr〈（rP塁r）すなわちMb，　a　l＝P£9　rを得る・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Q．E．D）

定理4．3式（4．72）で定義した縮小は以下の性質を満たす・これらの性質はAGMの縮小の公準に

対応する．

合集念信はnC
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（一2）㌃⊆T・

（一3）p¢Tならば，写＝T．

（一4）ゲpならば，1ρ¢㌻．

（一5）p∈Tならば，T⊆（㌃）オ。

（一6）Fp≡gならば，　Tp一＝Ti，

（一7）Tp・∩町⊆写λ9・

（一8）p¢7ヨλgならば，写λq⊆写．

（証明）

　　修正の場合と同様に，式（4．74）に基く写がC1）から（一8）を満たすことを示せば

　　よい．

　　（一1）：q∈等「かつq→r∈写と仮定する・式（4・74）よりM6トP＄9かつ

　　Mb　k　p＄9→rとなるが，式（4．75）がMbで妥当であることからMbト・P撃r・よっ

　　て，写は推論規則について閉じているので信念集合である．

　　C2）：式（4．76）がMbで妥当であることから明らか．

　　（一3）：q¢Tと仮定する．式（4．57）より．Mb　b・E　Bp．よって，命題4．4より．MbトrBp．

　　式（4．77）がMbで妥当であることからMbト（p≦琴q）…≡Bqとなるので，㌃＝Tを

　　得る．

　　（一4）：式（4．78）がMbで妥当であることから明らか．

　　（一5）：式（4．79）がMbで妥当であることから明らか．

　　（一6）：式（4．80）がMbで妥当であることから明らか．

　　（一7）：式（4．81）がMbで妥当であることから明らか．

　　C8）：p¢写λαと仮定する．式（4．74）より．Mb　I71（p〈q）＄p．このことからMbト

　　「（（pAq）　1g　p）が成り立つ．式（4．82）がMbで妥当であることからMbト（（p〈q）＄

　　r）→（p£gr））．よって，式（4．74）より任意の論理文r∈乙に対して，r∈％λαなら

　　ばr∈㌃となり，等λg⊆写を得る．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Q．E．D）

命題4．7それぞれの可能な状態の候補η∈［T］および矢印x＝（n”，n）∈IiTll，論理文p，q∈，Cに

対して，y∈min（llpll∩R21（x），と）となるすべてのy＝（n，　n’）でMb，Yトgが成り立つことの必

要十分条件は，Mbl　x←p讐qが成り立つことである．
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（証明）

　　矢印x＝（ntt，　n）∈llTllに対して，　y∈min（llpll∩R21（x），≧）となるすべてのy＝（n，　n’）

　　でMb，yPgと仮定する．このときMb，xト＝p零qとなることを示す．1［pllが空の場合

　　はMb，　xトロrPとなるので明らか．　lipllが空でない場合は，信念変更モデルの構成法か

　　らllp11∩R21（x）＝｛（n，　nt）1n’∈N，P∈nt｝となるので，　llpll∩R21は空でない・ここで・

　　仮定よりy∈min（llpil∩R21（x），と）となるすべてのy∈AでMb，yFqなので，その

　　ようなyに対してMb，yトp〈qが成り立つ．このことから，　y∈min（lipll∩R21（x），と）

　　となるyを一つ選ぶと，．Mb，Yトpであり，しかもyRllzかつy≧zとなるすべての

　　zEAでMb，zkp→qが成り立つ．よって，　Mb，xF〈21＞（P〈［11MP→q））となる

　　のでMb，　x←p零gが成り立つ．

　　逆に，矢印x＝（n”，n）∈llTliに対して，　Mb，xトp零qであると仮定する．このと

　　　き，y∈min（IlpH∩R21（x），と）となるすべてのy∈AでMb，Yト・qであることを示す．

　　Mb，　x　l＝□rPの場合は｝ipllが空となるので自明．　Mb，　xト〈21＞（p〈［11】i（p→q））の場

　　合は，あるy∈Aが存在してxR21yかつMb，yトPであり，更にyRllZかつyとZと

　　なるすべてのZ∈Aに対してMb，Zkp→qが成り立つ．ここで，　y∈11pll∩R21（X）

　　　となるので，u∈min（llpll∩R21（x），≧）となるすべてのu∈AでMb，u　F　pかつ

　　Mb，ul＝P→9となり，よって，　y∈min（llpll∩R21（x），≧）となるすべてのy∈Aで

　　．Mb，uト＝qが成り立つ．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Q．E．D）

補題4．3以下の論理文はすべて信念変更モデルMbで妥当である．ここで，　p，　q，　r∈しである．

（B（p　：lg　q）　A　B（p　llg　（g　一〉　r）））　．　B（p　：lg　r）．

B（p　：lg　p）．

Bp→（B（1ρ呈孕q）≡Bの．

rB⊥〈◇P→rB（P茎撃⊥）．

O（p　＝一　g）　．　（B（p　：lg　r）　ii1　B（q　llll　r））．

B（（p　A　g）　：lll　r）　．　B（」p　：8　（q　一〉　r））．

Mbが完全ならば，　rB（P茎蓼rq）→（B（P呈孕（9→r））→B（（p〈の零㌘））．

（証明）

（4．88）　（B（p　：lg　q）AB（p　：lg　（q　．　r）））　一一〉　B（p　llg　r）
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信念変更モデルMbの任意の矢印αに対して，　Mb，α　1＝　B（P零q）かつMb，αトB（P零

（q→r）ならばMb，αト・B（P零r）であることを示す．　Mb，α1－B（P零9）かつ

Mb，αトB（P零（9→r））と仮定する．命題4・3より，それぞれのx∈min（A，と）

に対してMb，x　l＝＝p零qかつMb，x　l＝p零（g→r）．命題4．7より，それぞれ

のx∈min（A，と）に対して，　y∈min（llpll∩R21（x），と）となるすべてのy∈Aで

M6妙kqかつMb，Yトq→rである．よって，上述の性質を満たすすべてのyで

．Mb，yトrが成り立つので，　Mb，　x　l＝p零pとなる．これはそれぞれのx∈min（A，と）

に対して成り立つので，Mb，αi＝B（p零7）を得る．

（4・89）　B（1）　llll　p）

信念変更モデルMbの任意の矢印αに対して，　Mb，αトB（pvep）を示す．命題4．3

より，それぞれのx∈min（A，と）に対してMb，x　l＝p零pを示せば十分である．

Mb，　x　l；ロrPの場合は明らかなので，　Mb，　xレ』口rPとする．よって，　pが真となる矢

印が存在する．信念変更モデルの構成法から，それぞれのx＝（n”，n）∈min（A，≧）に対

して11p11∩R21（x）＝｛（n，　n’）ln’∈N，P∈n’｝となるので，　llpll∩R21（x）は空でない・ここ

で，p→pは恒真文なので，特にxR21yかつxとyとなるすべてのyでMb，yトp→p．

よって，それぞれのx∈min（A，1＝）に対してMb，xl＝〈21＞（P〈［11MP→P））となり・

Mb，　x←p零pが成り立つ．

（4．90）　Bp　．　（B（p　：ll；　q）　E　Bg）

Mb，αトBpでない矢印α∈Aが存在する場合は明らかに成り立つので，信念変更モ

デルMbの任意の矢印αに対して，　Mb，α1＝＝Bpと仮定する．信念変更モデルMbは

強反射的であることから，それぞれのx∈min（A，と）に対してあるu∈Aが存在し

て，xとuかつxR21uかつxR22uである．　x∈min（A，と）かつxとuであることから

u∈min（A，と）であり，また，　xR22uよりxとuの終点は等しいので，仮定よりすべ

てのx∈min（A，と）に対してMbv　xトPであることと，信念変更モデルの付値の定義

から，p∈しに対してMb，　u　1＝　pが成り立つ．よって，　u∈min（A，≧）であり，しかも

xR21uかつMb，　uトPなので，　u∈min（llplI∩R21（x），≧）となる・

まずMb，α←B（P罪q）→Bqが成り立つこと，すなわちMb，α1；B（P零q）ならば

Mb，α　1＝　Bqであることを示す．　Mb，αトB（p零g）と仮定すると，命題4．3よりすべて

のx∈min（A，と）に対してMb，　x卜＝p零q．命題4．7より，それぞれのx∈min（A，と）

に対して，y∈min（llpll∩R21（x），と）となるすべてのy∈AでMb，　y　k　qである・よっ

て，上記の矢印ωに対してMb，ukqが成り立つ．　xとuの終点が等しいことから，

再び信念変更モデルの付値の定義より，Mb，　xトg．これはそれぞれのx∈min（A，と）

に対して成り立つので，よってMb，α　1＝　Bq．
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次に，Mb，　aトBq→B（P零のが成り立つこと，すなわち・Mb，αト＝Bgならば

Mb，al＝B（p零g）であることを示す．仮定よりMb，αFBpなので，更にMb，al＝Bg

と仮定すると，それぞれのx∈min（A，と）に対してMb，　xトP〈9・よって，特に上記の

矢印u∈min（A，≧）においてMb，　u　lニP〈9である．ここで，　u∈min（Hpll∩R21（x），と）

より，すべてのv∈min（llpll∩R21（x），≧）に対してuとvが成り立つので，それぞれの

x∈min（A，と）に対してmin（llpll∩R21（x），1＝）⊆min（A，1＝）が成り立つ．よって命題4．7

より，それぞれのx∈min（A，と）に対してMb，xトP零qとなり，　Mb，　a　l＝B（P零9）

が成り立つ．よって，上記の結果と組み合わせて，Mb，αtBp→（B（p零g）≡Bg）

を得る．

（4・91）　一B］一　A　Op　．　一一iB（p　：lll　t）

信念変更モデルMbの任意の矢印αに対して，　Mb，α1；rB⊥かつMb，αト◇Pならば

Mb，α　1＝　nB（p零⊥）であることを示す．　Mb，aPrB⊥かつMb，αp◇pと仮定する．

Mb，αト◇pよりpが真となる矢印が存在する．よって，信念変更モデルの構戒法から，

それぞれのx＝（ntt，　n）∈min（A，と）に対してllPll∩R21（x）＝｛（n，　n’）ln’∈N，P∈n’｝

となるので，ilpll∩R21（X）は空でない．しかし，　y∈Ilpll∩R21（X）でp→⊥すな

わちrPが成り立つ矢印yは存在しないので，それぞれのx∈min（A，と：）に対して

Mb，xl，ti・，〈21＞（P〈［11］i（P→⊥））となり，Mb，aトrB（P零⊥）を得る・

（4．92）　D（p　i1　q）　・　（B（p　：lg　r）　ii　B（q　：lg　r））

自明なので省略．

（4。93）B（（P〈の零・）→B（P零（9→r））

信念変更モデルMbの任意の矢印αに対して，　Mb，α1＝B（（p〈q）零7）ならばMb，αト

B（p零（q→r））となることを示す．Mb，αeB（（p〈g）l19　r）と仮定する．命題4．3よ

り，それぞれのx∈min（A，と）に対してMb，　xト（p〈の零丁．

ここで，MbトロrPの場合は明らかにMb，x　P　p零（g→r）なので，　Mb匪口rP

とする．よってpが真となる矢印が存在する．信念変更モデルの定義から，それぞれ

のx∈min（A，と）に対してllp11∩」R21（x）は空ではない・ここで，もし・Mbト・臼「qな

らば，任意の論理文rに対してMbトロ（g→r）でもあるので，□の定義より特に

Mbト・ロ1（q→T）．このことから明らかにMbトp零（q→r）となる．よって，以下

Mb匪ロr9とする．

仮定よりMb，xト（P〈q）：S　rなので，　xR21yとなる矢印yが存在して・Mb，Yト・P〈qで

あり，更にyとzかつyRllzとなるすべてのzでMb，zト（P〈9）→r・特にMb，yFp

であり，かつ上述の性質を満たすすべてのzでMb，　zトp→（q→r）が成り立つので，
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v・

Mb，yトp〈［11｝i（p→（q→r））となる．よってMb，　xト＝〈21＞（p〈［11］i（p→（q→r）））

すなわちMb，　x　l＝p零（q→r）が成り立つ．これはそれぞれのx∈min（A，と）に対し

て成り立つので，Mb，αpB（p零（g→r））を得る．

（4．94）Mbが完全ならば，　rB（P零rq）→（B（P零（q→r））→B（（P〈q）；lg　r））

完全な信念変更モデルMbの任意の矢印αに対して，　Mb，α1＝rB（p零rq）かつ

Mb，α1＝B（P零（q→r））ならば，　Mb，αトB（（P〈9）零r）であることを示す・Mb

は完全なので，ある状態n∈1Vがただ一つ存在して，すべてのx∈min（A，と）は

x＝（n’，n），　n’∈Nとして表現できる．そのため，すべてのx，x’∈min（A，≧）に対

してR21（X）ニR21（X’）が成り立つ．

仮定よりMb，αト・rB（p零rq）なので，あるx∈min（A，≧）が存在し，　Mb，　x匪

p零rqとなる．零を定義する式（4．84）より，そのようなx∈min（A，と）に対して

．Mb，xト◇p〈［21］（p→〈11＞1（p〈q））であるので，　pが真となる矢印が存在する．ま

た，xR21Uとなるすべての矢印Uに対して，　Mb，UFpならばuRnωかつUとωか

つMb，ω1＝p〈gとなる矢印ωが存在する．更に，　Mb，α1＝B（p零（q→r））より，す

べてのx∈min（A，と）に対して，　xR21yとなる矢印yが存在してMb，　YトPであり・

かつすべての矢印zに対して，yRllzかつyとzならばMb，zトp→（g→r）．

ここで，このyに対しても上記の性質を満たす矢印ωが存在するので，yRllωかつ

yとωである矢印ωが存在してMb，ωFp〈gであり，かつすべての矢印zに対して，

ωRllzかつωとzならばMb，zトp→（q→r）．すなわちMb，　z　l＝（p〈の→r．このこ

とからM6，ωF（P〈9）〈［11］1（（P〈9）→r）となり，．Mb，　xト〈21＞（（P〈q）〈［11］’（（P〈9）→

r））．すべてのx，　xt∈min（A，と）に対してR21（x）＝R21（x’）が成り立つので，よって

Mb，　aトB（（p〈q）：1＄｝r）を得る．

（Q．E．D）

定理4．4式（4．83）で定義した更新は以下の性質を満たす・これらの性質は・PepPas　and　Williams

［331が再定式化した更新の公準に対応する・

（◇1）囎は信念集合．

（◇2）P∈囎・

（◇3）p∈Tならば，囎＝T．

（◇4）Tが矛盾するか，またはトrPであるとき，かつそのときに限り・禦が矛盾する・

（◇5）トp≡qならば，T．o＝穿．
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騨離職騨顧顧唄騨彌曝闘閣闘1■隅照馴■騨騨剛圓一回．曜甲冊一’

（◇6）囑q⊆（禦）才・

（◇7）Tが完全であり，かつrq¢囎ならば，（禦）才⊆囑9・

（◇8）Tが無矛盾ならば，噌＝∩K∈［T］　K，e　．

（証明）

命題4．7より，式（4．83）で定義された禦は式（4・87）で表現できるので・式（4・87）に

基く囎が（◇1）から（◇8）を満たすことを示せばよい．

（◇・）：9∈禦かつq→r∈囎と仮定する．式（4・87）よりMb　F　B（P零q）かつMbト

B（P零（9→r））となるが，式（4．88）がMbで妥当であることから・MbトB（P零r）・

よって，囎は推論規則について閉じているので信念集合である．

（◇2）：式（4．89）がMbで妥当であることから明らか．

（◇3）：P∈Tと仮定する．式（4．87）よりMbトBpであるが・式（4・90）がMbで妥当

であることからMbトB（p零g）≡Bqが成り立つので，式（4．57）と式（4．87）より

禦＝T・

（◇4）：式（4．91）がMbで妥当であることから明らか．

（◇5）：式（4．92）がMbで妥当であることから明らか．

（◇6）：式（4．93）がMbで妥当であることから明らか．

（◇7）：Tは完全であるとする．よって，Mbも完全な信念変更モデルである．また，

rq¢囎と仮定する．式（4．87）よりMb匪B（p聖rq）なので，命題4．4よりMbト

rB（P零「9）．式（4．94）がMbで妥当であることから，任意の論理文r∈・Cに対して・

r∈略gならばg→r∈留．よって，r∈（禦）オ．

（◇8）：式（4．86）より明らか．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Q．E．D）

命題4．8以下の論理文はすべて信念変更モデルMbで妥当である．ここで，　p，　g，　r∈しである．

（B（P零q）〈B（q零P））→（B（P零・）≡B（q勤））・

（B（p　；S　r）　A　B（q　llll　r））　．　B（（p　v　q）　：lg　r）．

Mbが完全ならば，　rB（（pVq）零rg）→（B（（pVq）零7）→B（g零ア））．

（証明）
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（4．95）　（B（p　llll　q）　A　B（q　；lll　p））　一〉　（B（p　：lg　r）　ii　B（q　：lg　r））．

信念変更モデルMbの任意の矢印αに対して，　Mb，　a←B（P零9）〈B（9零P）ならば

Mb，α1＝B（p　llg　r）≡B（q零r）であることを示す．　Mb，αトB（P零9）〈B（9零P）と仮

定する．命題4．3よりすべてのx∈min（A，と）でMb，　x←P零qかつMb，xトq零P・

もし．Mb　ltロrPならば，仮定よりMb　l＝B（q零P）なので，　Mbトロ「9でなければ

ならない．同様にMb←ロrqならばMbトロrP．　Mbトロr9かつMb　lt□rPの場

合は明らかに題意が成り立つので，以下，すべてのx∈min（A，と）に対してMb，　x　F

〈21＞（P〈［11］1（P→q））かつMb，　xト〈21＞（q〈［11］i（9→P））と仮定する・

まず，MbトB（P零r）→B（9零r）を示す．．Mb　k　B（P零r）と仮定すると・Mb　k

B（p零g）でもあることから，それぞれのx∈min（A，と）に対してあるy∈Aが存在し

て，xR21yかつMb，yトpであり，更に，　yRllZかつyとZとなるすべてのZ∈Aで

Mb，xFp→q〈rが成り立つ、また，　Mb，xト〈21＞（q〈［11］i（9→P））より・それぞれ

のx∈min（A，と）に対してあるu∈Aが存在して，　xR21ttかつMb，　u　l＝qであり，更

に，uRnvかつuとvとなるすべてのv∈AでMb，vトg→pが成り立つ．ここで，

yとuと仮定しても一般性を失わない．すると，qおよびg→p，　p→q〈rがuで真

となるので，よってMb，　u　l＝g〈r．更に，　uRllVかつuと”となるすべてのV∈Aで

Mb，vl＝q→pかつ．Mb，　vトp→q〈rなので，よって，そのようなすべてのv∈A

でMb，v　l＝g→rが成り立つ．これらをまとめると，それぞれのx∈min（A，と）で

．Mb，xl一〈21＞（q〈［11］i（q→r））となり，　MbトB（q零r）を得る．　MbトB（q零r）→

B（p翠7）も同様に示すことができるので，Mb←B（p零ア）≡B（q零丁）も成り立ち，

よってMbト（B（p零g）〈B（q零p））→（B（p零r）≡B（g零r））を得る．

（4．96）（B（P恥）〈B（9零・））→B（（pVの零・）

信念変更モデルMbの任意の矢印αに対して，　M6，αトB（P零r）かつMb，αト・

B（9零，）ならばMb，αPB（（pVg）零P）であることを示す・．M6，al＝B（P零ア）かつ

Mb，αi＝B（q零7）と仮定する．命題4．3よりすべてのx∈min（A，と）でMb，xト・p零ア

かつMb，xトg零r．ここで，　Mb，酬＝ロrPまたはMb，　x　l一二rqの場合は明らかな

ので，Mb，　xト〈21＞（P〈［11］z（P→r））かつMb，　x　e〈21＞（9〈［11］i（q→r））と仮定する・

よって，xR21yかつMb，yトPとなる矢印y∈Aが存在し，更にyR11ZかつyとZとな

るすべてのz∈AでMb，zト・p→r．同様に，　x　R21uかつ、Mb，叫＝qとなる矢印u∈A

が存在し，更にuR11ωかつuとωとなるすべてのω∈、4でMb，ω1＝q→r．ここで，

ωとyと仮定しても一般性を失わない．このことから，Mb，yトpVqであり・更に

yRnzかつyとzとなるすべてのz∈AでMb，zトP→rかつMb，　zトq→rすなわ

ちMb，zト（pVq）→rが成り立つ．よって，　Mb，xト〈21＞（（pVg）〈［11】i（（P＞q）→r））

が成り立つので，Mb，　xト・（p　V　q）零僧．これはそれぞれのx∈min（A，と）に対して成
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り立つので，よってMb，αト＝B（（pVq）零γ）を得る．

（4．97）Mbが完全ならば，　rB（（p　V　g）零rq）→（B（（pVq）llg　r）→B（9　：lg　r））・

完全なMbの任意の矢印αに対して，　Mb，al＝rB（（pVq）零rq）かつMb，α1＝B（（pV

の零7）ならばMb，α1＝B（　　reg＝＞r）であることを示す．　Mb，αトrB（（p　V　g）零rq）か

つMb，αトB（（p　V　g）零丁）と仮定する．　Mbは完全なので，ある状態n∈Nがただ一

つ存在して，すべてのx∈min（A，と）はx＝（n’，n），　n’∈Nとして表現できる．その

ため，すべてのx，xt∈min（A，と）に対して．R21（x）＝R21（x’）が成り立つ・

Bを定義する式（4．2）および零を定義する式（4．84）より，rB（（p＞q）零r9）は

ロ◇1（◇（pVg）〈［21］（（p＞q）→〈11＞lq））と表すことができるので，仮定よりすべての矢

印xに対してxとyとなる矢印yが存在し，M，yト◇（pVq）〈［21］（（P＞q）→〈11＞lq）で

ある．このことから，pVqが真となる矢印が存在する．また，　yR21zかつ．Mb，zトpVq

ならば，zRnuかつzとuかつMb，uトgとなる矢印uが存在する．

更に，仮定よりMb，αトB（（pVq）零7）なので，命題4．3より，すべてのx∈min（A，と）

に対してMb，xp（pVの零7．　pVqが真となる矢印が存在するので，よってすべて

のx∈min（A，と）に対してxR21bとなるb∈Aが存在して．Mb，　bトpVqであり，更

にbRllcかつbと。となるすべての。∈Aで．Mb，　cト（p　V　g）→r．ここで，　Mbは完

全なので，上述の性質を満たすbはすべてのx∈min（A，≧）に対して同一である．

すべてのx∈min（A，と）に対して上述の性質を満たすbが存在することから，　xに

対しても上記の性質を満たすuが存在するので，xR21uかつMb，upgとなるuが

存在して，更にuRllωかつuとωとなるすべてのωでMb，ωk（p　V　q）→r．

q→（pVq）は恒真文なので，上述の性質を満たすすべてのωでMb，ωPg→r．こ

のことからMb，ul＝q〈［11］1（9→r）となり，よってすべてのx∈min（4と）に対し

てMb，x←q零7が成り立つ．よって．Mb，aFB（q零r）を得る．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Q．E．D）

補題4．4以下の論理文はすべて信念変更モデルMbで妥当である．ここで，　p，　g，　r∈しである．

（B（p　g　g）　A　B（p　S　（q　．　r）））　．　B（p　g　r）．

B（p　g　q）　．　Bq．

B7p　．　（B（1）　ES　g）　＝一　Bg）．

nBi　A　07p　一　7B（p　S　±）．

Bg　一一〉　B（p　g　（p　．　q））．
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ロ（p≡q）→（B（p葺r）≡B（q葺r））．

（B（p旱τうくB（q≦峯r））→B（（p〈q）≦箏r）．

Mbが完全ならば，　rB（（p〈q）葺p）→（B（（p〈q）　S　r）→B（p葺r））．

（証明）

　　（4．103）　（B（p　S　q）　A　B（p　g　（g　．　r）））　．　B（p　g　r）

　　信念変更モデルMbの任意の矢印αに対して，　Mb，αトB（p葺q）かつMb，α1＝B（p斗

　　（q→r））ならばMb，αトB（p旱r）であることを示す．　Mb，α1＝B（p葺q）かつ

　　M6，akB（pS（q→r））と仮定する．命題4．3より，それぞれのx∈min（A，と）に

　　対して，Mb，　xト・p學qかつMb，x　1＝p旱（q→r）．葺を定義する式（4．99）より

　　．Mb，　xトq〈（rP零q）かつMb，x　1一（9→r）〈（rP零（q→r））・よってMb，非・

　　であり，式（4．88）がMbで妥当であることからMb，x　l＝rP零r．これらをまとめ

　　てMb，x←r〈（一pgr）すなわちMb，x　F　p斗rが成り立つ．これはそれぞれの

　　x∈min（A，と）に対して成り立つので，　Mb，α1＝B（p薯7）を得る．

（4．104）　B（p　2g　q）　．　Bg

葺を定義する式（4．99）に基づいて式（4．104）を書き直すと，Bg〈B（rP零q）→Bqと

なるので明らか．

（4．105）　B＝p　一〉　（B（p　S　g）　si　Bg）

信念変更モデルMbの任意の矢印αに対して，　Mb，α1＝・BrPならばMb，αト・B（P薯

g）≡Bgであることを示す．　Mb，α1＝BrPと仮定する．葺を定義する式（4．99）より

B（Pgq）≡Bgは（Bg〈B（rP零9））≡Bqとなるので，　Mb，a　1－Bg→B（rP零9）を

示せば十分である．ここで，Mb，αトBqと仮定する．　Mb，αトBrPを既に仮定して

いるので，式（4．go）がMbで妥当であることから，特にMb，α1＝B（rP　ve　q）・よって

Mb，αトBq→B（rp零のが示された．

（4．106）　＝Bi　A　Onp　．　一B（p　g　1）

旱を定義する式（4．99）よりrB（p葺⊥）は「（B⊥〈B（rP零⊥））すなわちrB⊥V

rB（rp零⊥）と表現できるので，式（4．91）より明らか．

（4．107）　Bg　o　B（p　S　（p　一　q））

信念変更モデルMbの任意の矢印αに対して，　Mb，αトBqならばMb，aトB（p葺

（p→q））であることを示す．Mb，αトBgと仮定する、　g→（p→のは恒真文なので，

この仮定よりMb，αトB（p→q）が成り立つ．
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學を定義する式（4．99）よりB（P學（P→9））はB（P→9）〈B（rP零（P→q））と表現

できるので，Mb，αkB（rp零（p→g））を示せば十分である．式（4．89）が．Mbで妥当

であることから，Mb，αトB（rP零rP）．更に，論理文rP→（P→のは恒真文である

ことから，Mb，α1＝B（rp零（rP→（p→q）））も成り立つ．よって，式（4．88）が．Mb

で妥当であることから，Mb，α1＝B（rP零（P→q））を得る．

（4．108）ロ（p≡q）→（B（p≦事τ・）≡B（q≦峯r））

自明なので省略．

（4．109）　（B（1）　S　r）　A　B（q　g　r））　一　B（（p　A　g）　S　r）

信念変更モデルMbの任意の矢印αに対して，　Mb，αト・B（p旱r）かつ．Mb，α←

B（q2Sr）ならばMb，αPB（（p〈q）葺r）であることを示す．　Mb，α1＝B（pSr）かつ

Mb，α1ニB（qSr）と仮定する．學を定義する式（4．99）より，Mb，　a　l＝Br〈B（rp零7）

かつMb，aトBr〈B（rq零r）．同様に，　B（（P〈9）葺r）はBr〈B（（rp　V　r9）零r）と

表現できるので，Mb，αFB（（rP　V　＝q）零7）を示せば十分であるが，式（4．96）がMb

で妥当であることからこれは明らか．

（4．110）Mbが完全ならば，　r　B（（p〈g）學p）→（B（（p〈g）葺r）→B（p學r））

完全な信念変更モデルMbの任意の矢印αに対して，　Mb，αトrB（（p〈q）Sp）かつ

Mb，a　1＝　B（（pAq）　gr）ならば，　Mb，αトB（p葺r）であることを示す．　Mbは完全な

ので，ある状態n∈Nがただ一つ存在して，すべてのx∈min（A，と）はx＝・（n’，n），

n’∈Nとして表現できる．そのため，信念変更モデルの付値を定義する式（4．53）か

ら，すべてのx∈min（A，と）において古典命題論理の論理文の付値は等しい．

また，葺を定義する式（4．99）より，Mb，　a　l＝B（（p〈g）學r）はMb，α1＝Br〈B（（rpV

rq）零r）と表現できるので，　Mb，αトBrかつMb，αFB（（rP　V　＝q）零r）・同様に・

Mb，αトrB（（P〈q）葺P）はMb，αト・rBp　V　n　B（（rP　V　79）零P）と表現できる・

Mb，αkrBpの場合は，あるx∈min（A，と）が存在して．Mb，　x　l＝rPとなるが，．Mb

は完全なので，すべてのx∈min（A，≧：）でMb，x　lニrP．このことから，　MbトBrP

が成り立つ．式（4．105）がMbで妥当であることとMb，a←Brから，特にMb，ak

B（P學r）が成り立つので明らか．よってMb，αト・rB（（rP　V　n9）零P）と仮定す

る．Mb，a←B（（rP　V　rq）零r）であることと式（4・97）が．Mbで妥当であることか

ら，Mb，αトB（rP零r）が成り立つ．故に，　Mb，αト・Br〈B（rP零r）すなわち

Mb，α1＝B（pSr）を得る．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Q．E．D）
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定理4．5式（4．98）で定義した消去は以下の性質を満たす．これらの性質は・第3章で再定式化し

た消去の公準に対応する．

（◆1）霧は信念集合．

（◆2）写⊆T・

（◆3）rP∈Tならば，写＝T．

（◆4）Tが無矛盾であり，かつゲpならば，p¢写．

（・5）　T［　（Tp・　）p’・

（◆6）トp≡qならば，写＝写，

（◆7）Tp・∩写⊆犠α・

（◆8）Tが完全であり，かつp¢犠qならば，犠g⊆写．

（◆9）Tが無矛盾ならば，空＝∩K∈国鰐．

（証明）

　　更新の場合と同様に，式（4．102）に基く霧が（◆1）から（◆9）を満たすことを示せば

　　よい．

　　（◆1）：g∈写かつq→r∈写と仮定する．式（4．102）より．Mb←B（p斗q）かつ

　　MbトB（P學（q→r））．式（4．103）がMbで妥当であることからMbトB（P葺r）・

　　よって，禦は推論規則について閉じているので信念集合である．

　　（◆2）：式（4．104）がMbで妥当であることから明らか．

　　（◆3）：rP∈Tと仮定する．式（4．57）よりMbト・Brlp．式（4．77）がMbで妥当である

　　ことからMbトB（p學の≡Bqとなるので，写＝Tを得る．

　　（◆4）：式（4．106）がMbで妥当であることから明らか．

　　（◆5）：式（4．107）がMbで妥当であることから明らか．

　　（◆6）：式（4．108）がMbで妥当であることから明らか．

　　（◆7）：式（4．109）がMbで妥当であることから明らか．

　　（◆8）：Tは完全と仮定する．よってMbも完全である・P¢略9と仮定する・式（4・102）

　　　よりMb欝B（（P〈9）Sp）．命題4．4よりMbト・rB（（P〈q）Sp）なので・式（4・110）

　　がMbで妥当であることから，　MbトB（（P〈q）葺r）→B（pSr））・よって，式（4・74）

　　　よりr∈7凱gならばr∈写となり，犠g⊆窄を得る．

　　　（◆9）：式（4．101）より明らか．
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（Q．E．D）

A．3　第5章の定理・補題の証明

命題5．1任意の空でない集合A⊆Ωおよび任意の可能世界ω∈Ωに対して，式（5．10）を満たす

半順序≦wおよび式（5．11）に基づいて構成した集合A（ω）は常にA（ω）≠のであり・かつ以下の性

質を満たす．

1．ω∈Aならば，A（ω）＝｛ω｝．

2．任意のB⊆Ωに対して，A（ω）∩B⊆｛A∩B｝（ω）．

（証明）

　　式（5．10）を満たす半順序≦ωと式（5．11）から定義されたA（ω）が空集合にならない

　　ことは，式（5．10）および全体集合Ωの有限性より明らか．また，w∈Aならば，式

　　（5．10）よりωはAで最小となる唯一の可能世界なので，A（ω）＝｛ω｝・更に・任意

　　のB⊆Ωに対して，ω’∈A（ω）∩Bならば（5．11）式よりすべてのω”∈Aに対して

　　ω”んω’なので，特にすべてのω”EA∩Bに対してω”んω’が成り立つ．よって

　　A（w）　nB　g　｛An　B｝（w）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（QeE・D）

定理5．1知識ベースを表す任意の可能性分布πおよび可能世界ω∈Ω，集合A⊆Ω（空集合で

もよい）に対して，更新の結果魂は式（5．10）を満たす半1順序≦脚および式（5．11），更新の構成規

則（5．9）から常に構成することができ，かつ可能性理論に基づく更新の公準（rl◇1）から（r【◇8）を

満たす．

（証明）

　　Aニのの場合は式（5．9）より魂＝π⊥となるので，TXは式（5・9）から構i成できる・ま

　　た，A≠のならば，命題5．1より，任意の可能世界ω∈Ωに対してA（ω）≠のなので，

　　魂は式（5．9）から構成できる．よって，いかなる場合でも，知識ベースを表す任意の

　　可能性分布πおよび可能世界ω，集合Aに対して，魂は更新の構成規則（5．9）式から

　　常に構成できる．

　　次に，魂が（H◇1）から（n◇8）を満たすことを示す・
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（n◇1）式（5．9）よりすべてのω¢Aに対して桟（ω）＝0なので，明らかに戒≦LLA．

（n◇2）π≦μ4とする．π＝π⊥またはA＝のの場合は式（5．9）より明らかに魂＝π＝

π⊥．知識ベースを表す可能性分布πは無矛盾であるか，またはπ⊥なので，πは無矛

盾かつA≠のと仮定する．このとき，前提よりπ（ω）＞0であるようなすべてのωに

対してω∈Aであり，命題5．1よりすべてのω∈Aに対してA（ω）＝｛ω｝が成り立つ

ので，よって，ω∈Aならばπ％（zv）＝max｛ω，1ω∈A（ω，）｝π（ω’）＝π（ω）．また，ω¢A

ならばπ叙ω）＝π（ω）＝0．よって，いかなる場合でもπ身＝πが成り立つ．

（H◇3）πは無矛盾かつA≠のとする．前提よりπは無矛盾なので・π（ω1）＝1とな

るようなω1∈Ωが少なくとも一つ存在する．また，A≠のなので，命題5．1より

A（ω1）≠のである．よって，式（5．9）よりすべてのω∈A（ω1）に対してπ叙ω）＝1が

成り立つので，π皇は無矛盾．

（H◇4）A＝Bとする．このとき，任意のω∈Ωに対して明らかにA（ω）＝B（ω）なの

で，式（5．9）より魂＝π急が成り立つ。

（n◇5）π＝π⊥の場合は明らかに（π鉛去＝魂∩B＝π⊥なので，πは無矛盾であると

仮定する．また，A＝のまたはB＝②の場合も式（5．9）より（魂）去＝残∩B＝π⊥な

ので，A≠のかつB≠のと仮定する．式（5．9）よりすべてのω∈AUBに対して，

（π身）去（ω）＝魂∩B（ω）＝0．また，命題5．1地区任意のB⊆Ωと任意のω’∈Ωに対

してA（ω’）∩B⊆｛A∩B｝（ω’）なので，任意のω’∈Ωと任意のw∈A∩Bに対して，

ω∈A（ω’）∩jBならばω∈｛A∩B｝（ω’）である．このことから，任意のω∈A∩Bに

対して｛ω’1ω∈A（ωt）∩B｝⊆｛ω’1ω∈｛A∩B｝（ωt）｝が成り立つ．よって，式（5．9）

よりすべてのω∈A∩Bに対して（π皇）去（ω）≦魂∩B（ω）が成り立つ．これらをまと

めると，いかなる場合でも（πa）ll｝≦魂∩Bが成り立つ．

（n◇6）π身≦μBかつ略≦μ4とする．知識ベースを表す可能性分布πは無矛盾である

か，またはπ⊥であるが，π＝π⊥の場合は式（5．9）より明らかに魂二鳩＝π⊥なの

で，πは無矛盾であると仮定する．また，A＝のまたはBニのの場合も魂＝略＝π⊥

となるので，A≠のかつB≠のと仮定する．式（5．9）より，π（ω）＞0となるすべて

のω∈Ωに対してA（ω）ニB（ω）を示せば十分である・ここで，すべてのω∈A∩B

に対してA（ω）＝B（ω）ニ｛ω｝である．また，前提よりπ負≦μBなので，すべての

ω∈A∩Bに対してπ叙ω）＝0．もしπ（ω’）＞0となるようなωt∈・A∩Bが存在すれ

ば，式（5．9）よりそのようなω’について魂（ω’）＞0となるので，このことからすべて

のω∈A∩Bに対してπ（ω）；0．同様に，すべてのω∈A∩Bに対してπ（ω）＝0で

ある．よって，π（ω）＞0となるすべてのω∈互∩Bに対してA（ω）；・B（ω）を示せば
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十分である．ここで，π（ω）＞0を満たすあるω∈A∩Bが存在して，A（ω）望B（ω）

であると仮定する．仮定よりω’¢B（ω）となるω’∈A（ω）が存在する．式（5．11）よ

りあるω”∈B（ω）が存在して，ωに割り当てられた半順序≦ωについてω”×ωω’が

成り立つ．π（ω）＞0なので式（5．9）よりπ叙ω”）＞0．前提より7r＆≦ILA∩Bなので

ω〃∈A．しかし，ω”Kωω’なので再び式（5．11）よりω’¢A（ω）となり，これは仮定

と矛盾する．よって，π（ω）＞0となるすべてのω∈λ∩Bに対してA（ω）⊆B（ω）で

ある．B（ω）⊆A（ω）も同様に示される．これらをまとめて，π（ω）＞0となるすべて

のω∈A∩Bに対してA（ω）＝B（ω）が成り立つ．

（H◇7）πは完全であるとする．よって，π（ω1）＝・1となるω1∈Ωがただ一つ存在し，

かつ任意のω∈Ωに対して，ω≠ω1ならばπ（w）＝0である．A＝のまたはB＝の

ならば，式（5．9）よりmin（π鉛π急）＝π⊥なので明らか．よってA≠のかつB≠のと

仮定する．このとき，min（π％（ω），π＆（ω））＞0となるのはωEA（ω1）かつω∈B（ω1）

であるようなωだけなので，A（ω1）∩B（ω1）⊆｛AUB｝（ω1）が成り立つことを示せ

ば十分である．ω∈A（ω1）∩B（ω1）であるようなすべてのωに対して，ω1に割り当

てられた半順序ilw1個月び式（5．11）より，すべてのω’∈Aに対してω’7tlω1　wであ

る．同様に，すべてのω”∈Bに対してω”ん1ω．よって，すべてのω’∈AUBに

対してω’メω1ωであり，式（5．11）よりω∈｛AUB｝（ω1）を得る．

（H◇8）式（5．9）よりすべてのω¢Aに対して｛max（π，π’）｝％（ω）＝max（魂（ω），πkQ（ω））

；0なので，ω∈Aについてのみ示せば十分である．このとき，式（5．9）より｛max（π，π’）

｝％（ω）＝max｛w，iw∈A（wt）｝｛max（π（ω’），π’（ω’））｝（；αとおく）である．すなわち，集合

｛ω’1ω∈A（ω’）｝（これをSとおく）に含まれるすべてのω’についてmax（π（ω’），π’（ω’））

を求め，その最大値がαである．一方，式（5．9）よりmax（暗，πke）＝max｛maxωt∈Sπ（ω’），

maxω’∈Sπ’ iωt）｝（＝βとおく）である．すなわち，πに関するω’∈Sの最大値とπ’

に関するω’∈Sの最大値で，大きい方をβとする．ここで，どのmax演算について

も，比較の対象となるのはπ（ω’）およびπ’（ω’）の値であるので，max演算の性質か

ら比較する順番を入れ替えても得られる結果は変わらない．よって，α＝βすなわち

｛max（π，π’）｝％（ω）＝max｛maxω’∈Sπ（ω’），maxw’∈5π’（ω’）｝が成り立つ．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Q．E．D）

定理5．2知識ベースを表す任意の可能性分布πに対して，式（5．12）に基づいて構成した7rAは，

可能性理論に基づく消去の公準（rl◆1）から（H◆5）および（■◆8）を満たす．更に，7rAは以下の性

質も満たす．

（H◆6）π蓋≦μ減uBかつπ急≦LLAUBならば，π皇＝π急．
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（n◆7）π身∩B≦max（π蓋，π蒼）・

（証明）

　　式（5．11）および式（5．12）で定義された畷が（n◆1）から（H◆8）を満たすことを示す・

（H◆1）式（5．12）によって各可能世界ω∈Ωの値が減少することはないので明らか・

（n◆2）N（A）＝1とする．知識ベースを表す可能性分布πは無矛盾であるか・また

はπ⊥であるが，π＝π⊥の場合は前提を満たさないので明らか・よって，πは無

矛盾であると仮定する．ω¢Aの場合だけ示せば十分である．N（A）ニ1－rl（A）

なので，前提よりH（A）＝0．よって，すべてのω’∈Aに対して，π（ω’）＝0で

ある．ここで，｛ω’lw∈λ（ω’）｝；｛ω｝U｛ω’∈Alω∈A（ω’）｝と表せるが・集合

ωt ｸ｛ω’∈AIω∈A（ω’）｝に含まれるすべてのω’についてπ（ω’）＝0が成り立つの

で，式（5．12）よりすべてのω¢Aに対して7rA（ω）＝π（ω）が成り立つ。

（H◆3）πが無矛盾かつA≠Ωとする．前提よりA≠Ωなので，A≠のである．更に，

πは無矛盾なので，π（ω1）＝1となるω1∈Ωが少なくとも1つ存在し，式（5．12）よ

りω∈A（ω1）であるω∈Aに対してπ蓋（ω）＝1である・よってr峨（A）＝1となり・

NA（A）＝i　一　l11（A）よりN2（A）＝0を得る．

（H◆4）A＝Bとする．このとき，任意のω∈Ωに対して明らかにA（ω）＝B（ω）なの

で，式（5．12）より7rA＝π壱が成り立つ．

（H◆5）知識ベースを表す可能性分布πは無矛盾であるか，またはπ⊥である．π＝π⊥の

場合は明らかなので，πは無矛盾であると仮定する．また，A＝¢の場合は（TA）玄＝π⊥

なので明らか．よって，A≠のと仮定する．このとき，　HA（A）〈1ならば式（5．1）よ

り（TA）k＝π⊥となるので，明らかに（縞殖≦π．鴫（A）＝1ならば式（5．1）よ

り（　・TA）支＝min（π身，μ4）である．ここで，ω¢Aならばmin（π姦（ω），μ蓋（ω））＝0

なので，すべてのω¢Aに対して（7rA）玄（ω）≦π（ω）が成り立つ．また，ω∈A

ならばmin（TA（w），PtA（ω））＝7rA（ω）となり，（5．12）式よりπ二（ω）＝π（ω）なので，

（7rA）k（ω）≦π（ω）となる．よって，いかなる場合でも（7rA）玄（ω）≦π（ω）が成り立つ．

（fi◆6）暗≦ItAuBかつ略≦ILAuBとする・π＝π⊥の場合は明らかなので・π

は無矛盾であると仮定する．式（5．12）より，π（ω）＞0となるすべてのω∈Ωに対

してA（ω）＝B（ω）を示せば十分である．ここで，すべてのω∈A∩Bに対して

，41（ω）ニB（ω）＝｛ω｝である．また，前提より縞≦μ4uBで，しかも式（5．12）によっ
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て各可能世界の値が減少することはないので，すべてのω∈A∩Bに対してπ（ω）＝0．

同様に，すべてのω∈A∩Bに対してπ（ω）＝0．よって，π（ω）＞0であるすべて

のω∈A∩Bに対して，A（ω）＝B（ω）であることを示せば十分である．ここで，

π（ω）＞0を満たすあるω∈A∩Bが存在して，A（ω）⊆B（w）であると仮定する・仮

定よりω’¢B（ω）となるω’∈Aが存在する．π（ω）＞0で，かつω’∈A（ω）なの

で，式（5．12）より7rA（ωt）＞0．また，前提より7rA≦tLAuBで，しかもω’¢Aなの

で，ω’∈Bである．仮定よりω’¢B（w）なので，式（5．11）よりあるω”∈Bが存在

して，ωに割り当てられた半順序≦wについてω”Kww’が成り立つ．このことから，

再び式（5．11）よりω’¢A（ω）となり，これは仮定と矛盾する．よって，π（ω）＞0を

満たすすべてのω∈A∩Bに対して，互（ω）⊆B（ω）である。B（ω）⊆A（ω）も同様

に示される．これらをまとめると，π（ω）＞0を満たすすべてのω∈A∩Bに対して

、4（ω）＝B（ω）が成り立つ．

（H◆7）知識ベースを表す可能性分布πは無矛盾であるか，またはπ⊥である．π；π⊥ま

たはω∈A∩Bならば，式（5．12）より魂∩B（ω）＝πA（ω）＝π蒼（ω）＝π（ω）なので，明

らかに7rA∩B≦max（魂，π齢が成り立つ．よって，πは無矛盾かつω∈AUBと仮定す

る．式（5．12）より縞∩B（ω）ニmax｛w，lw∈｛AuB｝（ωt）｝π（ω’）．ここで，任意のω’∈Ωに対

して，｛AuB｝（ω’）∩互⊆A（ω’）が成り立つ．同様に，｛AUB｝（ω’）∩B⊆B（ω’）．よって，

ω∈AuBを固定すると任意のω’∈Ωに対して，ω∈Aならば｛ω’1ω∈｛AUB｝（ω’）｝

⊆｛ω’1ω∈A（ω’）｝が成り立つ．同様に，ω∈Bならば｛ω’1ω∈｛AUB｝（ω’）｝⊆

｛w’1ω∈B（ω’）｝．よって，式（5．12）より任意のω∈AuBに対して7rA∩B（ω）≦魂（ω）

またはπ皇∩B（ω）≦π急（ω）となり，π蓋∩B（ω）≦max｛π身（ω），π急（ω）｝である．よって，

任意のω∈Ωに対してπ身∩B（ω）≦max｛魂（ω），T9（ω）｝が成り立つ．

（H◆8）式（5．12）よりすべてのωEAに対して｛max（π，π’）｝A（ω）＝max（7rA（ω），πぼ（ω））

＝π（ω）なので，ω∈Aについてのみ示せば十分である．このとき，式（5．12）より

｛max（π，π’）蹟（ω）＝max｛ω，1ωd（wt）｝｛max（π（ω1）Jπ’（ω’））｝（＝αとおく）である．す

なわち，集合｛ω’iω∈A（ω’）｝（これをSとおく）に含まれるすべてのω’について

max（π（ω’），π’（ω’））を求め，その最大値がαである．

一方，式（5．12）よりmax（πX，π釜）＝max｛maxω’∈sπ（ω’），maxωt∈Sπ’（ω’）｝←＝βと

おく）である．すなわち，πに関するωt∈Sの最大値とπ’に関するωt∈Sの最

大値で，大きい方をβとする．ここで，どのmax演算についても，比較の対象とな

るのはπ（ω’）およびπ’（ω’）の値であるので，max演算の性質から比較する順番を入

れ替えても得られる結果は変わらない．よって，α＝βすなわち｛max（π，π’）蹟（ω）

・＝max｛maxω・∈sr（ω’），MaXwt∈Sπt（ω’）｝が成り立つ．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Q．E．D）

109

　　　　　　　　　　蹴へ、4」　　　rt　’
藤t　　　　　　凹



鳳雛離開騨蘭継嗣願闘『熈　「『
　　∫．1衆1

　　一一k．・，

命題5．2以下の式（5．13）および式（5．14）が成り立つ．

π身＝（π去）支・

TA　＝　max（T，7ra一）．

（証明）

まず式（5．13）について示す．π＝π⊥ならば，明らかに桟＝（残游＝π⊥なので，π

は無矛盾であると仮定する．A＝Ωならば，　H怒孟）＝H叡の・＝0なので，式（5．1）

より任意のωについて（π去）k（ω）＝0すなわち（残）支＝π⊥である．更に式（5．9）よ

りπ皇＝π8＝π⊥なので，互＝Ωならば媛＝（7r割去が成り立つ．また，　A≠Ωの

場合は，（r［◆3）よりNA一（A）＝0すなわちH三盆）＝1である・よって・式（5・1）より

任意のωについて（　，7「亘）玄（ω）＝min｛iLA（ω），残（ω）｝が成り立つので，ω∈Aならば

（π去）去（ω）＝πA一（ω），ω¢Aならば（構殖（ω）＝0となる．式（5．12）を用いてこれら

をまとめると，以下の式が得られる．

　　　　　　　　（7rA一）k（w）　．　（　ll］，Lax｛w’lwEA（wt）｝7r（w’），　；　；｝　f；：

これは可能性理論における更新の構成規則（5．9）に他ならないので，A≠Ωならば

魂＝（鳩殖が成り立つ．よって，いかなる場合でも式（5．13）が成り立つ．

次に式（5．14）について示す．π＝π⊥ならば，明らかにπXニmax（π，7rX）＝π⊥なので，

πは無矛盾であると仮定する．式（5．9）よりすべてのω∈Aに対してmax（π（ω），魂（ω））＝

π（ω）となる．同様に，すべてのω¢Aに対してmax（π（ω），桟（ω））＝πa一（ω）．式（5．9）

を用いてこれらをまとめると，以下の式が得られる．

　　　　　　max（π（卿））一｛糊押（wt）｝π（wt）・瓢：

これは可能性理論における消去の構成規則（5．12）に他ならないので，πが無矛盾でも

魂＝max（π，π鉛が成り立つ・よって・いかなる場合でも式（5・14）が成り立つ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Q．E．D）

定理5．3式（5．17）に基づいて構成したπ盒は可能性理論に基づく消去の公準（H◆1）および（n◆3）・

（n◆4），（H◆8）を満たす・

（H・　1）　T　S　TA・

（n◆3）πが無矛盾かつA≠Ωならば，1V盆（A）＝・0・
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（n◆4）A＝Bならば，π気＝π急．

　　　　　　　　　　　　　　　　ヲ（n◆8）｛max（π，π）’｝A＝max（πA，πh‘）・

　更に，可能性理論に基づく消去の公準を弱めた以下の性質を満たす．

（H◆5ω）N（A）＝1ならば，（π査）去≦π．

（H◆7α）任意のω∈AuBに対して，π気∩B（ω）≦max｛π盒（ω），π倉（ω）｝・

（n◆7b）任意のω∈A∩Bに対して，　max｛π気（ω），π会（ω）｝≦π査∩B（ω）・

ここで，NAはπ盒から構成した可能性測度に対して双対的な必然性測度である・

（証明）

　　式（5．17）で定義された対称的消去が（n：◆1）および（n◆3），（n◆4），（H◆5），（ll◆7α），

　　（：n◆7b），（H◆8），を満たすことを示す・

（ll◆1）式（5．17）によって各可能世界ω∈Ωの値が減少することはないので明らか．

（：n◆3）πは無矛盾でかつA≠Ωとする．よって，π（ω1）ニ1となるω1∈Ωが少な

くとも一つ存在する．更に，前提よりA≠Ωなので，A≠¢である．よって，命題

5．1よりA（ω1）≠のとなり，式（5．17）よりω∈A（ω1）であるようなω∈Aに対して

πA（ω）＝max｛ω・lw∈互（wt）｝π（ω’）＝π（ω1）＝1が成り立つ・よってllA（A）＝1となり・

N盆（A）＝1－fi蓋（互）よりNA（A）＝0を得る・

（rl◆4）A＝Bとする．このとき，任意のω∈Ωに対して明らかにA（ω）＝B（ω）かつ

A（ω）＝B（ω）なので，式（5．17）よりπX＝略が成り立つ．

（n◆5ω）N（A）＝1とする．このとき，N（A）＝1よりn（A）＝0なので・可能性測度

の性質からH（A）＝1である．また，すべてのw¢Aに対して，π（ω）＝0・よって・

式（5．17）より，すべてのω∈Aに対してπA（w）＝π（ω）が成り立つので，r【気（A）；

■（A）＝1である．このことから，式（5．1）より，すべてのω∈Ωに対して（π盒）支（ω）

＝min（π査（w），μ4（ω））となる．よって，ω∈Aならば（π気）玄（ω）；π気（ω）＝π（ω），

ω¢Aならば（7r気）k（ω）＝0となるので，　N（A）＝1ならば（7r気）X≦πが成り立つ．

（H◆7α）π＝π⊥の場合は明らかなので，πは無矛盾であると仮定する．式（5．17）より，任

意のω∈互uBに対してπ気∩B（ω）＝max｛w’1ω∈｛AuB｝（wt）｝π（ω’）である．ここで，命題

5．1より，｛互uB｝（ωt）∩互⊆A（ω’）である．同様に，｛AU．B｝（ω’）∩B⊆B（ω’）・よって・
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ω∈AuBを固定すると任意のw’∈Ωに対して，ω∈Aならば｛ω’1ω∈｛AUB｝（ω’）｝

⊆｛ω’1ω∈互（ω’）｝が成り立つ．同様に，ω∈Bならば｛ω’1ω∈｛AUB｝（ω’）｝⊆

｛ω’1ω∈B（ω’）｝．よって，式（5．17）より任意のω∈AU．Bに対して楕∩B（ω）≦π盒（ω）

または楕∩B（ω）≦πあ（ω）となり，π蓋∩B（ω）≦max｛楕（ω），π倉（ω）｝が成り立つ．

（H◆7b）πニπ⊥の場合は明らかなので，πは無矛盾であると仮定する．式（5．17）より，

任意のω∈A∩Bに対してπ気∩B（ω）＝max｛ω，　lw∈｛A∩B｝（ω，）｝π（ωt）である．ここで，

命題5．1より，A（ω’）∩B⊆｛A∩B｝（ω’）である．よって，ω∈A∩Bを固定すると

任意のω’∈Ωに対して，｛ω’1ω∈A（ω’）∩B｝⊆｛ω’1ω∈｛A∩B｝（ω’）｝が成り立つ．

更に，ω∈A∩Bより｛ω’1ω∈A（ω’）｝＝｛ω’1ω∈A（ω’）∩B｝となる．これらをまと

めると，式（5．17）より，任意のω∈A∩Bに対してπ蟹ω）≦噴∩B（ω）が成り立つ・

同様の議論を繰り返すことで，π倉（ω）≦楕∩B（ω）も成り立つので，よって，任意の

ω∈A∩Bに対してmin｛πA（ω），π倉（ω）｝≦π盒∩B（ω）が成り立つ．

（ll◆8）式（5．17）よりすべてのω∈Aに対して｛max（π，π’）｝気ω）ニmax｛u，，1ω∈A（ω1）｝

｛max（π（ω’），π’（ω’））｝（＝αとおく）である．すなわち，集合｛ω’1ω∈A（ω’）｝（これを

Sとおく）に含まれるすべてのω’についてmax（π（ω’），π’（ω’））を求め，その最大値が

αである．一方，式（5．17）よりmax（輪，πオ）＝max｛max．t∈sπ（ωt），、maxu，t∈s、7r’（ω’）｝

（＝βとおく）である．すなわち，πに関するω’∈Sの最大値とπ’に関するω’∈Sの

最大値で，大きい方をβとする．ここで，どのmax演算についても，比較の対象と

なるのはπ（ω’）およびπ’（ω’）の値であるので，max演算の性質から比較する順番を

入れ替えても得られる結果は変わらない．よって，α＝βすなわちすべてのω∈Aに

対して｛max（π，π’）｝A（ω）＝max｛maxωt∈Sπ（ω’），maxω・∈Sπ’（ωt）｝が成り立つ．

w∈Aに対しても，ω∈、4の場合とまったく同様に示すことができる．よって，いか

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　タなる場合でも｛max（π，π’）｝負（ω）＝max（πA，πh‘）が成り立つ．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Q．E．D）

命題5．3以下の式（5．18）が成り立つ．

π身＝（π去）去・

（証明）

　　π＝π⊥ならば，明らかにπ皇＝（噴漬＝π⊥なので・πは無矛盾であると仮定す

　　る．A＝Ωならば，　H蓋（A）二品（の＝0なので，式（5．1）より任意のωについて

　　（π去）支（ω）＝0すなわち（πA一）玄＝π⊥である．更に式（5．9）より魂二π8＝π⊥なので，
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A＝Ωならば魂＝（π隻）査が成り立つ・また・知識ベースを表す可能性分布πにつ

いては，πが無矛盾であることとπ≠π⊥とを同一視できるので，A≠Ωならば，定

理3より噴は（H◆3）を満たすので，Nlt（互）＝0すなわちH気（A）＝1である・よっ

て，式（5．1）より任意のωについて（rA）X（ω）＝min｛iLA（ω），π蓋（ω）｝が成り立つので，

ω∈、4ならば（π査）玄（ω）＝楕（ω），ω¢Aならば（楕法（ω）＝0となる．式（5．12）を

用いてこれらをまとめると，以下の式が得られる．

　　　　　　　　嚇（ω）一｛野何脚）｝T（w’）’＝1援：

これは可能性理論における更新の構成規則（5．9）に他ならないので，A≠Ωならば

魂＝（π去）玄が成り立つ．よって，いかなる場合でも式（5．18）が成り立つ．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Q．E．D）

命題5．4可能性分布πは無矛盾であるとする．このとき，任意の可能世界ω∈Ωおよび任意の

空でない集合A⊆Ωに対して，式（5．19）に基づく半順序Sωおよび式（5．11）を用いてAの空で

ない部分集合A（ω）を構成すると，式（5．12）に基づいて構成したπのAに関する消去の結果魂

は，式（5．4）に基づいて構成したπのAに関する縮小の結果π互に等しい．また，式（5．9）に基づ

いて構成したπのAに関する更新の結果魂は，式（5．3）に基づいて構成したπのAに関する修

正の結果π気に等しい．

（証明）

まず7rAがπ互と等しくなることを示す．式（5．12）および式（5．4）から，すべてのω∈A

に対してπA（ω）＝π互（ω）＝π（ω）なので，すべてのω∈Aに対して7rA（ω）＝π互（ω）

となることを示せば十分である．4．3節で構成した半順序≦切および式（5．11）から集

合互（ω）を構成すると，≦切の性質から，すべてのω¢Aに対してA（ω）＝｛ω’∈

Aln（A）＝π（ω’）｝である．また，すべてのω∈Aに対してA（ω）ニ｛ω｝となる

のは明らか．仮定よりπは無矛盾なので，π（ω1）＝1となるω1が少なくとも1つ

存在する．よって，もしω1∈、4なら，il（A）＝π（ω1）ニ1．また，ω1¢Aなら，

互（ω1）ニ｛ωt∈淘n：（互）＝π（ω’）｝である．このことから，式（5．12）よりω∈Aかつ

n（A）ニπ（ω）ならば，7rA（ω）＝max｛ω，　l　w∈癩ω，）｝π（ω’）＝1．

また，ω∈互かつπ（ω）＜H（A）ならば，ω∈，21］（ω’）となるのはωt＝ωの場合のみで

ある．よって，式（5．12）より縞（ω）＝max｛ωq鱒d（wt）｝π（ω’）＝π（ω）が成り立つ．

πは無矛盾であると仮定しているので，これらをまとめると，以下の式が得られる．

　　　　　　　　7rA（ω）一｛裁ω謬雛物（ω）＝n（A）’
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これは縮小の構成規則（5．4）に他ならないので，π身はπλと等しくなる・

次に魂が咳と等しくなることを示す．すべてのω∈Aに対して鴫（ω）＝循（ω）＝0

なので，すべてのω∈Aに対して魂（ω）＝靖（ω）となることを示せば十分である・

上ですでに示したように，すべてのω∈Aに対してA（ω）＝｛ω｝となるのは明らか．

また，≦ωの性質から，すべてのω¢Aに対してA（ω）＝｛ω’∈、41n（A）＝π（ω’）｝

である．仮定よりπは無矛盾なので，π（ω1）＝1となるω1が少なくとも1つ存在す

る．よって，もしω1∈Aなら，H（A）＝π（ω1）＝1．また，ω1¢Aなら，　A（ω1）＝

｛ω’∈．Afifi（A）＝π（ω’）｝である．このことから，式（5．9）よりω∈AかつH（A）＝π（ω）

ならば，π象（ω）＝＝max｛ω’1ω∈A（wり｝π（ω’）＝1・また・ω∈Aかつπ（ω）〈H（A）

ならば，ω∈A（ω’）となるのはω’＝ωの場合のみである．よって，式（5．9）より

魂（ω）＝max｛w，　l　w∈A（ω，）｝π（w’）＝π（ω）が成り立つ．πは無矛盾であると仮定してい

るので，これらをまとめると，以下の式が得られる．

蜘一

oll（w）1　iill：：瑠＝器；：

これは修正の構成規則（5．3）に他ならないので，魂はπスと等しくなる．

（Q．E．D）
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