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1．1　本研究の背景

　ある地域において最適な施設の配置を見出す「最適施設配置問題」は、有史以来、さま

ざまな時代においてさまざまな形で考えられ続けてきた。しかも、高度情報化社会という

言葉がすっかり定着してしまった感のある今日においては、日常生活において施設の数や

種類が急速に増え、配置対象となる地域における状況もますます複雑化、多様化している。

さらに、地理情報処理、VLSI設計、パターン認識、コンピュータ・ビジョンなど、最適施

設配置問題と密接に関連しているか、近い将来結びつく可能性の高い分野が急速に増えつ

つあり、これらの問題を効率的に解く重要性はますます高まっている。その重要性に呼応

して、最適施設配置問題を解くための方法も数理的手法を軸にいろいろと開発され、「最適

配置の理論［71］」として体系付けられるようになってきた。

　最適施設配置問題の解決にあたっては、組み合わせ構造や幾何学的図形の効率的な処理

が大きな重要性をもつが、最近では、計算機の急速な進歩と普及によって、これまでの各

種数理的手法によるアプローチに加え、計算幾何学的手法が問題の解決にあたって広く採

り入れられるようになり、計算アルゴリズムの改良が大幅に進められた。その結果、精度

の高い解を従来よりも短い時間で導出できるようになっている。しかしながら、現在も進

んでいる情報化や、計算機の能力の向上により、最適施設配置問題はますます多様化、複

雑化、大規模化しており、そのような状況に応じた高精度かつ高速な解法の開発や、それ

6
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を支える理論の構築は、現在においても重要な課題である。

　最適施設配置問題においては、定式化された問題におけるボロノイ図を作成し、その利

用により解を導出する方法がよく利用されている。k個の施設の配置を考えるにあたって、

各々の施設から最も近い領域を幾何学的に示した図形を考え、それに基づいて配置におけ

るコストの最小化による最適化を図るものである。

　一方、Flury［21］により提案された主要点（Principal　Points）は、確率分布における密度関

数をk個の領域に分割する際の各領域の代表点のうち、それらの点からの2乗距離の期待

値（目的関数）が最小となるようなk個の点として定義されている。数学的にはクラスター

分析におけるk－means法と同等のアルゴリズムにより導出されるが、　Principal　Pointsの

概念は、確率分布をk個の代表点により表すという観点で、「最適配置の理論［71］」の基礎

理論となり得る。また、Principal　Pointsの導出手法は、天気図の解析（村木・大瀧・水田

［85］［86］）、層別逆回帰法（Sliced　Inverse　Regression）の改良（大瀧・藤越［70］）などにも応

用されており、さらに主座標曲線（Principal　Curves）や関数データ解析（Functional　Data

Analysis）への拡張（水田［82］［84］）なども試みられている。一方、最近では、確率分布から

生成された標本に基づいてPrincipal　Pointsを推定する研究や、2乗距離以外の距離を最小

とした場合のPrincipal　Pointsを求める研究も行われている（浅野・水田・佐藤［65］［66］）。

以下では、k個の主要点をk・一Principal　Pointsと表す。

　期待値に関して対称な1変量確率分布におけるk－Principal　Pointsは期待値に関して点

対称となる（対称性をもつ）ことが予想される。この予想が正しい場合は、分布の対称性を

利用して導出に必要な領域を縮小化することによりk－Principal　Pointsの導出に要する時

間を短縮することが可能になるが、常に正しいわけではない。このような確率分布におい

て、Flury［21］は、期待値に関して点対称な2点からの2乗距離を極小にする必要条件およ

び十分条件を導出し、さまざまな分布における2－Principal　Pointsの値を数値計算により求

めている。これらの結果には、2－Principal　Pointsが非対称となる例も含まれている。

　対称な1変量確率分布における2－Principal　Pointsの対称性に関しては、密度関数の性

質に着目した研究も行われている。Tarpey［61］は、密度関数が対称かつ強酒峰（strongly

unimodal）であれば対称性が成立することを示している。さらに、山本・篠崎［87］［88｝は対

称性に関する十分条件を導出し、強単峰分布以外にも条件をみたす分布が存在することを

7
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述べている。

　しかし・対称な1変量確率分布において、3点以上の場合におけるPrincipal　Pointsの具体

的な値については・Flury［21］が1変量標準正規分布におけるk－Principal　Points（3≦k≦5）

の値を数値計算により示しているにとどまっており、さらなる考察が必要である。

　また、k≧3の場合におけるk－Principal　Pointsの対称性について、Li＆Flury［34］は、

Chow［7］により示されている、区間［0，1］において連続な関数の区分的多項式による最小2

乗近似が一意に定まる十分条件を確率分布の分取関数に適用して、対称な1変量分布にお

けるk－Principal　Pointsの対称性に関する定理を発表した。しかし、この定理は誤りであ

り、定理の訂正の他、新たな条件の導出についても研究が必要である。

　一方、2変量が互いに独立な正規分布におけるk一一Principal　Pointsの配置について、Flury［21］

は一方の分散が他方よりも大きい場合にk－Principal　Points（k≦5）が一直線上に並ぶ配置

となる場合があることを計算機シミュレーションにより示している。しかし、分布の分散

共分散行列とPrincipal　Pointsの配置との間の関係や、　Principal　Pointsの数が多い場合の

配置については未解明の部分が多く残されている。

1．2　本研究の目的

　前節で述べた背景に基づき、本論文では、対称な1変量確率分布におけるk。Principal

Pointsの対称性、および2変量が互いに独立な正規分布におけるk－Principal　Pointsの配

置に関する特徴的性質を、理論的およびシミュレーションを含む計算：幾何学的立場から論

じる。

　まず、対称な1変量確率分布が与えられた場合において、期待値に関して対称な3点が

目的関数の極小値を与えるときの必要条件を導出する。そして、さまざまな分布について、

期待値に関して対称な3点が必要条件をみたすかどうか考察し、3－Principal　Pointsの値：を

計算機シミュレーションを用いて求め、3－Principal　Pointsの値および対称性について議論

する。

　次に、密度関数にChow［7｝の定理およびTrushkin［63］の定理を適用する。これにより、

k－Principal　Pointsの対称性に関する定理および十分条件を導出し、対称性が成立する確率

分布族の拡張を行い、さまざまな分布に関して対称性の検証を行う。

8
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　また、2変量が互いに独立な正規分布において、さまざまな分散共分散行列における

k－principal　Points（k：≦5）の配置を計算機シミュレーションを用いて求めることにより、

Flury［21］により提起された問題である、k個の点が一直線上に並ぶ配置となる分散共分散

行列の境界値を求め、分散共分散行列と配置との関係について検討する。さらに、2変量

標準正規分布におけるk－Principal　Pointsの配置をシミュレーションにより求める。その上

で、得られた配置のうち最適配置の候補となり得る

・k個の点の配置が原点を中心とする正k角形となる場合

・k個の点の配置が原点を中心とする正（k－1）角形＋原点となる場合

については2重積分を用いて目的関数を最小化するk個の点の値を導出し、目的関数値お

よびk個の点の値の理論的根拠を与える。

1．3　本論文の構成

　本論文は以下の6章から構成される。

　第1章では、本論文の背景およびPrincipal　Pointsのもつ意味について触れ、本研究の

目的について述べる。

　第2章では、k－Principal　Pointsに関する従来の研究について詳述する。まず、　Principal

Pointsの定義を示した上で、対称な1変量分布、多変量楕円分布、2変量正規分布がそれ

ぞれ与えられた場合におけるk－Principal　Pointsについて、理論的な考察や計算機シミュ

レーションにより得られている値を示す。また、本研究で使用しているk－means法を援用

したk－Principal　Pointsの導出アルゴリズムを示し、さらに、対称な1変量分布における

k－Principal　Pointsの対称性に関する十分条件について述べる。その他、　Principal　Points

の概念の応用例として、天気図の解析（村木・大瀧・水田［85］［86］）における代表的な天気図

パターンの抽出について紹介する。

　第3章では、対称な1変量分布における3－Principal　Pointsについて論じる。期待値に関

して対称な3点が目的関数の極小値を与えるときの必要条件を理論的に求め、種々の分布

において対称な3点が必要条件を満たすかどうかを考察し、条件を満たさない場合におい

9
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ては計算機シミュレーションを用いて、各分布における3・一Principal　Pointsを求める。さら

に、対称性の有無についても考察する。

　第4章では・対称な1変量分布におけるk－Principal　Pointsの対称性に関して、Chow［7］

の定理に基づく新しい定理を導出し、Li＆Fhlry［34］におけるk－Principal　Pointsの対称

性に関する定理の誤りを指摘する・また、Trushkin［63］の定理を密度関数に適用すること

により新しい十分条件を導出し、k－Principal　Pointsの対称性が成立する確率分布族を拡張

する。

　第5章では・2変量正規分布が与えられたときの分散共分散行列が対角行列diag（σ2，1）

となる場合のk－Principal　Pointsの配置について論じる。計算機シミュレーションを用い

ることにより、k－Principal　Pointsが一直線上に並ぶ配置となるσを求め、2変量標準正規

分布（σ＝1）におけるk－Principal　Points（k≦12）の配置に関してもシミュレーションを行

い、得られた配置を検証するとともに、k－Principal　Pointsの候補となり得るいくつかの配

置について理論的考察を行う。

　最後に第6章では、本論文における結論を述べる。また、今後の課題として、対称な1

変量確率分布のうちt分布、Johnson’s　Su分布、混合正規分布など、　k個の主要点の対称性

に関する十分条件を満たさない分布の存在について触れ、これらの分布における主要点の

対称性の有無に関する条件の導出の必要性について言及する。さらに、多変量分布におけ

るk－Principal　Pointsの配置や最適配置問題への拡張、クラスター分析および主成分分析な

どの各種多変量解析への応用の可能性についても述べる。

10
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　本章では、Flury［21］により提唱された主要点（Principal　Points）の定義を第2．1節で述べ、

さらに対称な確率分布が与えられた場合におけるPrincipal　Pointsに関する従来の研究内

容を紹介する。

　第2．2節では、対称な1変量確率分布が与えられた場合において、2－Principal　Pointsを

理論的に考察し、種々の分布において求められた2点の値の対称性について検証した結果

を紹介する。また、k－Principal　Points（k≧3）の対称性に関する研究として、標準正規分布

における値を数値計算により示し、さらに密度関数の性質に着目することにより得られた

各種定理について紹介する。

　第2．3節では、多変量楕円分布におけるk－Principal　Pointsの値に関して行われた理論的

考察について紹介する。

　第2．4節では、2変量正規分布が与えられた場合に関し、分散共分散行列を変化させたと

きのk－Principal　Pointsの配置の変化について計算機シミュレーションにより得られた結果

を紹介する・また、本研究で使用した、k－means法を援用したk－Principal　Pointsの導出ア

ルゴリズムについても紹介する。

　最後に第2．5節では、k－Principal　Pointsの概念を導入したデー・タ解析の例として、天気

図の解析（村木・大瀧・水田［85］［86Dに関する研究を紹介する。

　なお、対称な1変量確率分布において、2－Principal　Pointsが非対称であるときには、2組

の2－Principal　Pointsが存在する。従って、Principal　Pointsが対称である状態をPrincipa1

11
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Pointsが一意である（unique）と呼ぶ論文もあるが（Li＆Flury［34］，　Tarpey［61］，山本・篠崎

［87］［88D、本論文では「Principal　Pointsが対称である」という表現を使用する。

2．1　主要点の定義

　この節では、Flury［21］による主要点（Principal　Points）の定義を述べる。

　以下では・k個のP次元空間の点の集まり防∈RP（1≦」≦k）とx∈RPとの距離をユー

クリッド距離

　　　　　　　　　d（XIYi7’”，　yk）　＝　，ge／’．n，｛（x　一　yh）’（x　一　yh）｝i／2　（2．1，1）

で定義する。その上で、Principal　Pointsは以下のように定義される。

定義（Principal　Points）（Flury［21］）

ξゴ∈RP（1≦ブ≦k）が確率分布Fに従う確率変数Xのk－Principal　Pointsであるとは、

　　　　　　　E．｛d2　（Xle，，　・　・　・　，　4，）｝　＝　．A．min　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E｛d2（Xly，，…，y，）｝　（2．1．2）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛Yi，’”Yk｝

が成立することである。

　以下では、Fに関する期待値EF（・）を簡単のためにE（・）と記す。また、

　　　　　　　　　　　M（y，，　・　・　・　，　y，）　＝　E｛　d2　（X　ly，，　・　・　・　，　y，）｝

とし、これを目的関数と呼ぶ。さらに、

　　　　　　　　　　　　　PF（k）　＝　．一imin　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　M（y，，…　，yk）
　　　　　　　　　　　　　　　　　｛Yi，’”，Yk｝

とおき、場合によりPF（k）をPx（k）と表記する。

（2．1．3）

（2，1．4）

2．2　対称な1変量確率分布の場合

　対称な1変量確率分布が与えられている場合において、Flury［21】は2－Principal　Points

に関する理論的考察を行い、期待値に関して対称な2点が目的関数を極小とする条件およ

び期待値に関して非対称な2－Principal　Pointsの例を示している。水田［83］は、さらにこの

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　12
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結果を一般化し、種々の分布における2－Principal　Pointsの対称性に関して考察を行ってい

る。：Flury［21］はさらに、標準正規分布におけるk－Principal　Pointsのイ直を数値計算により

示している。

　一方、密度関数の性質に着目することによって、k－Principal　Poilltsの対称性に関する様々

な十分条件が導出されている（Li＆Flury［34】，　Tarpey［61］，山本・篠崎［87］［88D。

　本節では、以上の研究について紹介する。

2．2．1　2個の主要点に関する理論的考察

　連続な確率変数xの分布関数をF（x）、密度関数を！（x）とし、！（x）＝！←x）かっE（x2）・＝

σ2＜○○が成り立つものとする。ここでクラスターの中心点を2個とするとき、関数

　　　　　　　　E｛d2（Xlyi，　y2）｝　＝＝　f－oo．　min｛（x　一　yi）2，　（x　一　y2）2｝f（x）dL’　（2．2．5）

をgy1，Y2∈R・Yl＜Y2のもとで最小化したい。このとき、Ylニ。－h、　Y2＝c＋hとおけば、

c∈R、h≧0としてE｛d2（Xlyi，Y2）｝は

　　　　　　H（c，　h）　＝＝　fmC．　（x　一　c＋　h）2f（x）　dx　＋　f，　oo　（x　一　c　一　h）2f（x）dcr；

　　　　　　　　　　　＝＝　a2＋c2＋h2＋2hG（c）　（2．2．6）

と表せる。ただし、

G（c）　＝　f－C．（x　一　c）f（x）dx　一　f，oo　（x　一　c）f（x）dx

とする。また、！が偶関数であることより、

G（c）　＝　2　／C．　xf（．T）dx　＋　c（1　一　2F（c））

となる。ここで、Hを。、　hで偏微分すると、

であるから

G’（c）　＝　1　一　2F（c）　一　2cf（c）　十　2cf（c）　＝　1　一　2F（c）

　OHii5’i；i　一一　2c＋2hG’（c）

　　　　　　　　　　　13
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　　＝二　2c十2ん（1－2」F（c））

OH
bl’i－h一　＝　2h＋2G（c）

　　一2ん＋2・（1－2F（・））＋4∠ン！（肋

となる。（2．2．10）、（2．2．12）が0に等しいとおくと、

　　　　　　　　　　　　　　　　　c　＝　G（c）G’（c）

が得られ、さらに（2．2．12）で。＝0とおくと

ん一一σ（・）一2f。．．コじ轍一E（IXI）

（2．2，11）

（2．2．12）

（2．2．13）

（2．2．14）

（2．2．15）

となる。また・（2・2・9）に。＝0を代入するとG’（0）＝0であり、c＝0において（2．2．14）は

成立する。さらに、

　　　　　　　　　　　　　　　　　02H
　　　　　　　　　　　　　　　　　Si／5一，一　＝　2（1－2hf（c））　（2．2．16）

　　　　　　　　　　　　　02H　02H
　　　　　　　　　　　　　sE，15k”h　＝　5；tii55一一，　＝＝　2（i－2F（c））　（2．2．i7）

　　　　　　　　　　　　　　　　　02H
　　　　　　　　　　　　　　　　　Z57tli；2　＝2　（2．2．ls）

より、2階偏微分行列は

であり・D（0，E（lxD）は、1－2！（0）E（IXD＞0のとき正定値となる。

　以上より、次の定理1が成り立つ。

定理1．（Flury［21］）

連続な1変量確率変数Xの密度関数！（x）が平均μ；E（X）に関して対称で、かつ2次

のモーメントが有限であるとき、

　　　　　　　　　yi　＝　pa　一　E（IX　一　pa　1），　y2　＝　pa　十E（ix￥　一　ps　1）　（2．2．20）

カf　E｛d2　（Xlyi，y・）｝の極小値をもたらすための＋分条件は！（μ）耶一μD＜1であり・

その必要条件はノ（μ）耶一μ1）≦1である・

14



、蟹

すなわち・！（μ）耶一μD＞1の場合には・2－P・incipal　P・intsは期待値に関して非対称

となる。

　また、水田［83］は、目的関数M（Yl，．Y2）が極小となる十分条件について考察し、定理1

の結果を含む定理を導出している。一般性を失うことなくμ；0とし、c＝Yl＋Y2および

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
h一ツ2 堰h1とおく・さらにM（Yl，　Y2）一H（C，h）・

　　　　　　　　　　　　G（c）　＝2f．C．　xf（x）dx＋e（1－2F（c））　（2．2．21）

とおいたときに画一2c＋2hG’（c）一・および鰐口2h＋2G（・）一・を。、　h。こついて解

くとh＝一G（c）および2c　一　2G（c）G’（c）＝0となる。ここで

　　　　　　　　　　　　　　　　p（c）　＝＝　G（c）G’（c）　一。　（2．2．22）

とおくと・P（c）＝0かつP’（c）＜0をみたす。のうちH（c，一G（c））を最小にする。に対応す

る2点の座標。；＝G（c）および一。土（？←c）が2－Principal　Pointsとなる。

　また・P（0）＝0かつP’（0）＜0であるとき、すべての。＞0においてP（c）≠0ならばP（c）

の連続性よりp（c）＝G（c）（3’（c）一。＜0が成り立つ。ここで（2．2．21）式より

　　　　　　　　　　　　　　　　G’（e）　＝1一　2F（c）　（2．2．23）

であるから、p（c）＝G（c）（γ（c）一。＜0は（2．2．21）式および（2．2．23）式より

　　　G（c）G’（c）　一　c

＝　2（1　一　2F（c））　f－C．　xf（x）dx　＋　c（1　一　2F（c））2　一　e

＝　一4cF（c）　（1　一　F（c））　＋　2（2F（c）　一　1）　f，　oo　xf　（x）dx

＝＝

@一4cF　（c）　（1　一　F（c））　＋　2（2F（c）　一　1）　｛　f．　oo　（x　一　c）f（x）　dx　＋　f，　OO　cf　（x）　dx｝

＝　一2c（1　一　F（c））＋2（2F（c）　一　1）　f，　oo　（x　一　c）　f（x）　dx　（2．2．24）

〈　o

と表せる。これより
　　Ei一一一H一．．＞tw，oo（X－c）i（．x）dx

2F（c）　一1　t　1一　F（c）
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がすべての。＞0で成り立つならば、2－Principal　Pointsは一一意に定まり、原点に関して対

称となる（山本・篠崎［87］［88］）。

2．2．2　種々の分布における2個の主要点の値

　以下では、期待値に関して対称な種々の分布に関する2－Prillcipal　Pointsの値を示す。た

だし、！＠）はx＝μで連続であると仮定する。

2．2．2．1　標準正規分布

解変数xが醐規分布に従うとき・密度関数肺）一 u・槻書ける・f（・）一

志，E（IXD一毒より！（・）耶1）÷・・318〈1であるから・2婿1ま2－

Principal　Pointsの候補となる。

ここで・1xf（x）dx　一　一f（x）および！’（c）一一。！（・）よりG（c）一一2f（c）＋c（1－2F（c））、

G’（c）＝1一　2F（c）となるので、

P（c）一2（1－2F（・））ん卿）伽（ト2F（c））2－c

　　　　　　　　　　　一　2（2F（c）一1）f（c）十4cF（c）（F（c）一1）　（2．2．26）

と書ける。これを。で微分すると、

p’ ic）　＝＝　2（2F（c）　一　1）f’（e）　＋　4（f（c））2　＋　4F（e）　（F（c）　一　1）　＋　4ef（c）　（2F（c）　一　1）

　　　＝　4（f（c））2＋2cf（c）（2F（e）一1）＋4F（c）（F（c）一1）　（2．2，27）

p”　（c）　＝＝　8f　（c）　f’（c）　＋　2f　（c）　（2F（c）　一　1）　＋　2ef’（c）　（2F（c）　一　1）　＋　4c（f（c）　）2　＋　4f（c）　（2F（c）　一　1）

　　　＝　2f（c）｛（2F（c）　一　1）（3　一　c2）　一　2cf　（c）｝

となる。ここで、r（c）＝（2F（c）一1）（3－c2）一　2cf（c）とおくと、

　　　　　　　r’（c）　＝　2f（c）　（3　一　c2）　一　2c（2F（c）　一　1）　一　2f（c）　一　2cf’（c）

　　　　　　　　　　＝　4f（e）　一　2c（2F（c）　一　1）

　　　　　　　r”（c）　＝　4f’（c）　一　4cf（c）　一　2（2F（c）　一　1）

　　　　　　　　　　＝＝　一8cf（c）　一　2（2F（c）　一　1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　16
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であるから・c＞0において〆’（c）＜0となる。従って、〆（c）は。＞0で単調減少し、さ

らに〆（0）＝4！（0）＞0，lim〆（c）＝一〇cとなるので、〆（co）＝0をみたすcoがただ1つ存
　　　　　　　　　　　C→○○
在し、

　　　　　　　　　　　　　　　〆（c）≧0（0≦c≦c。）

　　　　　　　　　　　　　　　〆（c）＜0（c。＜c）

である。

　ここでr（0）＝0であるから、r（Co）＞0となる。また、　lim　r（c）＝一〇cとなるので、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぐ　　
r（c1）＝0すなわちp”（c1）＝0をみたすc1＞coがただ1つ存在し、

　　　　　　　　　　　　　　　P”（c）≧0（0≦c≦c1）

　　　　　　　　　　　　　　　P”（c）＜0（c1＜c）

である。よって、p’（c）は0≦c≦c1において単調増加、　c1〈cにおいて単調減少する。こ

のときP’（・）÷1〈・，無P’（c）一・となるので、pt（c）の連縦よりP’（c1）〉・である．

これよりp’（c2）＝0をみたす0＜c2〈c1がただ1つ存在し、

　　　　　　　　　　　　　　　P’（c）≦0（0≦c≦c2）

　　　　　　　　　　　　　　　P’（c）＞0（c2〈c）

となるので、p（c）は0≦c≦c2で単調減少、　c2〈cで単調増加する。さらにp（0）＝0，

limp（c）＝0となるので、　c＞0においてP（c）＜0となる。
　　　

以上の結果より・士霧は2－P・incipalP・intsである（図2．1）・すなわち、X蝋σ2）

かつk－2ならば・2－P・incipalP・intsはμ土σ
ｶである（C・x［9］・Flu・y［21D・
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　　　　　　　　　　－1一

一4　　　　　　　　　　　　　－2　　　　　　　　　　　　　0　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　　　　　4

　　　　　　　　　　　　　　
．図2．・，標準正規分布における2イ固の主要点（Flu，y［21D

一〇．500 O．500

　Uniform

Principal　Polnts
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　図2．21一様分布における2個の主要点（μ＝0，θ＝1）（Flury［21D
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－e

2．2．2．2　一様分布

　区間［一1，1］の一様分布の密度関数は

　　　　　　　　　　　　　　f（‘c）＝（　／1　：i，‘，i’，1；1））

と書けるので・！（・）一i，E（IXI）一1より！（・）耶1）一1である・これより・2点土1は

2－Principal　Pointsの候補である。

　ここで、0≦c＜1におけるp（c）の値を考察する。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O　（x〈一1）

　　　　　　　　　　　　　F＠）一讐1（囮≦1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　（x＞1）

であるから、p（c）は

　　　　　　　p（c）　＝＝　2（1　一　2F（c））　f”C．　xf（x）d．x　＋　c（1　一　2F（e））2　一　c

　　　　　　　　　　一一2・ム趣＋c3　一。

　　　　　　　　　　＝　c3－2c2　一。＋2　（2，2．31）
となる・ここでP’（c）一3c・一4・一1より・・≦c＜￥のときP’（c）＜・・c＜￥のと

　　　　　　　　　　　　　　　　2＋」
きP’（c）＞0となるので、P（c）は。＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　で極小値をとる・さらにP（0）＝0，P（1）＝0で
　　　　　　　　　　　　　　　　　3
あるから・P（c）の連続性より0＜c＜1においてはP（c）＜0である。これより、区間［一1，1］

の一様分布における2－P・incipal　P・intsは士1である・同様に・区間［μ一θ，μ＋θ］（θ〉・）

の一様分布における2－Principal　P・intsはμ±1θである（Flu・y［21］、　Krzan・wski＆Lai［33］、

Marriott［37］、図2．2）。

2．2．2．3　ロジスティック分布

　ロジスティック分布の密度関数は

f（x）　一
e－x

（1　＋　e’x）2

19



で与えられ、分布関数は、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　F（x）　＝：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1十e－x
　　　　　　　　　72
となり、平均0、分散一である。
　　　　　　　　　3
！（・）一1，E（IXD－1・92より・定理1の条件式の値を求めると・！（・）E（IXI）　・・t　O．346＜1

となり、±E（IXDは2－Principal　Pointsの候補となる。

　また、

　　　　　　　　G（c）　＝　2　f－C．．　xf（sc）dx　＋　c（1　一　2F（c））

　　　　　　　　　　＝＝　2（i－Clt；15ECe，　一　iog（i　＋　ee））　＋c　（i　一　T；Et：E一，）

　　　　　　　　　　＝　c－210g（1十eC）　（2．2．32）

および

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1一　eC　　　　　　　　　　　　　G’（c）　＝＝　1　一　2F（c）　＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．2．33）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　eC　十1
より、

　　　　　　　　　　　　　　一2ceC　一　2（1　一　eC）　log（1　十　eC）
　　　　　　　　　　　p（c）　＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．2．34）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　eC　十1

となる。t＝eC－1とおくと、

　　　　　　　　（eC　十　1）p（c）　＝　一2ceC　一　2（1　一　eC）　log（1　十　eC）

　　　　　　　　　　　　　　＝　一2（t　十　1）　log（t　十　1）　十　2t　log（t　十　2）

となる。c＞0よりeC＞1なので、　t＞0となる。ここで右辺をr（t）とおくと

　　　　　　　　　r（O）　＝　一21091十〇＝：0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2t　　　　　　　　　r’　（t）　＝＝　一2　log（t　十　1）　一2十2　log（t　十　2）　十

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t十2
　　　　　　　　　　　　　　　2t　　　　　　　　rit（t）　＝
　　　　　　　　　　　　　（1一トt）（2一トt）2

において〆’（t）＞0，麹農〆（t）＝0が成り立つので・〆（t）はt＞0において狭義単調増加で・

t→Ooのとき0である。従って、t＞0において〆（t）〈0が成り立つ。すなわち、7r．（t）は

t＞0において狭義単調減少である。また、r（0）＝0よりr（t）〈0となる。

　以上により、c＞0において、P（c）≠0となり、ロジスティック分布における2－Principal

Pointsは土．E（IXDとなる。これ以外には、H（c，　h）は極小値もとらない（水田［83］）。
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2．2．2．4　両側指数分布

　両側指数分布（ラプラス分布、二重指数分布）の密度関数として、

　　　　　　　　　　　　　　　　　f（x）　＝　5e－txi

を考える・！（・）一1，E（IXI）一1より・！（・）耶1）一1となる・この値では、定理1をそ

のまま適用すると士E（IXI）は2－Principal　Pointsではないことになる。しかし、H（c，　h）の

ヘシアンが非負定値であることを示しているので2－Principal　Pointsである可能性は十分

残っている。

　G（c）＝ec＋c，（7’（c）＝1－ecより、P（c）＝（1－c－ec）ecとなる。ここで、r（c）＝1－c－e・

とおくと・〆（c）＝一1一一一　ec＜0，　r（0）＝0より、c＞0のときにr（c）＜0となる。すなわち

。≠0では2．Principal　Pointsとはならない（水田［83］）。

2．2．2．5　t分布

　自由度nのt分布の密度関数は

　　　　　　　　　　　　　！＠）一霜16＋誓）ヰ

　　　　　　　　　　　　nと表され、平均0、分散　　　　　　　　　　　　　　（n＞2）である。
　　　　　　　　　　　n－2
　ここで
　　　　　　　　f（・）一ek（1＃’2一・’，）），昨需1参η呈1　（2・2・35）

より、

　　　　　　　　　　　綱Xl）一癒｛「！訓　　（2・2・36）

となる・n－3のとき！（・）耶D一義〈1・n－4のとき！（・）耶i）＝：1〈1が成り立

ち・これらの結果と数学的帰納法により・n＞2のとき！（・）耶1）＜1となる・従って・

±E（IXDは2－Principal　Pointsの候補となる。
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ここで・／　・f　（x）dx’一一薯！（Xi）およびf’（・）」1牽£c！（・）よ1り

　　　　　　p（c）　＝　2（1　一　2F（c））　f－C．　xf（．T）dx　＋　c（1　一　2F（c）　）2　一　c

　　　　　　　　　＝21（lztt－Elli113t！il！E2一：一12n＋C2）（2！i（C）一i）f（c）＋4eF（c）（F（c）一i）

と書ける。これを。で微分すると、

p，
i，）．，，mp，f（c）（2F（c）　1）＋4（n＋c2）（f（c））2＋2（n＋c2）f’（c）（2F（c）　1）

（2，2．37）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n－1
　　　　　　十4F（c）　（F（c）　一　1）　十　4ef（c）　（2F（c）　一　1）

　　　　＝　fll（X－ILii2n　一＋　IC2）（f（e））2　＋　2cf（c）（2F（c）　一　1）　＋4F（c）（F（c）　一　1）　（2・2・38）

p”
i，）＝mp，（f（c））2＋4（n．＋lc2）f（c）f’（c）

　　　　　　＋2f（e）（2F（c）　一　1）　＋　4c（f（c））2　＋　2cf’（c）（2F（c）　一　1）　＋　4f（c）（2F（c）　一　1）

　　　　．，2s｛．gz！一：一gL＝？X｛！i£jiElgg2一：一IL2，L＠3n一（n－2）c2｝＄F（c）一1）f（c）　（2．2．3g）

となる。これより

　　　　　　　　　　　　　　pn（c）　〉　o　（o　〈　c〈　VfiiEi）

　　　　　　　　　　　　　　p”（c）　〈　o　（“v／iilllll’　〈　c）

であるから・p’（c）　eEl　c一

黷ﾅ極大値をとる・ここで蝶D｛F！訓

1＜0，無P（c）一・なので・pt（c）の連続性よりP’（語）＞0である・これよりP’（c・）一〇

をみたす・＜c・＜》吾なる。・がただ1つ存在し・

　　　　　　　　　　　　　　p’　（c）　gO　（0　ScS　co）

　　　　　　　　　　　　　　pt（c）　＞O　（co　〈　C）

となるので、P（c）は0≦c≦Coで単調減少、　Co〈cで単調増加する。さらにP（0）＝0，

limp（c）＝0である。従って、c＞0においてp（c）＜0である。
c－co

　以上の結果より、±E（IXI）は2－Principal　Pointsとなる（山本・篠崎［87］［88］）。
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A ．p一・一一一一

2．22．6　Johnson’s　S。分布

　平均が0のJohnson’s　Su分布の密度関数は

　　　　　　　　　！＠）一〉栃詣exp－1｛1・g（x＋〉酒）｝2

　　　　　　　　　　e2　一1
と表される。分散は　　　　　　　　　　　　　である。
　　　　　　　　　　　2

　ここで
　　　　　　　f（O）　＝　171；；　，　E（　IXI）　＝　2viE　f，’　Vlitii　e一　S”2　dzL　（N　i．i2ss6）　（2．2，40）

より、

　　　　　　　　　f（o）E（1xD＝　v！［13　f，’　K711；；e’S”2d‘a　（cy　o．44go3s）　（2．2．4i）

　　　　　　　　　　　　　　1
となるので、！（0）E（IXD＜至である。従って、土E（IX1）は2・一Principal　Pointsの候補と

なる。

　ここで、Φを標準正規分布関数とすると、

　　　G（c）　＝　2f－C．xf（x）dx＋c（1－2F（c））

　　　　　　一2蹴晒）詣≒覗e－S・2　d・U－2c∬働

　　　　　　一確ご＋仰）詣e一＠論一濃¢＋》珂毒e一寧磁｝

　　　　　　　　一2c　foiog（c＋V5i　FT）　K711；Fe－Su2dzL

　　　　　　＝　VE｛¢（log（c＋　ViZF－i）　一　1）　一¢（log（c＋　viZ；2一　FiJ）　＋　1）｝

　　　　　　　　＋c｛1－2¢（log（c＋VZ；2一；i））｝　（2．2．42）

　　　Gr（c）　＝＝　1－2F（c）＝1－2¢（｝Qg（c＋VEI2　Fii））　（2．2．43）

と書ける。これよりP（c）は

p（c）　＝＝　G（e）G’（c）一。

　　　一　v‘E｛1　一　2¢（log（c　＋　VETFil））｝｛¢（log（c　＋　VZI7Fi）　一　1）　一　¢（log（c　＋　viEi一　Fi）　＋　1）｝

　　　　＋4c¢（log（c＋　VEI2一　Fil））｛¢（｝og（c＋　VE？一；i））　一　1｝　（2．2．44）
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直

と表せる。ここで、lo9（c＋〉再了）＝tとおくと、（2．2，44）式は

　　　　Vで｛1－2Φ（t）｝｛Φ（t－1）一Φ（t十1）｝十2（et－e｝りΦ（t）｛Φ（t）一1｝　　　　　（2．2．45）

と表せる。（2．2．45）式を9（t）とおくと、tは。に関して単調増加するので、t＞0のとき

9（t）≠0であることは。＞0のときP（c）≠0であることと同値である。

　ここで、Zを標準正規分布関数Φに従う確率変数として

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　et　一　e’t
　　　　　　　　　　　　ri（t）　一　｛20p（t）　一　1｝E（IZI）　一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．2．46）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　et　十　e－t
とおくと、φをΦの密度関数としてr｛（t）＝2φ（t）E（IZI）一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　と書ける。φ（t）はt≧0
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
で狭義単調減少するので、任意のt＞0においてφ（t）＜φ（0）が成立する。さらにt＞0に

　　　et十e－t
　　　　　　　＞1であるから、おいて
　　　　2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　et　十　e－t
　　　　　　　　　　　　　rl（t）　＝一　2ip（t）E（IZI）一
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　et　十　e－t
　　　　　　　　　　　　　　　　〈　2ip（O）E（IZI）一
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　　　　　〈　2ip（O）E（IZI）一1

　　　　　　　　　　　　　　　　〈　0

となる。よって、rl（t）はt≧0で単調減少する。さらにrl（0）＝0であるので、任意のt＞0

において常にrl（t）〈0が成立する。これを変形すると、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　et　一　e”t
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Vt＞O）　（2．2，47）　　　　　　　　　　　　　E（IZI）　〈
　　　　　　　　　　　　　　　　　　2｛2〈1＞（t）　一　1｝

と書ける。

　また、

・・（t）一｛1一Φ（t）｝E（iZD一’・／’e｛Φ（t＋！1）sl？O（t－1）｝＋≒e一ε｛レΦ（t）｝（2．2．48）

とおくと、～／Eip（t　一1）＝etip（t），　VEidi（t＋1）＝e－tip（t）より

r6（t）一一E（1z1）ip（t）一〇p／ip（t＋i）一ip（t－i）｝＋eitl－1｝一E：一ll＋e‘｛i．¢（t）｝一f2：t－f：一etip（t）

　　　　　　　　　　　　　et　十　e－t
　　　　　　　　　　　　　　　　｛1　一　〈1＞（t）｝　　　一　一E（IZI）ip（t）十
　　　　　　　　　　　　　　2
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澱山畠1．・，撒懸醗』 @。灘騨屑．



と表せる。ここで、

　　　　　　　　　　　　　　　　　2E（IZI）
　　　　　　　　　　　　　s（t）　＝＝　一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ip（t）十｛1一くP（t）｝　（2．2．49）
　　　　　　　　　　　　　　　　　et　十　e－t

とおくと、φ’（t）＝一オφ（t）より

　　　　　　　　　　　　2E（IZI）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2（et　一　e－t）E（IZI）
　　　　　　s’（t）　＝＝　一　　　　　　　　　　　　　　　qS’（t）　＋　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ip（t）　一　ip（‘）
　　　　　　　　　　　　et　十　e－t　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（et＋e一り2

　　　　　　　　　－e・響・｛2孟叩）＋2髪f多りE（IZD一（e｝）｝（2・2・5・）

となる・さら13　v（t）一2tE（IZI）＋装5りE（IZI）一（et＋e－t）とすると・

　　　　　　　　　　v’（t）　＝（2＋fu，，＋，．，，）E（IZI）一（et－e一‘）　（2．2．51）

　　　　　　　　　　v”（t）一一！一St－gSliE7一：2fll］iYE－Q（e‘，liSZ‘liE），；1Zl）一（e‘＋e－t）　（2・2．s2）

と書けるので、t≧0においてv”（t）＜0となり、v’（t）は単調減少する。ここでv’（0）＝

4E（IZI）＞0，恕競u’（t）＝一〇〇だからv’（to）＝0をみたすtoがただ1つ存在し、

　　　　　　　　　　　　　　　｛
　　　　　　　　　　　　　　　　v’（t）　｝ii　O　（0　s｛1　t　fE｛1　to）

　　　　　　　　　　　　　　　　v’（t）　〈O　（to　〈　t）

である。これよりv（t）は0≦t≦toで単調増加、　to＜tで単調減少し、t＝toで極大値をとる。

ここでv（0）＝一2＜0・1些農”（t）＝一〇〇であり・またS言語によりto　cy　O・97937であるから

v（to）or－0．2742＜0となる。これより、t≧0においてv（t）＜0となるので8’（t）＜0であ

り・ゆえに8（t）は単調減少する・さらにE（lzD一
ﾅよりs（・）一一E（IZDφ（・）＋1＞・，

麹農8（t）＝0なのでt≧0においてs（t）＞0・すなわちT6（t）＞0となる。

　よって、r2（t）はt≧0において単調増加し、さらに

　　　　　　　　r2（0）　＝　SE（IZI）　一　vE　f，’　V｝fe－S”2du　or　一〇．i63s4　〈　o

かつ薄蔑γ2（t）＝0であるから・t＞0においてr2（t）＜0が成り立つ。これを変形すると

　　　　　　　　　　　　villi｛〈1＞　（t　十　1）　一　〈1＞（t　一　1）｝　et　一　e－t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Vt　〉　e）　（2．2，53）　　　　　　　E（IZI）　＞
　　　　　　　　　　　　　　　2｛1一〈1＞（t）｝　2
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b

となる。

　（2．2．47）式および（2．2．53）式により、すべてのt＞0において

　　　　　　　　　　・‘　一　entt＞一，／’Ei｛Φ（t＋1）一Φ（t－1）｝一e‘　一　e－t

　　　　　　　　2｛2Φ（t）一1｝　　　　　　2｛1一Φ（t）｝　　　　　　　2

が成り立つ。これより

　　　（e‘　一　e－t）Φ（t）〉～炬｛Φ（t＋1）一Φ（ト1）｝

　　　　　　　　　　　　　　2｛1一Φ（t）｝　　　　2Φ（t）一1

　　　　⇔　2（et－e－t）Φ（t）｛1一〈1＞　（t）｝一〉信｛2Φ（t）一1｝｛Φ¢十1）一〈1＞　（t－1）｝＞0

　　　　⇔　＞Ee｛1－2Φ（t）｝｛Φ（t－1）一Φ（t十1）｝十2（et－e一りΦ（t）｛Φ（t）一1｝＜0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．2．54）

と変形でき、（2．2．54）式の左辺は（2．2．45）式に等しい。これより、c＞0のときP（c）＜0が

常に成り立つ・またP（・）一・，　pt（・）一2潔潔塩一1〈・となるから・c一・に

対応する2点士E（IXl）は2－Principal　Pointsとなる（山本・篠崎［87］［88］）。

2．2．2．7　混合正規分布

A　2種類の分布からなる場合　平均がβ、分散がα2（α＞0）である正規確率変数の分布

関数を

　　　　　　　　　　　　　N（x；　5，　a2）一瓜誘αe」轟　　 （2・2・55）

と表す。ここで、確率変数Xの分布関数が

　　　　　　　　F（x）＝（1一ε）N（x；0，12）十εN（x；0，α2）　（0≦ε≦1）　　　　　　　（2．2．56）

であるとき、

　　　　　　　　　！ω一F’（x）一（1一ε）志和ε誘αe一る　（2・2・57）

であるから

　　　　　　　　　　　！（0）E（IXI）＝π一1｛1十ε（1一ε）（1一α）2／α｝　　　　　　　　　　（2．2．58）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ガである・すなわち・・一〇においてε（1一ε）（α＋α一L2）㌔一1　・…57であればh・＝E（［XD

は極小値となる。
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）

ノ

例えば・ε一α一5＠1）なら1ま・！（・）E（IXD＞1となり・±E（IXD一土・・47873

は混合正規分布におけるPrincipal　Pointsとはならない（Flury［21］、図2．3）。この場合で

は、c＝0．400，　h＝土0．632のときにH（c，　h）が最小となる。よって、　Principal　Pointsは、

yi　＝1．032，　Y2＝・一〇．232と原点に関して非対称になる（Flury［21］、図2・4）。

（x

ｲ

㌍

9

co

o

寸

ou

o

Density　FunCtion
of

Comblned　Distributめn

一2 一1

O
X

1 2

図2．5：3種類の混合正規分布の密度関数（α＝0．01）（Flury［21D

B　3種類以上の分布からなる場合　Xの分布関数が

　　　　　　　　F（・）一1｛N＠；一1，α2）＋N（x；・，α2）＋N（x；1，α2）｝　（2・2・59）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユで表されるとする。αが大きければ、Principal　Pointsは土（2／π）7αであるが、αが十分小さ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
ければ・α→0とすると！（0）E（IXI）→。cとなるため・Xの分布はP・（X・一の裕

（」＝一1，0，1）なる離散確率変数Xoの分布に収束する（図2．5）。これより、XoのPrincipaI

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　28
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i

　　ノ

　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　1
P・intsが（？Yl，　Y2）一←i，1）または（Y・，　Y・）一（1，一5）となることが容易に確かめられる

（Flury［21］）。

証明

離散確率変数prの確率関数を

　　　　　　　　　　！（k）一1（ト1，・，1）

　　　　　　　　　　　　　　0　　（k＝一〇c，…　　，一2；2，。・・ラOc）

とおくと・Yl＜Y2・C一驚として

　　　　　　　　　　　ごノ　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　Σ（k一　yi）2∫㈹＋Σ（k－y・）2！（k）（c¢｛一1，0，1｝）

　　　　　　　　　　k＝一〇〇　　　　　　　　k＝Cc
　　　　　　　　　　　　ユ　　　　　　　　　　　　　　　
　　　M（〃1，Y2）一　Σ（k一ッ1）2！（κ）＋Σ（κ一ッ2）2！（κ）

　　　　　　　　　　んニへ　　　　　　　　　　　　　　　 んニじキユ

　　　　　　　　　　　＋1｛（c－Yl）・！（・）＋（・一・Y2）・f（c）｝（c∈｛一1，・，1｝）

を最小にするYl，　Y2が！（k）のPrincipal　Pointsである。ただし、

　Cf：cより大きくない最大の整数、　c，：cより小さくない最小の整数

とする。これより、Hは。の値により次のような最小値をとる。

　●c＜一1のとき

　　　　　　M一葺師）2！（k）一1｛（一1－y・）2＋諺＋（1一・・y・）2｝一y9＋1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　であるから・（Yl，　Y2）一（2c・・O）のとき最小値5をとる・

　●c＝一1のとき

　　Yl＝一2－Y2であることに注意すると

M』蕊（k一　yi）2！（k）＋嵩（k一　・y・）2f（k）＋1｛（一1－Y1）2f（一1）＋（一1　一・y2）・f←1）｝

　　　　一1｛y3＋（1－Y2）2｝＋1（y・＋1）2

　　　　　　2　2
　　　　＝y2＋言

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　であるから・（Yl，　Y2）一←2・O）のとき刷’転をとる・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　29
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医

7一一一

●一1＜c＜0のとき

　　　　　　　　　　　　　ヘユ　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　M一Σ（k一・yi）2ノ（k：）＋Σ（κ一y・）2！（k）

　　　　　　　　　　　　k＝一〇〇　　　　　　　　　　　k＝0

　　　　　　　　　　　－1←1一・yi）2＋1｛y3＋（1一〃2）2｝

　　　　　　　　　　　一1（Y1＋1）・＋1（Y2－i）・＋1

　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　1
であるから・（Yl，　Y2）一（一1，S）のとき最小値詳とる・これは一1＜c＜0をみたす・

・c＝0のとき

　Yl＝一Y2であることに注意すると

　　　　M一蕊h）・！（k）＋慧（k一・y2）・！（噛1！（輔（・））

　　　　　　一1（3諺一4弱＋2）

　　　　　　一（　　　　　2Y2一言）・＋1

であるから伽・）一（22R’3）のとき最小噂とる・

●0＜c＜1のとき

　　　　　　　　　　　　　む　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　M一Σ（k－Yl）2！（κ）＋Σ（k－IY2）2！（κ）

　　　　　　　　　　　　k＝一〇〇　　　　　　　　　　　k＝1

　　　　　　　　　　　－1｛（一・一Yl）2＋yl｝＋1（1－y・）2

　　　　　　　　　　　－1（Yl＋1）・＋1（y・一・）・＋1

であるから・（Yl，　Y2）一←1，i）のとき最小値1をとる・これは・＜c＜1をみたす・

●c＝1のとき

　Y2＝2－Ylであることに注意すると

M一
Vh）2ノ（k）＋慧（k－Y2）2f（k）＋1｛（レω・！（1）＋（・一Y2）2ノ（・）｝

　　　一1｛←1一・yi）・＋yl｝＋1（y・　一1）2

　　　－yl＋1

　　　　　　　　　　　　　　　　　30
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　　一

’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
　　であるから・（Y・，Y・）一（O，2）のとき刷’値5をとる・

　●1＜cのとき

　　　　　　M　＝　，　lll）　（k　一　y，）2f（k）　＝＝　g｛（1　一　y，）2　＋　y2，　＋　（一1　一　y，）2｝　＝　y？　＋　g

　　　　　　　　k＝一〇〇

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
　　であるから・（Yl，y・）一（0，2c）のとき最小値5をとる・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　．．．．．．　．　．　1
以上より・XoのPrincipal　Pointsは（Yl，・Y2）＝（一71）または（？Yll・Y2）＝（1，　一至）となる・（証

明終）

Flury［21］はさらに、4種類の分布からなる混合正規分布関数

F（x）一1（1一のN＠；・，1・）＋1（・一のN＠；・，・・2・）÷N＠；一θ，α・）＋17N（x；θ，α・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．2．60）

を考えている。ただし、Or、θ、αは正である。ここで、　Orが十分小さければ、　Principal　Points

は3種類の分布からなる場合とほぼ同じとなり、0に関して非対称となる。

2．2．2．8　まとめ

　以上の例および定理1より、密度関数が平均に関して対称である分布のうち、標準正規

分布や一様分布、ロジスティック分布、t分布、　Johnson’s　S。分布については2－Principal

Pointsが期待値に関して対称となったが、混合正規分布においては2－Principal　Pointsが非

対称となる場合があることがわかる。しかし、どのような場合に2－Principal　Pointsが対称

（もしくは非対称）となるのかはこの時点では十分に考察されていない。

2．2．3　標準正規分布におけるk個の主要点

　標準正規分布が与えられた場合において、Cox［9］は最小2乗距離規準により、2≦k≦6

の場合における最適なクラスター分割点の値を分布からの100個の観測値による数値計算

により求めている（表2．1）。一方、k－Principal　Points（1≦k≦5）の数値は表2．2のように

なる（Flury［21］）。ただし、k≧3の時は、数値積分及び繰り返し計算による目的関数の最

小化を用いている。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　31



　　一ア

表2．1：1変量標準正規分布φにおける各クラスターの最適分割点の値（Cox［9］）

ん クラスター分割点 島（k）

2 0．0 0．3634

3 一〇，612，0，612 0．1902

4 一〇．980，0．0，0．980 0．1175

5 一1．230，一〇．395，0．395っ1．230 0．0799

6 一1．449，一〇．660，0．0，0．660，1．449 0．0580

表2．2：1変量標準正規分布φにおけるk個の主要点（Flury［21〕）

ん Principal　Points 島（k）

1 0．0 1．0000

2 一（2／π）1／2，（2／π）1／2　（：Σ±0．79788） 1－2／π　　（⊂Σ0．3634）

3 一12270．01．227　　　　，　　　　，

0．1900

4 一1．507－0．4510．4511．507　　　　　　　　　，　　　　　　，　　　　，

0．1170

5 一1．707－0．7540．00．7541．707　　　　　　　　　　　　，　　　　　　，　　　　，　　　　　　　，

0．0800

　表2．1および表2．2より、2≦k≦5の場合においては、標準正規分布におけるk－Principal

Pointsの中で各々隣接する2点の中点の値の集合が標準正規分布をk個の最適なクラスター

に分割したときの点の値の集合にほぼ一致している。

　ここでは、k－Principal　Pointsがすべて平均に関して対称となっているが、平均に関して

非対称となるような混合正規分布を作ることもできる。k＝3の場合については第3．2．3節

で述べる。
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ρ

2．2．4　k個の主要点の対称性に関する定理

　第2．2．1節から第2．2．3節までの考察においては、k－Principal　Pointsの対称性に関する直

接的な定理は導出されていない。また、kが大きいときの対称性については数値計算による

値からしか論じられていない。

　そこで、新たなアプローチとして、密度関数の性質に着目した研究が行われている。

Tarpey［61］は対称な1変量確率分布における2－Principal　Pointsの対称性に関する定理を

初めて示した。山本他［87］［88］はFlury［21］およびTarpey［61］の研究を拡張し、2－Principal

Pointsの対称性に関するより詳細な十分条件の導出を行っている。

　一方、Li＆Flury［34］は対称な1変量確率分布におけるk－Principal　Pointsの対称性に関

する定理を導出したが、この定理は一般には成立しない。

　本小節では、密度関数の性質に着目した以上の研究およびそれらの研究に関連する内容

について紹介する。

2．2．4．1　自己一致点

　ここでは、Flury［22］に従い、自己一致点（self－consistent，　points）という概念についての

定義を述べる。

　自己一致（self－consistent）という概念は、Hastie＆Stuetzle［29］における主曲線（Principal

Curves）の定義に関して考えられたものである。すなわち、多次元データのある種の「中

心」を通る曲線上の各点において、その点が最も近いような点の集合の重心が曲線上の点

と一致している状態を自己一致といい、自己一致する曲線をPrincipal　Curvesと定義して

いる。

　Principal　Curvesの場合と同様に、多変量確率分布に従う領域をk個に分割した際の各領

域における代表点が各領域における重心と一致する状態を自己一致といい、自己一致する

点を自己一致点と定義する。数学的には以下のように書ける。

33
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　　一

定義（自己一致点（self－consistent　points））（Flury［22D

異なるk個の点Yl，…，Ykおよびp変量確率変数X上の任意のxに関し、i＝1，…，kに

おいて領域Ai　＝｛xl　lx一：yi1＜lx－yj1∀」≠i｝を考える・このとき・E囮記∈Ai］＝yi

がすべてのi＝1，…，んで成り立てば、k個の点Yl，…，YkをXの自己一致点と呼ぶ。

自己一致点とPrincipal　Pointsとの関連については、以下の補題が成り立つ。

補題1．（Flury［22］）

　Principal　Pointsは自己一致点である。

証明

　ξ1，…，ξκをp変量確率分布Fに従うp変量確率変数Xのk－Principal　Pointsであるとす

る。ここで、i＝1，…，kにおいて領域ん＝｛xl　jx一ξ，1＜lx　一　4ゴ1∀」≠i｝を考え、さら

にπi　＝　Pr（X∈Ai　）とすると、Prinqipal　Pointsの定義および（2．1．3）式、（2．1。4）式より

　　　　　　PF（k）＝E｛d2（Xlξ1，…，ξk）｝

　　　　　　　　　　　　た
　　　　　　　　　　一Σπ，E｛（x　一　tgi）’（x一ξ，）jx∈Ai｝

　　　　　　　　　　　　i＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　た
　　　　　　　　　　＝｛　　MlIlIY，，…，Y，｝Σπ乞E｛（x－IYi）’（x一　yi）IX　E　A，｝

　　　　　　　　　　　　た
　　　　　　　　　　＝Σπ乞噺n［E｛（X－yi）’（X－ZJi）IX∈Ai｝］　　（2・2・61）

と書ける。ここで（2．2．61）式における乞番目の項はyi＝E（XIX∈Ai）とすることにより

最小化される。すなわち、Principal　Pointsは条件つき期待値であり、自己一致点となる。

（証明終）

　Principal　Pointsは必ず自己一致点になるが、逆は必ずしも成立しない。そこで、以下

では自己一致点の一意性を検証することにより得られる、対称な1変量確率分布における

k－Principal　Pointsの対称性に関する種々の定理を示す。

2．2．4．2　Tarpeyの定理

　Tarpey［61］は、2－Principal　Pointsの対称性に関する以下の定理を示している。
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一

定理2．（Tarpey［61D

1変量確率分布Fの密度関数∫が対称かつ強単峰であれば、2－Principal　Pointsは対称

となる。

証明

　一般性を失うことなく！の期待値が原点であるとし、Yl、　Y2をFに従う確率変数Xの自

己一致点であるとする。このとき、Yl、　Y2を区切り点xの関数として

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f－x．tf（t）dt
　　　　　　　　　　　　　　　　Yi（X）　＝：　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．2．62）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f．x．　f（t）dt

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　がヴ（t）dt
　　　　　　　　　　　　　　　　雪2＠）＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　だ。！（t）dt

と定義すると、自己一致点の定義より5UとYl（x）および’Y2（勾との間には

　　　　　　　　　　　　　　　S（gc）＝2x－Z／1（x）一2／2（x）

とおいたときにS（x）＝0という関係が成り立つ。

（2．2．64）式より、S（x）＝0ならば一（x　一　Yi（x））；x　一　Y2　（x）であり、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Y2（X）　一　X）f（X）
　　　　　　　　　　　　　　S’（x）　＝　2－
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（x）（1　一　F（x））

となる。

（2．2．63）

（2．2．64）

（2．2．65）

　ここで、！1（x）＝♂¢一∬）！（t）dtとおくと、！1＠）は2次のPolya頻度関数（PF2関数）で

ある（Karlin［32D。すなわち、任意のul＜zL2、　vl＜v2に関して

　　　　　　　　　　　　　　fi　（ZLi　一　Vi）　fi　（iLi　一　V2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　20
　　　　　　　　　　　　　　fi　（ZL2　’　Vi）　fi　（Zt2　一　V2）

が成り立つ（Karlin［32D。　PF2関数はlog－concave、すなわち

　　　　　　　　　　　Gl？3，　iog　fi　（x）　＝　fi　（x）f｛’（x）　一　（f｛　（x））2　so　（2．2．66）

であり、等号が成り立つのはFが両側指数分布（二重指数分布、ラプラス分布）のときであ

る（Karlin［32D。ここでfl（x）＝一（1－F（x））、　f｛’（x）＝！＠）であるので、（2．2．66）式は

　　　　　　　　　　　　　　　　f（X）（X　一　Y2（X））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Sl　（2．2．67）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　1－F（x）
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▼一の

　　　　　　　　　　　　　　　　　1
と書ける・さらに・x≧0において1まF（．T）≦2なので・（2・2・67）式より

　　　　　　　　　　　　　　　　（Y2（X）　一　．T）f（X）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）O　（2．2．68）　　　　　　　　　　　　　　2－
　　　　　　　　　　　　　　　　F（x）（1　一　F（x））

が成り立つ。

　（2．2．64）式および（2．2．68）より、S（x）＝0なるすべてのx＞0においてS’（］c）＞0とな

る。またS（0）＝0かつSノ（0）≧0である。ここで、S（v1）＝0なるXl＞0が存在するなら

ば、θ＠）の連続性より5＠2）＝0かつS’（x2）＜0をみたすx2が区間（0，　Xl）内に存在しなけ

ればならないが、そのようなXlおよびω2は存在し得ない。よって、x＞0のときS（x）≠0

となる。また、S（x）は原点に関して対称であるので、　x＜0のときにもS（x）≠0が成立

する。

　以上より、S（x）＝0をみたすのはgc＝0のときに限られ、それに伴い自己一致点g1、Y2は

一意に定まる。さらに補題1よりPrincipal　Pointsは自己一致点となるので、一意に定まった

2つの自己一致点は2－Principal　Pointsとなり、期待値（原点）に関して対称となる。（証明終）

　定理2は、2・一Principal　Pointsの対称性に関する具体的な十分条件を示した最初の定理で

ある。一方、山本・篠崎［87］［88］は、正規分布など、定理2をみたす各種強単峰分布に加え、

t分布なども（2．2．25）式で示される十分条件をみたし、これらの分布における2－Principal

Pointsが対称であることを示している。

2．2．4．3　：Li＆Fluryの定理

　Li＆Flury［34］は、対称な1変量確率分布におけるk－Principal　Pointsの対称性に関して

以下の定理を主張している。

定理3．（Li＆Flury［34］）

対称な1変量確率分布において密度関数！が！・！’L2（！’）2＜0をみたすならば、あら

ゆるkにおいてk－Principal　Pointsは期待値に関して対称となる。

証明

1変量確率変数Xにおける分布関数Fの九位関数をQ（u）＝F－1（u）とする。このとき、
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F（Q（u））＝uである。この両辺をuで微分すると

　　　　　　　　　　　　　　　　Q’（iL）f（Q（zL））　＝一　1

となり、さらに（2．2．69）式の両辺の対数をとると

　　　　　　　　　　　　　　log　Q’（ze）　十　log　f（Q（u・））　＝　O

となる。ここでg（U）＝一log！（Q（U））＝・log　Q’（U）とおくと、

　　　　　　　　　　　　　　f’（Q（zL））Q’（iL）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　一f’（（？（zL））（Q’（zL））2　　　　　　　　　9’（u）　＝　一
　　　　　　　　　　　　　　　f（Q（zL））

　　　　　　　　　　　f’（（2（x））Q’（x）2
であり、かつQ”（x）＝一　　　　　　　　　　　　　　　　　　より
　　　　　　　　　　　　f（Q（x））

　　　　g”（zL）　＝　一｛f”（Q（zL））（Q’（ze））3十2Q’（’t．L）Q”（iL）f’（Q（iL））｝

（2．2．69）

（2．2．70）

　　　　　　　　　一（，zfL’gs21！！！）2－ggLk｛2211：一2s’（Q（ze））（Q’（zL））3－2（？’（s）f，，’）（）Q（iL））（Q’（u））2f’（q（zL）））

　　　　　　　　　　f”（（？（ze））f（Q（zL））　一　2（f’（Q（zL）））2

　　　　　　　　　　　　　　　f（Q（zL））4

　　　　　　　　　2（f’（Q（ze）））2　一　f（（2（zL））f”（Q（iL））

　　　　　　　　　　　　　　　f（Q（7L））4

となる・g”（u）＞0ならば9（ze）は凹関数であるので、これより、9”（u）＞0⇔！・！’L　2（！’）2＜

0が成り立つ。（証明終）

　！が2階微分可能であるとき

　　　　　　　　　　　　　　（logf）”一f・f”一（f’）2SO　（2．2．71）

は！が強単峰であるための十分条件である。定理3における条件式をみたす確率分布族は、

（2．2．71）式をみたす確率分布族を包含する。従って、定理3は定理2の拡張となっている。

しかし、実際には定理3は一般には成立しない。

　そこで、以下では定理3の導出に利用されたChow［7］の定理を紹介し、この定理とPrin－

cipal　Pointsとの関係について示す。
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2．2．4．4　Chowの定理と主要点との関係

　Chow［7］は、関数gを区分的多項式により最小2乗近似する場合において、近似の一意

性に関する以下の定理を示している。

定理4．（Chow［7D

gが区間［0，1］においてcn一級かつn次導関数g（n）が［0，1］において正であるとする。こ

こで、区間（0，1）においてlog　g（n）が凹関数ならば、　N個の異なる区切り点をもつ（n－1）

次の区分的多項式によるgの最小2乗近似はあらゆる自然数Nに対して一意に定まる。

1変量確率変数Xにおける01一級分布関数Fの分位関数をQ（u）＝F－i（ZL）とする。ただし、

Q’が区間［0，1］で連続かつ正であると仮定する。このとき、（2．2．69）式よりQ’が連続かつ正

なので！も連続かつ正である。

　ここで、Qを区間［0，1］において（k－1）個の区切り点u1＜…＜〃κ一1をもつ0次の区分

的多項式（区分一定数関数）により最小2乗近似したときのk個の関数値をY1＜…＜Ykと

すると、

　　　　　　　　　　　　　　　2Q（1／i）一yi－2充＋1＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．2．72）

が一意に定まる十分条件はlog　Q’が区間（0，1）において円関数であることがEubank［16］に

より示されている。このとき、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　防十統＋1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．2．73）　　　　　　　　　　　　　　　　yi＝＝F（zL’Lsuz－tL’”eri）

であるので、最小2乗近似による誤差は

　　　　　　　　　　r（yi，”・，yk）＝£．＝，f．eitllili．1：ILiiliiiii’i，，i）（（2（u）一y，）2d．

と表される。ただし、yo・＝Q（0）、　Yk＋1＝Q（1）である（Eubank［16D。

　（2．2．74）式をZ／i（i＝1，…，k）で偏微分すると

　　　　　　　　　　　　iili’i，＝’2f．fiiTiii31iiiiil：llYiil’y，i’（Q（ze）一yi）du

（2．2．74）

（2．2．75）

となる・ここで・〃1，…，轟小2乗近似における綱の関数値であるから舞一・（i一
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1，…，k）が成立する。この式をyiについて解くと

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（曲　　　2）　　　　　　　　　　　　　　　　　fFf
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q（？L）d7i
　　　　　　　　　　　　y，＝一t／＋（tlil／li￥IIIIk＋）YIFN“i］Z／iillllilV”，””＋yi）　（2．2．76）

と書ける。

ここでQ（u）一5Cとおくと÷σ（u）なので・（2・2・69）式は器綱一1と表せる・こ

れより（2．2．76）式は

　　　　　　　　　　　　　　　迦　　　　　　　　　　　　　　五．1転・cf（x）dx

　　　　　　　　　　　　Z／i＝　　　シ睾F琉＋1　　　　　　　　（i　＝　1，…　　　，k）　　　　　　　　　　　　　　　（2．2．77）

　　　　　　　　　　　　　　蓬．1もノ＠）dXb

　　　　　　　　　　　　　　　　2
となる。

　ここで、異なるk個の点Yl，…，YkおよびX上の任意のxに関し、i＝1，…，kにおいて

区間ん＝｛xl　lc一　yil　〈　1c一　z／」1　V2’　7〈　i｝を考える。このとき、E囮∬∈Ai］＝yiがす

べてのi＝1，…，kで成り立てば、　k個の点Yl，…，脈はXの自己一致点である（Flury［22］）。

ここで、（2．2．72）式において区切り点し・iにおける学位関数の値Q（Ui）はッ≠yi＋1の中点と

なるのでん＝（Q（1・i－1），Q（Ui））であり、さらに（2．2、77）式より乞＝1，…，kで扉ま区間

ん＝（Q（〃乞一1），Q（〃i））における重心となるので、最小2乗近似の値Yl，…，Ykは自己一致点

である。

　ここで、異なるk個の点に関し、連続な確率分布に従う領域を各回からの最小2乗距離

によりk個に分割することを考える。このとき、各領域における代表点からの2乗距離の

期待値の総和が最小となるようなk個の点が常に存在することがparna［49］により証明さ

れている。また、補題1よりPrincipal　Pointsは自己一致点となるので、一意に定まった

自己一致点Yl，…，Ykはk－Principal　Pointsとなる。

2．2．4．5　Trushkinの定理と主要点との関係

　Trushkin［63］は、平均2乗誤差規準により連続な1変量確率変数をk個の値で離散化す

る場合において、離散化の一意性に関する以下の定理を示している。なお、この定理は、

Chow［71とは独立に導出されたものである。
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定理5．（Trushkin［63D

連続な1変量確率変数Xの密度関数！＠）に関し、区間1＝｛xlf（a；）＞0｝が連結であ

り、かつ！が1において連続であるとする。このとき、log　fが1において凹関数なら

ば、Xをk個の値に離散化する際に平均2乗誤差が最小となるような離散値の集合はあ

らゆる自然数kに対して一意に定まる。

最小2乗距離によりXを離散化するk個の点をYl＜…　＜脈とする。ここでx1＜…＜XiC－1

を区間1における点とし、Xo＝inf倒¢∈1｝、　Xk＝sup｛．xl．x　EI｝と定義する。さらに、

¢ニ1，…，kにおいて区間（Xi＿1，CUi）が幅＿1，勾＝｛コvl　l」じ一酬くlc－yjl∀」≠i｝をみたす

ならば、Xl，…，、Xk＿1およびYl，…，Ykに関して

　　　　　　　　　　　　　　　　2xi－z／i－zli＋i　＝＝O　（2．2．78）

が成り立つ。このとき、Xの平均2乗誤差は

　　　　　　　　　　　H（yi，…，yk）＝ltti’Yti一！＋Yi”（x－yi）2f（x）dx　（2．2．79）

と表される。

　（2．2．79）式をZli（乞＝1，…，k）で偏微分すると

　　　　　　　　　　　　圏鰐一2雄剛＠）dx　（2・2・8・）

となる．ここで、Yl，＿，確最小2乗距離によるX磯散化の綱の値であるから、塑一。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂跳
（i＝1，…，k）が成立し、この式をZliについて解くと（2，2．80）式より

　　　　　　　　　　　　　　　　　　魎　　　　　　　　　　　　　　　　　匹ト∴、xf（x）dx

　　　　　　　　　　　　　　　Zli＝　　　写舞碗＋1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．2．81）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ftny．，Z，，　f（x）dx

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

と書ける。すなわち、Yl，…，Ykが野点から最も近い領域における重心となるときにXの平

均2乗誤差が最小になることがTarpey，　Li＆Flury［62】により示されている。このとき、

Y1，…，Ykは前節と同様にXにおけるk個の自己一致点（Flury［22］）となり、一意に定まった

Yl，…，Ykはk．．Principal　Pointsとなる。
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2．3　多変量楕円分布の場合

　本節では、多変量楕円分布におけるk一・Principal　Pointsに関して行われた理論的考察につ

いて述べる。

2．3．1　2個の主要点に関する理論的考察

　p変量確率変数Xがn個の値からなる離散的変数であるならば、式（2．1．3）は級内平方和

である。もし、Xが平均ベクトル0、分散共分散行列diag（σ1，…，σ参）をもつ多変量正規分布

に漸近的に従い、σ1＞σ釜〉…〉σ多とすると、分散共分散行列の固有値がσ3（i＝1，…，p）

であることから、Hartiganは式（2．1．3）が漸近的に期待値齢一量、分散三齢一三

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　フじ　　　　　　れ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ガ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴニ　　　　　　　　　　　　　　　ぼニ　
の正規分布に従うと推測した［27］［28］。この推測を確かめ、2次のモーメントが有限な任

意の多変量楕円分布に一般化させたのが定理6である。ただし、p変量楕円分布Xとは、

μ＝E（X）∈RP，Σ＝V（X）＝珂（X一μ）（X一μ）’］として、密度関数を

f（x）一9［（x　一　pa）’Σ一1（x一μ）］（ただし／！（x）dx－1，9：実数関数）

で表すことができる分布である。

定理6．（Flury［21】）

p変量確率ベクトルx＝（x1，…，Xp）’が楕円分布に従い、平均ベクトルμ、分散共分

散行列ψをもっとすると、Xの2－Principal　PointsはYl＝μ＋Ori　P，　y、＝・μ＋Or2flとな

る。ただし、

β∈RP：ψの最大固有値に対応する正規化固有ベクトル

71，ty2：1変量確率変数β’（X一μ）の2－Principal　Points

とする。

証明

一般性を失わずにμ＝0とおくことができる。ここで、c1，　c2をRPにおける任意の点、

PX（C1，C2）＝E｛d2（Xlc，，C2）｝とする。

step　1．

（2点c1，　c2が、平均を通る方向ベクトル。2－c1の直線上にあるときにPxが小さくなる）
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　　　　一　一

c1・c・を異なる臆の2点としてa－ 撃奄モ堰ﾟlllとおく・ただし・分母はノ」レムを表す・

ここで、（α，B）がP次の直交行列となるようにBを定め、

　　　　　　y一に1一（・，　B）’x，　vi　＝　［　Zll’，　］一＠B出國

とし、さらに

　　　　　　　　　　　　　　　Yl　＝　a’X，　vil　＝　a’ci

　　　　　　　　　　　　　　　Y2　＝　B’X，　vi2　＝　Btci

とおくと、（α，B）の直交性よりV12＝V22＝V（2）と推測できるから、

　　　　　　E｛d2（Xlc，，c，）｝　＝　E｛d2（Ylv，，v2）｝

　　　　　　　　　　　　　　＝＝　E｛d2（Y，lv，，，v，，）｝＋E｛d2（Y，lv，2，v22）｝

　　　　　　　　　　　　　　＝　E｛d2（Y，lv，，，v，，）｝＋E｛d2（Y，lv（，），v（，））｝

　　　　　　　　　　　　　　2　E｛　d2　（Y，　lv，，，　v，，）｝　＋　E｛　d2　（Y，　10，　O）｝

となる（等号はv（2）＝0のとき）。これは、Xが従う分布によらず、一般的に成り立つ。

step　2．

（ある線形補空間上にPrincipal　Pointsが存在していれば、それらはXの周辺分布の点で

ある）

　Ylは1変量楕円分布に従うから、分布は0に関して対称であり、期待値E｛d2（YiIVII，v21）｝

は、v11，v21がYiの2－Principal　Pointsとなるとき最小となる。このときの点の座標値をξ1，ξ2

として、

　　　　　　　　　　　　　　　v；・＝［C，i］　（i－i，2）

とすると、E｛d2（X［V1，V2）｝≧E｛d2（Xlvl　，　V；1；）｝である。これより、確率ベクトルXに関

し、c；＝［α，・B］魂＝ξia（i；1，2）とすると、すべてのc1，c2について

　　　　　　　　　　　　E｛d2（Xlci，　c5）｝　一く　E｛d2（Xlci，　c2）｝
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が成り立つ。

step　3．

（2－Principal　Pointsを含む1次元の線形補空間はψの最初の固有ベクトルによって作られる

補空間として定義される）

　ここで、簡単な補題を述べる。

補題2．

　あるρ∈Rに関し、y＞とρYiが同じ分布をもつような確率変数呂，Y2を定めると、すべて

のk＞1に対して
　　　　　　　　　　　　　　　　Py，　（k）　Py，　（k）

　　　　　　　　　　　　　　　　Var（Yi）　Var（Y2）

が成り立つ。

　ここで、αをα’α＝1なる任意のベクトルとし、Ya＝α’xとすると、Var（Ya）＝α’ψαで

あるから、補題2よりPya（2）＝gdψα（g＜1）となる。ξ1α，ξ2αをYaの2－Principal　Points

とすると、

　　　　　　　　　　．E｛d2（Xlαξ、α，αξ。。）｝＝tr（ψ）一（1－9）α’ψα

となる。これを最小化するには、α’ψαを最大化すればよく、その解は、αがψの最大固有値

に対応する固有ベクトルになるときである。

　ここで、以下の2つの系より、定理6を特殊な楕円分布に対して適用できる。

系1．（Flury［21］）

　Xをp変量正規分布Np（μ，ψ）に従う確率変数とし、Tl，β1をそれぞれψの最大固有値、

最大固有ベクトルとする。ここで、T1の多重度が1であれば、　Xの2－Principal　Pointsは

μ士（2ア1／π）去β1となる。多重度がr（1＜r≦p）であれば、Principal　PointsはT1の潜在空

　　　　　　　　　　　　ユ間中の中心μ、半径（2Tl／π）互の範囲における、μに関して対称なあらゆる2点である。

系2．（Flury［21D

　ψをP次正定値対称行列、μ∈RPとする。確率変数Xが集合

　　　　　　　　　　　0＝｛x∈RP：（x一μ）’ψ一1（x一μ）≦1｝

の内部で一様分布σに従い．　Tl，β1を系1と同様に定義して、β1β，＝1が成り立つとする。
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ここで71の多重度が1であれば、Xの2－Principal　Pointsは

　　　　　　　　　　　　　　　　　2vc7ir　（Sp＋1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　β1　　　　　　　　　　　　　μ土
　　　　　　　　　　　　　　　（P＋1）r（圭P＋圭）r（圭）

である。

系2の証明

　系1より、多変量正規分布の一般的な特性がわかる。系2を証明するために

　　　　　　　　　　！（μ）E（1σ一μD一；（講l！妾）〈1

をみたすすべてのPについて！（μ）E（1σ一μ1）を計算すると、f（μ）E（1σ一μ1）一1（P一。。）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　か
となる。これより、系2において与えられた2点は目的関数の極小値を与える。もっとも、

この場合は2－Principal　Pointsが一意であることは明らかと思われるが、σの分布関数中の

不完全なベータ積分のため、Principal　Pointsの一意性はまだ証明されていない。

2．3．2　k個の主要点に関する理論的考察

　任意の多変量分布のPrincipal　Pointsに関する一般的な性質を述べるのは困難であり、実

際には、単純な解析的結果が有用であれば、クラスターを見つけるための数値的アルゴリ

ズムは不要と思われるが、以下の定理が証明可能である。

定理7．（Flury［21D

p変量確率ベクトルXが、平均μ、k－Principal　Pointsξ1…，臨∈RPをもっとすると、

rank（ξ一μ…，ξn　一　pa）＜kが成り立つ。

証明

　Cl，…，Ckを任意の点、　bi＝Ci－Ck（i＝1，…，k）とする。　m＝・rank（bl，…，bh－1）とす

ると、m≦k－1は明らかである。また、α1，…，amをb1，…，bκ一1によって補われる線形

補空間の直交基底とし、Ai＝＝（al，…，αm）として．A　＝＝（Ai，A2）がP次の直交行列となる

ようにA2を定める。ここで、

　　　　　　　　　di－A’ci　＝＝　［　：」，i：i．　］　一　［　：’iill　（i　一i，…，k）
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とおく。なぜなら、Aiの各行によってできる補空間内のすべてのCi－Cブにおいて、Ci　一　Cゴ＝

ん鵬ゴ（磁プm×m行列）となるからである。従って、

　　　　　　　　　　　di（2）一dゴ（2）一A、（Ci　一．cゴ）一細脇一〇

がすべての（i，のについて成り立ち、di（2）はすべて等しくなるから、di（2）＝d（2）（i＝1，…，k）

とおける。ここで、一般性を失わずにμ＝0とおくことができ、

　　　　　　　　　　　　　y一に1－A・x一病1

とおくと、Aは直交行列だから、

　　　E｛d2（Xlc，，…，c，）｝　＝　E｛d2（Yld，，…，dk）｝

　　　　　　　　　　　　　＝＝　E｛d2（Y，　ld，（i），　・　・　・　，　dk（i））｝　＋　E｛　d2（y，　ld（2）　，　．　．　．　，　d（2））｝

　　　　　　　　　　　　　2　E｛　d2　（Y，　ld，　（i）　，　・　・　・　，　dk　（i））｝　＋　E｛d2（Y，　IO，　・　・　・　，　O）｝

となる（等号はd（2）＝0のとき）。これより、Ci・を

　　　　　　　　　　c，＊　＝　［A，，A2］　［　d／1’）　］　＝＝　Aidi（’）　＝　AiAlci

と定義すると、

　　　　　　　　　　E｛d2　（Xlcl，　・　・　・　，　ck’）｝　S　E｛d2　（Xlci，　・　・　・，　ck）｝

が成り立つ（等号はAIAICi＝Ci（i＝1，…，k）のとき）。なぜなら、

　　　　　　　　　　　　　［c：，　・　・　・　，　ck＊］　＝　AI　AI　［cb　・　・　・　，　ck］

かつrank（Ai）＝m≦k－1であるからである。（証明終）

　この定理は、定理6のstep　1をより一般化したものであるが、　k＞2の場合におけるstep

2及びstep　3の一般化はまだ成功していない。
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2．4　2変量正規分布の場合

　本節では、2変量正規分布において分散共分散行列を変化させたときのん一Principal　Poirlts

の配置の変化について、計算機シミュレーションにより得られている結果を示す。また、本

研究で利用している、Prillcipal　Pointsの導出アルゴリズムについても述べる。

2．4．1　分散共分散行列とk｛固の主要点との関係

　2次元のPrincipal　Pointsは、座標系の平行移動と回転、相似変換に関して不変なので、

一般性を失わずに2変量正規分布の平均ベクトルを0、分散共分散行列をdiag（σ2，1）＝

囲とおく輝きる・Flu・y［21］には・σ一1・σ一一3一る

k－Principal　Pointsが、図2．6のような配置となることが示されている。ただし、σ＝1．5に

おけるk＝5の場合については、Flury［21］に誤りがあったため、正確な配置を計算して示

した。また、σ＝3におけるk＝4及びk＝5の場合については、Flury［21］では求めてい

なかったため、新たに計算した。

　図2・6より・k＝3におけるPrincipal　Pointsは、σが小さい場合には（a）、（b）のように三

角形を形成するが、σが大きくなると（c）のように一直線上に並ぶことがわかる。しかし、

3－Principal　Pointsの形が三角形から直線に変わるσの境界値は求められていない。

　以上の結果より、Flury［21］は次のような問題を提示した。

問題（a）．

k＞2のとき、σo（k）の値はいくらになるか？

（ただし、σo㈹はσ≧σo（k）なるσに関し2変量正規分布N2｛0，diag（σ2，1）｝のPrincipal

Pointsの第2座標がいずれも0となるような1より大きい数）

問題（b）．

σ＞1のとき、N2｛0，　diag（σ2，1）｝のk－Principai　Pointsの第2座標がいずれも0であれ

ば、kの最大値はいくらになるか？

46

伽
選 　　離

灘難難i 羅一　　　　　t’o”

’・

@　　鐡・



一一・

1
＝σの（

　
6
　
3

　
●
＝
＝
k
－
　
2

　
（

　　k＝3

Pt？（3）＝O．92

　　k＝4

PF（　4）　＝O．72

　　k＝5
Pt？（　5）　＝O　．　61

●

●

●　　　　　　　　● ● ● ● ● ●

●

●

（b）a　＝　1．5

　　　　k＝2

　R，（2）　＝！　．　82

　　k＝3

PF（3）＝1．41

　　k＝4
PI？（　4）　＝1　．　05

　　k＝5
Pt？（　5）　＝O　．　89

●　　　　　　　　　　　　　　●

　　　　　　　　●

怐@　　　　　　　　　　　　　　　　　●

●
●

　　　●

怐@　　　　　●

3
＝σの（

　
7
　
2

　
●
＝
＝
k
－
　
2

　
（

　　k＝3

PF（3）＝2．71

　　k＝4
Pt？（4）　＝2　．　06

　　k＝5

ff（　5）　＝1．72

● ● ■ ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ●

図2・6：k個の主要点の配置図（k＝2，3，4，5）（Flury［21］）
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2．4．2　導出アルゴリズム

　本研究で利用したPrincipal　Pointsの導出アルゴリズムは以下の通りである。

（1）p次元座標防＝（シ1ゴ，…，働）　（」＝1，…，k）の初期値を与える。

（2）防を母点とするボロノイ領域Dゴ｛副Ilx　一　yゴll＜llx－yill∀i≠」｝をつくる［71］。

（3）gゴ＝（g1ゴ，…，9pブ）を計算する。ただし、

　　　　　　　　　　　　　　　　　f’・ムω¢！＠）dx1…dx・

　　　　　　　　　　　　　　9葱ゴ＝　　ノ＝・’fL）ゴ！（x）dx　1・一一dXp

　　である。

　（4）l19ゴー防II2のうち・しきい値ε以上のものがある間9ゴ→防として（2）～（3）を繰り返

　　　し、すべてεより小さくなればgゴ→防として（5）へ進む。

（5）Yl，…，Yhをp変量分布におけるk－Principal　Pointsとする。

これにより、

　　　　　　　　　　　た　　　　　　　　　　　tr，f・・ムd2＠1雪1，…，Yκ）！（X）dx，…aXp

の極小値を求めることができる・特に、求まった極小値が最小値となれば、その値は拓（k）

であり、．PF（k）を与えるξ1，…，臨はk－Principal　Pointsである。このアルゴリズムは、ク

ラスター分析におけるk－means法の考え方に基づいている［68］。

　このアルゴリズムをk－Principal　Pointsの導出に利用できる根拠は、平均2乗距離に基づ

くk－Principal　Pointsが、各々のボロノイ領域における重心となる性質による（水田［83】）。

k－means法は必ず収束することが知られており（大隅・ルバール他［69D、このアルゴリズ

ムも同様に必ず停止する。

　このアルゴリズムによる目的関数の収束値はκ個の点の初期値に依存するため、初期値に

よっては収束値が最小値にならない場合も起こり得る。そのため、様々な初期値によるシミュ

レーションを行い、得られる収束値のうち最小となる場合におけるk個の点をk－Principal

Pointsとする。
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2．5　天気図の解析

　本節では・Principal　Pointsの概念を導入したデータ解析の例として、天気図の解析（村

木・大瀧・水田［85］［86］）についての研究を紹介する。

2．5．1　主要点の概念の導入の意義

　この研究においては・1993年から1995年置7月1日から8月31日までの毎日21時（日

本標準時）における極東地域（日本付近）の地上および500hPa高層天気図（各186パター

ン）を解析対象としている。図2．7は解析対象とした天気図の例であり、各図中における太

線内が解析範囲である。

　1993年から1995年にかけて、日本の夏期の天気は、それぞれ極端な特徴を有した。1993

年は全国的に記録的冷夏、翌年の1994年は全国各地で猛暑となり、そして1995年は北日

本では冷夏、西日本では猛暑という地域格差が大きい年となった。これらの延年の夏期の

天気図の特徴は、従来行われてきたように7月または8月置1ケ月平均天気図を求めて比較

することで大まかには判断可能であるかも知れないが、日々刻々変化する天気図の特性か

ら、平均天気図のみでは各夏の天気図の特徴を十分には捉え切れないおそれがある。そこ

（a）地上天気図［朝日新聞・中国新聞］
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（b）500hPa高層天気図［気象台資料］

図2．7：解析対象とした資料天気図（村木・大瀧・水田［86D
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で・このような各年において極端な特徴をもった天気図データをPrincipal　Pointg．の概念

が導入された解析法により、複数の代表的な天気図パターンで要約することで、より詳細

な各夏の天気図の特徴の記述を図る。

2．5．2 天気図パターンの数量化および主成分分析によるパターンの縮約

　解析にPrincipal　Pointsの概念を導入する前に、村木・大瀧・水田［85］［86］は以下の作業

を行っている。

　まず、天気図パターンの数量化を行うための評価地点を、図2．8に示すように、地上天気

図においては40箇所、高層天気図においては42箇所定め、それらの地点における海面更

正済み気圧および500hPa高度を各天気図より読みとった。そして、気圧配置のパターン

の特徴を記述する上で、日々の平均気圧値や年毎の平均気圧値の変化の影響を排除するた

め、各天気図の平均気圧が0となるような40次元ベクトル（高層天気図においては42次

元ベクトル）に置き換えた。さらに、これらの40次元（あるいは42次元）ベクトルからな

る天気図パターンデータに対し、次元の縮小化およびベクトル成分の直交化を図るために

・・

31＋3置！

る∴；引

“34　・一40’／1，t．，．

＋3s　〈・，・4i）

“30　li．　i　＋36　〈tv4

．．．．．．↓＿．・・一。…叩ワ・・‘’’’”『一

　　　Vle　nN　tw＝コ璽＝コ

図2．8：天気図パターンの数量化評価地点（村木・大瀧・水田［86］）
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表2・3：主要主成分に関する固有値と寄与率（村木・大瀧・水田［86D

（a）地上天気図 （b）500hPa高層天気図

主成分 固有値　寄与率（％）　累積寄与率（％） 固有値　寄与率（％）　累積寄与率（％）

1st 171．3　　　　　　　　31．4　　　　　　　　　　　31．4 213．6　　　　　　　　36．5　　　　　　　　　　　　36．5

2nd 96．7　　　　　　　　17．7　　　　　　　　　　　49．1 112．6　　　　　　　　19．3　　　　　　　　　　　　55．8

3rd 56．5　　　　　　　　10．3　　　　　　　　　　　59．4 79．0　　　　　　　　13．5　　　　　　　　　　　　69．3

4th 44．6　　　　　　　　　8．2　　　　　　　　　　　67．6 42．8　　　　　　　　　7．3　　　　　　　　　　　76．6

5th 27．2　　　　　　　　　5．0　　　　　　　　　　　　72．6 33．2　　　　　　　　　5．7　　　　　　　　　　　　82．3

6th 21．4　　　　　　　　　3．9　　　　　　　　　　　　76．5 18．5　　　　　　　　　3．2　　　　　　　　　　　　85．5

7th 18．7　　　　　　　　　3．4　　　　　　　　　　　　79．9 17．1　　　　　　　　　2．9　　　　　　　　　　　88．4

8th 142　　　　　　　　　2．6　　　　　　　　　　　　82．5 8．7　　　　　　　　　1．5　　　　　　　　　　　　89．9

9th 12．7　　　　　　　　2．3　　　　　　　　　　　84．8 8．0　　　　　　　　　1．4　　　　　　　　　　　　91．3

10th 9．9　　　　　　　　　1．8　　　　　　　　　　　　86．6 6．7　　　　　　　　　1．1　　　　　　　　　　　92．4

主成分分析を行った。その結果、表2．3および図2．9、図2．10より、地上・高層各天気図は、

それぞれ累積寄与率が80％を超え、かつ固有値の得点分布が0に近づき始めている第8主

成分までの主成分得点により要約可能と判定した。なお、ベクトル空間における距離とし

てユークリッド距離を用いた。

2．5．3 主要点解析法による天気図パターンの要約と分類

　村木・大瀧・水田［85］［86］は、縮約された天気図パターンのうち、代表的なパターンを探

索するために、Principal　Pointsの概念を導入した主要点解析法（Principal　Points　Analysis）

を用いた。この種の解析においては、Principal　Pointsの個数kの値をどのように決めるか

が大きな問題となるが、この研究ではkを1（いわゆる平均値）から順に大きくしていく方

法により解析している。そして、kの値を増加させても全体の代表的なパターンの内容に

大きな変化が見られず、既出のパターンの中間的な要素をもつパターンや、ある特定のパ

ターンをより詳細にしたパターンが抽出されたような場合に解析を打ち切り、最後に解析

を行ったkの値より1つ少ない個数の代表的なパターンを解としている。この解析におい
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ては、地上天気図を図2．11のA。～E．における5種類、高層天気図を図2．12における4種

類の代表的なパターンでそれぞれ特徴づけている。これにより各天気図をより詳細に分類、

記述し、さらに台風の接近時など稀にしか出現しない特異な天気図パターンの抽出も行っ

ている。
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の

　Flury［21］は、対称な1変量確率分布が与えられたとき、期待値に関して対称な2点が目

的関数を極小にするときの必要条件を理論的に求め、その条件を満たさない場合において

非対称な2－Principal　Pointsが存在する数値例を示した。しかし、3－Principal　Pointsの値

については、正規分布が与えられた場合に繰り返し計算によって得られた結果が、期待値

に関して対称な値であったことが知られたにとどまっている。

　本章は以下の2節からなる。

　第3．1節では、対称性を有する1変量分布が与えられた場合において、3－Principal　Points

に関する理論的考察を行い、期待値に関して対称な3点が目的関数の極小値を与える必要

条件を導出する。

　第3．2節では、対称性を有する種々の1変量分布について得られる3・一Principal　Pointsが

第3．1節で考察した条件を満たすかどうかを数学的に計算し、条件を満たさない場合におい

ては計算機シミュレーションにより3－Principal　Pointsの値を求める。
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3．1　理論的考察

　本節では、正規分布が与えられた場合における3－Principal　Pointsについて、期待値に関

して対称という仮定がある場合とない場合それぞれについて数学的に考察を行い、仮定が

ある場合において求められた3－Principal　PointsがFlury［21］において示された結果に一致

することを述べる。また、対称な1変量分布が与えられた場合における3－Principal　Points

に関連し、期待値に関して対称な3点が目的関数の極小値を与える必要条件を導出する。

3．1．1　正規分布の場合

1変量正規分布においては・密度関数！匪法σe葦分布関数F＠）イ・・f（t）dt

である。ここで、Yl＜Y2＜Y3とすると、目的関tw　M（yi　，　y2，　？y3）は

M（Yl，・Y2，・Y3）一五劉h）2f（X）dx＋鎧一Y2）2！（蜘匹畢圓・！（X）dx

　　　　　　一σ2＋幽暑）F（Yl　十　Y2　2）＋（弱）F（撃）＋y9

　　　　　　　　＋器｛（Y・　一Y・）・」魁い3）e一劉　　（3・1・1）

である。MをYl，Y2，Y3でそれぞれ偏微分すると、

　　鰐一字1吉雪2撃（Yl　十　Y2　　2）＋器（1一撃）瑠

　　　　　一　彩1吉ツ2蕩e一撃　　　　（3・1・2）

　　謬一　撃　U1吉；12＋Y2）｝＋器｛e」婆一e」蛸（3・1・3）

　　　　　　　2yiF（ZILt　lll－g（2＋Y2）＋

　　　　　　　2ylF（ZtLt　ll－ZI3＋Y2）＋

　　　　　　　2y2　（F　（gt2t－ll；dZtg＋　Y3）　一　F　（

　　蟹一2y3｛1－F（＆（2t－ltl｝＋Y3）｝一浄一察

となるから、（3．1．2）～（3．1．4）がいずれも0であるならば、

　　　　　　　　（Yl　一　Y2）F（ツ1吉y2）＋（Y2－Y3）F（撃）＋Y・　＝・

および

　　　　　　　　毒｛㌣瑠＋y3許劉＋Y2一・

が成り立つ。
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3．1．1．1　期待値に関する3－Principal　Pointsの対称性を仮定した場合

　Principal　Pointsが原点に関して対称であると仮定するならば、（3．1・5）よりY2＝0，　Yl＝

一一 x3となる。ここで、

　　　　　P（a，　y3）　＝　M（一y3，0，　y3）　＝　a2　＋　2y32　（1　一F（ZS’））　一　lli’lii＃Y3e－gsa　（3．1．7）

とすると、

　　　　　　　F（Y32）一だ誘σ・一諺耐鴛志e－32　dt一Φ（器）（3…8）

（Φ：1変量標準正規分布関数）であることより

　　　　　　　　　　　9i／÷　一　4y3｛1－F（誓）｝一器・一諺

　　　　　　　　　　　　　一4y3｛1一Φ（器）｝一蕩e一諺　　（3・1・9）

　　　　　　　　　　　纂一4｛1一Φ（釜）｝一朝σe一譲　　（3・1・1・）

　　　　　　　　　　　纂一綜2e一癖　　　（3・1・11）

であるから、Y3＞0かつ

　　　　　　　　　　　　　　03P
　　　　　　　　　　　　　　　　〈O　（O〈y3〈2viiia）
　　　　　　　　　　　　　　∂露

　　　　　　　　　　　　　　I131i7：　＞o　（y3　＞2v｛ia）

より [は炉2厭極小値をとる・ここで・

　　　　　　　　　　　　　a2p
　　　　　　　　　　　lim　一：：‘’k－n　＝　2＞O
　　　　　　　　　　y・→＋・∂露

　　　　　　　　　凱一、ぺ4｛1ゆ（・，／”iii）｝一三e一農く・

　　　　　　　　　　　　　02P
　　　　　　　　　　　lim　一’A　＝　O
　　　　　　　　　　y・→∞∂露

であるから、

　　　　　凱…一4｛1一Φ（£）｝一Se一“一・（・〈z　〈　2V’ii）（3・1・12）
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をみたすzがただ1つ存在する・そして
[〈・（・y3　〉　2v／Eia）であるから綴はy・一za

で極大値をとる。（3．1．12）を21についてS言語で計算すると、Ztt2．3812であるから

　　　　　　　　　　　　　　　aP　4a
　　　　　　　　　　　　　　　一　ニ　一　　　＜O　　　　　　　　　　　　　lim
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　函　　　　　　　　　　　　　y・→＋0∂iy3

　　　　　　　　　　　　　翌　一（z2－4）σe一も0
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　藷　　　　　　　　　　　　　OY3
　　　　　　　　　　　　　　　Y3　＝za

　　　　　　　　　　　　　　　ap
　　　　　　　　　　　　　Iim　一　＝　O
　　　　　　　　　　　　　y5一；一bo　Oy3

となり、

　　　　　illli／lliL，＝c．　＝＝　4ca（i一¢（iiiii））一　ts’　e－k2　＝o　（o〈c〈　z）　（3．i．i3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ap
をみたすξがただ1つ存在する。そして　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＞0（Y3＞2σ）であるから、P（σ，、y3）はY3＝ξσ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　OY3

で最小値
　　　　　　　　　P（a，ξσ）一σ・一2綜e一誓一σ・（1一藷・一り　（3・1・・4）

をとる。（3．1．13）をξについてS言語で計算すると、ξ　cy　1．224となり・3。Principal　Points

は0，±1．224σである。これより、

　　　　　　　　　　　　　　　P（a，　1．224a）　or　O．19a2　（3．1．15）

が目的関数の最小値となる。

3．1．1．2　期待値に関する3－Principal　Pointsの対称性を仮定しない場合

　Principal　Pointsが原点に関して対称であると仮定しないとき、（3．1．2）～（3．1．4）をいずれ

も0にするYl、　Y2、　Y3を

　　　　　　　　　　　（Yi，　Y2，　y3）　＝　（Ci　a，　C2　a，　43a）　（6i　〈　C2　〈　C3）　（3．1．16）

とおくと、（3．1．2）～（3．1．4）及び（3．1．6）より

　　　　　　　　　　　　F（ξ1σ吉ξ2σ）一一詰ξ1e一撃　　（3・1・17）

　　　　　　　　　　　　F（ξ2σ吉ξ3σ）一　1一詰ξ、e寧　　（3・1・18）

　　　　　　　　　　一ξ藷lle一撃一ξ藩暑e一撃＋ξ2　（3・1・19）
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が成り立つ。ここで、2階偏微分行列は

D（yi，　y2，　Y3）　＝

M
㎡
M

び
∂
び

02M　a2A／1

Oy2ayi
o2M

OYiOY2
02A・！

∂垢
02　A’P

OYi　OY3

02A1

01Y30Yi　OY30Z／2

OY20Y3
02M
∂露

（3．1．20）

となる。ただし、

02M

02M
Oy？

02M
Oyiay2　Oy20gyi

a2M　02M
OYiOY3　OY30Yi

　　　　　o2M
　　　　　　∂蜷

2F ?１吉”2）＋㌢1ヂ2！（Y1吉Y2）

一ツ1
宴c2！（Yl　十　？Y2　　2）

a2M 02M

OY20Y3　OY30Y2

　　　　　02M
　　　　　∂露

＝＝　o

2F
iY2　十　Y3　　　2）＋写3！（92吉ツ3）

一2F　（YL’吉Y2）＋学！（Y1吉Y2）

一ツ2 堰h3！（Y2吉Y3）

2一・2F
i穿3）＋92i㌢3∫（ツ2吉ツ3）

（3．1．21）

（3．1．22）

（3．1．23）

（3．1．24）

（3．1．25）

（3．1．26）

であり、さらに（3．1．16）を（3．1．20）～（3．1．26）に代入すると、（3．1．17）、（3．1．18）より

D（Cia，　C2a，　C3a）　＝

　2　C2　一Ci（一i’一i’一

　　ξ2iξ1φ（ξ1吉ξ2）

o

）ip（｛；1’Li；g＋C2） 　　一｛z，il一｛il－6iip（｛L，llLl；2＋e2）

2＋
i一liltT－g｛t｛1一｛i2－C2）ip（｛2t－li－llg＋f3）

＋（若一ξ2iξ1）φ（ξ1吉ξ2）

　　　ξ3iξ2φ（ξ2吉ξ3）

c3　一　e2

　2

0

（蓋一ξ3iξ2ξ2吉ξ3）

　　　　　（3．1．27）

φ（ξ2吉ξ3）

）ip（

となる（Φ：1変量標準正規分布関数、φ：Φの密度関数）。この行列が正定値である必要十

分条件は

　　　　　　　　　　　　　　　　02rv1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＞o
　　　　　　　　　　　　　　　　　∂職1一ξ、σ

（3．1．28）
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　　　　　　　　　　　　　　　det　Di3（Cia，　C3a）　＞0　（3．1．29）

　　　　　　　　　　　　　　det　D（Cia，　C2a，　C3a）　＞O　（3．1．30）

が同時に成り立つことである。ただし、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　02M　02M
　　　　　　　　　　　　Di3（Yl，　Y3）＝1　oO，Yii　OoY，i2fY31　（3．1．31）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂Y3∂Y1　∂露

である。これより、（3．1．28）、（3．1．29）はそれぞれ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4
　　　　　　　　　　　　　　Ci　〈O，　C．i　〈C2　〈6i－t，　（3．1．32）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4
　　　　　　　　　　　　　　C3　＞O，　C3　＞C2＞C3－t，　（3．1．33）

と同値であり、このときMは極小値

　　　M（Ci　a，　C2　a，　C3a）一σ2一σ2綜ξ1婁）陣一σ2監ξ1書）ギ＋σ2ξ釜

　　　　　　　　　　　　＋蕩｛（ξ・　一　C2）ピ寧＋（ξ2　一　C3）ピ準｝

　　　　　　　　　　一a2｛1＋ξ3＋（箒陣一（箒離｝

　　　　　　　　　　＝a2（1＋c，c，一ll｛tiZ：X｛i；：一！！123’C2）（63，一Ci），一k’g2‘V32E6“C’2／　（3．1．34）

をとる。特に、（ξ1，ξ2，ξ3）＝（一ξ，0，ξ）（ξ　cy　1．224）であれば、ξ1，ξ2，ξ3は（3・1・30）～（3・1・33）

を満たし、極小値は

　　　　　　　　　　　　　　M＝＝a2（1－t2：liFe－k2）　（3．1．3s）

となる。これは、対称性を仮定した場合の結果に等しい。しかし、この値が最小であるか

どうかを目的関数から理論的に調べることは困難である。

3．1．2　一般的な場合

　以下では、一般性を失うことなく原点に関して対称な1変量分布における3－Principal

Pointsについて詳しく考察する。
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　　　　dN一一一一

　密度関数をf（x）、分布関数を．F（x）とし、！（x）が絶対連続かつ常に正で、分散σ2が有限

であると仮定する。ここで、！＠）は原点に関して対称だからf（x）＝f←のとなる。

　M（Yl，Y2，Y3）＝E（d2（XlYl，Y2，Y3））を考察する代わりに、

　　　　　　　　　　　　　　　　Yl＋Y2　Y2＋Y3

　　　　　　　　　　　　　　　　　2　，　’”L　2

とおくと、

M（！ノ1，3／2，2／3）　＝　E（d2　（X　1　y，，　y，，　y，））

　　　　　　一壷脚一跳）2！（x）dx

　　　　　　一几＠一C1＋h1）2！＠）呵3＠一C1－h1）2ノ（X）呵r（X－C・一h・）2f（X）dX

　　　　　　＝　a2　一　4cihiF（ci）　一　4c2h2F（c2）　＋　（c2　＋　h2）2　＋　4hi　fmCg．　xf（x）dx　＋　4h2　f－C：1，　xf（x）dx

　　　　　　＝　a2　十　2hi（G（ci）　一　G（e2））　十　2（e2　一　ci）G（c2）　十　（e2　一　ei）2　十　（c2　一　hi）2

である。ただし、h2・＝C2－C1－hlであり、

Ci＝

　　Y2　一　Yl
hi　＝

C2　＝

　　　2

　　Y3－Y2ん2＝

G（c）　＝　2　f－C．．　xf（x）dx　＋　c（1　一　2F（c））

　　　　　Ocl　V）　Oc2　V　J　Ohl

定値であることは、必要条件である）。

　H（C1，C2，h1）の偏微分は、

　　　　　　OH　　　　　　Z｝i／Si　＝　2hi　G’　（ci）　一　2G（c2）　一　2（c2　一　c，）　＝　0

　　　　　　2i／lli　＝＝　2（e2　一　ci　一　hi）G’（c2）　＋　2G（e2）　＋　2（2c2　一　ci　一　hi）　＝　0

　　　　　　0H　　　　　　l　S／　＝一　＝　2（G（c，）　一　G（c，））　一　2（c，　一　hi）　＝　0

とする。

　ここでM（Yl，Y2，Y3）＝H（C1，C2，hl）とすると、C1，C2，hiがH（C1，C2，hi）の極小値となる十

分条件は、翌一。，鐘一。，塑一。かつH・ヘシアンが碇値である（ヘシアンがヲP負

　　　　　　Ohi

となるので、（3．1．38）式より

h，　＝　一G（c，）　＋　G（c，）　＋　c2
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（3．1．36）

（3．1．37）

（3．1．38）

（3．1．39）
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が得られる。

　Hのヘシアンが正定値である条件は、

　　　　　　　　　　　　　　a2H
　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　2　十　2hiG”　（ci）　〉　O
　　　　　　　　　　　　　　　∂c子

　　　　　　嘗辮一（∂瓢

　　　　　　　　　　det　D（ci，c2，hi）　〉　O

が同時に成り立つことである。ただし、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　02H　02H　a2H
　　　　　　　　　　　　　　　　　　Oci　OePc2　aciAOhi
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a2H　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o2H　　　　　　　　　　　　　　　　　　o2A
　　　　　　　　　　D（cl，　c2，　hl）　＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　ac2ac，　o－c3　ac2－oh，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　02H　　　　　　　　　　　　　　　　　　O2　H　02　rr

　　　　　　　　　　　　　　　　　ah，Oc，　Oh，ac，　Oh？

である。ここで、

　　　　　　　　　　　　　　　G’（c）　＝　1－2F（c）

　　　　　　　　　　　　　　　G”（c）　＝＝　一2f（c）

であり、（3．1．40）式は、（3．1．41）式が成立すれば必ず成立する。

）2－4（1　＋　h，G”　（c，））一　4（G’（・・））2＞・

（3．1．40）

（3．1．41）

（3．1．42）

　ここで、3－Principal　Pointsの対称性を仮定すると、Y2ニO，　Yi＝一Y3＜0である。従っ

て、c1＝一。2〈O，　h，＝c2より

　　　　　　　　　　　H（一。2，　c2，　e2）　＝　a2　十　4e2G（c2）　十　4c；

となる。（3。1．43）式をK（c2）として。2で微分すると

　　　　　　　　　K’（c2）　＝＝　4G（c2）十4e2G’（c2）十8c2

　　　　　　　　　　　　　　s　（f－C＆　xf（x）dx　＋　2e2（1　一　F（c2）））

　　　　　　　　　　　　　＝　一8　f，，oo　（X　一　2c2）f（sc）dx

（3．1．43）

（3．1．44）

となる。ここでK’（t）＝0なるt＞0が存在すれば、（3．1．43）式は。2＝tで最小値をとり、

（3．1．41）式、（3．1．42）式はそれぞれ

　　　　　　　　　　　　4（1－2tf（t））一4（1－2F（t））2　＞O　（3．L45）
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　　　　　　　　　　　　　　　　det　D（一t，　t，　t）　〉　0

となる。（3．1．45）式、（3．1．46）式より

　　　　　　　　　　　　　tf（t）　〈　2（1　一　F（t））（2F（t）　一　1）

である。

　以上より、次の定理8が成り立つ。

（3ユ．46）

（3．1．47）

定理8．

密度関数ノ＠）が期待値μ＝・E（X）に関して対称、2次のモーメントが有限である連

続な1変量の確率変数Xにおいて、Yl＝μ一2t，　y2＝pa，、Y3＝μ＋2t（ただしtは

撰ε＠一μ一2t）！＠一μ）dxニ0をみたす正の数）がE｛d2（X　1　yi，　y2，　y3）｝の極小値をも

たらすための十分条件は、

　　　　　　　　　　　　　　　（pa　十　t）f（pa　十　t）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈2　（3．1．48）
　　　　　　　　　　　（1　一　F（pa　十　t））（2F（pa　十　t）　一　1）

であり、その必要条件は

　　　　　　　　　　　　　　　（pa　十　t）f（pa　十　t）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈2
　　　　　　　　　　　（1　一　F（ps　十　t））（2F（pa　十　t）　一　1）　一

である。ただし、分布関数をF（x）とする。

（3．1．49）

連続な確率変数Xに関しては、確率分布を空集合とならないk個の領域に分割する方法が

少なくとも1つ存在することがparna［49］により証明されている。従って、1変量確率変数

Xの密度関数f（x）が期待値μ＝E（X）に関して対称で、2次のモーメントが有限であると

き、Xが（3．1．48）式をみたさない場合は、期待値に関して非対称な3－Principa1　Pointsが存

在する。

3．2　種々の分布における値

　本節では、ロジスティック分布、両側指数分布（ラプラス分布、二重指数分布）、混合正

規分布における3－Principal　Points（Yl＜Y2＜Y3）について検討した結果を述べる。ただ

し、一般性を失わずY2≦0と仮定する。
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3．2．1　ロジスティック分布

　ロジスティック分布の密度関数、分布関数は、それぞれ

　　　　　　　　　　　　　　　e－X　fi．．　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（x）　一　　　　　　　　　　f（x）　＝＝
　　　　　　　　　　　　　　（1　＋　e－x）2　’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1十e－x

となり、E（X）一・、σ2 ?ある・

　3－Principal　Pointsが原点に関して対称であると仮定した場合、

　　　　　　　　　　　K’（t）　＝8｛±，，　一　log（1　＋e－t）］　＝O

をみたすtの値はオ望1．1446となる。よって、

　　　　　　　　　　　　　　　tf（t）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　fy　1．679　〈　2
　　　　　　　　　　　　（1　一　F（t））（2F（t）　一　1）

となり、（Z11，、Z12，、Z／3）＝←2t，　0，　2t）は3－Principal　Pointsの候補となる。

　3－Principal　Pointsが原点に関して非対称であるとした場合、

　　　　　gl／t　＝＝　2hi　（G’　（ci）　一　1）　＋　2（ci　一　G（ci））

　　　　　　　＝＝　i一　lt，s＝a－m，，　｛Ci　＋　（e”Ci　一　1）　log（1　＋　eCi）　＋2　log（1　＋　e－C2）｝　．，　o　（3．2．so）

　　　　　g｛／t　＝＝　2（c2　一　ci　一　hi）（G’　（c2）　＋　1）　＋　2（c2　＋　G（c2））

　　　　　　　＝　i7tE，zE，，　｛C2　＋　（1　一　eC2）　log（1　＋　e－C2）　一2　10g（1　＋　eCi　）｝　＝　o　（3．2．sl）

である。（3．2．50）式より、

　　　　　　　c2　＝　一　log　［exp｛一　2t’　一　S（e’C’　一　1）　log（1　＋　ec’）｝　一　1

　　　　　　　　　＝　　」（ci）　（3．2．52）

と書くことができる。これを（3．2．51）式に代入して

lli／ll　＝　ir　Fitlfol－sJ（，，）　［　’　2　log（1　＋　eCi）　＋　」（ci）　一｝｛ci　＋　（e－C’　一　1）　log（1　＋　eci　）｝（1　一　eJ（ci））
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となるようなc1、　c2を求めるとよい。　S言語を用いると（3．2．53）式を満たす解は（c1，c2）rv

←1．1446，1．1446）となり、原点に関する対称性を仮定した場合と一一致する。

　以上より、ロジスティック分布における3－Principal　Pointsは対称であり、（・Yi，Y2，Y3）＝

←2t，　O，　2t）（ただしt　fy　1．1446）となる・

3．2．2　両側指数分布

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A
　両側指数分布（ラプラス分布、二重指数分布）の密度関数は！＠）＝互e

される。分布関数は
　　　　　　　　　　　　　F（．）＝＝（’mSf．1“X’　［li：」

となり・E（X）一・，σ・一ミである・以下では・一麗を失わずにλ一1とする・

　3－Principal　Pointsが原点に関して対称であると仮定した場合、

　　　　　　　　　　　　H（一。2，　c2，　c2）　＝　a2　一　4c2e－C2　＝　K（c2）

であるから、K’（t）＝4e－t（t　一　1）＝0をみたすtの値はt＝1である。よって、

　　　　　　　　　　　　　　　　，（1一1（1，！一］！．1）一．．　．，．s．2

　　　　　　　　　　　　（1－F（1））（2F（1）一1）　e－1

となり、（Yl，・Y2，・Y3）＝（一2，0，2）は3－Principal　Pointsの候補となる・

　3－Principal　Pointsが原点に関して非対称であるとした場合、　c2≧0ならば

　　　　　　　　i3／i　＝　2hi　（G’　（ci）　一　i）　＋　2（ci　一　G（ci））

　　　　　　　　　　　＝　2eCi　（1　一　hi）　＝　O

　　　　　　　　ill／lli　＝　2（c2　一　ci　一　hi）（G’（ci）　＋　i）　＋　2（c2　＋　G（c2））

　　　　　　　　　　　＝＝　2e－C2　（c2　一　ci　一　hi　一　1）　＝　0

一λlxl（λ＞0）と表

（3．2．54）

（3．2．55）

（3．2．56）

であるから、（3．2．55）式、（3．2．56）式よりhl＝1，　c1＝c2－2となる。ここでY2＜0より

0≦c2＜1であり、この範囲で

　　　　　　　　　H（c2　一　2，　c2，　1）　＝　a2　一　2（e－C2　一　eC2－2）　十　（c2　一　1）2　（3．2．57）
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の最小値を求めればよい。（32．57）式の右辺をK（c2）とおくと

　　　　　　　　　　K’（c2）　＝　2（e－C2　一　eC2　一2）　十　2（c2　一　1）

　　　　　　　　　　K’t　（c2）　＝＝　一2（e’C2　十　eC2　’2）　十　2

　　　　　　　　　　KM　（c2）　＝　2（e’C2　一　eC2　一2）　〉　o

であるから、（3．2．60）式よりK”（c2）は狭義単調増加となる・ここで

　　　　　　　　　　　　　｛　　　　　　　　　　　　　　K”（O）　＝＝　一2e－2　〈　o

　　　　　　　　　　　　　　K”（1）　＝　2－4e一’　＞O

だから、K”（ZL）＝0をみたす0＜u〈1なるuが唯一つ存在し、

　　　　　　　　　　　　｛　　　　　　　　　　　　　K”（c2）　SO　（O　g　C2　S　7L）

　　　　　　　　　　　　　K”（c2）　＞O　（zL　〈　c2　〈　1）

となる。さらに

　　　　　　　　　　　　　｛　　　　　　　　　　　　　　K’（O）　＝　一2e－2　〈　o

　　　　　　　　　　　　　　　Kt（1）　＝　O

（3．2．58）

（3．2．59）

（3．2．60）

となることから、0≦c2＜1においてK’（c2）＜0であり、K（c2）は単調減少する。従って、

最小値は存在しない。

　c2＜0の場合は、（3．2．55）式及び

　　　　　　　［li／lllll　＝　2（c2　一　ci　一　hi　）（G’（ci）　＋　i）　＋　2（c2　＋　G（c2））

　　　　　　　　　　＝　2（c2　一　ci　一　hi　十　1）（2　一　eC2）十4（c2　一　1）　＝　O

が成り立つ必要がある。（3．2．55）式よりh1＝1だから、（3．2．61）式に代入すると

　　　　　　　　　　　　　　　　　　2（1　一　c2）
　　　　　　　　　　　　　　Cl　＝　C2　一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　一　ec2

となる。（3．2．62）式とhl＝1をH（cl，　c2，　h1）に代入した式をK（c2）とすると

　　　　　K（c2）＝a2＋（c3－i）＋E！！（LL：一｛S21SI21：一eiZi－e21（，C2，，’eC2）＋（2i（ll±12k2ii，f3））2
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である。これを。2で微分すると

　　　K’（c・）一＆V（lti121－22，12，12＋4（c2－1｝穿≒ダ＋2）＋2一ρ

となり、ここでし（c2）＝e－c・（2－eC2）3K’（c2）とおくと

　　　　　　　　　L（c2）　＝　8e2　＋　4（c；　一　2c2　一　1）eC2　＋　2（2　一　c2）e2C2

　　　　　　　　　L’（c2）　＝　8　＋　4（cZ　一　3）eC2　＋　2（3　一　2c，）e2C2

　　　　　　　　L”　（c2）　＝　4（e2　一　1）eC2　（c2　十　3　一　2eC2）

であり、さらにr（c2）＝・c2＋3－2eC2とおくと

　　　　　　　　　　　　　　　　rt（c2）　＝　1　一　2eC2

となる。従って、c2≦一lo92のときr（c2）は単調増加であり、

　　　　　　　　　　　　　｛　　　　　　　　　　　　　　r（一　log　2）　＝2一　log　2　〉　O

　　　　　　　　　　　　　　　　r（一3）　＝　一2e－3　〈O

4（1　一　c2）　十　2c2eC2

　　　　　　　　（3．2．64）

（3．2．65）

（3．2．66）

（3．2．67）

（3．2．68）

よりr（c2）＝0は一〇c＜c2＜一lo92において唯一の解uをもつ。またr（c2）は一lo92＜c2

のとき単調減少し、r（0）＝1＞0であるから一log　2＜c2＜0ではr（c2）＞0である。以上

より

　　　　　　　　　　　　　｛　　　　　　　　　　　　　　L”（C2）　1｝1　O　（一〇〇　〈　C2　ff｛　iL）

　　　　　　　　　　　　　　L”（C2）　〈O　（ZL　〈　C2　〈　O）

が成立する。これよりしt（c2）は一〇c＜c2≦uで単調増加、　u＜c2〈0で単調減少し、さ

らに

　　　　　　　　　　　　　　｛　　　　　　　　　　　　　　　　lim　Lt（c2）　＝＝　8　〉　O

　　　　　　　　　　　　　　　C2→一〇〇
　　　　　　　　　　　　　　　　　L’　（O）　一2　〉　O

であることから、一〇c＜c2＜0でし’（c2）＞0となり、L（c2）は単調増加である。ここで

し（0）＝・0よりK’（c2）＜0（c2＜0）となるからK（c2）は単調減少となり・c2＜0における

最小値は存在しない。

　以上より、両側指数分布における3－Principal　Pointsは（Y1，Y2，Y3）＝（一2，0，2）となり、

これ以外では極小値も最小値もとらない。
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3．2．3　混合正規分布

　混合正規分布として、

　　　　　　　　　　　F（x）　＝　（1　一6）N（x；　O，　12）　十EN（x；　O，　or2）　（3．2．69）

を考えると、3－Principal　Pointsが平均（原点）に関して非対称となる場合がある。

　1例として、ε＝0．88，α＝0．231の場合がある。オ製0．375のときK’（t）＝0となるが、

　　　　　　　　　　　　　　　　tf（t）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c＞t　2．326　〉　2
　　　　　　　　　　　　（1　一　F（t））（2F（t）　一　1）

となり、（Yl，Y2，Y3）＝←2t，　O，2t）は3－Principal　Pointsとならない。この場合の3－Principal

Pointsは、k－means法を援用したアルゴリズムにより計算すると（一1．255，一〇．113，0．392）

という非対称な値となる。

　また、K’（t）＝0をみたすtが複数存在することもある。1例として、εニ0．97，α＝0．12

の場合、K’（t）＝0をみたすtはt　fy　0．119，0206，0．612であるが、

　　　　　　　　　　　　　　tf（t）
　●孟空0．119のときは　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N　2．103　〉　2
　　　　　　　　　　　（1　一　F（t））（2F（t）　一　1）

　　　　　　　　　　　　　　tf（t）
　●t　fy　O．206のときは　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　cy　3．097　〉　2
　　　　　　　　　　　（1　一　F（t））（2F（t）　一　1）

となりいずれも極小とはならない。しかし、tcyO．612のときに

　　　　　　　　　　　　　　　　tf（t）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　cy　O．763　〈　2
　　　　　　　　　　　　（1　一　F（t））（2F（t）　一　1）

をみたすので（Yl，Y2，Y3）＝←2t，0，2t）（オ空0．612）は極小値をとる。また、数値計算により

3－Principal　Pointsとなることが示される。
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　第3章では、期待値に関して対称な3点が対称な1変量確率分布における目的関数を極小

にする十分条件を求め、種々の分布において計算機シミュレーションにより求められた3－

Principal　Pointsの期待値に関する対称性について述べた。しかし、この条件は3一・Principal

Pointsの対称性に関する直接的な十分条件にはなっていない。また、　k≧4のときには第

2章および第3章におけるような、目的関数の最小化による十分条件の導出はあまり効果的

ではない。

　Tarpey［61］は、密度関数が対称かつ強単峰（strongly　unimodal）であれば2一一Principal

Pointsが期待値に関して対称となることを示している。一方、　Chow［7］は区間［0，1］におい

て連続な関数を区分的多項式を用いて最小2乗近似する際に、最適な近似が一意に定まる

十分条件を示している。：Li＆Flury［34］はこの条件を確率分布の分位関数に適用して、2以

上のすべての自然数kに関して成り立つ、k－Principal　Pointsの対称性に関する定理を発表

したが、この定理は誤りである。

　本章では、Chow［7］の定理を分位関数Qに適用した新しい定理を導出する。また、：Li＆

Flury［34］におけるk－Principal　Pointsの対称性に関する定理の誤りを指摘する。さらに、

Trushkin［63］の定理を密度関数ノに適用した新しい定理を導出し・k－Principal　Pointsが対

称となる確率分布族を拡張する。
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4．1　Chowの定理の適用

　：Li＆Flury［34］による定理3の証明においては、（log　Q’（zL））”＞0⇒log　Q’（u）が凹関数

としている点に誤りがあり、正しくは（log　Qノ（u））”≦0⇒log　Q’（u）が凹関数である。従っ

て、Chow［7］の定理に基づく定理は以下のようになる。

定理9．

対称性をもつ1変量分布において密度関数！が正となる区間で2階微分可能であると

き、ノが！・！”一2（！’）2≧0をみたすならば、k－Principal　Pointsはあらゆる自然数kに

おいて期待値に関する対称性をもつ。

　Li＆Flury（1995）においてはlog　Q’（u）が1階微分または2階微分不能となる点が存在す

る場合に関しての考察がない。従って、10gQ’（u）が凹関数であることについての考察とし

ては不十分であり、定理9は！が正となる区間で1階微分または2階微分不能となる点が

存在する場合においては適用できない。

　log　Q’（2L）が1階微分または2階微分不能となる点が存在する場合にlog　Q’（u）が凹関

数である＋分条件は・。無。（1・9Q’（？・））’≧。無。（1・9QWが1・9Q’ωの1階微分ま

たは2階微分不能な任意のZLoに関して成立し、さらに2階微分可能な任意のuに関して

（log　Q’（u））”≦0が成立することである。これより、定理9は以下のように拡張可能である。

定理10．

対称性をもつ1変量分布において密度関数！が正となる区間で連続であるとき、

　　　　　　　　　　　　　．！i．M，一〇　f’（X）　S　．4i．M，．，　f’（X）　（4・1・1）

がノの1階微分または2階微分不能な任意のXoで成立し、さらに2階微分可能な任意

のxに関して

　　　　　　　　　　　　　f（．x）f”　（x）　一2（f’　（x））2　）O　（4．1．2）

が成立するならば、k－Principal　Pointsはあらゆる自然数kにおいて期待値に関する対

称性をもつ。
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4．2　Tkrushkinの定理の適用

　第4．1節と同様に、Trushkin［63］による定理5を対称性をもつ1変量分布の密度関数fに

適用すると、あらゆる自然数kにおいてk－Principal　Pointsが期待値に関する対称性をもつ

ための十分条件は以下のように示される。

十分条件（A）

対称性をもつ1変量分布において密度関数！が正となる区間で2階微分可能であるとき、

常にf・f”一（！’）2≦0が成立する。

　また、log　f（x）が1階微分または2階微分不能となる点が存在する場合においても・第

4．1節と同様の方法により、十分条件（A）を以下のように拡張できる。

十分条件（B）

対称性をもつ1変量分布において密度関数！が正となる区間で連続であるとき、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lim，　A　f’（x）　（4．2．3）　　　　　　　　　　　　　　　lim　Af’（x）　2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x－xo十〇　　　　　　　　　　　　　　x－xo－O

が！の1階微分または2階微分不能な任意のXoで成立し、さらに2階微分可能な任意のx

に関して

　　　　　　　　　　　　　　f（x）f”（x）一（f’（x））2　SO　（4．2．4）

が成立する。

4．3　種々の分布への適用例

　本節では、種々の対称な1変量確率分布に関して、第4．1節および第4．2節において導出

した定理および十分条件を適用した例について述べる。
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4．3．1　正規分布

　平均μ，分散σ2の正規分布の密度関数は

　　　　　　　　　　　　　！ω一山σexp｛（x　一　pa　2a2）2｝

で表される。これよりf’および！”は

　　　　　　　　　　　　　　　f’（x）　．．　一Eg－fti｝一L｛paf（x）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a

　　　　　　　　　　f・（x）一（与μ）’ル）＋（一」じ診μ）f’（x）

　　　　　　　　　　　　　＝（gE’ILikE｛］E一，pa）2－zll，）f（x）

と書けるので、すべてのxにおいて

　　　　　ノ（X）　f・（x）一　（f’（X））2一［｛（コじきμ）2一歩｝一（一与μ）1（f（X））2

　　　　　　　　　　　　　　　＝　一　zll，　（f　（x））2　〈　o

となり、第4．2節の十分条件（A）をみたす。従って、正規分布におけるk－Principal　Points

は、あらゆる自然数κに関して対称となる。

4．3．2　一様分布

　一様分布の密度関数は

　　　　　　　　　　　　！＠）一｛1Sb，　（pa　一e〈x〈　pa　＋eO，　（その他））

　　　　　　　　　　　　　　e2
と表すことができ・平均μ，分散万である・

　ここでf（x）＞0となる区間（μ一θ，μ＋θ）においては！’（x）＝0，！”（x）＝0であるから・

区間内のすべてのxに関して！（x）f”＠）一（！’（ω））2＝0となる。これは第4．2節の十分条件

をみたすので、一様分布におけるk－Principal　Pointsは、あらゆる自然数κに関して対称と

なる。
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4．3．3　ロジスティック分布

　ロジスティック分布の密度関数は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e－x
　　　　　　　　　　　　　　　撫）＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1＋e－x）2

　　　　　　　　　　T2
と表され・平均。，分散万である・

　ここで、∫’および！”は

　　　　　　　　　　　　　　　　に　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　f’（x）一（1≒・＋（、≒・（2e一つ

　　　　　　　　　　　一（1－1＋2e⇒綱

　　　　　　　f・（x）一（1－1÷）f’（x）＋（1－i－FltE：i一。）’！（x）

　　　　　　　　　　　　1－4e－x十e－2x
　　　　　　　　　　　＝（1＋e一・）2ル）

である。これより

　　　　f（x）f・（x）一（f’（x））・一｛1ラ1誓1圭ヂー（1一、÷）2｝（！＠））2

　　　　　　　　　　　　　一一（i－lltz3z｝e一一x．），（！（コu））2＜・

となり、第4．2節の十分条件（A）をみたす。従って、ロジスティック分布におけるk－Principal

Pointsは、あらゆる自然数kに関して対称となる。

4．3．4　両側指数分布

　原点に関して対称な両側指数分布（ラプラス分布、二重指数分布）の密度関数は

　　　　　　　　　　　　　　綱一le一λ1・1（A〉・）

　　　　　　　　　2
と表される・分散は天である・

　ノ（x）は。≠0において微分可能であるので！’および！”は

　　　　　　　　f・（x）一｛龍∵二＝ll，鮭勤
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となり、！＠）f”（x）一（！’＠））2＝0（2’≠0）である。

また、x一・のときには迦。鮭誉慨綱一一であることから

　　　　　　　　　　　　　　諏辺。！’＠）≧諏理。！’＠）

が成り立つ。従って、密度関数！は第4．2節の十分条件（B）をみたすので、両側指数分布に

おけるk－Principal　Pointsは、あらゆる自然数kに関して対称となる。

4．3．5　三回分布

　原点に関して対称な三角分布の密度関数はα＞0として

　　　　　　　　　　　　　綱一｛∵鵬

　　　　　　　　　a2
と表される。分散は一である。
　　　　　　　　　6
　f（x）＞0となる区間（一α，α）においては5C≠0にで微分可能であるので・！’および！”は

　　　　　　　　　f’（x）＝（一t／li／’　10．．〈．X．〈．“），），　f”（x）＝＝o

となり、f（x）！”＠）一（！’（．T））2＝一ant4＜0＠≠0）である。

また、x一・のときに1甑胴一詠理。f’（x）　：一門あることから

　　　　　　　　　　　　　　典処。！’（cc）≧典理。ノ’＠）

が成り立つ。従って、密度関数！は第4．2節の十分条件（B）をみたすので、三角分布におけ

るk・一Principal　Pointsは、あらゆる自然数kに関して対称となる。

4．3．6　ベータ分布

　原点に関して対称性をもつベータ分布の密度関数はα＞0，α＞0として

　　　　　　　　！（x）一2＿α毒（傷α）（i－Zl）a－17（1水α）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0，　　　　　　（その他）
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と表される。ただし、B（∵）はベータ関数である。

　f（x）はα＜1のときに凸関数（下に凸）、α＞1のときに凹関数（上に凸）となる。また・

α＝1のときには区間（一α，α）の一様分布となり、第4．3．2節よりあらゆる自然数kに関し

てk－Principal　Pointsは対称となる。

　α≠1のときにはixl＜αにおいて！’および！”を

f’（x）

f”（x）

一。・
i1一壽

＝＝

@co　（i　一　：ill）a－3　｛

＝21（lg7！2！2gor－2i）eo（

＝21（LgLzif！2i2gor’2i）co（

）a－2｛一2g（gtii－12ai’）．）

　　　ELg（9＝1；iS91＝一220r　i）4（or　2）x2）一co（

（4．3．6）

1－

嘯戟ja－3（2g（gtil－22！ai2）．2一（

1　一　：？）a”3　（2gtiii一｛li　3x2　一　1）

　　a
　　x2
1一　一．

　　a2

　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　とする。と表せる。ただしCo＝
　　　　　　　　　　　22a’iaB（cu，　or）

　ここで、下に凸（0＜α＜1）な場合には、Ixl＜αにおいて

f　．　f”　一　2（f，）2
一2（αliti’）cl（1ず4｛

一2（焉Aα）cl（1ず4｛（

＞2－g（LF！2－gll一，or）cg（1．：i÷？）2a－3

2（ct　一1@A2）

　　　　　　　4（a　一　1）2cy　一　3

　　　x2　一1－
　a2　VV　一　a2

i－
yl）＋7／x2）

2

（4．3．7）

＞　o

が成立し、密度関数！は第4．1節の定理9における十分条件をみたす。よって、あらゆる自

然数kに関してk－Principal　Pointsは対称となる。

　一方、上に凸（α＞1）な場合には、囮くαにおいて

　　　　f．f”一（ft）2．．2S（gLif2！16a一，1）cg（1一：il）2a－4（2g．tii－1｝i3x2．1－2g（gtiilLcv　2i1）．2）

　　　　　　　　　　一一2（≒2α）cg（1ず3

　　　　　　　　　　　〈　o
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が成立し、密度関数fは第4．2節の十分条件（A）をみたす。よって、あらゆる自然数kに関

してk－Principal　Pointsは対称となる。

　以上の結果より、対称性をもつベータ分布におけるk’一Principal　Pointsは、あらゆる自然、

数kに関して対称となることが任意のα＞0において示される。

4．3．7　t分布

　自由度nのt分布の密度関数は

　　　　　　　　　　　　　　！＠）一鵠6＋誓）ヰ

　　　　　　　　　　　　　　　（n＞2）である。と表され、平均0，分散
　　　　　　　　　　　n－2
　ここで、f’および！”は

　　　　　　　　　　f’（x）一一÷1（1（1＋誓）写

　　　　　　　　　　　　　　一一（儲綱

　　　　　　　　　　f・（x）一一（響プω一（（課」じ）’f（x）

　　　　　　　　　　　　　　一（n＋1）凝聯2一π｝！＠）

である。これより

f（．）f，t（．）一（f，（．））2＝

i！lz．u2￥iYlf3；！i一＝z！L！＋1）｛£n＋＋．，2）），x2－n｝一（一S：．｝一｝：1；lz＋｝），x）2）（f（．））2

　　　　　　　　　　　　　　」畿蒙η）（ノ（x））2

となり、x＞V儒において！（x）f”（x）一（！’（x））2＞0であるから、第4．2節の十分条件（A）を

みたさない。また、

f（．）f，t（．）．2（f，（．））2．．

i！lz’tt．2tlgfiS？iEL＝za＋1）｛£n＋＋．，2）），x2’n｝一2（．g．：i．IY＋｝），x）2）（f（．））2
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一　一

（n　＋　1）（x2　＋　n）

　　　　　　　（f（x））2　．　o
　（n　＋　．T2）2

であるから、第4．1節の定理9における十分条件もみたさない。従って、t分布における

k－Principal　Pointsは、　k≧3の場合には、本章における定理および十分条件からは対称性

を判断することができない。

4．3．8　Johnson’s　Su分布

　平均が0のJohnson’s　S。分布の密度関数は

　　　　　　　　　f（x）＝sttexp［一5｛log（x＋mi）｝2］

　　　　　　　　　e2　一1
　　　　　　　　　　　　である。と表され、分散は
　　　　　　　　　　2
　ここで、！’および！”は

f’（X）＝

?ｕ．，X＋1）；exp［一i｛log（x＋ViETir）｝2］一！！’211Lggl｝s￥；lll－12g（x＋VZP　Fi］）f（．）

　　　　一洗痴課警両）f（x）

f・（x）一一　痴ｲ讐＋〉禰）f・（x）一（　》譜表＋vFn））’f（x）

　　　　　　｛L，｛tt＋一yL｛ul，！ggLylz一±一y－gz：t－t，4÷t￥￥．！：一utu6！，st－y－t［一E－tLL＝iviZE7；il　Liog（x＋V557；iJ）｝Z＋Sg．VIEi［Firiog（x＋viZ［7fi）2｝f（．）

である。これより

　　　　　　　f（‘c）f・（x）一（！’＠））・一」じ碑1鵠出迎）一2（f（x））2

となり、！（コ。）ノ”（x）一（！’＠））2＞0となるxが存在するので第4．2節の十分条件（A）をみた

さない。また、

！（x）f・（x）一2（！’＠））・｛5・〉両1・9＠＋～両）一2｝一｛｛伊有lo9（x＋〉阿）｝2

　　　　　　　　　　一　（x2＋1）2
より、f（x）f”＠）一2（！’（z））2＜0となるxが存在するので第4．1節の定理9における十分条

件もみたさない。従って、Johnson’s　S。分布におけるk－Principal　Pointsは、　k≧3の場合

には、本章における定理および十分条件からは対称性を判断することができない。
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4．3．9　まとめ

　以上の例および定理9、十分条件（A）（B）より、対称な1変量分布のうち、これまで数値

計算による値からしかk－Principal　Pointsの対称性が考察されていなかった正規分布にお

いて、理論的に対称性が成立することが確かめられた。また、これまで3以上のPrincipal

Pointsの対称性について考察されていなかった、分布においても、一一様分布、ロジスティッ

ク分布、両側指数分布、三角分布、ベータ分布においては対称性が成立することがわかっ

た。一方で、2－Principal　Pointsの対称性が成り立つ分布のうち、t分布、　Johnson’s　S。分布

については、本章の定理および十分条件からは3以上のPrincipal　Pointsの対称性が成立

するかどうかは確認できなかった。
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　Flury［21］は、2変量が互いに独立な正規分布が与えられたとき・一方の分散を固定した

上で他方の分散を変化させ、いくつかの場合におけるk－Principal　Points（k≦5）の配置

について数値計算で示した。特に、一方の分散と他方の分散の比が3のときにk－Principal

Points（k≦5）が一直線上に並ぶ配置が得られたことから、k－Principal　Pointsが一直線上

に並ぶ配置において

（a）kが一定かつ分散比が変化する場合における分散比の境界値

（b）分散比が一定かつkが変化する場合におけるんの最大値

に関する問題を提起した。しかしながら、これらの問題は未だ解明されていない。また、期

待値に関して対称な分布が与えられた場合において、kが多い場合のk－Principal　Pointsが

どのような配置をとるかも未解明である。

　本章では、2変量正規分布の分散共分散行列diag（σ2，1）におけるσの値とk－Principal

Pointsについて数値計算を行い、得られた結果を示す。また、2変量標準正規分布が与え

られた場合におけるk－Principal　Points（k≦12）についても数値計算を行い、得られた配

置について考察する。
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5．1　分散共分散行列の値とk個の主要点との関係

　この節では、様々なσについて、第2．4。2節で述べたPrincipal　Pointsの導出アルゴリズム

を用いてk－Principal　Pointsを求めた。

　各σの値に対するPF（k）（k＝3，4，5）の値を図5．1～図5．3に実線で示す・

　これより、第2．4．1節の問題（a）において、

　（i）　ao（3）　tt　1．66

（ii）　ao（4）　r）t　2．15

（iii）　ao（5）　fy　2．67

と考えられる。また、これらの結果より、第2．4．1節の問題（b）において、

　（i）1＜σ＜σo（3）ならばkの最大値は2

（ii）σo（3）≦σ＜σo（4）ならばkの最大値は3

（iii）σo（4）≦σ＜σo（5）ならばkの最大値は4

であることが確認できる。

5．2　2変量標準正規分布におけるkl固の主要点の配置

　前節までの議論は、Principal　Pointsの数が5つ以下と少ない場合についてのものであ

るが、点の数をさらに増やした場合にどのような配置となるかを、2変量標準正規分布の

場合において以下に示す。

5．2．1　計算機シミュレーションによる解

　点の数が3以上の場合において、種々の初期値を与えてk－means法を援用したアルゴリ

ズムにより計算機シミュレーションを行ったところ、k＝3及びk＝4の場合においては図

5．4のような局所的最適配置が得られた。これらの配置のうち、各図の左端の太枠で囲った
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　図5．1：k－means法によるσとPF（3）の関係図

1直線（1＋0．1174σ2）
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図5．2：k－means法によるσとPF（4）の関係図

　　　　　　　　　81

　一　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　郭

03

1

〒
節

零
二



マ」一一脚一一一一一一一一一一

価昂
q
周

⑳
F

⑩
轡

寸
．
r

1直線　（1＋0．0799σ2）

（1．07，0．658）
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　　　　　　　1，0　15　2．0　2．5　3．O　　　　　　　　　　　　　　　　　　　a

　　　　　　　　　　図5．3：k－means法によるσとPF（5）の関係図

配置が最適なものであり、Flury［21］と同様の結果となっている。さらに、kが5以上12以

下の場合において、現時点では図5．5～図5．7のような局所的最適配置が得られている。た

だし、q（k）＝E｛d2（Xly，，…，Yκ）｝である・

　図5．5～図5．7において、各図の左端の太枠で囲った配置が得られた配置の中で最適なも

のである。各図における最適配置を見ると、k角形の配置ではなく、少なくとも1本以上原

点を通る線対称軸をもつ凸な埆形（ただし1＜k）の内側に、原点に関して点対称もしくは

少なくとも1本以上原点を通る線対称軸をもつ（k－1）個の点の集合が存在するような配置

になっており、kが大きくなるほど（k－1）の値が大きくなっていることがわかる。

5．2．2　局所的最適配置に関する理論的考察

　2変量標準正規分布におけるk－Principal　Pointsは、計算機シミュレーションでは図5．5

～図5．7において、各回の左端の太枠で囲った配置として求められたが、それ以外にも目的

関数を極小にする配置がいくつか求められた。ここでは、それらの配置のうち、

　●k個の点の配置が原点を中心とする正k角形となる場合

　・k個の点の配置が原点を中心とする正（k－1）角形＋原点となる場合
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（a）k　＝　3
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（b）k　一　4

e
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e
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e

e

図5．4：2変量標準正規分布におけるk個の点の局所的最適配置図（k　一3，4）
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図5．5：2変量標準正規分布におけるk個の点の局所的最適配置図（k＝5，6，7）
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図5．6：2変量標準正規分布におけるk個の点の局所的最適配置図（k＝8，9，10）
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図5．7：2変量標準正規分布におけるk個の点の局所的最適配置図（k＝11，12）

　　　　　　　　　　　　　　　　　86

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　懸轡灘灘1翻．．，



　　，

について理論的考察を行う。

5．2．2．1　原点を中心とする正k角形となる場合

　2変量標準正規分布の分布関数Fとその密度関数！において

　　　　　　　Fl（Xl）：Fのω1成分の周辺分布関数，　！1：F1の密度関数

　　　　　　　F，（x2）：．Fのx2成分の周辺分布関数，　f2：F2の密度関数

とすると、

　　　　　　　　　f（xi，　x2）　＝　IS．7　exp　（一S（x？　＋　x3）｝　＝＝　fi　（xi）f2　（x2）

である。また、Φを1変量標準正規分布関数、φをΦの密度関数とするとFl＝F2＝Φ，

！1＝f2＝φである。

　ここで、k個の点の配置が原点を中心とする正k角形（k≧3）となっていると仮定し、

P、（Y11，0）とおくと、Pゴ（Yll・cos（ゴーi）2π，〃11sin半）（1≦ゴ≦k）と表すことができ・各

pゴに関して積分領域Dゴが等しくなる。また、D1はXl軸に関して対称だから、目的関数

M（P1，…，Pk）は

M（P1ヂ”，Pん）一層鳳1懸｛＠1一防1）2＋（X2一防2）2｝！＠1，X2）蜘1

　　　　　　　一弟｛（x，　一　y，・，）2　＋　（x，　一　y，・2）2｝f（x，，x，）嫡

　　　　　　　一2弘，｛（Xl　一・Yll）2＋都（コCl，　c・）dx・dx1

　　　　　　　－2た加｛（xi　一　yii）2　＋　X；｝f（Xi，　X2）繍

　　　　　　　＝　2k　f，　oo　f，　f’　｛（r　cos　0　一　yii）2　＋　xg｝　S；．　e一　e2　rdedr

　　　　　　　－2引嚇一階θ）鮮］》

　　　　　　　＝　2k　fooo　（r3　＋　y？ir一　2！kklY2一！？Yiir2　sin　f）　e－e2　dr

　　　　　　　＝　y？，一itk　yiisinf＋2

　　　　　　　一（Y11一毒sin歪）2＋1一嘉sin2歪
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と書ける。ただし、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア　　　　　　　　　　　　　　　mk－tan　k（κ≧2）

　　　　　　　　　　　　　　　　｛　　　　　　　　　　　　　　　　　Xl＝rCOSθ

　　　　　　　　　　　　　　　　　X2＝rsinθ

とおいた。また、k＝4のときのDj（1≦」≦k），Dlの領域は図5．8、図5．9のようになる。

これより・式（5・2・1）はY11一
ﾅsin釜で最小値2÷in2釜をとり・これはq（k）とな

る。よって、各q（k）及びY11の値は表5．1のようになり、図5．5～図5．7におけるq（k）に一一

致する。

表5．1：2変量標準正規分布におけるq（k）及びY11（k個の点が正k角形の場合）

κ 9（k） 911

3
　　　272一

縺i禦0・9257）
27
縺i望1・0365）

4
　　　4
Q一一（望0．7268）　　　7「

4
一
（
禦
1
．
1
2
8
3
）
π

5

　　　25（5－v写）　　　　　　　　　　　（望0．6253）2－　　　　　16π 25（Jr　一　vi5）　　　　　　　　（望1．1724）　　16π

6
　　　92一

W（望0・5676）
9死（蟹1・1968）

8

　　　8（2一　vi2）　　　　　　　　　　（望0．5083）2一　　　　　　π 8（2－v至）　　　　　　　（空1．2213）　　　π

5．2．2．2　原点を中心とする正（k－1）角形十原点となる場合

　k個の点の配置が原点＋原点を中心とする正（k－1）角形（k≧4）となっていると仮定し、

Pl（Y11，0）、Pk（0，0）とおくと、Pゴ（ツ11cos（嘗，シ11　sin（響）（1≦」≦k－1）と表すこと

ができ、p1，…，Pk一、に関して積分領域D1，…，Dκ一1が等しくなる。また、D1，DkはXl軸に

関して対称だから、目的関数M（p1，…，Pk）は

M（P1，…，Pk）一叢隠1蟄｛（CUI　一Yゴ1）2＋＠・一防2）2｝！（Xl，ψ幽
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図5．8：　k個の点が正k角形のときの積分領域の概念図（その1）
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図5．9：k個の点が正k角形のときの積分領域の概念図（その2）
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図5．10：k個の点が正（k　一1）角形＋期待値のときの積分領域の概念図（その1）
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図5．11：k個の点が正（k－1）角形＋期待値のときの積分領域の概念図（その2）
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離メ＠1一防1）2＋（X2一防2）2｝！（コt・1，・・2）帥1

2（k－1）仏｛（コじ1－tY11）2＋x12｝！い2融1

＋2（k－1）伽1＋x；）！＠1，x・融1

2（k－1）劇mた　（Y11－2Z111・lr1）∫1（聯岬xl

＋2（k　一　1）　foOO　foMk”Xi　（x？　＋　x2，）f（xi，　x2）dx2dxi

2＋2（k　一　1）　f：，，　（y？，　一　2yiixi）fi（．Ti）　（F2（mk－ixi）　一　S）　dxi

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．2．2）

と書ける・k＝5のときのD」（1≦」≦k），Dl，D先の領域は図5．10、図5．11のようになる。

　式（5．2．2）をKκ（Y11）とおいてY11で微分すると、！｛＠1）＝　一xlf1（xl）より

Kk　（y，，）　＝　4（k　一　1）　f＃，　（y，，　一　x，）f，　（x，）　（F，　（mk一，x，）　一　i］　dx，　（5．2．3）

Kk’（Y・1）一4（k－1）犀ノ1＠1）｛F・　（mk－1Xl）一1｝d・u・1

　　　　　　　　＋1）Ylifi（Y11　2）｛F2（γ砺参ツ11）一1｝　　　（5・2・4）

K£3）（y，，）　＝　W’　1f，　（＆Y’i）　［（y？，　一　12）　（F，　（Z2！kt　S－ZLII－iYii）　一　i）　一　2mkm，y，，f2　（ZZ！6tz　I」YU－iYii）］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．2．5）

が求められる。式（5．2．5）において

L《mκヂ11）一（Y11－12）｛F2（写11）S｝一2mic－1Yllf2（mκヂ11）（5・2・6）

とおき、さらにmk－1Y11＝αとおくと
　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　　　　　　K£3）（y，，）　＝＝　V’　1f，（g｛’YLi　）L，（a）　（s．2，7）

であり
　　　　　　　　　　　　　Lk　（a）　＝　（Xli／li，　一　i2）　（F2　（a）　一　i）　一4a・　f2　（a）　（s．2．s）
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となる・㌻1∫1（Y11　2）〉・だから・（5・2・6）の増減を調べるために（5・2・8）をαで微分すると

　　　L拓（α）一ml－lf2（α）｛（1＋Ml－i）α2　一　4m2－i｝＋，，艶1｛F2（α）一1｝（5・2・9）

　　　諭旨（α）一ml－1ゐ（α）｛一（・＋mZ－1）α3＋（4＋6ml－i）α｝＋ml－1｛F2（α）一1｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．2．10）

　　L！3）（a）一lf2（α）｛（1＋m2－1）α4　一（7＋9mZ－1）α・＋6（・＋ml－i）｝　（5．2．11）

　　　　　　　　mκ＿1

が求められる。ここで式（5．2．11）においてb＝α2とし、さらに

　　　　Mk（b）　＝　　（1十mZ＿1）b2一（7－F　gm琵＿1）b一ト6（1十mZ＿1）　　　　　　　　　　　　　（5．2ユ2）

　　　　　　　　一（1＋Ml－i）｛わ一鴇1ゴ1｝2－57m完轟lll＋25

とおくと、min　Mκ（b）＜0であるから、min　Mκ（b）＝0は2つの実数解をもつ。実数解をα，

β（α〈β）とすると轟li｝）〉・かつαβ一6より・＜α＜βであり・b＞・なので

　　　　　　　　　　　　｛　　　　　　　　　　　　　Mk（b）≧0　（0＜b≦α，β≦b）

　　　　　　　　　　　　　Mκ（b）＜0　（α＜b＜β）

が成り立つ。（5．2．12）より、（5．2．11）は

　　　　　　　　　　　　　L！3）（α）一l　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f2（α）Mκ（α2）　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．2．13）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Mん＿1

と表すことができ、常にlf、（α）〉・だから

　　　　　　　　　　　m’鳶＿1

　　　　　　　　　　　｛　　　　　　　　　　　　L！3）（α）≧0（0＜α≦～Q，～E5≦α）

　　　　　　　　　　　　L！3）（α）〈o（～，t6i＜α〈ua）

である。これより（5．2．10）はα＝〉価で極大値、α＝v／βで極小値をとる。また、

　　　　　五Z（0）＝0

　　　　　　　　　　　4
　　　1im五露（a）＝・　2　＞0
　　　ゆ　　　　　　　　　　　　M鳶＿1
　　　　Lk’（viB）一ml－1｛F2（β）十12β一1／2（β一2）（1＋m♂1）f2（viB）〉・
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だからLk’（α）は常に正である。よって域（α）は単調増加であり、

　　　　　　　　　　　　｛　　　　　　　　　　　　　　　Lk　（O）　＝　一16f，　（O）　〈O

　　　　　　　　　　　　　lipa．A　Lk（a）　：　oo

　　　　　　　　　　　　　a－oo

だから域（α）ニ0をみたすαがただ1つ存在する。この値をαoとすると、

　　　　　　　　　　　　　｛　　　　　　　　　　　　　　L’k（a）　E｛　O　（O　f｛｛　a　s｛　ao）

　　　　　　　　　　　　　　L’k　（a）　＞O　（ao　〈　a）

であるからしk（α）はα＝αoで極小値をとる。ここで

　　　　　　　　　　　　　　｛　　　　　　　　　　　　　　　　　Lk（O）　＝　O

　　　　　　　　　　　　　　　lipa．一Lk（a）　＝　oo
　　　　　　　　　　　　　　　a－oo
だからLk（0）〉・Lk（αo）よりしk（αo）〈0となる・よってLκ（α）＝0をみたすαは区間（αo，oc）

にただ1つ存在し、その値をα1とすると

　　　　　　　　　　　　　｛　　　　　　　　　　　　　　五κ（α）≦0（0≦α≦α1）

　　　　　　　　　　　　　　Lk　（a）　＞O　（ai　〈　a）

である。mk－IY11＝αだから

　　　　　2
　　　　　　　　　　　　L，（z2！6，i；gLg－iYii）so　（o　s　a　s　illl’ll［t，）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2ai　　　　　　　　　　　　　Mk－1Y11　　　　　　　　　　　　　　　　　）＞o（　　　　　　　　　　　　Lk（　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈　a）
　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Mk－1

となり・（52・7）と㌻1！・（穿）〉・よりKk・　（yii）はY11一激1で極小値をとる・ここで

　　　　撫鵡1に1（刷ズ胴｛F2（mk一’x’）　一　1｝dx1＞o

だからKkt（2ailk－1）＜諏恥・）よりKk’（詮1）〈・となる・よってKk’（Y11）一・をみ

　　　　　　　　2ai
　　　　　　　　　　）にただ1つ存在し、その値をα2とするとたすY11が区間（0，

　　　　　　　Mk－1

　　　　　　　　　　　　｛　　　　　　　　　　　　　Ki’（Yii）　＞O　（O　〈　Yii　〈　a2）

　　　　　　　　　　　　　Kk’（yii）　一く　O　（a2　S　yii）
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である。これより（5．2．3）はY11＝α2で極大値をとる。そして

　　　　　　　　Kk　（O）　＝　一4（k　一　1）　f，　oo　xifi　（xi）　（F2　（mk一一ixi）　一　1）　dxi　〈　O　　　｛

　　　　　li　m．．A　Kk　（y，，）　＝　O

　　　　YI1－OO

であるから・κk（α・）㍉脚。。Kk（〃1・）よ畷（α2）＞0となる・これよりKん（Y11）一〇をみ

たすY11が区間（0，α2）でただ1つ存在し、その値をα3とすると

　　　　　　　　　　　　｛　　　　　　　　　　　　　Kk　（yii）　〈　O　（O　〈　yii　〈　a」3）

　　　　　　　　　　　　　Kk　（yii）　）　O　（a3　S　yii）

であるから、Kk（Y11）はY11＝α3で極小値

Kk　（a3）　＝　2　＋　2（k　一　1）　ff．CX）　（ag　一　2a3xi）fi　（x’i）　｛F2　（mk－ixi）　一　S）　dXi

　　　－2＋1）α3膨1！1＠1）｛恥一1x1）一1｝dx1

　　　－2－2（k一　1）a3｛［一鯛｛F2（mk－IXI）一1｝］鯵帰心m卜圃

　　　一2－2（k一・）α3［φ（警）｛Φ（mκ秀1α3）＋蚕m卜1φ（1＋噛）dx1

　　　－2－2（k　一　1）a3［φ（讐）｛Φ（撃）＋1警歳Φ（1＋弊）］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．2．14）

をとり、これがYllに関する最小値q（k）となる。　Kk（Y11）＝0をみたすY11を計算すると、

各q（k）及びY11の値は表5．2のようになり、図5．5～図5．7におけるq（k）に一致する。

表5．2：2変量標準正規分布におけるq（k）及びY11（k個の点が原点＋正（k－1）角形の場合）

ん 9（k）
宮11 κ q（k）

ン11

4 0，820 1279 8 0，407 1，454

5 0，614 1，363 9 0，381 1，466

6 0，507 1，410 10 0，364 1，474

7 0，445 1，438 11 0，351 1，479
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　本章では、本論文における研究についてまとめ、他分野との関連および今後に残された

課題について述べる。

6．1　本研究のまとめ

　本論文では、期待値に関して対称な1変量分布におけるk－Principal　Pointsの対称性、お

よび2変量正規分布におけるk－Principal　Pointsの配置に関して得られた性質について述

べた。

　種々の対称な1変量分布においては、これまで2－Principal　Pointsの対称性（一意性）に

関してさまざまな研究がFlury［21］などにより行われていたが、3個以上のPrincipal　Points

の対称性についてはこれまであまり考察が行われていなかった。そこで、期待値に関して

対称な3点が目的関数を最小にするかどうかについて考察し、期待値に関して対称な3点

が目的関数を極小にするための必要条件および十分条件を導出した。また、この条件を期

待値に関して対称な種々の1変量分布に適用し、3－Principal　Pointsの対称性が成り立つか

どうかを調べた。そのうち、ロジスティック分布及び両側指数分布に関しては3－Principal

Pointsが期待値に関して対称となったが、混合正規分布については、2－Principal　Pointsの

場合と同様に、重みや分散の値によっては非対称な3－Principal　Pointsが存在することが確

かめられた。また、計算機シミュレーションにより、非対称な3－Principal　Pointsの値を求
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めた。しかし、以上に述べた研究においては、Principal　Poilltsが対称となるための十分条

件は直接的には示すことはできなかった。

　Tarpey［62］は、対称な1変量分布における2－Principa，1　Pointsの対称性（一意性）に関す

る定理の十分条件を、密度関数の性質に着目して導出している。この定理を皮切りに、あ

らゆるkにおいてk－Principal　Pointsの対称性が成立する確率分布族に関する条件について

さまざまな研究が行われた。その中で、Li＆Flury［34］は、k－Principal　Pointsの対称性が

成り立つための十分条件を示し、対称性が成り立つ確率分布族を拡張した。しかしながら、

この条件をみたすものの、Flury［21］の定理における必要条件をみたさない分布が存在する

という矛盾が生じていた。

　そこで、Li＆Flury［34］の定理を再検証した結果、定理の十分条件の導出時において誤り

があることがわかった。そのため、条件の導出に利用されたChow［7］の定理を踏まえた上

で、誤りを訂正した正しい定理を示した。また、Li＆Flury［34］の定理における十分条件に

おいては、密度関数が1階微分または2階微分不能となる点が存在する場合に関しての考察

がなく、このような場合にも適用可能となるように定理を拡張した。一方で、Trushkin［63］

における、平均2乗誤差規準により連続な1変量確率変数を最適量子化した値がk－Principal

Pointsと同等となることから、Trushkin［63］の定理における十分条件をみたす確率分布幅

においてk－Principal　Pointsの対称性が成立することを示した。さらに、密度関数が1階微

分または2階微分不能となる点が存在する場合においても適用可能となるように十分条件

を拡張した。

　これらの十分条件は、確率分布の密度関数！の1階微分および2階微分、さらには！が

微分不能な点における！’の左右の極限値の大小関係からのみ示されており、対称な1変量

確率分布におけるk－Principal　Pointsの対称性を判断する上で極めて便利な式である。これ

らの条件式を、種々の対称な1変量確率分布に対して適用し、正規分布など、数値計算に

よってしか3個以上のPrincipal　Pointsの対称性が確認されていなかった分布や、これま

で考察が行われていなかった分布において、これらの定理および十分条件をみたすものの

例を示した。また、2－Principa1　Pointsが対称であるものの、密度関数がこれらの定理や十

分条件をみたさない分布の例として、t分布やJohnson’s　S。分布などがあることも示した。

　2変量正規分布における分散共分散行列とk－Principal　Points（3≦k≦5）の配置との関
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係については、Flury［21］により3種類の分散共分散行列についての数値計算例が示されて

いたが、本研究においては、分散共分散行列がさらにさまざまな値をとる場合において・

より詳細に考察した。

　2変量正規分布におけるk－Principal　Pointsは、分散共分散行列diag（σ2，1）の値により、

一直線に並ぶ場合とk角形を形成する場合がある。この問題について・種々の分散共分散

行列の値を与え、k－Principal　Pointsが第2変数軸に関して対称と仮定した上で・第1変数

軸上に並ぶ場合及びk角形を形成する場合においてk－means法と同様のアルゴリズムによ

る計算を行い、目的関数の極小値を求めた。その結果、3≦k≦5の場合において・k個の

点の形がk角形から直線に変わるσの境界値がそれぞれ求まった。これは・Flury［21］が提

起した第2．4．1節の問題（a）におけるσo（k）の値となる。

　次に、2変量標準正規分布においてk－Principal　Pointsがどのような配置をとるかについ

ても計算機シミュレーションを用いて考察を行った。その結果、点の数が多くなると・（最

も外側に位置するZ個の点（ただし」＜k））＋（その内側の（k－1）個の点）という配置が得ら

れた。また、どの場合の最適配置についても、原点を通る直線のうち少なくとも1本が線

対称軸となることがわかった。

　さらに、k－Principal　Pointsの配置およびいくつかの局所的最適配置のうち、理論的考察

が比較的容易な

　（i）k個の点の配置が原点を中心とする正k角形となる場合

（ii）k個の点の配置が原点を中心とする正（k－1）角形＋原点となる場合

において、目的関数の値を2重積分により求め、目的関数およびk個の点の値の数学的な

裏付けを与えた。

6．2　他の研究分野への応用

　本章ではPrincipal　Pointsと他分野との関連について触れ・本論文における研究成果の

応用に関しても述べる。
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6．2．1　最適施設配置問題との関連

　確率分布の密度関数およびPrincipal　Pointsは、それぞれ最適施設配置問題において対象

となる地域の人口分布および設置される施設の位置に対応づけが可能である。k－Principal

Pointsは、各点から最も近い領域における重心としても求められ、最小2乗距離規準によ

る目的関数を最小にすることが示されており、これは最適施設配置問題における最適解お

よびそれらにより形成されるボロノイ領域が利用者全体からの施設への平均距離に基づく

配置コストを最小化することと対応する。

　最適施設配置問題の解は、定式化された数学的問題を解くことにより求められるが、複雑

な問題においては導出の過程で計算機シミュレーションが利用されることも多い。ここで、

対象となる地域における人口分布が対称性をもつ場合において、最適な配置が常に対称とな

るかどうかは興味深い問題である。この問題を考える上では、k－Principal　Pointsとの前述

のような関連より、本論文で述べられている、種々の対称な1変量分布におけるk－Principal

Pointsの対称性に関する研究が基礎的理論として参考になる。すなわち、問題の対象とな

る1次元の地域における人口分布が対称性をもつ場合であっても、分布の形状によっては

最適な配置が非対称となる場合もあり得る。

　実際の最適施設配置問題においては、対象となる地域は2次元以上で表されることが多

い。このような場合における最適配置に関する理論的な裏付けの第1歩として、2変量正

規分布におけるk－Principal　Pointsの配置に関する考察を位置付けることが可能である。こ

の考察により、対象となる2次元の地域における最適な配置の各種幾何学的性質を考える

ことができるほか、2変量標準正規分布におけるk個の点の局所的最適配置およびその目的

関数値を考えることで、理論的もしくは計算機的な解法により得られた施設の最適な配置

が、地域の状況などさまざまな制約により採用できない場合が生じたときの代替配置を考

える上での参考になると考えられる。

6．2．2 品種多変量解析およびデータ解析との関連

　Principal　Pointsの導出は、数学的にはクラスター分析におけるk－means法と同等のア

ルゴリズムにより行われることなどから、クラスター分析およびk－means法とは密接な関

連がある。k－Principal　Pointsは、与えられた確率分布における密度関数をk個の領域に分
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割する際に最適となるような各領域の重心として求められ、このときの各領域はk’一means

法における各クラスターに相当する。しかしながら、k－means法においては「データ点を

いかに最適なk個のクラスターに分割するか」が主要な目的であるところが、「確率分布を

k個の点で代表する」という立場であるk－Principal　Pointsとの本質的な違いである。

　クラスター分析においては、得られたクラスターの妥当性（validity）をどのように判断

するかが興味深いテーマの1つとなっているが、本論文で示されている、2変量標準正規

分布におけるk－Principal　Pointsの配置は、2変量標準正規分布が定義されている領域を大

きな1つのクラスターとみなすとき、それをさらにk個のクラスターに分割する際の妥当

性を判断する上で参考となる。

　さらに、実際のデータ解析への応用として、第2．5節に示されている天気図の解析（村

木・大瀧・水田［85］［86］）のように、主成分分析法にk－Principal　Pointsの概念を導入した

解析を組み合わせる手法が考えられているが、その他にも、層別逆回帰法（Sliced　Inverse

Regression）の改良（大瀧・藤越［70］）などへの応用や、関数データ解析（Functional　Data

Analysis）への拡張（水田［84］）などが試みられており、応用分野のさらなる拡大が期待で

きる。

6．3　今後の課題

　期待値に関して対称な1変量分布におけるk－Principal　Pointsの対称性については、密度

関数の性質に着目した定理および十分条件により、対称性が成立する確率分布族が大幅に

拡張された。しかし、2－Principal　Pointsの対称性について確認されていても、k－Principal

Pointsの対称性の有無が確認されていない分布が存在する（t分布やJohnson’s　S。分布な

ど）。また、混合正規分布においては、同じkにおいても、重みや分散の値によって対称性

の有無が分かれる。k＝2の場合においては、水田［83］により対称性の有無に関する境界

値が数値計算により示されているが、k≧3の場合においては十分な考察が行われていな

い。また、同じ重みや分散をもつ場合においてkの値の変化により対称性の有無が変わる

場合があるかどうかもわかっていない。従って、これらの分布における対称性の有無に関

して、密度関数における各種因子を考慮した新たな十分条件の導出は課題として残されて

いる。
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　2変量正規分布におけるk－Principal　Pointsの配置に関しては、Flury［21］が提起した第

2．4．1節の問題（a）、問題（b）についてk≦5のときの解が求められたが・k≧6のときの解

については未解明である。さらに、2変量標準正規分布においては、k－Principal　Pointsと

なる配置がk＜12の場合において計算機シミュレーションにより求められたが、点の数と

配置の形状に関してどのような規則性があるのかについても課題といえる。また、各変量

がそれぞれ独立かつ対称性をもつ各種多変量分布におけるk－Principal　Pointsの配置への

拡張も課題である。
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