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GENERAL　INTRODUCTION

　　　　　In　experimental　and　theoretical　quantum　chemistry，　many　studies　on　one一　and　two－

electron　densit　ies　in　position　and　momentum　spaces　have　been　canied　out　［see，　Refs．　1－6

for　comprehensive　reviews］，　where　position－space　coordinates　are　a　distance　from　some

fixed　spatial　origin，　and　momentum－space　coordinates　are　components　of　the　momentum

of　an　electron．　lt　is　important　to　examine　the　one一　and　two－electron　densities　in　detail，

because　knowledge　obtained　from　the　densities　give　information　about　the　electron－

nuclear　and　electron－electron　interactions　which　make　the　major　contribution　to　the

chemical　and　physical　properties　of　atoms　and　molecules．　The　nonrelativistic　total　energy

of　electrons　in　an　atom，　for　example，　consists　of　the　kinetic，　electron－nucieus　attraction，

and　electron　repulsion　energies，　which　are　obtained　from　the　one一　and　two－electron

densities．　Both　of　these　densities　are　closeiy　related　to　some　propenies　measured　by　an

x－ray　scattering　experiment．　Benesch　and　Smith　showed　［7］　that　within　the　Waller－

Hartree　approximation　［8］，　the　total　lt（K）　and　coherent　1，（K）　intensities　of　radiation

scattered　by　anハm－electron　atom　are　givcn　by

　　　　　　I，　（K）／1．1　ilF（K）12　＋S（K）　＝N＋2f　dridr2　exp［iK・（ri　一　r2　）］r（ri，r2）　，　（1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1，（K）／1，1　＝IF（K）12＝lfdrexp（iK・r）p（r）12　，　（2）

where　K　is　the　momentum　transfer　vector，　r　the　position－space　vector　of　an　electron，

1，1　the　Thomson　factor，　and　F（K）　the　atomic　form　factor．　The　function　S（K）　is　the

incoherent　scattering　factor，　which　is　defmed　as　the　difference　between　the　total　and

coherent　intensities．　The　two－electron　density　r（rl，r2）　in　position　space　is　defined　by

　　　　　　　　　　　r（ri，r2）一一一N（N2’1）fdaida2dx3…dxNlg’（xi，x2，…，xN）P，　（3）

where　the　density　is　normalized　to　the　number　of　electron　pairs，　Y’（xl，x2，…，XN）

represents　a　normalized　N－electron　wave　function　for　an　atomic　state，　and　xi　一＝　（ri，ai）

denotes　the　combined　space　and　spin　coordinates　of　electron　i．　The　position－space　one－

electron　density　is　defined　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　p（r）　＝一　Nfdadx2…dxNlg’（x，　x2，．．．，xN）12．　（4）

The　incoherent　scattering　factor　S（K）　is　also　equal　［9］　to　the　integration　of　the

dynamical　structure　factor　S（K，to），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S（K）　＝　fvata，il　to2／toiS（K，to）dto　，　（s）

where　the　1imits　of　integration　are　taken　between　the　electron　binding　energy　I　Eb　l，　the

energy　of　the　incident　x－ray　photon　a）1，　and　cv　＝　to1－a）2　is　the　energy　transfer．　The

superscripts　1　and　2　refer　to　incoming　and　outgoing　photons，　respectively．　The

dynamical　structure　factor　S（K，to）　is　［2，9，10］　given　by

　　　　　　　　　　　　S（K，ω）＝Σ1＜Ψ∫1Σexp（’K・り隅＞12δ（EアーErω）・　　（6）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫　　　　ノ＝1

Here，　6　means　the　delta　function，　and　the　functions　g7i　and　V’?　represent　initial　and

fuiai　state，　respectively．　Moreover，　S（K，to）　is　related　｛11］　to　the　generalized　oscMator

strength　and　stopping　power．　Benesch　and　Smith　empioyed　（2］　a　density－matrix
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formalism，　and　showed　that　within　the　impulse　approximation，　Eq．（6）　reduces　to

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S（K，cD）＝Si（K，cp）＋S2（K，to），　（7）

where

　　　　　　　　　　　　　　　　Si（K，（v）＝fdpi6（cD　一t　K2　一K・pi）7（pi　lpi）　，　（8）

and

　　　　　　　S2（K，　to）＝　2f　dpidp26（to　一SK2　一K・pi）r（pi　＋K，p2　一Klpi，p2）　，　（9）

where　K　EI　KI，　and　the　densities　7（pi’lpi）　and　r（pl’，p21pl，p2）　are　the　momentum

space　analogues　of　the　one一　and　two－electron　densities　in　position　space．

　　　　　It　is　not　easy　to　study　the　two－electron　density　in　detail，　because　the　density　is　a

complicated　function　of　six　variables．　One　way　to　solve　the　difficulty　is　to　separate　the

motion　of　any　two　electrons　into　relative　（intracule）　and　center・・of－mass　（extracule）

motions　of　an　electron　pair．　Thus，　we　have　two　electron・一pair　densities，　that　is，　intracule

and　extracu　le　densit　ies．　A　merit　of　using　the　electron－pair　densities　is　that　the　densities

are　visualized　readily．　Coleman　introduced　［12］　intracule　coordinate，　u＝　rl　一r2，　and

extracule　coordinate，　R＝（rl＋r2）／2　in　position　space．　The　intracule　density　1（u）　is

［5，6，12］　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　I（u）if　drldr2r（rl，r2）6［u　一一　（rl－r2）］，　（10）

and　the　extracule　density　（5，6，12］　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　E（R）　＝一　f　drldr2r（rl，r2）6［R一　（rl　＋r2）／　2］　，　（11）

When　the　intracule　u　and　extracule　R　vectors　can　be　expressed　by　spherical　coordinates

uE（u，S2．）　and　R　E（R，S：！R），　integrat　ing　over　the　angle　variables　st！．　and　S）R　yields

［5］　the　spherically　averaged　intracule　density

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　h（u）　＝’　2ilif　dst．i（u），　（i2）

and　the　spherically　averaged　extracu　le　density

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d（R）＝：il．if　ds　2RE（R）．　（13）

The　intracule　dcnsity　1（u）and　its　spherical　average　h（の　reprcscnt，　rcspcctivcly，　tho

probabihty　density　functions　for　the　relative　vector　u　and　distance　u．　On　the　other　hand，

the　extracule　density　E（R）　and　its　spherical　average　d（R）　are　the　probability　density

functions　for　the　center－of－mass　vector　R　and　distance　R，　respectively．　The　intracule

〈uk　〉　and　extracule　〈　Rk　〉　moments　can　be　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＜u㌧≡伽勺（u）4π∫伽κ＋2h（の・　　（・4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈Rk　＞E　idRRkE（R）＝4zf　dRRk’2d（R）　，　（15）

where　the　superscript　k　is　a　real　number，　and　both　of　these　densities　are　normalized　to　the

number・f　elcctr・n　pa廿s；qO＞ニ＜RO＞＝N（N－1）／2．　The　m・mcnt＜ガ1＞is

equal　to　the　electron－electron　repulsion　energy，　and　〈u＞　denotes　the　average

interelectronic　distance．　The　moment　〈　R　〉　means　the　average　center－of－mass　distance．

The　first　explicit　calculation　of　the　intracule　density　has　been　canied　out　［13］　by　Coulson

and　Neilson　in　their　study　of　t　he　electron　correlation　in　the　He　ground　state．　They　have

2
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defined　the　Coulomb　ho　le　as　the　difference　between　the　exact　or　best　radial　intracule

density　and　the　Hartree－Fock　radial　intracule　density．　The　Coulomb　hole　allows　us　to

visualize　the　electron　correlation，　although　the　hole　is　not　an　observable．　A　number　of　the

studies　on　the　intracule　densities　have　been　inspired　by　their　work．　S　ince　then　the

Coulomb　hole　has　been　examined　on　light　atoms　［14－32］　and　small　molecules　［33－37］．

Moreover，　many　articles　have　been　devoted　to　investigations　on　the　behaviors　of　the

intracule　densities　for　atoms　［38－46］　and　mo　lecules　［47－59］．　The　intracule　density　1（u）

at　u　＝　O　or　electron－electron　coalescence　density　has　recently　received　attention　［60－65］．

This　quantity　is　directly　related　to　the　relativistic　［66］　and　radiative　［67］　corrections　to

the　ground　state　of　atoms，　and　appears　in　the　electron－electron　cusp　condition　［68］．　The

exact　eigenfUnction　of　a　non－relativistic　hamiltonian　must　sat　isfy　the　condition　for　an

atom．　The　Fourier　transform　of　intracule　density　1（u）　is，　within　Waller－Hartree　theory

［8］，to　x－ray　scattering　intensity【7］，　and　within　the丘rst　Bom　approximation，　to　high

energy　electron　scattering　intensity　［7］．　ln　fact，　several　scattering　intensities　were

obtained　［69－80］　by　the　Fourier　transforrnation　of　the　intracule　density．　On　the　other

ha：nd，　thc丘rst　calculation　of　thc　extraculc　dcnsities　fbr　atomic　alld　molecular　systems　was

done　［81］　by　Thakkar　and　Moore．　After　the　appearance　of　their　pioneering　paper，　several

researchers　have　examined　［51，52，55－59，82］　the　behaviors　of　the　extracule　densities　for

analyzing　chemical　bonds　of　molecules，　and　only　four　studies　on　the　extracule　densities

for　atoms　［43，54，55，82］　have　reported　to　date．

　　　　　The　momentum－space　intracule　density　1（v），　its　spherical　average　h（v），　and

their　moments　〈vk　〉　are　［5］　defined　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　i（v）Ef　dpidp2iF（pl，p2）6［v一一　（pi－p2）］　，　（16）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　h一（v）　＝一　“．f　dS　2，i（v）　，　（17）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈　vk　〉＝一　f　dvvki（v）　＝　4zfdvvk“2h一（v）　，　（18）

where　v　i　（v，S）v）　，　p　means　the　momentum　vector　of　an　electron，　and　the　densities　are

normalized　to　the　number　of　electron　pairs；　〈　vO　〉＝N（N　一　1）　／2．　The　intracule　density

I（v）　and　its　spherical　average　h（v）　are，　respectively，　the　probabihty　density　functions

for　the　relative　momentum　vector　v　and　its　magnitude　v．　For　an　N－electron　system，

the釦nctio：n　r（P　1，P2）is［5］the　momentum－space　two－electron　density　de丘ned　by

　　　　　　　　　r（p1，p2）＝ZY）（g　：一211N－1）fdaldo2dy3…dyNI¢（y1，y2，．．．，yN）12，　（lg）

where　yi　一＝　（pi，ai），　and　¢（yl，y2，．．．，yN）　is　an　electronic　wave　function　in　momentum

space．　The　extracule　density　E（P），　its　spherical　average　d（P），　and　their　moments

〈pk　〉　are　［5］　defuied　by

　　　　　　　　　　　　　　　　E一（P）　E　f　dpidp2f（pi，p2）6［P　一　（pi　＋　p2）／2］　，　（20）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　冴（P）一鞭∫4ΩP亙（P）・　　　（2・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　〈　pk　＞E　fdppkE（p）　＝　4njoco　dppk“2d一（P）　，　（22）
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whcre　P≡（P，ΩP）and＜PO＞＝N（N－1）／2．　The　extracule　density亙（P）and　its

spherical　averagc　d（P）　represent　the　probability　density　fUnctions　fbr　the　center。o」f－

mass　vcctor　P　and　its　magnitude、P．　By　analogy　with　the　work　of　Coulson　and　Ncilson

［13］in　position　spacc，　Banyard　a：nd　co－researchers【83－90］，　Doggctt【91］，　Ugalde【92】，

and　Wang　and　Smith【93］havc　investigated　the　effects　of　electron　correlation　for　atoms

and　molecules　based　on　the　Coulomb　hole　defincd　by　the　intracule　dcnsity　in　momentum

space．　There　is　only　one　study【93】of　the　extracule　density　fbr　the丘rst－row　hydrides．

　　　　　　There　are　several　problcms　about　previous　studies　on　the　intracule　and　extraculc

dcnsitics　in　position　and　momcntum　spaces　fbr　atomic　systems　within　the　Hartree－Fock

丘amework．　Fh’st，　a　method　fbr　the　evaluatioll　of　two　electron－pair　densities　in　position

spacc　have　not　yet　developcd　fbr　open。shell　systems．　In　momc：ntum　space，　there　is　no　a

method　of　calculating　the　intracule　and　extracule　dellsities　fbr　both　closed。　and　open－

shell　systcms．　Second，　almost　all　studics　are　limited　to　light　atoms　and　atomic　ions．　Third，

t：he　intracule　and　extracule　densities　were　constructed　from　basis。set－expansion　Hartree－

Fock　wave　fUnctions，　some　of　which　are　not　su伍ciently　accurate．　Fourth，　we　do　not

know　a　detailed　discussion　about　a　relation　bctween　the　intraculc　and　eXtracule　densities
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ

and　bctwecn　their　mome：nts．　The　prcsent　thesis　is　written　with　the　aim　of　devcloping　a

theory　for　constructing　the　intracule　and　cxtracule　derlsities，　as　wcll　as　their　moments，㎞

position　and　momentum　spaces　fbr　the　atomic　systems．　The　wave　fUnctions　are　givcn　by

a　singlc　Slater　determinant　or　a　linear　combination　of　Slatcr　determinants．　Wc　apply　the

theory　to　ncutral　atoms　and　atomic　ions　wit：h　2≦2V≦54　based　o：n　the　numerical

Hartree－Fock　calculations．　The　obtained　de：nsitics　are　systematically　cxamined　to　clar茸y　a

rclation　bctwecn　the　two　clectron－pah・densities，　and　between　thcir　moments．　Sincc　the

elcctron　correlation　is　dcfined　as　thc　difference　in　the　electronic　motions　in　the　Hartree－

Fock　and　exact　solutions　within　the　non－rclativistic　f『amework，　the　prcsent　results　on　the

densitics　and　moments　are　expected　to　bc　usefUI　as　refercnce　data　in　thc　study　of

electronic　correlation．　To　consider　the　elcctron　correlation，　we　devclop　a　theory　of

constructing　the　position－space　extracule　density　and　the　moments　fbr　two。clectron

atomic　systems　for　thc　wavc　fUnction　contami：ng　an　interclectronic　distance　r12．

　　　　　The　text　is　dividcd　into　threc　parts．　Tlle丘rst　part　presents　the　values　of　intracule

and　extracule　densities　at　the　origin，　and　the　avcrage　va夏ues　of　one－electron　densities　fbr

neutral　atoms　in　position　and　momentum　spaces　based　on　the　numerical　Hartree－Fock

calculations．　In　Chapter　2，　we　dcfine［94］the　electron－clectron　coalescence　1（0）＝h（0）

and　counterbala：nce」E（0）＝d（0）densities　in　position　spa㏄fbr　the　atoms　He　through

Ne　in　theh’ground　state　when　the　wave　fUnction　is　cxprcssed　by　a　single　Slater

detcl■nhlant．　The　electron－elcctron　coalescence　and　counterbalance　de：nsitics　arc

probability　dcnsitics　of丘nding　any　two　clectrons　at　thc　samc　position　and　at　thc

rcfiection　points，　rcspectively．　Wc　show　that　thcse　densitics　are　exactly　expressible　by　the

ono一¢lectron　density　ρ（r）・It　is　fbund　that　the　electron－electron　coalcsce：nce　I（0）　and

counterbalancc　E（0）densitics　are　won　approximated　by　thc　averagc　one－electron

density〈ρ〉．This　means　that　the　coalescence　and　counterbalance　densities　can　bc

estimated　by　the　value　of〈ρ〉，In　Chapter　3，　wc　cxamine【95］thc　electron－clcctron

coales㏄nce　1（0）＝h（0）a：nd　counterbala：ncc　E（0）＝d（0）densities，　together　with　their

countcrparts　in　position　space，　of　thc　atoms　He　through　Xe　in　their　ground　state　in

momentum　space　for　a　single　Slater　determinant　wave　fUnct　ion．　The　momentum－space

4
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electron　coalescence　density　h（O）　is　found　to

average　one－electron　density　〈p＞　even　for

densities　are　monotonically　increasing　funct　ions

values　of　h（O）　and　d（O）　show　a　periodic

h（O）　and　d（O）　densities　represent　the　probability　densities　for　any　pair　of　electrons　to

have　exactly　the　same　and　opposite　momenta，　respectively．　The　both　of　densities　are

exactly　expressible　by　the　momentum－space　one－electron　density　1（p）　．　The　coalescence，

counterbalance，　and　one一・electron　densities　in　both　position　and　momentum　spaces　are

calculated　by　the　numerical　Hartree－Fock　method．　ln　position　space，　the　electron一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　． be　sufficiently　approximated　by　the

larger　atoms．　The　h（O）　and　d（O）

against　atomic　number　Z，　while　the

behavior　as　a　function　of　Z．　The

contributions　of　subshell　pairs　to　the　total　intracule　density　are　analyzed　in　both　spaces．

The　intracule　and　extracule　densities　are　found　to　be　very　sensitive　probe　of　the

behaviors　o　f　wave　funct　ions　at　small　values　of　u　and　R　in　posit　ion　space，　and　v　and　P　in

momentum　space．
　　　　　In　the　second　part，　we　develop　a　theory　of　constructing　the　intracule　and　extracule

densities，　as　well　as　their　moments，　in　position　and　momentum　spaces　for　atoms　when

the　wave　function　is　expressed　by　a　single　Slater　deterrninant　or　a　1inear　combination　of

Slater　determinants．　The　theory　is　applied　to　the　neutral　atoms　with　2　S　N　S　54．　ln

Chapter　2，　we　present［96］the　sphericaHy　averaged　intracule　densitics乃（のin　position

space　and　h（v）　in　momentum　space　for　the　atoms　from　He　to　Xe　in　their　ground　state．

The　numerical　Hartree－Fock　method　is　used　to　calculate　these　densities．　The　position－

space　intracule　density　h（のis　a　monotonically　decreasing　function　fbτaH　thc　atoms．　On

the　other　hand，　the　intracule　densities　h（v）　in　momentum　space　are　found　to　be

classified　into　three　types　according　to　the　number　of　loca1　maxima　and　their　locations，

and　depend　explicitly　on　the　valence　configuration　of　atoms　under　consideration．　The

behaviors　of　the　densities　h（u）　and　h（v）　are　studied　in　detail　based　on　a

decomposition　of　the　intracule　density　into　subshell－pair　and　spin－orbital－pair

contributions．　ln　Chapter　3，　we　report　［971　two　methods　of　calculating　interelectronic

moments　〈uk　〉　in　position　space　and　〈vk　〉　in　momentum　space　of　atomic　systems

fbr　a　singlc　Slatcr　determinant．　The丘rst　mcthod　uses　the　sphericaUy　averaged　intraculc

dcnsities　h（の　and乃（の，wh且e　the　second　mcthod　uses　their　characteristic　fUnctions．

The　two　methods　are　applied　to　the　neutral　atoms　from　He　to　Xe　in　their　ground　state，

and　the　moments　〈uk＞　with　k＝一2　to　＋4　and　〈vk＞　with　k＝一2　to　＋3　are

calculated　by　the　numerical　Hartree－Fock　method．　Some　trends　of　these　interelectronic

moments　are　also　discussed　as　a　function　of　Z．　ln　Chapter　4，　a　theory　for　calculating

spherically　averaged　extracule　densities　d（R）　in　position　space　and　d（P）　in

momentum　space　are　reported　［98］　when　the　wave　function　is　expressed　by　a　Slater

determinant．　We　show　that　the　ind　ividual　spin－orbital－pair　component　o　f　the　extracu　le

density　has　a　defuite　relation　with　the　corresponding　one　of　the　intracule　density，　but　the

total　extracule　and　intracule　densities　are　not　related　in　a　simple　manner．　The　extracule

densities　d（R）　and　d（P）　are　constructed　and　examined　systematically　for　the　atoms

from　He　to　Xe　in　their　ground　state．　ln　position　space，　the　extracule　density　d（R）　is　a

monotonically　decreasing　function　for　all　the　atoms．　The　momentum－space　extracu　le

densities　d（P）　are　found　to　be　classified　into　two　types　according　to　the　location　of　a
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maximum．　These　different　behaviors　of　the　densities　d（R）　and　d一iP）　are　studied　based

on　the　contributions　of　electrons　in　a　pair　of　atomic　subshells　and　spin　orbitals．　ln

Chapter　5，　we　present　［99］　a　theory　for　constructing　the　extracule　moments　〈Rk　〉　in

position　space　and　〈　pk　〉　in　momentum　space　of　atomic　systems　for　a　single－slater－

determinant　wave　function．　For　the　atoms　from　He　to　Xe　in　their　ground　state，　we　also

report　the　moments　〈Rk＞　with　k＝一2　to　＋4　and　〈Pk＞　with　k＝一2　to　＋3，

and　use　the　numerica1　Hartree－Fock　method．　These　extracule　moments　are　pointed　out　to

have　intimate　relations　with　their　partner　intracule　moments．　ln　Chapter　6，　we　present

［100］　a　unified　theory　which　is　applied　for　the　evaluation　of　the　intracule　and　extracule

densities　in　both　position　and　momentum　spaces　for　wave　functions　expressed　as　a　linear

combination　of　Slater　determinants．　Detailed　expressions　are　developed　for　atomic

systems　where　angular　integrations　can　be　performed　analytically．　lnteresting　relations

between　atomic　intracule　and　extracule　densities　and　between　their　moments　are

discussed．　An　Mustrative　application　of　the　result　is　given　for　the　ls2p　ip　and　3p

states　of　the　helium　atom．　We　report　the　singlet－triplet　differences　in　the　extracule

densities　and　in　the　intracule　densities　for　both　spaces．

　　　　　The　purpose　of　the　last　part　is　to　examine　systematically　the　intracu　le　and　extracule

densities，　as　well　as　their　moments，　in　both　position　and　momentum　spaces　of　atomic

ions　with　2　S　N　S　54　．　We　develop　a　theory　for　calculating　the　extracule　density　of　the

wavefunction　containing　an　interelectronic　distance．　ln　Chapter　2，　spherically　averaged

intracule　density　h（の，　extraculc　density　4（R），　and　theh’moments＜uk＞　alld

〈Rk　〉　are　examined　（101］　for　the　singly　charged　53　cations　from　Li’　to　Cs＋　and　43

anions　from　H一　to　1一　in　their　ground　state．　The　intracule　and　extracule　densities　of　all

the　96　ions　are　found　to　be　monotonically　decreasing　functions　in　the　same　manner　as

neutral　atoms．　A　few　approximate　relations　between　the　intracule　and　extracule　densities，

and　their　moments　are　confumed　to　be　valid　for　the　charged　atoms　as　well．　ln　Chapter　3，

momentum－space　spherically　averaged　intracule　and　extracule　densities　are　constructed

and　examined　［102］　systemat　ically　for　the　singly　charged　53　cations　from　Li＋　to　Cs＋

and　43　stable　anions　from　H一　to　1’　in　their　ground　state　based　on　numerica1　Hartree－

Fock　calculations．　The　intracule　and　cxtracule　densities　are　fbund　to　be　class茄ied　into

three　and　two　types，　respectively，　according　to　the　number　of　extrema　and　their　locations．

The　modalities　of　the　electron－pair　densities　for　all　the　96　ions　are　governed　by　a　few

outermost　electron　pairs　as　reported　for　neutral　atoms．　The　intracule　and　extracule

moments　as　well　as　the　electron－electron　coalescence　and　counterbalance　densities　are

computed　for　the　96　ions　and　are　compared　with　the　corresponding　values　for　the

isoelectronic　neutral　atoms．　ln　Chapter　4，　a　method　is　presented　（103］　to　obtain　the

extracule　density　d（R）　for　a　particular　class　of　correlated　wave　functions　which

explicitly　include　an　r12　term．　The　method　is　applied　to　the　ground　state　helium　atom

and　its　isoelectronic　analogs　described　by　highly　accurate　Kinoshita　wave　funct　ions．　Near

exact　e対racule　densities　d（R），　theh・ments＜Rk＞with　kニー2　t。＋4，　and

electron－electron　counterbalance　densit　ies　d（O）　are　determined．　A　comparison　of　the

correlated　results　with　the　corresponding　Hartree－Fock　values　shows　that　the　electron

correlation　shifts　the　extracule　density　d（R）　from　a　small　to　a　1arge　R　region．　D　ifferent

roles　of　the　radial　and　angular　correlat　ion　contributions　are　also　claritied　in　the　electron

correlation．

　　　　　Finally，　general　conclusion　of　the　present　thesis　is　given　at　the　end　of　this　thesis．
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　　PART　1．

CHAPTER　1．

INTRODUCTION

　　　　　The　intracule　（relative　motion）　and　extracule　（center－of－mass　motion）　densities　are

a　couple　of　electron－pair　densities　usefu1　to　analyze　the　motion　of　a　pair　of　electrons　in

atoms　and　molecules．　The　position－space　intracule　1（u）　and　its　spherically　averaged

h（u）　densities　are　［1］　the　probabMty　density　functions　for　the　relativc　vector　u　＝　rl　一　r2

and　its　magnitude　u＝lrl－r2　i．　On　the　other　hand，　the　extracule　E（R）　and　its

spherically　averaged　d（R）　densities　in　position　space　represent　［1］　the　probability

density　functions　for　the　center－of－mass　vector　R＝（rl＋r2）／2　and　its　magnitude

R一一一一lrl＋r2　V2．　Analogously，　the　intracule　1（v）　and　its　spherical－average　h（v）

demsities，　and　extracule　E（P）　densities　and　its　spherical－average　d（P）　densities　are

also　［2］　introduced　in　momentum　space．

　　　　　A　special　case　of　the　intracule　1（u）　at　uニO　or　h（u）　at　uニO　de丘nes　the

electron－electron　coalescence　density　1（O）＝h（O），　which　is　the　probabmaty　density　of

丘nding　any　two　clcctrons　at　thc　same　position　in　spa㏄．　Thc　density　appoars　in　thc

calculation　of　the　relativistic　［3］　and　radiative　［4］　corrections　to　the　ground－state　energy

of　atoms　and　ions　as　well　as　in　the　realization　of　the　electron－electron　or　correlation　cusp

condition　［5］　of　many－electron　systems．　Withn　the　Hartree－Fock　framework，　an　equality

h（O）＝〈p＞／4　holds　［6］　for　closed－shell　atoms　and　atomic　ions，　where

〈p＞＝一
?ｄｒ［p（r）］2　is　the　average　electron　density，　and　p（r）　is　the　one－electron

density．　A　special　case　of　E（R）　at　R＝O　or　d（R）　at　R＝O　yields　the　electron－

elcctron　counterbalancc　density　E（0）＝d（0），which　is　the　probabiHty　dcnsity　of丘nding

any　two　electrons　at　opposite　positions　with　respect　to　the　origin　（i．e．，　the　nucleus　in　an

atom）．　No　numerical　results　for　the　electron－electron　counterbalance　density　are　reported

from　both　Hartree－Fock　and　correlated　calculat　ions．　ln　momentum　space，　we　can　also

define　the　electron－electron　coalescence　1（O）　＝h（O）　and　counterbalance　E（O）　＝d（O）

densities，　and　represent　the　probability　densities　for　a　pair　of　electrons　to　have　exactly　the

same　and　opposite　momenta，　respectively．　The　momentum－space　electron－electron

coalescence　and　counterbalance　densities　have　never　been　examined．　The　purpose　of　this

part　is　to　report　Hartree－Fock－lmit　values　of　the　position一　and　momentum－space

electron－electron　coalescence　and　counterbalance　densities　for　atoms，　and　is　to　study

relations　among　these　densities　and　the　average　electron　density　in　both　spaccs．

　　　　　In　Chapter　2，　we　present　［7］　the　electron－electron　coalescence　1（O）　and

counterbalance　E（O）　densities，　and　the　average　electron　density　〈p＞　obtained　from

the　numerical　Hartree－Fock　calculations　for　the　atoms　He　through　Ne　in　their

experirnental　ground　state．　For　a　single　Slater　determinant　wave　function，　these　electron－

pair　properties　are　shown　to　be　exactly　expressible　in　terms　of　the　one－electron　density

p（　r）　．　We　ex　amine　the　re　lat　ions　1（O）　＝　（〈　p　〉　一AI）／4　and　E（O）　＝　2（〈　p　〉　一一　A　E　）　，

where　A　I　and　A　E　are　linear　combinations　of　overlaps　between　two　orbital　densities，

that　depend　on　the　electronic　coniiiguration　and　the　LS　multiplet　state　of　the　atom　under
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consideration．　For　the　atoms　He　through　Ne，　the　explicit　forms　of　A　I　and　A　E　are

derived．

　　　　　In　Chapter　3，　we　study　［8］　the　electron－electron　coalescence　and　counterbalance

densities，　as　well　as　the　average　electron　density，　of　the　atoms　He　through　Xe　in　position

and　momentum　spaces．　These　electron－pair　densities　and　the　average　one－electron

densities　are　computed　by　using　the　numerical　Hartree－Fock　method．　The　results　are

discussed　in　terms　of　the　atomic　number，　electronic　configuration　and　subshell－pair

contributions．
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　　PART　1．

CHAPTER　2．

RELAITIONSHIP　AM　ONG　ONE－ELECTRON，　COALESCENCE　AND
　　　　　　　　　　　　　　　COUNTERBALAINCE　DENSMES

1－2・1．INTRODUCTION
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の
　　　　　The　intracule　1（のand　cxtracule　E（R）densities　are　two　important　electron－pair

densities　which　provide　us　with　profbund　understanding　of　the　interaction　among

electrons　in　atoms　and　molecules（see，8．　g．，【1］for　a　rcview）．　For　an　2V－clectron　systcm

（2V≧2），thc　intracule　density　1（だ）is　defined　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・（の麟δ［蝋）】〉・　（・）

whereδ（一）is　the　threo－dirnensional　Dir’ac　delta　fUnction．　Thc　intracule　density　1（の

represents　the　probabdity　dcnsity　fUnctio：n　fbr　an　interclectronic　vector　iii．On　the　other

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ
hand，　the　extracule　de：nsity　E（R），de：丘ned　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E（R）≡〈署プ象1δ面心）／2】〉・　（2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り
represents　the　probability　density　fUnction　fbr　the　center　of　mass　R．In　recent　years，

there　has　been　increasing　interest　in　studies　of　the　electron－pair　densities，　particularly　of

the　intraculc　density，　fbr　apphcations　to　various　chemical　and　physical　problems．　Thcse

studies　include　Hund’s　rules［2，3］，　chemical　bondings【4－6］，　Coulomb　holcs【7－12］，　and

correlation　dcnsity血nctionals【13，14］，　for　example．　E伍cient　algorit㎞s　for　the

calculation　of　1（．）　and　E（R）　have　also　been　developed【4，8，15－18】．

　　　　　Aspecial　case　of　the　intracule　density　1（ti）　fbr　だ＝O　gives　the　electron－electron

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の
coalcscencc　dcnsity　1（0），which　is　the　probability　density　of　fhlding　any　two　clectrons　i

and／at　the　same　positio：n　in　space　or弓＝弓．Very　reccntIy，　the　electron－elcctron

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　オ
coalesce：nce　density　1（0）　has　received　considerable　attention　fbr　the　analysis　of

interelectronic　interactions　and　several　rigorous　inequalities　have　been　fbund　【19－21】

am・ng　1（6）and　the血terelectr・㎡c　m・ments〈uk　〉　and♂ln潔〉．Anal・9・usly，　a

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロゆ　　　　　　　の

spccial　casc　of　thc　cxtracule　density　E（R）　fbr　R＝O　defines　the　electron－eIcctron

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　め
oounterbalance　density　E（0），　which　represents　the　probabiHty　density　of　finding　any

two　electrons’and／exactly　at　thc　oPPosite（mirror）positions　with　respect　to　the　origin

（i．ε．，the　nuclcus　in　atoms）or　fi＝う．To　our　knowlcdge，　howcver，　no　studies　havc

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の
been　rcported　in　the　hterature　on　the　electron－electron　counterbalance　density　E（0）・

　　　　　In　Chapter　2，　we　rcport　thcoretical　structures　of　the　elcctron－electro：n　coalesccnce
　　ロゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　のレ

1（0）and　counterbalancc　E（0）densities　fbr　atoms　in　the　Hartree－Foc：k　approximatio：n．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の

Both　the∫two－electron　propcrties　1（0）and　E（0）arc　sllown　to　bc　exactly　cxpressible　ill

tcrms　of　the　familjar　one－electron　density血nctionρ（のr）and　its　orbital　components

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロゆ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロの
ρi（噂r）．Somc　gencral　inequalities　are　also　derived．　The　cxplicit　fbms　of　1（0）and　E（0）
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depcnd　on　thc　elcctronic　configuratio：n　and　the　L5’multiplet　state　of　thc　atom　undcr

consideration．　For　the　atoms　from　Hc　to　Nc　in　thch’cxperimental　ground　statc，　the
　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ

expressions　fbr　1（0）　and　E（0）　are　derived　and　their　values　arc　dcteInlined　by　the

numerical　Hartrcc－Fock　mcthod．　The　numcrical　results　add　approximatc　a：nd　empirical
　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の

relations　among　1（0），　E（0），alld　the　average　electron　dcnsity〈ρ〉．Hartree　atomic

units　are　used　throughout　this　chapter．

1・2・2．E：LECTRON－ELECTRON　COALESCENCE　DENSn「Y
　　　　　If　an　N－electron　wave　fUnction　is　expresscd　by　a　single　Slater　dctemiina：nt　of」V

spinorbitals　膨，（F）彿（σ），　the　electron　intracule　density　1（の　de丘ned　by　Eq．（1）is

rcwritten，　duc　to　the　Co：ndon－Slater　rules，　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N。1　1＞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1（のニΣΣ｛fii，ガ（の一妬，、海論，プi（ti）｝・　　　　（3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1ノ＝i＋1

　　　　　　　　　　　ん，kl（の≡∫噛）嘔）δ［だ一色ろ）レ定（ろ）　iiVl　（ろ）dF、dF2，　（4）

whe「e　the　Kr・necker　delta　6m、im，」is　unity　if　the　tw・sp血・rbitals・i・and／have　the　same

spin　and　zero元f　i　and／havc　different　spins．

　　　　　　　　　　　　　　　ゆ
　　　　　Sctting濠＝O　in　Eqs．（3）and（4），　we　obtain　the　electron－electron　coalescencc

　　　　　　　　　ゆdensity　1（0）　as

　　　　　　　　　　　　・（6）ニtL’．£【・一一　6m，、　m、j］（’，ノ）＝鑓［・一6ms“釘］（i，ノ），（5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＝1ノ＝ご＋1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’ニ1ノニ1

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　㈲≡∫【，Piの］【ρノ（棚戸二㈹，　　　（6a）

and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’Pi（F）≡膨ノ（デ）ge・i（7）　　　　　（6b）

is　the　electron　density　of　orbital　i．　Equatio11（5）shows　that　the　electron－electron

coalescence　dcnsity　is　the　sum　o　f　overlaps　between　orbital　densities　with　different　spins．

The　contributions　f「om　elcctrons　with　the　same　spin　vanish　corresponding　to　thc　Fcmi

hole　in　the　Hartrcc－Fock　theory．　Using　the　total　elcctron　density

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ（つr）≡Σρ」（F），　　　　　　　　（7）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」＝1

we　can　rcarrangc　Eq．（5）as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－　　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1（0）＝i｛〈ρ〉一△・｝・　　　　　（8）

in　which

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ「N

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈ρ〉藁∫【ρの］24撫ΣΣ（ちノ），　　　　　　（9a）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　躊1ノニ1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2V　2V

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　△・≡ΣΣ【一1＋26m、iM、j］（’・ノ）・　　　　　　（9b）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’＝1ノ＝1
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As　shown　by　Ugalde　and　Sarasola　［21］，　the　term　A　I　in　Eq．　（8）　is　identically　zero　for

closed－shell　systems．　For　open－shell　systems，　A　I　depends　explicitly　on　the　electron

configuration　and　on　the　orbital　and　spin　angular　momenta，　but　is　always　positive　since

only　the　contributions　from　open－shell　orbitals　remain．　ln　the　Hartree－Fock

approximation，　we　thus　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，，．　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1（O）　S　÷〈p＞，　（10）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4

where　the　equality　holds　for　closed－shell　systems　and　the　inequality　holds　for　open－shell

systems．　The　relation　（10）　has　been　mentioned　also　by　Wang　et　al．　［22］　in　their　analysis

of　intracule　densities　for　a　few　ten－electron　molecules．　The　detailed　expressions　for　A　I

wM　be　presented　in　Section　1－2－4　for　selected　atoms．

　　　　　Beyond　the　orbital　approximation，　the　electron　correlation　works　to　separate

electrons　each　other，　which　would　result　in　a　reduction　of　the　Hartree－Fock　1（O）　value．

On　the　other　hand，　the　Hartree－Fo　ck　one－electron　density　p（r”）　is　known　to　be　identical

to　thc　exact　conelated　density　to丘rst　order　in　the　perturbation　t：heory．　Thus，　wc　cxpcct

that　only　the　inequality　in　Eq．　（10）　ho　lds　for　correlated　wave　functions．　For　two－electron

atomic　systems　in　their　ground　iS　state，　this　conjecture　is　numerically　verified　using　the

data　given　in　Ref．　［21］．

　　　　　In　the　case　of　atoms　a：nd　atomic　io：ns，　the　a：ngular　part　of　the　integral（i，ノ）is

analytically　carried　out，　since　we　can　generally　assume

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ipfi　（F）＝Ri　（r）lyl，　．，　（e，　ip）　，　（n）

where　Yl．（e，¢）　is　a　spherical　harmonic．　After　some　manipulation，　we　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ちノ）＝！望ヴ（Ri・」Rノ）　・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（12）

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Ri　，Ri・）E　foco　dr　r21Ri　（r）12　1Rj　（r）12　，　（13a）

　　　　　　　　幽静∬4θS血θ1巧、海、（θ・φ）121］Yi／mノ（θ・φ）12

　　　　　　　　　　　＝（一・）酬2ち＋豊91ノ＋1）min警21／12L＋・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　L＝O

　　　　　　　　　　　　　×⊂嘉、

in　which　（hiith22mj33）
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（13b）

denotes　a　3j　symbol．　We　note　that　the　summation　in　Eq．　（13b）

runs　only　over　even　values　ofL．

1－2－3．　ELECTRON－ELECTRON　COUNTERBALANCE　DENSITY
　　　　　For　an　IV－electron　single　determinant　wave　function，　the　extracu　le　density

defined　by　Eq．　（2）　can　be　rewritten　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハr－1　N

　　　　　　　　　　　　　　　　　E（R”）　＝　］llii］　］Ei　｛gii　，ti　（R）　一　6m．，m，，　gii　ji　（R）｝　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　iニ1ノ＝’＋1

E（R一’j

（14）
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where
　　　　　　　　　gij　，ld　（R）≡∫レ～（丹）Vノ（丹）δ［π　一一（Fl＋F2）／2レ芝（ろ）U・1（ろ）dFldろ・　（・5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の

The　electron－electron　counterbalance　density　E（0）　is　a　special　value　of　E（R）　fbr
　ロの　　　　　　　の

Rニ0，and　includes　two　basic　integrals，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＆ちか（6）一s∫IVi（F）121Vtノ（一F）12　dF，　　　（・6a）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　8ヴ，〆6）＝8∫レ～（7）ILti（イ）］レ｝（一酌（F）］clF・　（・6b）

For　atomic　systems　with　thc　spatial　orbital（11），　we　obta血

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Viげ）＝Ri（・）IYI、mi（π一θ，φ＋π）ニ（一1）Zf膨f（F），　　（17）

and　hcnce

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　giちか（6）＝8（’，ノ），　8ガ，ノゴ（6）＝8（一1）li＋1ノ（’，ノ）　．　　　　　　　　　　（18）

The　electron。electro：n　counterbala：ncc　density　for　atoms　is　finally　obtained　to　bc

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2V－1　ハr
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E（6）＝8ΣΣ［1一（一1）1’＋1ノ・8m、、　m。」　］（ちノ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1ノニi＋1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N　2V

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝4ΣΣ【1一（一1）1’＋l」／6m．、Msj］（i，ノ），　　　　（19）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　iニ1ノ＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　のwithin　thc　Hartrec－Fock　approx㎞ation．　It　is　interesting　to　find　ln　Eq．（19）that　E（0）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の
has　a　structure　sirnilar　to　1（0）【Eq．（5）］and　is　again　expressed　by　the　overlaps　（i，ノ）of

tw・・rbital　densities．　H・wevcr，　E（6）血cludes　an　additi・nal　fact。r（一1）li＋～ノand

depends　on　the　azimuthal　quantum　numbers　li　as　weH　as　the　spin　quantum　numbcrs

”lsi・

　　　　　Analogous　to　Eq．（8），　we　can　rewrite　Eq．（19）as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E（0）ニ2｛〈ρ〉一△E｝，　　　　　　　　　　　　　　　　　　（20）

where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N　N

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　△E≡ΣΣ【一1＋2（一1）1’＋1／6m．im、j】（i，ノ）・　　　　（21）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1ノニ1

Thc　value　of　△E　is　cithcr　ncgative，　zcro，　or　positive，　depcnding　on　thc　clectron

configuration　and　LS　term　of　thc　atom　under　consideration．　Even　for　closed　shells，△E

is　not　always　zero．　However，　wc丘nd　that　the　constant　factor　in丘。：nt　of　the　integra1

（i・ノ）in　Eq・（21）is－1　for　dififerent　spins・一3　fbr　the　samc　spin　with　odd　li＋1ノ，and

＋1fbr　the　same　spin　with　even　li＋1ノ・We　therefbre　expcct　that△E　would　be

negativc　except　for　few－electron　cases，　as　will　be　numcrically　confimcd　in　Section　1－2－4．

Comparison　of　thc　expressions　fbr△1　and△E　gives

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／V　2V

　　　　　　　　　　　　　　　　　△・一△Eニ2ΣΣ【1一（一1）li＋1ノ］・Sm，imsj（i，ノ）≧0・　　　（22）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’＝1ノ＝1

Wc　thus　obtain　a　gencral　inequality　rclation，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E（0）≧81（0）　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（23）

1・2・4．NUMERICAI．　RESULTS　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．
　　　　　Within　the　nonrelativistic　framework　and　in　the　absence　of　an　eXternal　field，　the∬

multiplct　states　of　a：n　atom　with　a　given　electronic　configuration　are（2乙＋1）（25＋1）一fbld

degenerate　with　rcspect　to　thc　total　cnergy，　wherc　L　and　5「represent　thc　total　orbital　and

spin　a：ngular　momentum　quantum　numbers，　respectively．　In　general，　each　of　these

multiplets　is　expressed　by　a　1inear　combination　of　a　finitc　number　of　Slater　deterrninants

in　thc　Hartree－Fock　theory．　For　the　neutral　atoms　He　through　Ne　in　their　experimentaI

ground　state［23］，　we　havc　examincd　the　stnユcture　of　the　correspo：nding　Hartrce－Fock

wave　fUnctions　and　con丘mled　that　there　exists　at　least　one　set　of　spec遁。　z－component

ML　and　Ms　values　of　L　and　S　which　results　in　a　single　determinant　wavc　fUnction．

Bascd　o：n　such　singlo　determinants，　the　detailed　exprcssions　fbr　△1　are　derived　and

summariZed　in　Table　1・The　simplified　exprcssions　o　f△1　in　terms　of（Ri・Rノ）arc　also

given　in　the　tablc．　We　there　observe　that　a　particle－hole　relationship　holds　fbr△1．

Si曲ly，　Table　2　summariZes　the　explicit　forms　of△E　for　the　atoms　He　through　Ne．

Comparison　of　the　results　in　Tables　l　and　2　exempHfies　the　vaHdity　of　the　inequaHty（22）．

　　　　　Aspecial　case　is　fbund　fbr　He，　Be，　arld　their　isoclectronic　analogs，　where　only　s

・rbitals　c・nstitute　a　cl・sed　iS　shell．　F・r　these　species，　we　have　a　pecuHar　relati・n，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　△E＝△・＝・and圭・（6）＝4・（6）＝〈ρ〉・　（24）

The　Li　atom　and　its　isoelectronic　analogs　constitute　another　special　case．　For　thcse

species，　we　obtahl

　　　　　　　　　　　　△E＝△・＝（2s・2s）and圭・（6）＝4・（6）＝〈ρ〉一（2s・2s）・（25）

　　　　　We　have　performed　the　numerical　Hartree－Fock　calculations　of　the　quantities
　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロゆ

くρ〉，△1，△E，1（0），and　E（0）by　using　a　modificd　version　of　the　program

MCHF12［24］．　The　results　arc　summariZed　in　Table　3　for　the　above－mentioned　atoms．　In

the　table，　we丘nd　examples　of　the　equalities　and　incquaHties　discussed　in　Sectio：ns　1－2－2

and　1－2－3　and　in　the　second　paragraph　of　this　Section．　The　（1∫，：L∫）　term　gives　a

predominant　contribution　to　the　average　electron　density　〈ρ〉．　Sincc

（tS，tS）＝Z3／（8π）f・r　a　hydr・gcnic　ls　fUncti・n　with　nuclear　charge　Z，＜ρ＞is　als・

pr・P・ni・nal　t・Z3　apPr・ximately．　We㎞d△、　is　v。ry　small　c・mpared　t・〈ρ〉．Then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・（6）…1〈ρ〉　　　　　（26）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4

is　a　good　approximation　within　the　Hartree－Foc：k　thcory．　The　accuracy　of　Eq．（26）is

more　than　99％fbr　all　thc　fi【st－row　atoms．　Except　fbr　the　fewer－clectron　atoms　He－Bc，

the△E　value　is　negative　as　anticipated．　However，　its　magnitude　is　considerably　larger

than　△1，and　thcrefbre　an　apProximation，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E（0）≡2〈ρ〉，　　　　　　　　　　　　　　（27）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　づis　no　more　than　an　estimatc　of　E（0）．Thc　error　of　Eq．（27）increases　with　increasing　Z，

and　amounts　to　11％fbr　the　Nc　atom．　Ncvertheless，　the　combination　of　Eqs．（26）and

（27），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2〈ρ〉；≡8」r（0）…E（0），　　　　　　　　　　　　（28）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　のmay　be　important，　not　only　becausc　it　comects　the　one－and　two－electron　propertlcs　m　a
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very　simple　manner　but　also　because　p（r一’）　is　an　experimentally　measurable　quant　ity．

Figure　1皿ustrates　thc　relation（28），　wherc　the　slopes　of　the　thrce　lmes　arc　seen　to　be

cl・se　t・＋3，　re且ect血g　the　Z3　dependence．　H・wever，　re曲d　the　rig・r・us　rclati・ns（10）

and　（23）．
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Table　3．　Numerical　Hartree－Fock　results　for　2〈p＞，　81（O），　and　E（O）．
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　　PART　1．

CHAPTER　3．

COALESCENCE　AND　COUNTERBALANCE　DENSITIES
　　　　　　IN　POSITION　AND　，MOMENTUM　SPACES

（
O
）
国
、
（
O
）
秘
．
＾
q
ゾ
N

1000

100

10

1

E（O）　．一一一一．

匪：，

2〈p＞　and　at　（O）

春

望
㌘

1 2 3 4

Atomic　Number

5 6 7 8　9　10

Hg．　1．　Logarithmic　plots　of　2〈p＞，　81（6）　，　and　E（6）　as　a　function　of　Z．
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and　reprcsent　the　probability　dcnsity　functions　for　the　center－of－mass　vector　R　and　its

magnitude　R，　respectively，　where　R　E（R，S；！R）　and　9R　E（OR，¢R）・

　　　　　A　special　case　of　1（u）　at　u＝O　or　h（u）　at　u＝O　defines　the　electron－electron

coalescence　density　1（O）＝h（O），　which　is　the　probability　density　of　fmding　any　two

electrons　at　the　same　position．　Analogously，　a　special　case　of　E（R）　at　R＝O　or　d（R）　at

R＝O　yields　the　electron－electron　countcrbalance　density　E（O）＝d（O），　which　is　the

probability　density　of　fmding　any　two　electrons　at　the　opposite　positions　with　respect　to

the　origin　（i．　e．，　the　nucleus　in　atoms）．　The　electron－electron　coalescence　density　h（O）

appears　in　the　evaluation　of　the　relativistic　［8］　and　radiative　［9］　corrections　for　atoms　and

molecules．　Recently，　the　properties　of　the　electron－electron　coalescence　density　h（O）

have　been　received　increasing　attention．　Dehesa　et　al　［10］　have　analytically　derived　upper

and　lower　bounds　to　h（O）　in　terms　of　interelectronic　moments　〈uk＞　and　umax，

where　umax　denotes　the　location　of　the　maximum　of　the　spherically－averaged　intracule

density　h（の．Improvcd　lower　bounds　havc　also　bcen　reported　by　Koga　et　al［11］by

using　1ogarithmic　moments　〈uk　lnu＞．　Ugalde　and　Sarasola　f12］　have　shown　that　for

closed－shell　systcms，　an　equality

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　h（O）　＝1〈p＞，　（3）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4

holds　within　the　Hartree－Fock　approximation，　where　〈p＞　is　the　average　electron

density　defmed　by　〈p＞ifdrlp（r）］2　and　p（r）　represents　one－electron　density

function．　ln　a　previous　paper　［13］，　we　have　shown　that　both　for　closed一　and　open－shel1

1－3－1．　INTRODUCTION
　　　　　The　intraculc　1（u）and　extracule　E（R）densities，　as　well　as　the辻spherical

averages　h（u）　and　d（R），　are　electron－pair　densities　usefu1　to　analyze　and　characterize

the　motion　of　a　pair　of　electrons　in　atoms　and　molecules　［1－7］．　For　an　N－electron　system

（N　）　2）　，　the　intracule　densities　1（u）　and　h（u）　are　defmed　by

　　　　　　　　　　i（u）i（rllllit7．．i［u一（ri・一rk）］）／〉，　h（u）iktf　dg．　i（u），　（i）

where　u＝m（u，9．）　with　S　1．　Ei（0．，ip．），　（S（r）　is　the　three－dimensional　Dirac　delta

function，　and　the　angular　brackets　〈〉　stand　for　the　expectation　value．　The　intracule

densities　1（u）　and　h（u）　are　the　probability　density　functions　for　an　interelectronic

vector　u　and　its　magnitude　u，　respectively．　On　the　other　hand，　the　extracule　densities

E（R）　and　d（R）　are　defmed　by

E（R）i

irllllitV．．i6［R一（r」　＋rk）／2］）　，　d（R）　＝一　alEf　ds；：！R　E（R），　（2）
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systems　described　by　d’　single　Slater　determinant　wave　function，　thc　electron－pair

densities　h（O）　and　d（O）　are　exactly　expressible　in　tcrms　of　the　onc－electron　density

function　p（r）　and　its　orbital　componcnts　p／・（r）．　Moreovcr，　we　have　proved　that

inequalities

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　h（o）stl一〈p＞　and　h（o）skd（o），　（4）

have　general　validity　in　the　Hartrce－Fock　framcwork．

　　　　　In　spitc　of　these　increasing　i　terests，　neither　accurate　nor　systematic　values　are

known　for　h（O），　d（O），and　〈p＞，except　for　some　two－electron　atomic　systems．　ln

the　chapter，　we　frrst　point　out　that　the　momentum　space　electron－electron　coalescence

l（O）＝h（O）　and　counterbalance　E（O）＝d（O）　densities　can　also　be　expressed　exactly

by　the　one－electron　momentum　density　7（p）　and　its　orbital　components　7」・（p）　in　a

manner　similar　to　their　counterparts　in　position　spacc．　For　the　53　ncutra！　atoms　He

through　Xe　in　their　ground　statc，　wc　thcn　rcport　Hartrcc－Fock－limit　values　of　the

electron－electron　coalescence　and　countcrbalance　densities，　in　both　position　and

momentum　spaces．　Since　the　electron　correlation　is　defmed　as　the　difference　in　the

electronic　motions　in　the　Hartree－Fock　and　exact　solutions　within　the　nonrelativistic

framework，　the　present　results　on　the　electron－pair　densities　are　expected　to　be　usefu1　as

reference　data　in　the　study　of　electron　correlations．　The　dependence　of　these　densities　on

atomic　number　is　analyzed　and　the　contributions　from　differcnt　pairs　of　atomic　subshells

are　discussed．　Hartree　atomic　units　are　used　throughout　the　chapter．

1－3－2．　ELECTRON－ELECTRON　COALESCENCE　AND　COUNTERBALAIriYCE
DENSITIES　IN　HARTREE－FOCK　THEORY
　　　　　We　assume　that　a　wave　function　of　an　N－elcctron　atom　is　expressed　by　a　single

Slatcr　deter曲ant・f　N　spin・rbitals賑r）ηノ（σ）・lntegrat血g　Eq・（1）・ver　the　spin

variables　and　setting　u＝O　give　［13］　the　electron－electron　coalescence　density

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N－1　N

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　I（O）　＝h（O）＝　］£　2［1一　5m，i　m，k　］（i，　k）　，　（5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノニ1kニノ十1

in　position　spacc，　where　msl・　and　msk　are　the　spin　quantum　numbers，　6m，」m，k　is　the

Kronecker　delta，　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ノ・k）…∫dr［ρノ（r）】［Pk　（r）】＝働，　　　（6）

血whichρノ（r）三の（r）レノ（r）．S㎞iarly，　integrating　Eq．（2）・ver　the　sp血variables　and

setting　R＝O　give　［13］　the　electron－electron　counterbalance　density

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N－1　N

　　　　　　　　　　　　　　　　E（O）＝d（O）＝8　］IE）　2［1一（一1）l」　’lk　6m，」m，，　］（i，k）　，　（7）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ＝：1k＝．ノ＋1

whcre　1／and　lk　arc　thc　orbitaI　azimuthal　quantum　numbcrs。　The　average　electron

density　〈p＞　can　also　be　expressed　by　（J’，k）：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノV　」～「

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈p＞1　一f　dr（p（r）12一］E）　Z（」，k）　．　（s）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　騨
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ；1kニ1

24

　　　　　For　atoms　and　atomic　ions，　we　can　generally　assume　that　a　spatial　function　qj　（r）

is　a　product　of　radial　R」・（r）　and　spherical　harmonic　Yl」．」（e，¢）　functions．　Then，　the

angular　part　of　the　integral　（1’，k）　is　analytically　integrated　to　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ノ，k）ニノ1／k（Rノ・Rk）　・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Rノ・Rk）≡∫♂47r21Rノ（r）121Rk（r）12・　　（・・a）

　　　　　　　　　　　　　　　　　A，‘k　i　fo2dn¢fondesin　e　lylj．j　（e，　ip）12　lyl，．，　（e，　ip）12

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　右m㎞（21」・　，21k2）（21＋・）ゆノ；lk　mk），　（・・b）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＝O

in　which　ak（lm；1’m’）　is　the　Condon－Shortley　parameter　［14］．

　　　　　A　momentum－space　N－electron　wave　function　is　given　by　the　3N－dimensional

Fourier　transformation　of　the　corresponding　position－space　wave　function．　Then　the

Hartree－Fock　wave　function　in　momentum　space　has　exactly　the　same　determinantal

structure　as　that　in　position　space，　provided　that　a　position　orbital　yk（r）　is　replaced

with　the　corresponding　momentum　orbital

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢k　（p）＝　（2n）一3／2」　dr　exp（一ip・r）　yk　（r）　．　（11）

Expanding　exp（一一ip・r）　in　Eq．　（11）　by　means　of　plane　waves　［15］　and　integrating　over

the　angular　variable　9，　，　we　find

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢k　（P）＝Pk　（P）Yl，．，　（S［”］！p），　（12）

where　p＝’ ip，S　1p）　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　腓（一り藤倉r2卿）　Rk　（r），　（・3）

in　which／Z（pr）is　the　spherical　Bessel　fUnction　of　the　frst　kind．　As　a　rcsult，　theoretical

structures　of　the　electron－electron　coalescence　and　counterbalance　densities　in　the

Hartree－Fock　approximation　are　essentially　the　same　in　position　and　momentum　spaces．

Then　all　the　position－space　results　｛Eqs．（5）一（10）］　hold　in　momentum　space　as　well，　if　we

replace　h（O）　with　h（O），　d（O）　with　d（O），　p（r）　with　7（p），　pj（r）　with　7j（p），

〈p＞　with　〈7＞，and　Rl・（r）　wit　h　Pj（p）．

1－3－3．　COMPUTATIONAL　METHOD
　　　　　Within　the　nonrelativistic　framework　and　in　the　absence　of　an　external　field，　the　LS

multiplet　states　of　an　atom　with　a　given　electronic　configuration　are　（2L＋1）（2S＋1）一fold

degenerate　with　respect　to　the　total　energy，　where　L　and　S　represent　the　total　orbital　and

spin　angular　momentum　quantum　numbers，　respectively．　Each　of　these　multiplets　is

expressed　in　general　by　a　lmear　combination　of　a　finite　number　of　Slater　determinants　in

the　Hartree－Fock　theory．　For　the　neutral　atoms　He　through　Xe　in　their　experimental

ground　state［16〕，　we　have丘rst　examined　the　stnlcture　of　the　correspo：nding　Hartrec－

Fock　wave　functions　and　confirmed　that　there　exists　at　least　one　set　of　speciiic　z－

component　ML　and　Ms　values　of　L　and　S　that　results　in　a　single　determinant　wave

25
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function，　to　which　our　method　described　in　Section　1－3－2　can　be　applied．

　　　　　For　these　ground　LS　terms　of　the　53　atoms，　the　Hartree－Fock　radial　functions

Rプのin　position　spacc：have　been　generated　by　the　numerical　Hartrec－Fock　method

based　on　a　modhied　and　enhanced　version　of　the　MCHF72　code　（17］．　A　table　of　the

ground　electronic　configurations　and　LS　terms　examined　in　this　study　is　found　in　a　recent

work　（18］．　Then　the　radial　integrals　（Rlny，Rk）　have　been　computed　numerically

aocording　to　Eq．　（10a），　and　the　coefficients　Ajk　have　been　calculated　by　the　use　of　the

P…eters　ak伽；1’m’）given血the　Slatcr’s　b・・k【19】．　The　values・f取apPe紅ed血

the　present　study　are　summarized　in　Table　1．　Calculations　of　h（O），　d（O），　and　〈p＞

have　been　carried　out　based　on　Eqs．　（5），　（7），　and　（8）．

　　　　　In　momentum　space，　the　radial　position　functions　RJ・（r）　，　generated　by　numerical

Hartree－Fock　calculat　ions，　have　been　numerically　Hankel－transformed　［20］　to　obtain　the

radial　momentum　functions　Pj（p）　according　to　Eq．　（13）．　Then　h一一 iO），　d一一 iO），　and

〈　1　〉　have　been　calculated　in　the　same　manner　as　in　position　space．

1－3－4．　RESULTS　AND　DISCUSSION
　　　　　Table　2　shows　the　electron－electron　coalescence　h（O）　and　counterbalance　d（O）

densities　and　the　average　one－electron　density　〈p＞　in　position　space　for　the　atoms　He

to　Xe　in　their　ground　state．　The　values　of　h（O），　d（O），　and　〈p＞　increase

monotonically　with　increasing　atomic　number　Z．　Figure　1　depicts　8h（O）　，　d（O），　and

2＜ρ＞as　a　fUnctio：n　of　Z．　The　vaHdity　of　the　inequalities（4）is　con丘rmed　in　the　table

and　figure．　An　equality　h（O）　＝　〈p＞／4　holds　for　closed－shell　atoms，　i．　e．，　the　group　2

（Be，　Mg，　Ca，　Sr），　group　12　（Zn，　Cd），　and　group　18　（He，　Ne，　Ar，　Kr，　Xe）　atoms．　Among

42　open－shell　atoms，　the　largest　diiiference　between　k（O）　and　〈p＞　／4　is　found　for　the

N　atom　（Z＝7），　but　the　relative　error　is　only　O．69％．　Thus，　an　approximation

h（O）i〈p＞／4　is　［13］　found　to　be　very　accurate　for　all　the　atoms　He　through　Xe．　On

the　other　hand，　the　difference　between　8h（O）　and　d（O）　increases　with　increasing　Z，　and

the　relative　error　amounts　to　279e　for　Xe．　Thus，　another　approximation　h（O）　i　d（O）　／8

is　（13］　poor　for　a　1arge　Z．

　　　　　Beyond　the　Hartree－Fock　approximation，　the　effect　of　the　electron　correlation　in

atomic　syst　ems　may　be　classified　into　radial　and　angular　contributions．　The　radial

correlation　means　that　when　one　electron　is　close　to　the　nucleus，　the　other　electron　tends

to　be　distant　from　the　nucleus．　Thus，　the　radial　correlation　is　expected　to　reduce　both

h（O）　and　d（0）　from　the　Hartree－Fock　values．　The　angular　correlation　implies　that　two

electrons　have　a　tendency　to　be　on　opposite　sides　of　the　nucleus．　Then　the　angular

correlation　wru　also　decrease　h（O），　but　may　slightly　increase　d（O），　compared　to　their

Hartree－Fock　values．　Our　anticipation　on　the　electron一・electron　coalescence　density　h（O）

is　verified，　if　the　present　Hartree－Fock　values　in　Table　2　are　compared　with　the

correlated　values　for　He　［10，12］，　Li　［21］，　and　Be　［22］　atoms．　To　our　knowledge，

however，　no　numerical　results　for　the　electron－electron　counterbalance　density　d（O）　are

reported　from　correlated　calculations．

　　　　　For　an　2V－electron　atom，　there　are　N（N－1）／2　difiierent　spinorbital－pair

contributions　to　h（O），　d（O），　and　〈p＞，　but　they　can　be　grouped　into　subshell－pair

contributions　based　on　different　（Rj，Rk）．　Such　a　grouping　into　subshell　pairs　greatly

reduces　the　numbcr　of　different　pairs　and　facilitates　the　analysis　of　the　origin　of　the

elcctron－pair　densities．　For　example，　thc　Xc　atom　（Z＝54）　contains　1431　spinorbital　pairs，

but　there　are　only　66　subshell　pairs．　The　subshell－pair　contributions　depend　not　only　on

the　number　of　electrons　and　their　spins　in　the　two　subshells，　but　also　on　the　values　of

（Rノ・Rk）and　A／k・Figurc　2　shows　main　subshe11－pah’contributions　to　h（0）fbr　the

atoms　He　to　Xe．　lt　can　bc　seen　from　Fig．　2　that　for　all　the　53　atoms　the　majority　of　h（O）

comes　from　a　few　pa辻s　of　inner　subshclls，1sls，！s2s，　ls2p，　and　2p2p，　regardless　of　their

electronic　configurations，　where　the　magnitude　of　each　contribution　to　h（O）　decreases

in　the　order　given　above．　Though　the　lsls　subshell－pair　contribution　decreases　gradually

with　increasing　Z，　it　amounts　to　about　5690　even　for　Xe　atom．　Thus，　the　lsls　subshell

pair　is　found　to　give　thc　largest　contribution　to　h（O）　for　all　thc　53　atoms，　from　which　it

follows　that　h（O）　is　proportional　to　Z3’　approximately　［13］．　The　main　reason　for　the

prcdominant　ls！s　contribution　is　that　thc　clcctrons　in　thc！s　！s　subshcll　pair　are　con丘ned

in　a　vcry　small　space　around　the　nucleus　compared　with　the　electrons　in　other　subshell

pairs，　and　hencc　the　probability　of丘nding　two　clectrons　at　the　same　position　is　Iargest　fbr

the　lsls　subshell　pair．

　　　　　The　electron－electron　coalescencc　h（O）　and　counterbalance　d（O）　densities　and

the　average　one－electron　density　〈7　〉　in　momentum　space　are　given　in　Table　3　for　the

atoms　Hc　to　Xe　in　their　ground　state．　Sincc　the　Hartrce－Fock　wave　function　in

momentum　space　has　exactly　the　same　determinantal　structure　as　that　in　position　space，

the　counterparts　of　Eq．　（4），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　；一．．“　1　．　；一．．．．　IT
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S1〈1＞　and　h（O）s；．　d（O）　，　（14）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　h（O）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4　’　W　　8

hold　in　momentum　space．　The　incqualities　（14）　arc　verified　numerically　in　Table　3．　Figure

3　shows　8h（O），　d（O），　and　2〈7＞　as　a　function　of　Z．　ln　contrast　to　a　smooth　Z－

dependence　of　the　position－space　counterparts，　the　behaviors　of　h（O），　d（O），　and

〈7　〉　in　momentum　space　are　not　simple　against　Z．　However，　the　behaviors　of　these

three　densities　have　a　few　common　fcatures．　First，　there　is　a　steep　rise　when　we　move

丘om　the　group　l　atom　to　the　group　2　atom　for　the　sccond－through　fifth－period．　Second，

within　the　second一　and　third－pcriods，　thc　81i（O），　d（O），　and　2〈y＞　values　have　a

trend　to　decrease　from　the　group　2　atom　to　the　group　18　atom，　although　it　is　subject　to

exceptions．　Third，　the　density　values　of　the　fourth一　and　fifth－period　atoms　with　a　singly－

occupied　s　orbital　are　smaller　than　those　of　other　atoms　with　a　doubly－occupied　s　orbital

in　the　same　period．　The　Pd　atom　（Z＝46）　with　5sO4diO　configuration　also　belongs　to

this　group．

　　　　　Figure　4　depicts　main　subshell－pair　contributions　to　h（O）　，　where　we　have　selected

contributions　having　more　than　109e　of　the　total　value．　The　symbols　s，　p，　and　d　stand

respectively　for　the　outermost　subshell　（i．　e．，　thc　occupied　subshell　with　the　largest

p血cipal　quantum　number）（）f　cach　symmetry，　and　s’means　the　second　outermost　s

subshell．　We　can　scc丘om　Fig．4that　thc　clcctron－clcctron　coalcsccncc　density乃（0）in

momentum　space　is　governed　by　a　few　pairs　of　outcrmost　subshells，　and　depends　largely

on　the　electronic　configuration　of　cach　atom．　ln　momcntum　space，　the　elcctrons　in　an
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outermost　subshell　pair　are　confmcd　in　a　small　momentum　space　around　the　origin　p＝O，

and　therefore　the　probability　of　fmding　two　clcctrons　at　the　same　momentum　is　largest

for　an　outermost　subshell　pair　compared　with　an　inner　subshe11　pair．　On　the　basis　of

dominant　subshell－pair　contributions　to　h（O）　，　thc　atoms　Hc　to　Xe　can　be　classified　into

five　types：

（i）　For　thc　group　1　atoms　with　a　singly－occupied　s　orbital，　h（O）　comes　mainly　from　ss’，

s’吹C　and　pp　subshell　pairs．　The　last　two　contributions　do　not　exist　for　the　Li　atom．

（ii）　For　the　group　13－18　atoms　with　an　s2p”　configuration　（n＝1－6），　the　ss，　sp，　and　pp

subshell　pairs　give　predominant　contributions．　Thc　relativc　contribution　of　the∬pa辻

decreases　with　increasing　n．　The　pp　contribution　appears　only　for　n＝4－6，　since　for　n＝1－3，

the　electrons　havc　parallel　spins　in　the　ground　LS　term　and　b’ 香Cvm，k　＝1　in　Eq・　（5）・　The

sp’　contribution　kceps　almost　thc　same　relativc　significance　for　n＝！－6．

（iii）　For　the　group　2－12　atoms　with　an　s2d”　configuration　（n＝O－10），　only　the　ss　subshell

pair　gives　a　major　contribution　to　h（O）　．

（iv）　The　density　it（O）　of　the　four　transition　atoms　Cu，　Ru，　Rh，　and　Ag　with　sld”

configuration　contains　pd，　dd，　and　s’d　subshcll－pairs，　arising　from　the　3d　or　4d　subshell，

as　main　contributions．　The　Pd　atom　with　5sO4diO　configuration　belongs　to　this　group，　if

s’п@is　replaced　with　sd．

（v）　The　threc　transition　atoms　Cr，　Nb，　and　Mo　with　thc　samc　electronic　configuration

sid’；　as　the　type　（iv）　atoms，　however，　do　not　have　any　dd　contributions．　Since　the　d

electrons　in　these　atoms　have　parallel　spins，　it　results　that　6m，i．m，k　＝1　in　Eq・　（5）　as　seen

for　some　of　the　type　（ii）　atoms．　Thus，　the　contributions　from　the　pd　and　pp　subshell　pairs

are　unportant．

　　　　　In　a　marked　contrast　to　the　electron－electron　coalescence　density　h（O）　in　position

space，　the　momentum－space　counterpart　h（O）　has　an　intimate　relation　to　the　detailed

electronic　structure　of　valence　subshells．　We　therefore　expect　the　applicability　of　the

quantity　h（O）　to　chemical　problems　where　valence　electrons　receive　more　interest　than

core　electrons，　but　we　have　to　await　further　examinations．

1－3－5．　CONCLUSION

　　　　　Within　the　Hartree－Fock　framework，　we　have　shown　that　the　electron－electron

coalescence　and　counterbalance　densities　have　the　same　theoretical　structure　in　both

position　and　momentum　spaces．　For　thc　atoms　He　through　Xe　in　their　ground　state，　we

havc　evaluated　these　densitics　as　the　sum　of　subshell－pair　contributions　using　the

numerical　Hartrec－Fock　method．　ln　position　space，　the　electron－electron　coalescence　and

counterbalance　densities　increase　gradually　with　increasing　Z．　The　position－space

coalescencc　dcnsity　is　strongly　scnsitive　to　clectron　pairs　in　inner　subshells，　particularly　iiユ

the　ls　subshell，　for　all　the　53　atoms．　ln　momentum　space，　however，　the　electron－electron

coalescence　and　countcrbalance　densities　are　not　simple　functions　of　Z　but　reflect

sensitively　thc　elcctr（）nic　configuration　of　an　ato肌Thc　momcntum－space　elcctron－

electron　coalesccnce　density　has　been　found　to　be　sensitive　mainly　to　electron　pairs　in

outermost　subshells．
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Table　1．　Values　of　AJ・k　for　s，　p，　and　d　orbitals．　The

values　of　1／and　lk　are　given　by　the　symbols　s，P，　and

d　of　the　orbitals．　ln　cases　with　two　±　signs，　the　signs

can　be　combined　in　any　of　the　four　possible　ways．

1／lk　　　m／　　　　Mk　　　　　！4顕

88

pp

sd

pd

dd

　
　
　
±
±
　
　
　
　
±
±
±
　
　
　
±
±
±
±
±

　
±
　
±
　
　
±
±
　
±
±
　
±
±
　
±
±
　
±

　　1／　（4rc）

　　1／　（4z）

　　1／　（4z）

3／　（10z）

3／　（20rt）

9　／　（207t）

　　1／　（4rt）

　　1／　（4z）

　　1　／　（4z）

9／　（28rt）

3　／　（14z）

5　／　（28n）

3　／　（28x）

9　／　（28rt）

11／　（28z）

5／　（14z）

5　／　（28n）

5／　（28rt）

5　／　（14z）

5　／　（28z）

15　／　（28z）
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Tablc　2．　Numerical　Hartree。Fock　valucs　for　h（0），　d（0），and　＜ρ＞
in　position　space．　A（±n）　means　AxlO±n．

Z　Atom

　
　
　
　
　
　
　
　
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
3
3
3
3
3
3
3
3
3
3
4
4
4
4
4
4
4
4
4
4
5
5
5
5
5

恥
凱
B
C
N
。
F
鑑
炸
9
P
S
兄
K
無
n
V
α
㎞
醜
M
群
島
欝
露
婁
Y
鳥
伽
賢
翻
門
真
規
豊
－
潅

h（O）

1．906040（一1）

7．842886（一1）

2．099065
4．379150
7．928996
1．306075（＋1）

2．029904（＋1）

2．997695（＋1）

4．254223（＋1）

5．849903（＋1）

7．830212（＋1）

1．022808（＋2）

1．309020（＋2）

1，646285（＋2）

2．039659（＋2）

2．493911（＋2）

3．014123（＋2）

3．606117（＋2）

4．274574（＋2）

5．015596（＋2）

5．838141（＋2）

6．747441（＋2）

7．740348（＋2）

8．845149（＋2）

1．004904（＋3）

1．136048（＋3）

1．278494（＋3）

1．431672（＋3）

1．599404（＋3）

1．780268（＋3）

1．975039（＋3）

2，184289（＋3）

2．408589（＋3）

2．648530（＋3）

2，904710（＋3）

3．177814（＋3）

3．468357（＋3）

3．77S873（＋3）

4．101403（＋3）

4，444712（＋3）

4．808056（＋3）

5．192318（＋3）

5．595136（＋3）

6．019956（＋3）

6．465405（＋3）

6．935153（＋3）

7．428463（＋3）

7，945231（＋3）

8，486431（＋3）

9．052684（＋3）

9，644584（＋3）

1．026278（＋4）

1．090790（＋4）

d（O）

1．524832
6．274309
1．679252（＋1）

3．550797（＋1）

6，550878（＋1）

1．102036（＋2）

1．746705（＋2）

2．631421（＋2）

3．808466（＋2）

5．319756（＋2）

7．215920（＋2）

9．538015（＋2）

1．233823（十3）

1．566934（＋3）

1．958636（＋3）

2．414632（＋3）

2．940831（＋3）

3．542482（＋3）

4．225141（＋3）

4．984803（＋3）

5．831902（＋3）

6．772562（＋3）

7．803559（＋3）

8．956925（＋3）

1，021703（＋4）

1．159483（＋4）

1．309678（＋4）

1．471603（＋4）

1．649831（＋4）

1．842805（＋4）

2．051416（＋4）

2．276356（＋4）

2．518277（＋4）

2．777946（＋4）

3．056102（＋4）

3．353258（＋4）

3．670120（＋4）

4．006201（＋4）

4．362747（＋4）

4．739536（＋4）

5．139192（＋4）

5．562779（＋4）

6．007543（＋4）

6．477571（＋4）

6．971255（＋4）

7．492982（＋4）

8．041807（＋4）

8．617976（＋4）

9．222563（＋4）

9．856325（＋4）

1．051994（＋5）

1．121427（＋5）

1．194011（＋5）

〈p＞

7．624160（一1）

3．139115
8．396258
1．753500（＋1）

3．182249（＋1）

5．260775（＋1）

8．149892（＋1）

1．200779（＋2）

1．701689（＋2）

2．339975（＋2）

3．132085（＋2）

4．091282（＋2）

5．236336（＋2）

6．585954（＋2）

8．159280（＋2）

9．975990（＋2）

1．205649（＋3）

1．442448（＋3）

1．709829（＋3）

2．006292（＋3）

2．335441（＋3）

2．699470（＋3）

3．097413（＋3）

3．540041（＋3）

4．021167（＋3）

4．545314（＋3）

5．114638（＋3）

5．726691（＋3）

6．397615（＋3）

7．121076（＋3）

7．900179（＋3）

8．737219（＋3）

9．634402（＋3）

1．059414（＋4）

1．161884（＋4）

1．271126（＋4）

1．387343（＋4）

1．510351（＋4）

1．640567（＋4）

1．777909（＋4）

1．923270（＋4）

2．076995（＋4）

2．238084（＋4）

2．408001（＋4）

2．586162（＋4）

2．774061（＋4）

2．971385（＋4）

3．178093（＋4）

3．394574（＋4）

3．621078（＋4）

3．857836（＋4）

4．105112（＋4）

4．363159（＋4）
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Tablc　3．　Numerica／　Hartrcc－Fock　values　for　h（O），　d（O），　and　〈r＞

in　momentum　space．　A（±n）　means　AxlO±n．

Z　Atom　h（O）　d（O）　〈7＞

　
　
　
　
　
　
　
　
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
2
2
2
2
2
2
2
2
2
2
3
3
3
3
3
3
3
3
3
3
4
4
4
4
4
4
4
4
4
4
5
5
5
5
5

恥
凱
B
C
N
。
F
鑑
炸
鋭
ζ
兄
K
総
n
V
α
㎞
島
M
象
寵
奮
露
華
Y
み
跳
賢
畿
在
留
長
禄
－
潅

5．227634（一2）

5．621598（一2）

9．017376（一1）

5．341718（一1）

3．505749（一1）

2．477194（一1）

2．422993（一1）

2．206360（一1）

1．952452（一1）

1．915248（一1）

1．623668
1．281S88
9．982960（一1）

7．973418（一1）

8．923539（一1）

8．826776（一1）

8．304774（一1）

8．117963（一1）

3．507666
2．981726
2．635225
2．360882
4．396369（一1）

1．955329
1．788039
1．650423
1．530472
3．442297（一1）

1．334066
1．293751
1．158621
1．032628
1．245516
1．320446
1．321922
1．345485
4．748083
3．994346
3．543539
9．914573（一1）

9．114829（一1）

2．723067
9．161103（一1）

8．920211（一1）

9．068429（一1）

8．260112（一1）

2．078395
2．061967
1．920834
1．775089
2．128698
2．286972
2．：　3i602

4．182107（一1）

4．497279（一1）

7．213901
6．777763
5．253693
4．074051
3．817125
3．381470
2．940108
2．468803
1．369023（＋1）

1．799804（＋1）

1，613866（＋1）

1．385073（＋1）

1．415341（＋1）

1．338274（＋1）

1．226868（＋1）

1．093112（＋1）

3．179204（＋1）

2．738318（＋1）

2．434077（＋1）

2．188685（＋1）

6．653380
1．818473（＋1）

1．666828（＋1）

1．539979（＋1）

1．428766（＋1）

4．848305
1．245074（＋1）

1．874983（＋1）

1．897282（＋1）

1．800833（＋1）

1．981538（＋1）

2．006055（＋1）

1．955142（＋1）

1．852499（＋1）

4．501780（＋1）

3．908635（＋1）

3．528058（＋1）

1．536436（＋1）

1，431043（＋1）

2．778212（＋1）

1．358399（＋1）

1．303959（＋1）

1．334449（＋1）

1．187813（＋1）

2．128471（＋1）

2．978349（＋1）

3．095423（＋1）

3．031117（＋1）

3．367295（＋1）

3，473581（＋1）

3．456309（＋1）

2．091054（一1）

2．817850
3．606950
2．311092
1．621304
1．219273
1．050851
9．034653（一1）

7．809809（一1）

3．943123
6．494672
5．743769
4．831834
4．127132
3．919121
3．624188
3．321910
8．710898
1．403067（＋1）

1．195402（＋1）

1．058272（＋1）

9．505687
3．965136
7．917729
7．206050
6．629462
6．133733
2．980463
5．336262
5．783383
5．565788
5．284922
5．451668
5．416957
5．287687
1．184885（＋1）

1．899233（＋1）

1．606095（＋1）

1．430012（＋1）

6．766255
6．251337
1．117906（＋1）

5．796848
5．604157
3．627372
5．272984
8．313579
9．037582
8．982102
8．792788
9．229066
9．360271
9．326408
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SUMMARY

　　　　　The　purpose　of　Part　1　is　to　examine　the　electron－electron　coalescence　and

counterbalance　densities，　as　well　as　the　average　electron　density，　for　atoms　in　position

and　momentum　spaces　based　on　the　numerical　Hartree－Fock　calculations．　We　have　also

clarified　several　relations　among　these　densities　in　both　spaces，　and　analyzed　the

dependence　of　these　densities　on　atomic　number　Z　based　on　the　decomposition　of　total

density　into　subshell－pair　contributions．

　　　　　In　Chapter　2，　the　electron－electron　coalescence　1（O）　＝h（O）　and　counterbalance

E（0）＝d（0）densities，　as　well　as　the　average　electron　density〈ρ〉，in　position　space

have　been　derived　for　the　atoms　He　through　Ne　in　their　experimental　ground　state，　by

using　the　numerical　Hartree－Fock　calculations．　We　have　found　1（O）　s1〈p＞／4　and

E（O）　g2〈p＞　are　good　approximations　witlm　the　Hartree－Fock　theory．　The　equality

holds　only　for　He，　Be，　and　their　isoelectronic　species，　where　only　s　orbitals　constitute　a

closed　is　shell．

　　　　　In　Chapter　3，　the　electron－electron　co　alescence　and　counterbalance　densities，

together　with　the　average　electron　densities，　are　reported　in　position　and　momentum

spaces　for　the　atoms　He　through　Xe　in　their　ground　state．　The　numerical　Hartrec－Fock

method　has　been　used　to　calculate　these　densities．　ln　position　space，　the　electron－

electron　co　alescence　h（O）　and　counterbalance　d（O）　densities，　and　the　average　electron

density　〈p＞　increase　monotonically　with　increasing　Z．　An　approximation

h（O）　i〈p　〉　／4　is　found　to　be　very　accurate　for　all　the　atoms　He　through　Xe　within　the

Hartree－Fock　framework．　Thus，　the　approximat　e　relation　allows　us　to　estimate　an

electron－electron　coalescence　density　from　an　average　electron　density　even　for　1arger

atoms．　The　position－space　coalescence　density　is　strongly　influenced　by　electron　pairs　in

inner　subshells，　particularly　in　the　ls　subshell，　for　all　the　53　atoms．　ln　momentum　spaoe，

the　electron－electron　coalescence　h（O）　and　counterbalance　d（O）　densities，　and　the

average　electron　density　〈　／　〉　show　periodic　behaviors　as　a　function　of　Z．　The　relations

h（O）S〈7＞／4　and　h（O）　一くd（O）／8　hold　for　all　the　atoms　in　momentum　space．　A

decomposition　of　total　density　into　subshell－pair　contributions　shows　that　the　electron－

electron　coalescence　density　h（O）　is　governed　by　a　few　pairs　of　outermost　subshells．

（o）　u　o；　suo1；nqps；uco　Jped－Iloqsqns
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　　PART　2．

CHAPTER　1．

INTRODUCTION

　　　　　　For　anハ「一electron　system，　P．一〇．　L6wdin　de丘ncd【1】thc　two－electron　density

r（r1・r2）to　calcuIate　the　expectation　value　of　a　two－electron　operator．　The　two－

clectr・n　density「（r・・r2）is　the　pr・bab皿ty　density　that　electr・n　l　hes　at　rl　and

clectron　2　lics　at　r2，at　the　same　time．　It　is　d面cult　to　visua1セe　the　two－electron　density，

because　r（rl・r2）is　a　compHcated　fUnction　of　six　variables．　Orle　way　to　solve　the

problem　is　to　scparate　the　motion　of　two　elcctrons　into　thc　rclative（intraculc）and

㏄nter－of－mass　（extracule）　motions．　The　intracule　1（u）　and　extracule　E（R），

introdu㏄d　by　Colema：n【21，　are　the　probabiHty　density　fUnctions　for　the　relative

u＝rl－r2　and　ccntcr－of－mass　R＝（rl＋r2）／2　vectors，　respectivcly．　The　pionee血g

work　on　the　intracule　dellsity　was　do：ne　by　Coulson　alld　Neilson【3］who　studied　the

Coulomb　hole　in　the　heHum　ground　state．　Sincc　then　the　intracule　a：nd　extracule　densitics

of　many　atomic　and　molecular　systcms　havc　been　studied　fbr　the　chcmical　and　physical

problems［sce，　fbr　example，　Refs．4and　5】．　In　momelltum　space，　the　coπesponding

血tracule　1（v）and・eXtracule亙（P）densities　are　als・血tr・duced【4｝，　and　represcnt　the

probabiHty　dcnsity　fUnctions　fbr　thc　relativc　v　and　ccntor－of棚ass　P　momentum

vectors，　respectively．　The　molnentum・space　intracule　and　extracule　dcnsities　havc　also

been　used　【4】　fbr　thc　invcstigations　on　the　same　problems　as　in　position　space，　but

a㎞ost　all　the　studics　are㎞㎡ted　to　light　atoms　and　a　few　simple　molecules．

　　　　　The　purposc　of　this　part　is　to　present　a　theory　of　constructing　the　intracule　and

extracule　densities　fbr　atoms　and　atomic　ions　in　position　and　momentum　spaces．　The

wavc血nction　is　given　by　a　Slatcr　deteminant　or　a　linear　combination　of　Slater

deteminants・We　apPly　the　theory　to　neutral　atoms，　and　cxamine　the血tracule　and

extracule　densities　in　position　and　momentum　spaces　based　on　thc　Hartrec－Fock

CalCUlatiOnS．

　　　　　In　Chaptcr　2，　wc　prescnt【6］the　sphericaUy　avcraged　intracule　densities　h（のi11

　　　コ　　　コ

posltlon　spa㏄and乃（v）in　momcntum　spa㏄fbr　thc　atoms　fピom　He　to　Xe　in　thcir

ground　state．　The　variables　u　and　u　are　the　interclectro：nic　position　and　momentuln

distances　of　any　pah・of　electrons，　respectively．　The　numerical　Hartrec－Fock　method　is

used　to　calculate　thcsc　de11sities．　The　spherical　averages　h（の　and　万（v）　represent

probabiHty　densities　of　finding　interelectronic　position　u　a：nd　momcntum　v　of　an

electro：n　pa元r・　respectively・　In　position　space，　the　intraculc　density　h（u）　is　a

monotonicaUy　decrcasing　fUnction　fbr　all　the　atoms．　The　momc：ntum－space　intracule

densities　h（ひ）　are　fbund　to　be　classfied　into　three　types　according　to　the　number　of

local　maxima　and　t：heir　locations・These　ditiferent　bchaviors　of　the　densities　h（の　and

乃（u）　are　studied　in　detail　based　on　the　co：ntril）utions　of　electrons元【1　a　pair　of　atolnic

sphlorbitals　and　subshclls．

　　　　　In　C：hapter　3，　two　methods　are　prcsentod【7】fbr　the　examjnation　of　interclectronic

m・ments♂〉血P・siti・n　spac¢㎝d＜み血m・mentum　space・f　at。㎡c　systcms，

where＜＞　stand　fbr　the　cxpcctation　value．　The　fust　method　uses　thc　spherically

，

averaged　intracule　density，　while　the　second　method　uses　their　characteristic　functions．

The　two　methods　are　applied　to　the　neutral　atoms　from　He　to　Xe　in　their　ground　state．

The　moments　〈uk＞　with　k＝一2　to　＋4　and　〈vk＞　with　k＝一2　to　＋3　are

calculated　based　on　the　numerical　Hartree－Fock　calculations．　Some　trends　of　these

interelectronic　moments　are　also　discussed　as　a　function　of　atomic　number　Z．

　　　　　In　Chapter　4，　spherically　averaged　extracule　densit　ies　d（R）　in　posit　ion　space　and

d（P）　in　momentum　space　are　（8］　constructed　and　examined　systematically　for　the　atoms

from　He　to　Xe　in　their　ground　state　within　the　Hartree－Fock　framework．　The　d（R）　and

d（P）　represent　probability　densities　of　finding　center－of－mass　radli　R　and　P　in　position

and　momentum　spaces　of　an　electron　pair，　respectively．　ln　the　Hartree－Fock

approximation，　the　individual　spin－orbital－pair　component　of　the　extracule　density　has　a

definite　relation　with　the　corresponding　one　of　the　intracule　density，　although　the　total

extracule　and　intracule　densities　are　not　related　in　a　simple　manner．　The　position－space

extracule　density　d（R）　is　a　monotonically　decreasing　function　for　all　the　atoms．　ln

momentum　space，　however，　the　extracule　densities　d（P）　are　found　to　be　classified　into

two　types　according　to　the　location　of　a　maximum．　These　different　behaviors　of　the

densities　d（R）　and　d（P）　are　studied　in　detail　based　on　the　contributions　of　electrons　in

a　pair　of　atomic　subshells　and　spin　orbitals．

　　　　　In　Chapter　5，　we　report　［9］　the　extracule　moments　〈Rk　〉　in　position　space　and

＜P㌧血m・mentum　space・f　at・mic　systems．　The　variables　R　and　P　are，

respectively，　the　position　and　momentum　distances　between　the　center－of－mass　of　any

pair　of　electrons　and　the　coordinate　origin．　For　the　neutral　atoms　from　He　to　Xe　in　their

ground　state，　the　moments　〈Rk　〉　with　k＝一2　to　＋4　and　〈pk　〉　with　k＝一一2　to

＋3　are　computed　based　on　the　numerical　Hartree－Fock　calculations．　These　extracule

moments　are　pointed　out　to　have　intimate　relations　with　their　partner　intracule　moments．

　　　　　In　Chapter　6，　we　present　［10］　a　unified　method　which　is　presented　for　the

evaluation　of　the　intracule　and　extracule　densities　in　both　position　and　momentum　spaces

fbr　wave　fUnctions　expressed　as　a　linear　combination　of　Slater　detem血ants．　Deta且ed

expressions　are　developed　for　atomic　systems　where　angular　integrations　can　be

performed　analytically．　lnteresting　relat　ions　between　atomic　intracule　and　extracule

densities　and　between　their　moments　are　discussed．　An　illustrative　application　of　the

result　is　given　for　the　ls2p　iP　and　3P　states　ofthe　helium　atom．　We　report　the　singlet－

triplet　differences　in　the　extracule　densities　and　in　the　momentum－space　intracule　density．
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　　PART　2．

CHAPTER　2．

HARTREE－FO　CK　INTRACULE　DENSMES

2－2－1．　INTRODUCTION
　　　　　The　intracule　（relative　motion）　and　extracule　（center－of－mass　motion）　densities　are

a　couple　of　particle－pair　densities．　For　atoms　and　molecules，　the　elucidation　of　the

relative　motion　between　a　pair　of　electrons　is　a　keystone　in　profound　understanding　of

their　electronic　structures．　Therefore，　the　intracule　density，　in　either　its　three－dimensional

or　spherically－averaged　form，　is　a　convenient　and　powerfUl　tool　for　such　purpose．　ln

position　space，　the　three－dimensional　intracule　density　1（ti）　and　its　spherical　average

乃（のof　a：n　N－electron　system（N≧2）are　defined［1］by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・（の≡〈慧、δ［照）〕〉，　（・a）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　h（の≡義∫4Ω・・（の・　　　（・b）

where　ti　’＝＝　（u，S　1．），　6（r一’）　is　the　three－dimensional　Dirac　delta　function，　and　the　angular

brackets　〈＞stand　fbr　the　expectation　value．　The　intracuIe　densities　1（の　and　乃（u）

represent　the　probabMty　density　functions　for　the　relat　ive　position　vector　ti　and　its

magnitude　u　，　respectively．　The　two　densities　are　normalized　to　the　number　of　electron

pa辻s：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫　dti・（の＝4π∬伽2乃（の＝N（N一・）／2・　　（・c）

The　momentum－space　counterparts　are　defined，　analogously　to　Eq．（la－c），　by

i（u）＝一

iYll，ikt7．．，6［v一’一（p，・一一一Pk）］）

　　　　　　h一（v）　＝　ilE　f　ds；2vi（v一）　，

’

（2a）

（2b）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫姻δ）＝4π∬伽2万（v）＝N（N一一・）／2・　　（2c）

whcreδ≡（u，Ωu）．The　intracule　densities　1（のand　h（のare　the　probabiHty　dcnsity

functions　for　the　relative　momentum　vector　U　and　its　magnitude　v，　respectively．

　　　　　The　intracule　densities　in　position　space　have　been　used　for　the　analysis　of　several

physical　and　chemical　problems　such　as　Hund’s　rules　［2，3］，　chemical　bonds　［4－9］，

Coulomb　holes　［10－16］，　and　correlation　density　functionals　｛17，18］．　The　intracule

densities　in　momentum　space　have　been　applied　［19－26］　to　the　Coulomb　correlation

problem．　However，　these　studies　were　carried　out　only　on　a　limited　number　of　light

atoms　and　diatomic　molecules　based　on　basis－set－expansion　wave　functions，　some　of

which　may　not　be　sufiicient　ly　accurate．

　　　　　ln　Chapter　2，　we　report　accurate　Hartree－Fock　intracule　densities　h（u）　in　position

space　and　h（v）　in　momentum　space　for　a　series　of　53　atoms　from　He　（Z＝2）　to　Xe

40 41

』途　毫・t’‘」幽幽．P門・鯉「1偽・．踊．i鞠’　‘』＄一顧　レ鞭・s．畳

一一

．
「
・
．
－
」
・

　
　
　
　
　
　
　
　
　
～
、

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
，
・
」



（Z＝54）in　their　ground　state，　wherc　Z　stands　for　atomic　number．　Thc　numcrical　Hartrec－

Fock　mcthod　is　used　instead　of　the　convcntional　Roothaan－Hartrce－Fock　or　basis－set－

expansion　method．　Systematic　analysis　of　the　resultant　intracule　densities　shows　that　in
　　　コ　　　コ

posltlon　spacc，　the　intraculc　density乃（潔）is　a　unimodal　fUnction　with　a　maximum　at

u＝Ofbr　all　the　53　atoms．　In　momentum　spacc，　on　the　other　hand，　thc　intraculc　densitics

h（v）are　fbund　to　be　classified　into　three　types；（i）18　atoms　have　a　unimodal　density

with　a　maximum　at　uニ0，（e－n）32　atoms　havc　a　unimodal　density　with　a　Iocal　m血正mum

at　u＝O　a：nd　a　maximum　at　u＞0，　alld（Hi）3atoms　havc　a　bimodal　dcnsity　with　a
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り

pnmary　maxrmum　at　v＝O　and　a　secondary　maximum　at　u＞0．These　d　iiiferent　features

of　thc　densities　乃（u）　and　乃（u）　are　discussed　in　dctail　based　on　the　contributions　of

¢lcctrons　in　a　pair　of　atomic　subshells　and　of　atomic　spinorbitals．　Hartroe　atomic　units　are

used　throughout　this　chapter．

2－2－2．　COMPUTA’llONAL　METHOD
2－2－2－1．　THEORETICAL　GRO　UND

　　　　　We　consider　the　case　where　a　Hartree－Fock　wave　function　of　an　N－electron　atom

oτat・㎡c　i・n　is　expressed　by　a　s血gle　Slater　detem血ant・fN　spin・rbitals賑デ）ηノ（σ）

and　where　the　spatial　orbital　lpfj（r一’）　has　a　form，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　vノ（F）＝Rノ（r）IYI／mノ（Ω・）・　　　　　（3）

in　which　Yl．（S　2）　is　a　spherical　harmonic　and　re　一一’　（r，S：！，）　．　Then，　the　Condon－Slater　rule

（sec，　e．　g，，［27］）rcwritcs　the　spherically－averaged　intraculc　dellsity　h（の，defined　by　Eq．

（lb），　as　a　sum　of　contributions　hJ・k　（u）　from　pairs　of　atomic　spinorbitalsJ’　and　k：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N－1　N

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　h（のニΣΣ帳（u），　　　　　　（4）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ＝1k＝ノ＋1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　三二（2π2）一1∫♂ゐ52ノ・（us）Hjk（s）・　　（5）

where／1（x）is　the　1－th　order　spherical　Bessel　fU：nction　of　the　fhst　kind　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　H／k（s）ニHi’，ke（s）一ら轟砺・，幻（s），　　　　（6）

in　which　the　Kronecker　delta　6．，j．，k　is　unity　if　the　two　spinorbitals　J’　and　k　have　the

same　sp血and　zer・ifj　and　k　have　ditiferent　spins・The　eXPIicit　f・rms・f　Hガμand

Hlp・，kll・　appeared　in　Eq．　（6）　are　obtained　［28］　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　min②ノ・21k）

　　　　　　　　　　　Hガ，ke（s）＝Σ（21＋1）al（1／mノ；lkmk）喝（s）WLkk（s），　（7a）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＝O

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’ノ＋lk

　　　　　　　　　　　　　Hkj，kJ・（s）＝　2　（21＋1）bl（li・mj；lkmk）」Vfa（s）」IZIkj（s），　（7b）

1－ll」　一1，　1

where　the　summat　ions　run　over　every　other　integers　between　the　specified　values，　the

s）mb・IS　ak伽；1・加・）and　bk（lm；1’m’）are　C・nd・n－Sh・貢1ey　parameters【29］，　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Wi」k　（s）E　foco　dr　r2jl　（sr）　R；・　（r）Rk　（r）＝rvfa　（s）　．　（8）

　　　　　A　momentum－space　N－electron　wave　function　is　givcn　by　the　3N－dimensional

Fourier　transformation　of　the　corresponding　position－space　wave　function．　Then　the

Hartree－Fock　wave　function　in　momentum　space　has　exactly　the　same　determinantal

structure　as　that　in　position　space，　provided　that　a　position　orbital　gctk（r一’）　is　replaced

with　the　corresponding　momentum　orbital

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ipk　（p’）＝（27r）一3／2i　dr一’　exp（一ip’・r一’）　vtk　（r一’）．　（9）

Expanding　exp（　■●●　　一〇一rp・r）in　Eq．（9）by　mea：ns　of　plane　waves【30］and　integrating　over　the

angular　variable　S　；！．　，　we　find　the　momentum　orbital　corresponding　to　Eq．　（3）　to　be

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ipk　（P’）＝　Pk　（P）Yl，m，　（sttp），　（10）

where　P　＝　（p，S　2p）　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　pk　（p）一（一i）ik　Rf，co　dr　r2h，　（pr）　Rk　（r）　．　（11）

Consequently，　theoretical　structures　of　the　spherically－averaged　intracule　density　are　the

same　in　position　and　momentum　spaces，　and　all　the　position－space　results　hold　in

momentum　spacc　as　wen，　if　we　replace乃（のwith　h（u）and　Rk（r）with　Pk（p）．

2－2“2’2．　NUMERICAL　PROCEDURE
　　　　　Each　of　atomic　LS　multiplets　is　expressed　in　general　by　a　lmear　combination　of　a

finite　number　of　Slater　determinants　in　the　Hartree－Fock　theory，　where　L　and　S　represent

the　total　orbital　and　spin　angular　momentum　quantum　numbers，　respectively．　For　the

neutral　atoms　He（Z＝2）through　Xe（Z＝54）in　their　expe血1ental　grou：nd　statc【31］，　we

have丘rst　examined　the　structure　of　the　corresponding　Hartree－Fock　wave　fU：nctio：ns　and

con丘【■ned　that　among（2L＋1）（2S＋1）multiplets　there　exists　at　Ieast　one　state　with　a

set　of　specific　z－component　ML　and　Ms　values　of　L　and　S　that　results　in　a　single

detem血ant　wave　fUnction　to　which　our　method　described　in　Subsectio：n　2－2－2－1　can　bc
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

applied．

　　　　　For　these　ground　LS　terms　of　the　53　atoms・the　radial　fUnctions　Rノ（r）血position

space　have　been　generated　by　the　numerical　Hartree－Fock　method　based　on　a　modified

and　enhanced　version　of　the　MCHF72　code　｛32］．　A　table　of　the　ground　eleetronic

coniigurations　and　LS　terms　examined　in　this　study　is　found　in　Ref．　［33］．　Then　the

products　r2R」（r）Rk（r）　of　two　radial　functions　have　been　numerically　Hankel－

transformed　to　obtain　Wijk（s），　by　using　the　algorittm　of　Talman　［34］．　Following

Eqs．（6），　（7a），　and　（7b），　we　obtain　the　function　Hjk（s）　as　the　sum　of　products　of　two

PIZijk（s）　with　appropriate　coetificients．　The　parameters　ak　and　bk　have　been　taken　from

the　Slater’s　book　［35］．　An　additional　Hankel　transformation　fEq．（5）］　of　the　function

Hjk　（s）　gives　the　spherically－averaged　intracule　density　hJ・k　（u）　．

　　　　　In　momcntum　spacc，　tho　position－space　radial　fUnctions　Rノ（r）・generated　by

numcrical　Hartree－Fock　calculations，　havc　been丘rst　Hankel－transformed　to　obtain　thc

momentum－space　radial　functions　PJ・（p）　according　to　Eq．　（11）．　Then　the　same

procedure　as　in　position　space　has　been　applied　to　derive　hl・k　（V）　・
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　2－2－3．　RESULTS　AND　DISCUSSION

2－2－3－1．　INTRACULE　DENSITY　IN　POSMON　SPACE
　　　　　　Figure　l　exemp臨s　the　p・siti・n－spacc血tracule　dcnsity　h（のf・r・several・at・ms血

thAeir．　一gr．o．unq．　s．tgte一．　Note　that　in　this　Section　the　densities　are　normalized　to　unity　instead

of　N（N　一一　1）／2　for　all　the　53　atoms，　in　order　to　avoid　large　numbers　and　to　’ ?ａｃｉｌｉｔａｔ?

乎utual　c・mparis・n・Thc血tracule　densitics・f　F・and　hl　at・ms　decrease　sm・・thly　as　u

tpcre4ses．　’lhe　densities　of　Mn，　Kr，　and　Cd　atoms　are　also　monotonically　decreasing

functions，　but　have　shoulders．　ln　the　case　of　Kr　atom，　for　example，　aT @shoulder　i’

gbserveq　in　the　region　O．05　S　u　S　O．15．　Analogous　and　systematic　examinations　show

that　the　intracule　dcnsity　h（のin　position　space　is　a　unimodal　function　with　a　maximum

at　u　＝　O　for　all　the　53　atoms　considered　in　this　study．

　　　　　　Table　l　summa血es　the　maximum　height　hmax＝h（0）・f乃（u）．The　maxima

hmax　increase　gradually　with　increasing　Z，　and　a　formula　h（O）　＝一　o．0424z2’3／（z－1）　is

f・und　t・be　an　exceHcnt　apPr・ximati・n．　Thc　intracule　dcnsity　h（のat麗＝O　is　caHed

［“36」　the　electron－electron　coalescence　density　and　represents　the　probability　density　of

血d血gany　tw・clectr・ns　at　thc　same　p・siti・n・Detailed・discussi・n・n　the　pr・pe貢y・fthe

e．lect．ron－el“egt；on　coalescence　density　h（O）　is　found　in　Refs．［36－39］．　The　’ ?ｘｉｃｔ　thtracule

dcnsity乃（のmust　satis取【13］thc　cusp　c・nditi・n乃・（0）＝h（0），　where

”（の＝dh（u）／du・H・wever，　we加d丘・m　Eq．（5）thatん・（0）ニO　withn　the　Hartree－

Fock　fra＝mework，　and　hence　the　Hartree－Fock　intracule　density　does　not　satisfy　the

correct　electron－electron　cusp　condition．

　　　　　　Adec・mp・siti・n・f　the血tracule　density血t・subsh・U－paセ。・ntributi・ns　sh。ws

that　f・r　all　thc　at・ms，　the　largest　c・nt伽ti・ns　t・乃（の。・me丘・m・the　f。ur　imerm。st

subshell－pairs　lsls，　ts2p，　2p2p，　and　ls2s，　which　consist　of　1，　12，　15，　and　4

s．一p．　ino．rbi！al－pair　contributions，　respectively，　when　fully　occupied．　For　the　Kr　atom　（Z＝36），

Fig・2皿ustrates　these・f・ur・c・ntゴbuti・ns・ut・f　the　t・tal　36　subsheU－pair　c・nt伽ti。ns．

The　lsls　contribution　is　a　unirnodal　function　with　a　maximum　at　u　＝r @O，　and　decreases

rapidly　compared　with　the　other　main　subshell－pair　contributions．　The　value　of　the　lsls

contrlbution　at　u＝O　is　about　six　times　larger　than　those　of　the　remaining　three

cont－n－ibutions，　and　the　lsts　subshell－pair　is　seen　to　give　a　significant　contributfon　in　a

small　u　region．　On　the　other　hand，　the　ls　2p　and　2p　2p　c6ntributions　are　unimodal

fu4ctions　vyith　a　maximum　at　u＝O．0672　and　O．0810，　respectively，　and　these　subshell－

pairs　contribute　to　h（u）　in　the　region　where　the　tsls　cont’ribution’ os　small．　The　smallest

ls2s　contribution　is　a　bimodal　function　with　a　primary　maximum　at　u＝O　and　a

s．eco垂р≠窒凵@mqx．m’　ium　at　u　＝　O．1103．　Thus，　the　subshell－pair　decomposition　clarifies　that　a

shoulder　in　　　　　　　　　　　h（のapPears　mainly　when　the　tS2P　c・ntributi・n　is　en・ugh　1arge　as　secn

for　Cd，　Mlri，　and　Kr　atoms　in　Fig．1，　whereas　it　does　not　appear　when　the　contribution　is

small　as　seen　for　F　and　Al　atoms．

　　　　　Figurc　3　depicts　typical　spin・rbita1－pa丘。・ntributi・ns帳（のt・乃（の血Kr　at・m，

w．　here　a　total　of　630　spinorbital－pairs　exists．　Figure　3（a）　shows　the　contributions　from

five　spinorbital－pairs　withdifferent　spins；　tsals6，　lsd2s6，　lsa2poP，　2p－ia2p＋ifi，

and　2s　a2po／3．　The　ls　a　tsfi　pair　gives　a　unimodal　distribution　with　a　maximum　at

u　＝　O　，　and　its　contribution　is　more　than　ten　times　larger　than　the　other　four　contnbutions．

The　ls　a　2sfi　contribu　tion　is　a　bimodal　funct　ion　with　maxima　at　u＝O　and　O．1171．　Tlie

ts　a　2pofi　contribution　is　utmodal　with　a　maximum　at　u＝O．0527．　The　last　two

spinorbital－pah℃ontributions　are　small　compared　with　the丘rst　three　spinorbital。pairs．

Figure　3（b）　shows　the　contributions　from　four　spinorbital－pairs　with　the　same　spin；

ls　a2poa，　ls　a　2s　a，　2p－la2p＋la，　and　2s　a2poa．　Note　the　ditiferent　scales　of　the

ordinates　in　Figs．3（a）　and　3（b）．　All　these　four　contnbutions　have　unimodal　distnbutions

with　zero　at　u＝O　and　with　a　maximum　away　from　u＝O．　The　property　hl・k（O）　＝O　is

vaHd　fbr　any　contribution　from　spinorbitals／and　k　with　thc　samc　spin，　because　a

Hartree－Fock　wave　function　properly　takes　into　account　the　correlation　motion　between

electrons　with　the　same　spin　（Fermi　hole）．　The　Femi　hole　in　Hartree－Fock　intracule

densities　is　proved　by　the　use　of　Eqs．　（5）一（8）　together　with　an　identity，

　　　　　　　min（21］・　，21k）　lj　＋lk
　　　　　　　　　　Σ（21＋1）al（l」mノ；lkmk）＝Σ（21＋1）bl（1ノ〃擁〃ρ，　（12）

　　　　　　　　　　1－O　1－P，・　一lki
fbr　any　1ノ・mノ・lk，mk　and　thc　property［40］　of　thc　kcrn。1　of　Hankel　transformations

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　伊2／1（rs）ノZ㈹一212δ（r－r　’）・　　（・3）

Since　the　essential　feature　of　spinorbital－pair　contributions　shown　in　Fig．　3　for　the　Kr

atom　is　the　same　for　all　the　53　atoms，　we　conclude　that　the　position－space　intracule

density　h（のis　a　uninodal　functio：n　with　a　max㎞um　at　u＝Odue　to　thc　prcdominant

ts　atsfi　spinorbital－pair　or　ls　ls　subshell－pair　contribution．

2－2－3－2．　IINTRACULE　DENSITY　IN　MOMENTUM　SPACE
　　　　　Figure　4　exemplifies　the　momentum－space　intracule　density　h（v）　for　the　same

atoms　examined　in　Fig．1　in　position　space．　All　the　momentum－space　densities　are　also

normalized　to　unity．　ln　contrast　with　a　single　common　modality　observed　for　the

position－spaoe　densities，　Fig．4　shows　that　in　momentum　space　there　are　at　least　three

different　types　of　modality　in　the　intracule　densities　depending　on　atoms．　The　intracule

densities　h（v）　of　Al　and　Mn　atoms　are　unimodal　functions　with　a　maximum　at　v＝O．

The　intracule　densities　of　F　and　Kr　atoms　are　unimodal　with　a　maximum　at　v　＝　O．7892

and　at　v＝　O．6395，　respectively．　The　intracule　density　for　the　Cd　atom　is　bimodal　with

two　maxima　at　v＝O　and　1．2081．

　　　　　A　systematic　examination　of　all　the　53　atoms　concludes　that　the　momentum－space

intracule　densities　are　classified　into　the　following　three　types　based　on　the　number　of

lo　ca1　maxima　and　their　lo　cat　ions：

Type　A．　Unimodal　intracule　density　with　a　maximum　at　v＝O．　The　next　18　atoms　have

densities　of　this　type：　He，　group　2　atoms，　transition　atoms　（Sc－V，　Mn－Ni，　Y，　and　Zr）

with　a　doubly－occupied　s　orbital，　and　group　13　atoms．

Type　B．　Unimodal　intracule　density　with　a　local　minimum　at　v＝O　and　a　maximum　at

v＞O．　The　next　32　atoms　have　Type　B　densities：　group　1　atoms，　transition　atoms　（Cr，

Cu，　Nb，　Mo，　Ru，　Rh，　and　Ag）　with　a　singly－occupied　s　orbital，　Pd，　group　14－17　atoms，

and　group　18　atoms　except　for　He．

Type　C．　Bimodal　intracu　le　density　with　a　primary　maximum　at　v＝　O　and　a　secondary

maximum　at　v　〉　O　．　lt　also　has　a　local　minimum　between　the　two　maxima．　Three　atoms

Tc，　Zn，　and　Cd　have　Type　C　densities．
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撫聾　ノ陛コ鰻ら1：　　島櫨　・；f；冗行届叫‘’鳴　　　り一；4／tl，’‘』v　　　」－『　1レ　’yノ｝’「一；・，’1’1：

T－able　2　summariZes　the　abovc　classificat　ion　of　thc　momentum－space血tracule　dcnsity

h（v）togcther　with　the　maximal　subshell－pail　contribution　to　it．　If　the　subsheU－pairs　hl

　thc　table　are　grouped・five　different　subshcn－pa廿s・∫s，　SS’，∫P，　PP，　and　PD　apPear　as

maximal　contributions，　wherc　the　symbols　S，　P，　and　D　denote　the　outermost　subshells　of

the　respective　symmetries，　and　the　symbol　5’the　second　outermost　s　subshell．　Thus，　it　is

㎞cdiately　sccn　that　the　m・mentum－space㎞tracule　density万（ひ）is　g・verncd　by　a　few

outermost　subshell－pairs　and　depcnds　explicitly　on　thc　valence　configuration　of　an　atom，

in　markcd　contrast　to　the　position－space　intracule　density．

　　　　　　Table　3　tabulates　the　maximum　value乃max≡乃（umax）of万（u）and　its　location

vmax　which　characterize　the　distribution　of　the　momcntum－spacc　intraculc　density。

When　at・mic　number　increases　within　a　peri・d，　there　is　a　trend　that互m蹴decreases

wh丑e　umax　increascs，　although　it　is　su切ect　to　several　cxccptions．　A　special　case　of

　乃（v）　at　ひ＝0・　乃（0），　represents　【3gJ　the　electron－electron　coalescence　density　hl

momentum　space・which　is　the　pr・bability　density　f・r　the　m・menta戸ノand　Pk・f　any

pah’of　electrons／and　k　to　be　exactly　the　same．　Some　discussion　on　the　momentum．

space　electron－clectron　coalescence　density　is　fbund　in　Ref【39】．　In　the　Hartree－Fock

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ

approxmatlon，　a　property　h’（0）ニOis　derived丘om　the　momentum－space　counterpart

of　Eq．（5）．

　　　　　　F・rthe　Kr　at・m・Fig・5　iUustrates∬ve瑚・r　subshell－pair　c・nt伽ti・ns，4P4P，

454ρ，4s4s，3d4p，　and　35450ut　of　the　tota136　subshell－pah’contributions　which

constitute　h（v）．These　subshe11－pairs　consist　respectively　of　15，12，1，60，　and　4

spinorbita1－pair　contributions，　when　the　subshells　are　funy　occupied．　T：he　4：ρ4ρ，454：ρ，

3d4ρ，　and　3s4s　contributions　have　unimodal　distributions　with　a　maximum　atひ＝0．6356，

o・6534・2・9009，and　1・0316，　respectively．　However，　the　3d4P　and　3s4s　contributions　are

small　compared　to　the　othcrs．　T：he　4s4s　contribution　is　a　unimodal　fUnction　with　a

　　　　　
maxmum　at　u＝0，　The　above　behaviors　of　4p4p，4吻，4s4s，3d4p，　and　3s4s
contributions　reprcse：nt　those　of　the　outermost　subsheI1－pairs　PP，　SP，　SS，　PD，　and　SS・

appeared　in　Table　2．　There」Eore，　the　analysis　of　these　subshell－pair　contributions　clar茄ies

the　relationship　betwecn　thc　bchaviors　of　thc　total　intraculc　density　and　its　maximal

subshe11－pair　contributio：n　given　in　Table　2：When　the、∫∫subsheH。pair　contribution　is

large・thc血tracule　density　bel・ngs　t・Type　A．　When・ne・f　the　subsheU－pair

contributions　5∫㌔＆P，、PP，　and」PD　is　large，　the　density　has　the　Type　B　bchavior．　The

Type　C　behavior　of　the　intracule　densities　originates　from　a　mixture　of　Type　A　and　B

contributions　f『om∬’and　5P　subshe1レpa丘s（Tc　atom）or　fピom∬and、PZ）subshc11－pairs

（Zn　and　Cd　atoms）．

　　　　　Figure　6　exemplifies　s・mc　sp血・rbital－pair　c・ntributi・ns房ん（ひ）t・万（u）f・r・thc

Kr　atom　Figure　6（a）shows　the　contributions　from　seven　spinorbital－pair’s　with　4廼がerent

spins；31Sα4sβ・3tiil－1α：V＋・β，4∫α45β，4s　a4P。β，4P－1α4ρ＋1β，　MOα4sfi，　and

3dOα4」ρoβ・The」巨rst　five　spinorbital－pairs　havc　Type　A　distributions，　whereas　thc　last

two　sphlorbital・pairs　have　Type　B　distributions．　Note　that　whe：n　3d　orbitals　participate，

the　contribution　of　the　spinorbital－pair’is　about　1／100　timcs　smaHcr　than　that　of　the

45α45βspinorbital－pair．　Figure　6（b）shows　the　contributions　from　six　spinorbital－pairs

with　thc　same　spin；3∫α45α，　S40α4sα，340α4」ρ0α，34＿iα3d＋1α，4s　a4Poα，and

4、ρ＿1α4P＋1α・As　discussed　in　the　Subsection　2－2－3－1，　the　sl）inorbital－pa辻contributions

with　the　same　spin　have　zero　value　at　v＝O　due　to　the　Fermi　hole　in　the　Hartree－Fock

theory，　and　hence　such　spinorbital－pairs　have　Type　B　distributions　necessarily．　The　three

contributions　containing　3d　orbitals　are　about　1／50　times　smaller　than　the　4s　a4poa　and

4pdla4p＋la　contributions．

　　　　　The　behaviors　of　spinorbital－pair　contributions　analyzed　in　Fig．　6　lead　us　to　a

conclusion　that　in　momentum　space，　spinorbital－pairs　with　different　spins　in　the　SS，　SP，

PP，　SS’，　and　DD　subshell－pairs　have　contributions　to　Type　A　distribution，　while　all　the

spinorbital－pairs　with　the　same　spin　and　spinorbital－pairs　with　different　spins　in　the　PD

and　SD　subshell－pairs　have　contributions　to　Type　B　distribution．　A　sum　of　these

contributions　of　constituent　spinorbital－pairs，　which　explicitly　depend　on　the　electronic

configuration　and　the　LS　term，　gives　the　subshell－pair　contribution　discussed　before．

2－2－4．　CONCLUSION

　　　　　Withn　the　Hartree－Fock　framework，　we　have　systemat　ically　examined　the

structure　of　spherically－averaged　intracule　densities　h（u）　in　position　space　and　h（v）　in

momentum　space　for　the　atoms　He　through　Xe　in　their　ground　state．　The　numerical

Hartree－Fock　method　has　been　used　to　construct　these　intracule　densities．　The

contributions　of　subshell－pairs　and　spinorbital－pairs　to　the　total　intracule　density　have

been　analyzed　in　both　spaces．　For　all　the　53　atoms，　the　position－space　intracule　density

has　been　found　to　be　a　unimodal　funct　ion　with　a　maximum　at　u＝O　due　to　the

predon血ant　ls1∬ubshell－pair’contribution．　In　momentum　spacc，　however，　the　intracule

densities　have　been　classified　into　three　types　based　on　their　modalities．　We　have　further

found　that　the　different　modalities　in　the　momentum一・space　intracule　densities　originate

from　a　few　outermost　subshell－pairs．　Thus，　the　momentum－space　intracule　densities　give

us　inforrnation　about　outer　or　valence　electrons，　whereas　the　position－space　intracule

densities　mainly　reflect　the　character　of　imermost　ls　electrons．
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Table　1．　The　maximum　value　h．．．　E　h（O）　of　the　position－space　intracule

density　h（u）．　Note　that　h（u）　is　normalized　to　unity　instead　of　N（N　一　1）　／2．

A（n）　means　A×　10n　．　AJI　values　in　Hartree　atomic　units．

z Atom hmax z Atom hmax

1．9060（一1）

2．6143（一1）

3．4984（一1）

4．3792（一1）

5．2860（一1）

6．2194（一1）

7．2497（一1）

8．3269（一1）

9．4538（一1）

1．0636

1．1864

1．3113

1．4385

1．5679

1．6997

1．8338

1．9700

2．1088

2．2498

2．3884
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2．8045
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3．3823
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Table　2．　Classification　of　the　momentum－space　intracule　density　h（v）　and

the　maximal　subshell－pair　contribution　to　it．

Z　Atom　Type　Subshell－pair　Z　Atom　TvDe Subshell－pair
13

?
ム
ム
勿
呼
野
野
晒
3
3
3
5
3
5
鋤
鋤
鋤
幽
幽
幽
艶
恥
恥
恥
3
4
側
側
側
側

15

P5

?
ム
ム
ム
ム
幼
勿
ム
3
5
3
5
3
5
3
3
3
3
幽
幽
鋤
甚
助
諾
諾
可
逆
傭
恥
“

29

R0

R1

R2

R3

R4

R5

R6

R7

R8

R9

S0

S1

S2

S3

S4

S5

S6

S7

S8

S9

T0

T1

T2

T3

T4

α
翫
伽
㏄
細
野
臥
掩
附
田
Y
汝
恥
愉
賢
㎞
八
掛
㎏
α
㎞
翫
舗
驚
－
冷

34

p
恥
肋
砂
肋
⑫
肋
肋
5
3
5
5
5
3
嘱
4
4
5
3
4
4
4
4
4
4
4
4
5
3
5
3
》
》
》
》
》

鋤
恥
“
開
学
恥
⑫
肋
⑫
5
3
5
3
5
5
⑫
⑫
5
3
肋
砂
⑫
吻
5
3
5
5
5
5
5
5
5
3
⑫
》50

舳蟹ヨ

Table　3．　Characteristics　v．，．　and　h．，x　E　h（vm，x）　of　the　maximum　of　the

momentum－space　intracule　density　h（v）．　Note　that　h（u）　is　normalized　to

unity　instead　of　IV（N　一一　1）／2．　A（n）　means　A×10”　．　All　values　in　Hartree

atomlc　units．

Z　Atom Umax
互max z Atom Vmax 互max

9616
0

7
つ
⊃
4
，
2
7
／
0

8
0
ノ
角
」
9
0
4

8
5
Q
／
8
3
（
∠

2
！
0
6
月
／
9
8
7
3
2
0
1
0
月
／

3
0
／
4
1
《
」
弓
づ

！
0
《
4
5
0
∩
6
弓
づ

つ
」
く
」
《
」
／
0
∠
0
〆
0

9199
■

5．2276（一2）

2．2831（一2）

1．5029（一1）

5．3417（一2）

2．3508（一2）

1．2921（一2）

9．1906（一3）

6．5112（一3）

4．6838（一3）

4．8568（一3）

2．4601（一2）

1．6431（一2）

1．1523（一2）

9．0608（一3）

8．1491（一3）

7．0225（一3）

5．9494（一3）

6．4968（一3）

1．8461（一2）

1．4199（一2）

1．1408（一2）

9．3316（一3）

2．6028（一一3）

6．5　178（一3）

5．5017（一3）

4．7021（一3）

　
a
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
b
　
　
　
　
　
　
　
　
C
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R0

R1

R2

R3

R4

R5

R6

R7

R8

R9

S0

S1

S2

S3

S4

S5

S6

S7

S8

S9

T0

T1

T2

T3

T4

α
乃
二
巴
廊
翫
二
二
踏
翫
Y
み
理
趣
賢
㎞
舳
周
㎏
α
㎞
翫
訪
驚
－
漁

0072

（
∠
！
0

5
4
，

－
よ
0
／

Q
Q
O
6
－
．
4
、
ζ
J
Q
／

5
月
！
∩
U
O

8
α
」
《
」
《
」

Q
ノ
∩
U
噌
1
｛
1

3
2
∩
V
9
つ
⊃

つ
」
Ω
り
4
⊥
（
∠
0

0
3
2
4
－
0
／

1．2871（一3）

3．0668（一3）

2．7823　（一3）

2．4957（一3）

2．3772（一3）

2．4614（一3）

2．4227（一3）

2．3　1　84（一3）

2．7381（一3）

6．7540（一3）

5．3905（一3）

4．5430（一3）

1．9564（一3）

1．7502（一3）

3．0156（一3）

1．4710（一3）

1．3487（一3）

1．1469（一3）

1．1384（一3）

1．8425（一3）

1．7534（一3）

1．6970（一3）

1．7090（一3）

1．8089（一3）

1．8408（一3）

1．8277（一3）

＝ll｛1＝＝．．．．．ISL．．．．．9．．．＝．．＝．！L，9S！｝2SIL．＝．．．．．＝＝．．＝＝．．．＝＝．＝．．＝．m．＝．．＝．．．＝＝．．．＝．．＝．＝．

a．　The　Zn　atom　has　a　local　minimum　hmin　＝1．1683（一一3）　at　vmin　＝1．1059　and

　　asecondary　maximum　hmax　＝1．1741（一3）　at　vmax　＝1．3507・

b．　The　Tc　atom　has　a　local　minimum　h－高奄氏@＝1．6760（一3）　at　vmin　＝O．8252　and

　　a　secondary　maximum　hmax　＝　1．6763（一3）　at　vmax　＝O・8796・

c．　The　Cd　atom　has　a　local　minirnum　hmin　＝　1．0680（一一3）　at　vmin　＝O．8300　and

　　a　secondary　maximum　hmax　＝　1．0948（一3）　at　vmax　＝1・2081・
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　　PART　2．

CHAPTER　3．

HARTREE－FOCK　INTRACULE　MOMENTS

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i（U一）i（Ylll，’，tj．．，5［v一’一（P」一Pk）］），　（lb）

which　is　the　probability　density　function　for　an　interelectronic　momentum　vector　v’　．　The

spherical　average　h（v）　and　the　interelectronic　momentum　moments　〈v”〉　follow

accordingly　where　v＝IVI．　lntracule　studies　of　the　Coulomb　correlation　from　the

momentum　space　viewpoint　have　also　been　reported　（20－25］．

　　　　　The　purpose　of　Chapter　3　is　to　determine　accurate　Hartree－Fock　values　of

interelectronic　moments　〈u”　〉　in　position　space　and　〈v”　〉　in　momentum　space　for

atoms．　These　data　are　expected　to　be　highly　usefu1　for　the　studies　on　the　electron

2－3－1．　INTRODUCTION
　　　　　The　knowledge　on　the　relative　motion　of　a　pair　of　electrons　is　important　to

elucidate　the　electronic　structures　of　atoms　and　molecules．　One　of　its　concrete　results　is

the　electron－electron　repulsion　energy，　which　directly　affects　the　total　energy　of　the

system．　Beyond　the　orbital　approximation，　the　difference　in　the　interelectronic　motions

from　the　Hartree－Fock　or　independent－particle　solutions　is　called　the　electron　correlation，

which　is　a　subject　of　extensive　examinations　in　contemporary　quantum　chemistry．

　　　　　In　the　formalism　of　density　functions　and　matrices，　the　relative　motion　of　arbitrary

two　electrons　in　position　space　is　embodied　by　the　intracule　density1（の（see，　e．g．，

Ref．［1］　for　a　review）．　For　an　N－electron　system　（N　22），　the　intracule　density　1（ti）　is

defined　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・（の≡〈黙1δ【晦）］〉・　（・a）

where　6（r一’）　is　the　three－dimensional　Dirac　delta　function　and　the　angular　brackets　〈　＞

stand　fbr　the　integration　over　all　the　spatial　and　spin　variables　of　theハI　electrons．　The

intracule　density　1（ti）　is　the　probability　density　function　for　an　interelectronic　position

vector　ti，and　has　been　uscd，　together　with　its　spherical　average乃（のwherc　u＝1司，　in

several　physical　and　chemical　contexts　such　as　Hund’s　ru　les　［2，3］，　chemical　bonds　［4－7］，

Coulomb　holes　［8－131，　and　correlation　density　functionals　［14，15］．　For　an　extensive

bibliography，　see　Ref§．【1，4，10，131．　Algorithms　fbr　the　calculation　of　1（の　have　been

developed　by　several　researchers　（4，5，9，16－19］　for　Roothaan－Hartree－Fock　or　basis－set－

expansion　wave　functions．　The　interelectronic　moments　〈u”　〉　associated　with　the

intracule　density　are　also　of　physical　significance，　not　only　because　they　characterize　the

distributions　1（の　and　h（のbut　also　bccause　some　of　them　are　d辻ectly　related　to

釦ndamental　physical　pr・perties；＜ガ1＞reprcsents　the　electr・n－electr・n　repulsi・n

energy　and　〈u＞　the　average　interelectronic　distance，　for　example．

　　　　　De丘nitio：n　exactly　analogous　to　Eq．（1a）applies　to　the　momelltum－space　intracule

density　1（v’），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Y￥，’，t」．．，s［v一’一（p」一p，）］）

correlation　which　always　refer　to　the　Hartree－Fock　valucs．　In　the　next　section，　two

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　methods　are　developed　fbr　this　purpose：The丘rst　method　cvaluates　the　mome：nts　usmg

thc　sphericaHy－averaged　intracule　dellsities乃（配）and乃（u）hl　a　standard　manner・wh丑e

the　second　method　determines　the　moments　from　the　characteristic　fUnctions　H（s）of

乃（のand」iii（り　of乃（の．III　Section　2－3－3，　computational　details　are　given　fbr　the

appHcatio：n　of　these　methods　to　the　atoms　He　through　Xe　in　their　ground　state，　hl

combinatio：n　with　the　numerical　Hartree－Foc：k　technique．　The　numerical　results　are

presented　and　discussed血Secti・n　2－3－4・f・r・th・m・ments＜配η＞withπ＝一2t・＋4　and

＜vn＞withπ・ニー2to＋3．　Hartree　atomic　units　are　used　throughout　this　chapter．

2－3－2．　INTERELECTRONIC　M　OMENTS　IN　HARTREE－FOCK　THEORY
　　　　　As　can　be　anticipated　f亡om　the　defmitions　of　the　intracule　densities　1（の　in

position　space［Eq．（1a）】and　1（のin　momentum　spacc　rEq．（1b）］，　theoretical　structures

of　the　interelectronic　moments　in　the　Hartree－Fock　approximation　are　essentially　the

same　in　position　and　momentum　spaces．　Thus　the　following　three　subsections　describe

two　alternative　methods　for　the　evaluation　of　interelectronic　position　moments　in　some

detail，　and　the　last　subsection　explains　the　correspondence　to　the　momentum－space

counterparts．

2－3－2－1．　STRUCTURE　OF　INTRACULE　DENSITY
　　　　　Using　the　kernel　of　Fourier　transformations，　the　three－dimensional　Dirac　delta

function　6（r一）　can　be　expressed　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6（r一’）＝（27T）一3f　ds一’exp（is一・r一）．　（2）

Then　the　intracule　density　1（ti）　defmed　by　Eq．（la）　is　rewritten　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　I（ti）　＝　（2z）　一3f　dY　exp（is一’　・　ti）F（s一）　，
（3a）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N－1　N

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（S）＝ΣΣ〈exp（一’ぎ・弓）・xp（＋’職）〉・　　　（3b）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノニ1　k＝ノ十1

The　function　F（s一）　is　related　to　x－ray　scattering　cross－sections　｛26，27］　in　the　Waller－

Hartree　theory　and　to　high　energy　electron　scattering　cross－sections　［27］　in　the　fust　Born

and　binary　encounter　approximations．

　　　　　For　a　single　Slater　determinant　wave　function　composed　of　N　spinorbitals

望ノ（．r）ηノ（σ），the　fU：nction　」F（5）is　rearrarlged，　by　the　Condon－Slater　rules（see・e・9・・

Ref．128］），　as

　　　　　　　　　　　　　　F（y）一罷｛ノ搬（s）一　6m，jm，k　fk；’（鞭）｝，　（4a）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノニ1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん＝ノ＋1

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノノ左σ）≡∫　dF　exp（　　　　　　　＊＋∫5ヂ）vノのVk（F），　　　（4b）

and　msj　（＝＋1／2　or　一1／2）　denotes　the　spin　quantum　number　of　the　spinorbital　j．
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Equation（3a）with（4a）is　essentiany　identical　to　that　derived　by　Wang　and　Sm並h【19｝，

but　the　spin　contribution　is　missing　in　their　result．

　　　　　For　atoms　and　atomic　ions・we　can　generally　assume　that　the　spatial　orbital財ノ（F）

has　afb㎜，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　膨ノの＝Rノ（r）Ylノ頑Ω・）・　　　　　（5）

where　IYIm（Ω）is　a　spherical　harmonic　and　F＝（r，Ωr）．Then，　using　an　expansion［29】

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　QO　　＋l

　　　　　　　　　　　　　　　exp（　　づ　　 づ十ls・r）＝4πΣΣ〆ノ1（sr）y，h（Ωs）IYIm（Ω，），　　　　（6）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＝Om＝一l

with／1（x）being　the　1－th　ordcr　spherical　Bessel　fUnction　of　the　frrst：kind，　we丘nd　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　fjk（y）＝V2iliilrΣ　iivrliij　Fil　ci（1／mノ；険魚油ノー加k（Ωs）W2ijk（s）・　　（7a）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＝O

whcre

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」Ilni」k（s）…∫『励1（∬）R；（r）Rk（r）・　　（7b）

and　cl　is　thc　C・nd・n－Sh・rtley　parameter【30】．

2－3－2－2．　MOMENTS　FROM　SPHERICALLY－AVERAGED　INTRACULE
DENSITY
　　　　　The　spherically－averaged　intracule　density乃（の，de丘ned　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　h（の≡（4π）一’∫　dΩu・（の，　　　　（8）

can　be　expressed　as　a　Hankel　transform　of　a　function　H（s）　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　h（u）　＝（2z2）一ifoco　ds　s2jo（us）H（s），　（9a）

where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　H（s）　一一　（4z）一if　d9，　F（s一’）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N－1　N
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝ΣΣ｛H方諏（s）一・Sm，jm，k　Hkj，kj（s）｝・　（9b）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ＝1k＝ノ＋1

in　which

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Hi」’kl（s）i（4n）一if　d9，　fi；（s一’）fkl　（s’）．　（9c）

　　　　　From　Eq．（7a），　the　explicit　forms　of　Hti，kk　and　Hkj，kJ・　appeared　in　Eq．（9b）　are

obtained　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　min（21j　，21k　）

　　　　　　　　　　Hh・　，ke　（s）　＝　IZ　（21　＋1）al　（ljmJ・　；lk　mk）　Wijj　（s）1＞V21ke　（s）　，　（10a）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＝0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1ノ＋lk

　　　　　　　　　　　　HkJ・，kj（s）＝　2　（21＋1）bl（ljmi；lkmk）Uillkj（s）W21kJ・（s），　（10b）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i－ll」　一i，　1

where　the　summations　run　over　every　other　integers　between　the　specified　values．　The
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symbols　ai　and　bl　are　Condon－Shortley　parameters　［30］　defmed　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　al（！ノ唖切≡・1（1μノ；柳・1（lkmk；lkmk）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　bl　（li・mj　；　lk　mk　）　i　［cl　（ljmi・　；　lk　mk　）］2　，

and　the　function　J7V．ijk　（s）　is　given　by　Eq．（7b）．

　　　　　The　interelectronic　moments　〈u”　〉　are　then　obtained　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（u’i）E　f　du一’　unl（ti）　＝　4nfoOOdu　．n＋2h（u），

where　n　〉　一3　and　〈　uO　〉　is　equal　to　N（N　一　1）　／2，　the　number　of　electron　pairs．

（11a）

（11b）

（12）

2・3・2・3．MOMENTS　FROM　CHARACTERISTIC　FUNCTION
　　　　　Equation（9a）㎞plies　that　the　fUnction　H（s）　is　the　characteristic　fUnction　of　the

sphe・ically－av・・ag・d血t・acu1・d・nsity乃（の．Th・n　th・血tcre1・ct・・nic　m・m・nts＜ゐ

can　bc　dh’cctly　obtained　from　the　charactcristic　fUnction　H（s）for　an　intcger　value　of　n．

　　　　　Combining　Eqs．（9a）and（12），　and　intercharlging　thc　order　of　integrations　with

respcct　to　u　and　s，　wc　find

　　　　　　　　　　　　　　　　〈un＞＝（2／π）r4552H（s）［∫『伽η＋2ノ・（sの］・　　（13）

As　shown　previously［31－33」，　the　intcgration　with　respect　to　u　can　be　pcrfbrmed　by

using　techniques　of　gencraliZed　fUnctions．　The　results　are：

　For　n＝一2：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈ガ2＞＝r4M（s）・　　　（14a）

　For　n＝一1：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　くグ11＝（2／π）∫紳（s）・　　　（14b）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

For　a　nonnegatlvc　even　mtcger　n：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　星

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　く』u’㌧（一1）2（n＋1）H（’り（0）．　　　　（14c）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＼　　1

　For　a　positivc　odd　intcger〃：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n＋1
　　　　　　　　　　　　　　　　　（un　）ts　＝　（一1）　＝’li＝’　’（i）　（n　＋1）　foco　ds　s－IH（n）（s）　，　（14d）

where　H（”）（s）　is　the　n－th　derivative　of　the　function　H（s）　．　The　above　results　show　that

the　calculation　of　the　moments　〈u’i　〉　with　a　nonnegative　even　n　is　particularly　simple，

since　they　are　proportional　to　the　value　of　H（”）（s）　at　s＝O．　Especially，

H（O）　＝〈　uO　〉＝　N（N　一　1）　／2．

　　　　　A　derivative　of　H（s）　reduces　to　a　combination　of　derivativcs　of　the　functions

vanljk　（s）　through　Eqs．　（9b），　（10a），　and　（10b）．　Then　the　relation

　　　　　　　　　　　　d一一一　．．　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　隅＋1，1．1，ノん（∫）（1＋1）W。　＋1，1＋1，ノk（s）】・　（15a）　　　　　　　　　　　　　　珂雌（s）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　21　＋1　　　　　　　　　　　　ds
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is　usefu1，　which　can　bc　applied　recursively．　We　also　note　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　PVnijk　（0）　＝　610foco　dr　r’i　R；　（r）Rk　（r），

where　6iJ・　is　the　Kronecker　delta．

（15b）

2－3’2’4・　INTERELECTRONIC　MOMENTS　IN　MOMEIYrUM　SPACE
　　　　　The　Hartree－Fock　wave　fUnction　in　momentum　space　has　exactly　the　same

determinantal　structure　as　that　in　position　space，　provided　that　the　one－electron　spatial

function　gexk（r”）　is　replaccd　with

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢k　（P）＝（27；）一3／2f　dF　exp（一ip一’・r一’）　gvk　（F）．　（16a）

For　the　position－space　atomic　orbital　given　by　Eq．（5），　the　corresponding　momentum－

space　orbital　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢k　（P一’）＝　Pk　（P）Yl，m，　（Sl’1！p），　（16b）

where　P＝（p，S：：1p）　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Pk（P）ニ（一’）1惰〃ろlk（pr）Rkの・　（・6c）

Then　all　the　position－space　results　in　the　previous　subsections　hold　in　momentum　space

as　well，　if　we　replace　PV．ijk（s）　with

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　脇ん（り…∫3ゆ〆ノ1（tp）恥）環ω，　　（・7）

1（のwith　1（V）・F（5”）with戸（1），　f／k（y）withノノk（f），h（〃）with万（u），H（∫）with

H（t）　，　and　〈un　〉　with　〈　vn　〉．

2－3－3．　COMPUTATIONAL　METHOD
　　　　　Within　the　nonrelativistic　framework　and　in　the　absence　of　an　external　field，　the　LS

multiplet　states　of　an　atom　with　a　given　electronic　configuration　are　（2L＋1）（2S＋1）一fold

degenerate　with　rcspcct　to　thc　total　cnergy，　where　L　and　S　represent　the　tota1　orbital　and

spin　angular　momentum　quantum　numbers，　respectively．　Each　of　these　multiplets　is

cxprcsscd　hl　gcneral　by　a　lincar　combination　of　a丘【1ite　numbcr　of　Slater　dcterminants　hl

the　Hartree－Fock　theory．　For　the　neutral　atoms　He　（Z＝2）　through　Xe　（Z＝54）　in　their

expcr㎞cntal　ground　statc　【34｝，　wc　have　丘rst　examincd　the　structurc　of　the

corresponding　Hartree－Fock　wave　functions　and　confumed　that　there　exists　at　least　one

set　of　spec温。　z－componcntルfL　and　ルfS　values　ofLand　S　that　rcsults　in　a　singlc

detemiinant　wave　function，　to　which　our　methods　described　in　Section　2－3－2　can　be

applied．

　　　　　Fo「thesc　gr・und　LS　terms・f　the　53　at・ms・the　radia1釦ncti・ns　Rノ（r）in　P・siti・n

space　have　been　generated　by　the　numerical　Hartree－Fock　method　based　on　a　modified

and　enhanced　version　of　the　MCHF72　code　［35］．　A　table　of　the　ground　electronic

configurations　and　LS　terms　examined　in　this　study　is　found　in　Ref．［36］．　Then　the

pr・ducts〆’Rノ（r）Rk　（r）・f　tw・radia1血ncti・ns　and　a　p・wer・fr　havc　been　numerically

Hankel－transformed　to　obtain　」V．i」k（s），　by　using　the　algorittm　of　Talman　［37］．

Following　Eqs．（9b），　（10a），　and　（10b），　we　obtain　the　characteristic　function　H（s）　as　the

sum　of　products　of　two　W．i」k　（s）　with　appropriate　coethcients．　The　parameters　al　and

bl　have　been　taken　from　the　Slater’s　book　｛38」．　An　additional　Hankel　transformation

【Eq．（9a）】of　the　fUnction　H（5）gives　the　sphericaUy－averaged　intracule　density乃（の．

　　　　　For　the　interelectronic　moments　in　momentum　space，　the　position－space　radial

fUncti・ns　Rノ（・）・9・nerated　by　numerical　Ha質ree－F・ck　calculati・ns・havc　been岳st

Hankel－transformed　to　obtain　the　momentum－space　radial　functions　Pj（p）　according　to

Eq．（16c）．　Then　the　same　procedure　has　been　applied　as　in　position　space　to　derive　the

fUnctions　Wnljk（り・　H（t）・and　乃（v）・

2・34．RESULTS　AND　DISCUSSION
　　　　　Table　1　summariZes　the　interelectronic　moments＜un＞in　position　space　for　the

atoms　He　through　Xe　in　their　ground　state．　Note　that　to　avoid　large　numbers，　the

momcnts　have　been　divided　by／V（ノV－1）／2and　thcy　show　average　values　for　a　single

pah’of　elcctrons．　For　all　the　53　atoms，　we　have　uscd　the丘rst　met：hod　described　in

Section　2－3－2－2　for　the　moments　with　n＝一2to＋4，　and　thc　second　method　dcscribed　il

Sectio：n　2－3－2－3　fbr　the　moments　with　n＝一2，一1，＋2，　and＋4．　Bascd　on　the　comparison

of　the　two　sets　of　moment　values，　we　have　judged　that　the　present　results　have　the

accuracy　of　7　significant　figures　as　given　in　Table　1．

　　　　　An　interelectronic　moment＜un＞with　a　positive　n　gcnerally　decreases　with　an

increasing　atomic　number　Z，　but　the　behavior　is　quite　iii’regular　except　fbr　the　second

period　atoms．　Figure　1（a）cxempl面es　the　Z－dependencc　of　the　average　intereIectronic

distance＜u＞．Within　a　period，　the＜u＞valuc　has　a　trend　to　decrease　from　the　group

latom　to　the　group　18　atom，　and　thcre　is　a　jump　when　we　move　from　the　group　18

atom　to　the　group　l　atom　of　the　next　period．　This　bchavior　can　be　roughly　understood

by　the　distance　of　electrons　in　the　i㎜ermost　ls　and　outermost　orbitals．　The　maxima　in

the　second　through　fifth　periods　are　fbund　fbr　thc　Li，　Al，　Ca，　and　Sr　atoms，　respcctively，

and　the　Li　atom　has　the　largest＜u＞among　thc　53　atoms．　On　the　other　hand，　the

minima　in　the　four　periods　are　observed　fbr　the　Ne，　Ar，　Cu，　a：nd　Pd　atoms，　rcspectively，

and　thc　Pd　atom　has　the　smallest＜u＞among　the　53　atoms．

　　　　　Amoment＜un＞with　a　negative　n　generally　increases　with　an　increasing　Z．

Figure　1（b）shows　thc　bchavior　of＜1／u＞，　which　is　equal　to　the　electron　repulsion

energy　when　multiplied　by　2V（ノV－1）／2．The　moment＜1／u＞is　smallcst　fbr　Be　and

largest　fbr　Xe　among　the　53　atoms　studied．　It　may　be　intcresting　to　note　that　in　Fig．1（b），

＜1／u＞for　thc　atoms　Li　through　O　is　smallcr　than　that　of　He，　though　the　electron

repulsion　energy　monotonicaUy　increases　with　Z．　The　corresponding　situation　is　also

seen　f（）r　＜u＞depictcd　in　Fig．1（a）．

　　　　　In　some　cases，　the　knowledge　on　the　contribution　of　a　pa廿of　electrons　in　thc
コ

innermost　ls　orbital　is　usefU1．　For　this　purpose，　we　have　examined　the　helium－like　atoms

with　nuclear　charge　Z　in　the　Kellncr　apProximation　【39］　which　uses
R、s（r）＝2ζ3／2　exp（一のwithζ＝Z一（5／16）．We・fmd
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and

　　　　　　43一

　　　　　　　　　　（492u2　＋　6〈；lu　＋　3）　exp（一24u）　，
h（の＝
　　　　　　24n

（18a）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＜…蓬・〈1／u〉÷・　　（・8b）

fbr　example．　Thus，　it　is　clear　that　the　Z－dependcnce　of　the　interelcctronic　moments

＜un＞cam・t　be　estimated・nly廿・m　the　15　elcctr・n　pa廿，　panicularly　for　a　p・sitiveπ．

　　　　　The血terelcctronic　moments＜vn＞in　momentum　space　are　summarセed血Table

2，with・ur　n・rmalセati・n　schemc＜uo＞＝1，based・n　the　duplicatc　calculati・ns　by　the

two　methods．　In　contrast　to　the　position　momcnts〈ノ〉，　however，　we　could　not

deterrnine　sufficiently　accurate　values　f・r　the　higher　m・mcnts＜u3＞and〈u4＞，due

to　a　slow　decay　of乃（v）fbr　a　large　u　as　will　be　explained　below　fbr　the　He　atom　with

the　Kellner　apProximation．

　　　　　Amoment＜uη＞with　a　positiveπincreascs　monotonically　as　Z　increases．　As

Fig．2（a）exemplifies　the　results　fbr＜u＞，the　Z－dependence　is　very　smooth　in　marked

contrast　with　＜u＞　or　＜1／u＞．　In　fact，　ln＜u＞　and　ln　Z　have　a　conelation

c・e伍cicnt　O・999813　and＜u＞＝i．2724ZO・6408　is　f・und　t・be　a　g・・d　apPr・ximati・n・f・r

2≦Z≦54．紬anal・9・us丘tt血g　is　als・P・ssibl・f・r＜u2＞．Am。ment＜♂＞with　a

ncgativeπgenerally　decrcases　with　incrcasing　Z．　However，　the　Z－dependence　is　lcss

regular　compared　to　thc　momel】ts　with　positivcπ．　Figurc　2（b）shows　thc　rcsults　fbr

〈1／u〉．

　　　　　Though　we　expect　some　reciprocal　nature　bctween　the　position　＜un＞　and

m・mentum＜♂＞m・ments　as　seen血Figs．1and　2，　th・physica1血terpretati・n・f　the

interelectronic　momentum　moments　is　not　very　clear．　We　need　more　accumulation　of　the

momentum－space　knowledge　on　the　electronic　stmcture　of　atoms．

　　　　　The　Kellner　apPr・ximati・n　pl，（P）＝（25ζ5／π）1／2（P2＋ζ2）一2　f・r　helium－1ike

　　　　　　のatoms　glves，

and

万（v）＝ L3u4＋讐欝84ζ4・
（19a）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈v＞＝illsji4，　〈i／u＞＝de，　（igb）

for　example・Equati・n（19a）suggestsガ8　decay・f万（v）f・r　a　large　v，　which　sh・uld　be

compared　with　an　exponential　decay　of乃（のgivcn　by　Eq．（18a）．　This　makes　accurate

detem血ation　of　highcr　moments＜♂＞　difficult．　Equation（19a）also　shows　that

〈v”@〉　with　n　25　does　not　exist　at　least　for　the　Kellner　approximation　of　helium－1ike

atoms．　As　has　been　the　case　of　position　moments，　Eq．　（19b）　shows　that　the　contribution

of　a　pair　of　ls　electrons　is　not　suflicient　to　explain　the　Z－dependence　of　the　momentum

moments．

　　　　　Few　interelectronic　moments　〈un＞　and　〈v”〉　are　known　from　beyond－

Hartree－Fock　calculations．　For　the　Hc，　Li，　and　Be　atoms，　Table　3　collects　the
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interelectronic　moments　from　explicitly－correlated　near－exact　wave　functions　and

compares　them　with　the　Hartree－Fock　values　obtained　in　this　study．　For　the　He　and　Be

atoms，　the　electron　correlation　decreases　〈un　〉　with　negative　n　and　increases　〈un　＞

with　positive　n　in　position　space．　As　shown　by　Coulson　and　Neilson　（8］　in　their

pioneering　work，　this　is　consistent　with　the　observation　that　the　electron　correlation

shifts　the　dellsity　in乃（の丘om　a　small　u　to　a　large　u　region．　For　the　Li　atom，　however，

all　the　moments　〈u”　〉　are　larger　in　the　Hartree－Fock　approximation，　and　the　above

simple　interpretation　dose　not　apply．　Though　the　number　of　available　data　is　very　limited，

the　interelectronic　moments　〈vn　〉　in　momentum　space　show　a　sirnilar　trend；　all　the

Hartree－Fock　moments　〈　vn　〉　shown　in　Table　3　are　larger　than　the　corresponding　near－

exact　values．　Us血g　the　radial血ncti・n　4刎2万（v），Banyard　and　c・w・rkers［20，21，23】

have　shown　that　in　momentum　space，　the　electron　correlation　in　He　and　Li　accumulates

the　density　in　an　intermediate　u　region　with　the　corresponding　reduction　of　the　density　in

small　and　large　v　regions．　This　observation　in　h（v）　is　consistent　with　the　correlation

effects　on　〈v”〉　and　suggests　that　there　is　some　noninteger　value　of　n　for　which

〈　v”　〉　is　larger　in　the　correiated　calculations．

2－3－5．　CONCLUSION
　　　　　Within　the　Hartree－Fock　framework　of　atoms，　we　have　developed　two　altemative

methods　for　the　calculation　of　interelectronic　moments　〈u”　〉　in　position　space　and

＜vn＞in　momentum　space．　The丘rst　method　uses　the　spherically－averaged　intracule

densities乃（のand　h（の，whilc　the　second　method　uses　theh’characteristic　fUnctions

H（s）　and　H（t）．

　　　　　The　two　methods　have　been　applied　to　the　atoms　from　He　to　Xe　in　their　ground

state，　and　the　moments　〈u”〉　with　n＝一2　to　＋4　and　〈u’i　〉　with　n＝一2　to　＋3　have

been　reported　based　on　numerical　Hartree－Fock　calculations．　The　present　results　are

expected　to　be　usefu1　as　reference　data　in　the　study　of　electron　correlations．

　　　　　Our　examination　of　these　moments　as　a　function　of　atomic　number　Z　has　shown

that　many　moments　do　not　reveal　a　simple　Z－dependence，　and　a　decomposition　of　the

moments　into　thc　contributions丘om　orbital　pa辻s　is　needed　for　bettcr　undcrstanding．

Such　a　study　is　planned　in　our　laboratory．
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g864034　3840928（十1）
6792330　Z908350（十1）
7．　17es26　Z　scrs99〈＋1）

S　08370s　4　i4se51（＋1）

gss7384　a426721（十1）
7．　4325ss　Z　761716（＋1）

6946141　Z45610s（＋1）

aso5502　ZO9670u（＋1）

5665336　L768659（＋r）
Lec7075（十1）　L　299ss1（十2）

L897786〈十1）　L178820（十2）

L645510〈十1）　9，380832（・1）

1．“7ca7（十1）　7．779878（十1）

LOO6280（十1）　4L687’806（十1）

8893270　a9431e（十1）
1．056335（十1）　5046334（十1）

7．　736332　’　3　3227ss（十1）

7．　244T3　3082659（十1）

4L　se10ss　L　as1934（十1）

S417279　Z　705045（＋1）

ageo346　Zor6561（＋1）
g49ssso　3912141（＋：）

glss6so　a　480232〈十1）

7．　es1739　Z　sess17（＋1）

7．　ss920s　2　783022〈＋1）

a925701　Z　487876（＋1）

54370s9　’Zlsclee（＋1）
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恥
量
B
C
N
・
雲
叢
藍
P
S
処
K
C
。
翫
質
V
監
恥
C
。
畿
麗
G
・
釜
婁
聖
Y
身
心
㌃
恥
龍
㎏
C
d
酷
難
－
海

2
3
4
5
6
7
8
9
詮
遙
髭
鉾
据
2
0
飢
飽
袈
％
鉾
鋸
3
。
現
器
謎
3
5
器
3
8
3
9
如
三
才
鶉
鉾
銘
器
5
1
砿
器

1
3
6
逡
憂
爺
器
青
碧
瑠
罵
瑠
毅
郷
譜
捌
朧
菊
藻
畿
枷
飛
揚
薄
書
蜘

1035

ZO8：

1128

1176

1225

1275

1326

1378

1431

8．　11757（一1）

4．　89428（一1）

1．　12593

6．　80074（一1）

4．　46725（一1）

3．　14163（一1）

2．　54249（一1）

2．0470工（一1）

！．　66091（一1）

1．　56621（一1）

2．　48110（一1）

2．　36444（一1）

2．　14708（一1）

1．　92588（一1）

L　85670（一1）

1．73119（一1）

L　59016（一1）

L　59153（一1）

2．　07519（一1）

！．　80745（一1）

1．　58457（一1）

L　40064（一1）

9．　32157（一2）

工．11572（一1）

1．　01143（一1）

9．　19662（一2）

8．　39420（一2）

6．　13158（一2）

7．　06160（一2）

7．　21934（一2）

7．　18047（一2）

7．　05587（一2）

7．　23095（一2）

7．　23224（一2）

7．　12922（一2）

7．　42286（一2）

9．　17265（一2）

8．　62049（一2＞

8．　08975（一2）

6．　35997（一2）

6．　02736（一2）

6．　77618（一2）

5．　57826（一2）

5．　34669（一2）

5．　02487（一2）

4．　90038（一2）

5．　34280（一2）

5．　45969（一2）

5．　49226（一2）

5．　47969（一2）

5．　63092（一2）

5．　69248（一2）

5．　69349（一2）

〈1／v）

　6．　880270（一1）

　5．　448338（一1）

　6．　349007（一1）

　5．　428971（一1）

4．　6552！：（一1）

4．051750（一工）

3．　669606（一1）

3．　324492（一1）

3．　024839（一1）

2．　904599（一1）

2．　985992（一1）

2．　955793（一1）

2．　888695（一1）

2．　804014（一1）

2．　746793（一1）

2．　672862（一1）

2．　591136（一1）

2．　573741（一1）

2．　620869（一1）

2．　505815（一1）

2．　390504（一1）

2．　283651（一1）

2．　102821（一1）

2．’092247（一1）

2．　013694（一1）

1．　938604（一1）

1．　868410（一1）

1．　755296（一dl）

L　740471（一1）

L　724152（一1）

1．　707729（一1）

L　690674（一1）

L　681144（一1）

L　668631〈一1）

1．　653839（一Z）

1．　656897（一1）

1．　678r58（一1）

L　657413（一：）

L　631950（一1）

1．　576847（一1）

1．　550798（一1＞

L　552335（一1）

L　505541（一1）

1．　482287（一1）

1．　450399（一1）

1．　435891（一i）

1．　433184（一1）

L　429003〈一1）

1．424330（一工）

1．　4：8995（一1）

1．　417073（一1）

1．　413619（一1）

1．　408873（一1）

〈v＞

　2．　058629

　2．　654390

　3．　076185

3．　502470

3．　930083

4．　358588

4．　764455

5．工75853

5．　591020

5．　949760

6．　281870

6．　598586

6．　905206

7．　204451

7．　492908

7．　777184

8．　058183

8．　318801

8．　56889i

8．　837108

9．　108698

9．　380721

9．　669730

9．　926301

L　019459（＋1）

1．046428（＋工）

L　073403（＋1）

1．　101858（十1）

L　127457（十1）

1．　152480（十1）

L　176971（＋1）

L　2elO17（十1）

1．224547（・ト1）

1．　247738（＋：）

L　270629（＋1）

L　292749（＋1）

1．　314375（＋1）

1．　336159（＋1）

L　357887（＋1）

1．　380004（十1）

1．　401571（＋1）

1．　422404（＋1）

1．　444112（＋1）

1．　465249（＋1）

1．　486732（＋1）

1．　507284（＋1）

L　527471（＋1）

1．　547397（＋1）

L　567063（＋1）

1．　586497（＋1）

1．　605654（＋1）

1．　624612（＋1）

1．　643387（＋1）

〈v：）

　5．　72336

9．　91030

　1．　45730（＋1）

　L　97042（＋1）

　2．　53116（＋1）

3．　13890（＋1）

3．　78225（＋1）

4．472工5（＋1）

5．　20845（＋1）

5．　96143（＋1）

6．　73749（＋1）

7．　53362（＋1）

8．　35151（＋1＞

9．19140（＋工）

L　00500（＋2）

1．　09304（＋2）

1．18327（・ト2）

1．　27455（＋2）

1．　36723（＋2）

1．　46146（＋2）

1．　55756（＋2）

1．　65546（＋2）

1．　75533（＋2）

工．85679（＋2）

1．95990（・ト2）

2．　06489（＋2）

2．　17170（十2）

2．　28042（＋2）

2．　39086（＋2）

2．　50262（十2）

2．　61578（＋2）

2．　73032（＋2）

2．　84608（＋2）

2．　96319（＋2）

3．　08164（＋2）

3．　20092（＋2）

3．　S2118（＋2）

3．　44244（＋2）

3．　56483（＋2）

3．　68839（＋2）

3．　81308（＋2）

3．　93875（＋2）

4．　06558（＋2）

4．　19353（＋2）

4，　32264（＋2＞

4．　45283（十2）

4．　58398（＋2）

4．　71600（＋2）

4．　84894（＋2）

4．　98278（＋2）

5．　t1743（＋2）

5．　25298（＋2）

5．　38942（＋2）

〈vs＞

ヘ
ノ
ヘ
ノ2

5
1
1
2
3
4
6
7
9
1
1
1
2
2
a
凱
＆
a
4
4
駈
鼠
a
a
乳
乳
＆
㌫
㌫
L
－
。
L
L
L
L
L
－
・
L
L
L
a
a
a
a
Z
a
a
a
a
3
・
a
a
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Table　3．　Comparison　of　interelectronic　moments　from

Hartree－Fock　and　near－exact　wave　functions．

Atom Moment Hartree－Fock Near－Exact

He

Li

He

Li

　　　　Position　Space
〈！／u2＞　1．　842045

〈1ん〉

〈u＞

〈u2＞

＜u3＞

〈u4＞

〈1ん2＞

〈1ん〉

〈u＞

〈u2＞

＜U3＞

〈u4＞

〈1ん2＞

〈1ん〉

〈u＞

〈u2＞

〈u3＞

＜U4＞

1．　025769

1．　362124

2．　369657

5．　008953

12．　45529

1，　677431

0．　760307

2．　896363

12．　42！38

65e　27813

395e　6954

1．　756103

0．　748！91

2．　520086

8．　659386

36．　35297

179．　1377

　　　Momentum　Space
〈！／v2＞　O，　811757

〈1ん〉

＜V＞

〈ひ2＞

〈v＞

〈v2＞

O．　688027

2．　058629

5．　72336

2．　654390

9．　91030

1．　464771a

O．　945818a

！．　422070a

2．　516439a

5．　30801b

12．　98！3b

1．　460692C

O．　73273f

2．　889476d

12．　28270d

64．　2T

38z　oe

1．　589487f

O．　729116f

2．　545279f

8．　80816f

37．　0718f

181．　685f

0．7955〔貫

O．　686669

2．　02919

5．　48929

2．　6344h

9．　7062h

a．　Ref．　［40］　b．　Ref．　［41］

e．　Ref．　［44］　f．　Ref．　［45］

h．　Ref．　［21，23］

c．　Ref．　［421　d．　Re£　［43］

g．　Ref．　［46］
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of　atomic　number　Z，　Note　that　the　normalization　〈　vO　〉＝　1　is　used，
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　　PART　2．

CHAP’TER　4．

HARTREE－FOCK　EXTRACULE　DENSITIES

2－4－1．　INTRODUCTION
　　　　　The　electronic　relative－motion　（intracule）　1（u）　and　center－of－mass－motion

（extracule）　E（R）　densities，　introduced　by　Coleman　［1］，　are　a　couple　of　electron－pair

densities　usefu1　to　elucidate　the　motion　of　a　pair　of　electrons　in　atoms　and　molecules　（see，

e．g．，【2］fbr　a　review）．　The　intracuIe　density　1（u）and　its　spherical　average乃（のare　the

probabdity　density　functions　for　the　relative　vector　u　and　its　magnitude　u，　respectively．

They　have　been　used　in　several　physical　and　chemical　contexts，　particularly　in　relation　to

the　electron　correlation　problem　（see　references　given　in　Refs．12－4］）．　The　momentum－

space　cou：nterparts　1（v）and乃（のhave　been　introduced　as　well．　Accurate　Hartrce－

Fock　values　of　the　intracule　moments　〈u”〉　in　position　space　and　〈v”〉　in

momentum　space　have　been　rcported　［3）　recently　for　the　atoms　from　He　to　Xe　in　their

ground　state，　together　with　a　systematic　examination　［4］　of　the　spherically－averaged

intracule　densities　h（u）　and　h（v）　．

　　　　　The　extracule　density　E（R）　in　position　space　represents　the　probability　density

fUnction　for　the　center－of－mass　vector　R，and　is　de丘ned　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E（R）i（YII．ll，ikt」．．ifR一（r］’＋rk）／2］），　（ia）

for　an　N－electron　system　（IV　）2），　where　6（r）　is　the　three－dimensional　Dirac　delta

function　and　the　angular　brackets　stand　for　the　expectation　value．　The　spherical　average

d（R）　of　E（R）　is　defmed　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d（R）Eil．tf　dgR　E（R），　（lb）

where　（R，Srl！R）　with　Sl－1！R　＝（eR，ipR）　are　spherical　polar　coordinates　of　the　vector　R．

By　defmition，　the　extracule　densities　E（R）　and　d（R）　are　normalized　to　the　number　of

electron　pairs，

　　　　　　　　　　　　　　　　　f　dR　E（R）＝4nfoco　dR　R2　d（R）一N（N－1）／2　，　（lc）

and　contain　information　about　the　location　of　electron　pairs．　The　momentum－space

extracule　density　E（P）and　its　spherical　average　d（P）are　dc丘ned　analogously　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E（P）≡轄1δ【P一（Pノ＋Pk）／2］〉・　（2a）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dH（P）　E　2il．Tf　dS2p　E一（P）　，　（2b）

　　　　　　　　　　　　　　　　　f　dP　E一（P）一4zf，co　dP　P2　d’（P）一N（N－1）　／2，　（2c）

where　P＝一（P，S；1！p）　and　9p＝．＝（ep，¢p）．　The　functions　E（P）　and　d（P）　are

probability　densities　for　the　center－of－mass　momentum　vector　P　and　its　magnitude　P，
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respectively．

　　　　　　Evaluation　of　accurate　Hartree－Fock　values　of　the　electronic　extracule　moments

〈R”　〉　and　〈P”　〉　has　been　performed　［5］　very　recently　for　the　atoms　Hc　through　Xe

in　their　ground　state．　However，　only　a　few　studies　are　reported　on　the　extracule　densities

of　specific　atoms　and　molecules　（see　references　given　in　Ref．［5］）．　Moreover，　all　these

studies　are　based　on　basis－set－expansion　wave　functions，　and　no　accurate　and／or

systematic　results　conceming　the　distribution　of　extracule　densities　are　known　even　for

atoms．

　　　　　In　Chapter　4，　we　report　accurate　Hartree－Fock　extracule　densities　d（R）　in

position　space　and　d（P）　in　momentum　space　for　a　series　of　53　atoms　from　He　（Z＝2）　to

Xe　（Z＝54）　in　their　ground　state，　where　Z　stands　for　atomic　number．　The　numerical

Hartree－Fock　method　is　used　instead　of　the　conventional　Roothaan－Hartree－Fock　or

basis－set－expansion　method．　The　next　section　explains　the　theoretical　structure　of　the

extracu　le　densities　in　position　and　momentum　spaces．　lt　will　be　also　clarified　that　a　spin－

orbital－pair　component　of　the　extracule　density　has　a　definite　relation　with　the

corresponding　component　of　the　intracule　density　in　the　Hartree－Fock　framework．　ln

Section　2－4－3，　the　computational　details　are　described　and　in　Section　2－4－4　the　results

are　presented　and　discussed．　A　systematic　analysis　shows　that　in　position　space，　the

extracule　density　d（R）　is　a　unimodal　function　with　a　maximum　at　R＝O　for　all　the　53

atoms．　ln　momentum　space，　on　the　other　hand，　the　extracule　densities　d一 iP）　are　found

to　be　classified　into　two　types；　（i）　42　atoms　have　a　unimodal　density　with　a　maximum　at

P＝O，　and　（li）　11　atoms　have　a　unimodal　density　with　a　local　minimum　at　P＝O　and　a

maxirnum　at　P＞O．　These　different　features　of　the　densities　d（R）　and　d一 iP）　are

discussed　in　detail　based　on　the　contributions　of　electrons　in　a　pair　of　atomic　subshells

and　of　atomic　orbitals．　Hartree　atomic　units　are　used　throughout　this　chapter．

2－4－2．THERETICAL　STRUCTURE　OF　EXTRACULE　1）ENSITY
2・4・2－1．　EXTRACULE　DENSITY　IN　POSmON　SPACE
　　　　　Wc　consider　the　case　where　a　Hartree－Fock　wave　fUnction　of　an　N－electron　system
　

1s　exp「essed　by　a　single　Slater　determinant・fN　spin一・rbitals　Vj（r）ηノ（σ）．　Then，　using

the　Condon－Slater　mle（sec，　e．g．，【6】），　wc　can　rewrite　the　sphericany－averaged　eXtracule

density　d（R）・d・fined　by　Eq・（1b）・as　a　sum・f　c・ntributi・ns　d／k（R）fr・m　pa廿s・f

spin－orbitals／and　k：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノV－1　2V

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d（R）一ΣΣd／k（R），　　　　　　（3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ＝lk＝プ＋1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　djk（R）＝（4／π2）恥52ノ・（2Rs）D／k（s）・

where　jl　（x）　is　the　1－th　order　spherical　Bessel　function　of　the　first　kind　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　D／k（s）ニD・1・，ke（s）錫晒たD繭（s）・

is　the　characteristic　function　of　dl・k　（R）　，　in　which

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　傷，kl（s）≡（4π）一1∫4Ω。承s）f，1（s），

（4）

（5a）

（5b）

　　　　　　　　　　　　　　　　　ノノk（s）≡∫　drexp（＋is・r）W；（r）Vk（r）＝垢（一s）・　　（5c）

In　Eq．（5a），　the　Kronecker　delta　6．，j．，k　is　unity　if　the　two　spin－orbitalsj　and　k　have　the

same　spin　and　zero　if　j　and　k　have　different　spins．　If　we　further　restrict　ourselves　to

atomic　systems　where　the　spatial　function　vj（r）　has　a　forrn，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　yノ（r）＝Rノ（r）Yl／mノ（Ω・）・　　　　　（6）

with　Yl．（Sl－1！）　being　a　spherical　harmonic　and　r＝（r，Sl：！，），　the　explicit　forrns　of　Dti，kjk

and　Djk，kj　appeared　in　Eq．　（5a）　are　obtained　［5］　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　min（21i一　，21k　）

　　　　　　　　　　　　D万，ke（s）一Σ（21＋1）al（1／mノ；lkmk）％ゲ（s）valkk（s）・　（7a）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＝O

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lノ＋lk

　　　　　　　　　Dプ切（s）ニ（一1）1ノ＋lkΣ（21＋1）bl（1胸；1kmk）％ん（s）㌦（s），　（7b）

i－lij　一1，　1

where　the　summations　run　over　every　other　integers　between　the　specified　values，　the

s抑b・lsαん（1〃；1・〃）andわk伽；1・〃）are　C・nd・n－Sh・rtlcy　parameters　r71，　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　％ん（s）≡∫8励～（∬）R；（r）Rん（・）二面（∫）・　　（8）

2－4－2－2．　EX’TRACULE　DENSITY　IN　MOMENTUM　SPACE
　　　　　A　momentum－space　N－electron　wave　function　is　given　by　the　3N－dimensional

Fourier　transformation　of　the　corresponding　position－space　wave　funct　ion．　Then　the

Hartree－Fock　wave　function　in　momentum　space　has　exactly　the　same　determinantal

structure　as　that　in　position　space，　provided　that　a　position　orbital　vk（r）　is　replaced

with　the　corresponding　momentum　orbital

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢k　（p）＝（2z）一3／2f　dr　exp（一ip・r）　yk　（r）．　（9）

Expanding　exp（一ip・r）　in　Eq．　（9）　by　means　of　plane　waves　［8］　and　integrating　over　the

angular　variable　S2！，　，　we　fuid　the　momentum　orbital　corresponding　to　Eq．　（6）　to　be

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢k　（p）　＝Pk　（p）Yl，　．，　（Srl！p），　（lo）

where　p＝（p，stp）　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　腓（一i）1霧∫r4rr2／lk（P・）Rk（r）・　（・・）

Consequently，　theoretical　structures　of　the　spherically－averaged　extracule　density　are　the

same　in　position　and　momentum　spaces，　and　all　the　position－space　results　explained　in

Subsection　2－4－2－1　hold　in　momentum　space　as　well，　if　we　replace　d（R）　with　d（P）

and　Rk（r）　with　Pk（p）．

2－4－2－3．　RELATION　BETWEEN　EXTRACULE　AND　INTRACULE　DENSITIES
　　　　　There　are　some　general　relations　between　the　extracule　dJ・k（R）　and　intracule

h／k（u）density　components　aris｛ng　from　two　spin－orbitals／and　k・Comparison　of　the

structure　of　extracule　densities　given　in　Subsection　2－4－2－1　with　that　（4］　of　intracule
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densities　shows　that　the　two　components　of　their　characteristic　functions　satisfy

　　　　　　　　　　　　　　Dz’］’，ke　（s）　＝　Hi’，ke　（s）　，　Djk，kj　（s）　＝　（一1）1］”lk　Hkj，kj　（s）　．

We　immediately　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　djk　（R）　＝　8hjk　（2R）　，

if　Msj　＃Msk　Or　if　msJ’　＝msk　and　lj＋lk　＝even，and

（12）

（13a）

　　　　　　　　　　　　　　　d／k（R）＝en／k（2R）＋（8／π2）∬4332ノ・（2Rs）Hkj，kj（s）・　（・3b）

if　msj　一一msk　and　ll・＋lk＝odd．　Thus　the　intracu　le　and　extracule　densities　are　not

completely　independent　as　suggested　previously　［5，9］．　A　special　case　of　Eq．（13a）　for

msj　＝msk，　lj＋lk　＝even，　and　R＝O　gives　the　electron－electron　counterbalance　and

coalescence　（or　Ferrni）　holes　｛10］　djk（O）＝hjk（O）＝O　simultaneously．　The　same

discussion　holds　in　momentum　space．

　　　　　If　the　second　terrn　on　the　right－hand　side　of　Eq．　（13b）　is　small　or　if　the　spin－orbital－

pair　contributions　in　the　form　of　Eq．　（13b）　are　small　by　themselves，　we　obtain　an

approximation　d（R）i8h（2R）　between　the　total　extracule　and　intracule　densities．　Our

previous　study　［4］　on　the　intracule　density　has　clarified　that　in　position　space，　the

ls　alsfi　spin－orbital－pair　gives　a　predominant　contribution　to　the　total　density　h（u）．

Since　Eq．　（13a）　is　valid　for　the　ls　als17　pair，　we　anticipate　that　the　behavior　of　the

extracule　density　d（R）　will　be　similar　to　that　of　the　intracule　density　h（u）　in　position

space．　ln　momentum　space，　however，　it　has　been　shown　［4］　that　major　contributions　to

the　intracule　density　h（v）　come　from　pairs　of　valence　spin－orbitals．　Equation　（13b）

appears　more　often　for　these　spin－orbital－pairs，　and　therefore　we　expect　that　in

momentum　space　the　behaviors　of　the　extracule　d（P）　and　intracule　h（v）　densities　may

show　some　differences．　These　anticipations　will　be　actually　confinned　in　Section　2－4－4．

2－4－3．　COMPUTATIONAL　METHOD
　　　　　For　the　neutral　atoms　He　（Z＝2）　through　Xe　（Z＝54）　in　their　experimental　ground

LS　term　［11］，　we　have　previously　confumed　｛3］　that　among　（2L　＋1）（2S　＋1）　degenerate

states，　there　exists　at　least　one　state　with　spechic　z－component　ML　and　Ms　values　of

L　and　S　that　results　in　a　single　determinant　wave　function，　where　L　and　S　represent　the

total　orbital　and　spin　angular　momentum　quantum　numbers，　respectively．

　　　　　For　these　ground　LS　states　of　the　53　atoms，　the　radial　functions　Rj　（r）　in　position

space　have　been　generated　by　the　numerical　Hartree－Fock　method　based　on　a　modified

and　e曲anced　versi・n・f　the　MCHF72　c・dc【・2】・Then　the　pr・ducts　r2Rノ（r）Rk（r）・f

two　radial　functions　have　been　numerically　HankeFtransformed　to　obtain　」Vi」k（s），　by

using　the　algorithm　of　Talman　｛13］．　Following　Eqs．（5a），　（7a），　and　（7b），　we　obtain　the

fUncti・n　D／k（s）as　the　sum・f　pr・ducts・f　tw・賑（s）with　apPr・priate　c・ethcicnts．

The　paramctersα㌔nd　bk　have　been　taken丘・m　the　Slater・s　b・・k　l14】．　An・additi。nal

Hankel　transformation　［Eq．（4）］　of　the　function　D！・k（s）　gives　the　spherically－averaged

extracule　density　dl－k　（R）　．

　　　　　In　m・mentum　space・the　p・siti・n－space　radial　fUncti・ns　Rノ（r），generated　by

numerical　Hartrce－Foc：k　calculations，　have　been丘rst　Han：kel－transfbrmcd　to　obtain　the

momentum－space　radial　functions　Pj（p）　according　to　Eq．　（11）．　Then　the　same

procedure　as　in　position　space　has　been　applied　to　derive　dJ・k　（P）　．

2－4e4．　RESULTS　AND　DISCUSSION
　　　　　Throughout　this　Section，　total　extracule　densities　are　normalized　to　unity　instead

of　N（N－1）／2　for　all　the　53　atoms　in　order　to　avoid　large　numbers　and　to　facilitate　mutual

comparison．　Accordingly，　ail　the　spin－orbital－pair　components　are　normalized　to　2／N（N－

1）　and　the　subshell－pair　contributions　are　obtained　as　their　partial　sum．

2－4－4“1．　EX’TRACULE　DENSITY　IN　POSITION　SPACE
　　　　　Position－space　extracule　densities　d（R）　are　exemplified　in　Fig．1　for　a　few

selected　atoms　in　their　ground　state．　All　the　extracule　densities　shown　in　Fig．1　are

monotonically　decreasing　functions，　when　R　increases．　However，　the　densities　for　the　Zn

and　Mo　atoms　have　a　shoulder　around　R＝O．05．　Analogous　and　systematic　examinations

show　that　the　extracule　density　d（R）　in　position　space　is　a　unimodal　function　with　a

maximum　at　RニO　for　aU　the　53　atoms，　as　is【4］the　intracule　dcnsity乃（の．　Table　l

summarizes　the　maximum　height　dma．＝d（O）．　The　maxima　dma．　increase　with

increasing　Z，　and　we　find　an　approximate　relation　d（o）io．2942z2’4i69／（z－1）　for

2≦Z≦54．We　also丘nd　d（0）／h（0）＝8　exactly　fbr　Z＝2－4　as　proved　in　Rc£【91，　but　fbr　the

remaining　atoms　the　ratio　increases　monotonically　from　8．108　for　Z＝5　to　10．946　for

Z＝54．　The　extracule　density　d（R）　at　R＝O　is　called　（9｝　the　elcctron－electron

counterbalance　density　and　represents　the　probability　density　of　finding　any　two　electrons

precisely　at　the　opposite　positions　with　respect　to　the　nucleus．　Some　discussion　on　the

property　of　the　electron－electron　counterbalance　density　d（O）　is　found　in　Refs．［9，10，15］．

　　　　　A　decomposition　of　the　extracule　density　into　subshell－pair　contributions　shows

that　for　all　the　atoms，　the　five　largest　contributions　to　d（R）　come　from　the　inner　subshell－

pairs　lsts，　ls2s，　ls2p，　2s2p，and　2p2p，which　consist　of　1，　4，　12，　12，　and　15　spin－

orbital－pair　contributions，　respectively，　when　fully　occupied．　For　the　Zn　atom　（Z＝30），　Fig．

2　illustrates　these　five　contributions　out　of　the　total　28　subshell－pair　contributions．

Clearly，　the　tsls　subshell－pair　is　seen　to　give　a　significant　contribution　for　the　region

R〈O．02，　and　the　ls2p　subshell－pair　is　largest　for　O．02〈R〈O．10．　These　two　contributions

are　unimodal　with　a　maximum　at　R＝O　and　form　the　monotonically　decreasing　behavior　of

the　extracule　density　d（R）．　Due　to　Eq．　（13b），　the　contribution　of　the　ls2p　subshell－pair

is　slightly　different　in　d（R）and乃（の；in　a　small　R　or　u　rcgion，　the　pair　has　a　largcr　density

in　d（R）than　in乃（の．

　　　　　Figure　3　depicts　typical　spin－orbital。pair　contributions　d／k（R）to　d（R）in　Zn　atom・

where　there　is　a　total　of　435　spin－orbital－pairs．　Figure　3（a）　shows　the　contributions　from

five　spin－orbital－pairs　wit　h　different　spins；　ls　cu　lsfi，　ls　a　2sfi，　ls　a　2po／3，

2p－la2p＋1iB，　and　2s　a2po13．　Because　of　Eq．　（13a），　all　these　contributions　have

essentially　the　same　behavior　as　that　we　have　aiready　discussed　14］　for　the　intracule

density．　We　here　simply　note　that　the　ls　alsfi　pair　gives　a　unimodal　distribution　with　a

maximum　at　R＝O，　and　its　contribution　is　more　than　ten　times　larger　than　the　other　four

contributions．　Figure　3（b）　shows　the　contributions　from　four　spin－orbital－pairs　with　the
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same　spin；　ls　a2poa，　2s　a2poa，　ls　a2s　a，　and　2p－la2p＋la．　The　first　two

contributions　are　unimodal　with　a　maximum　at　R＝O，　while　the　last　two　are　unimodal　with

zero　at　R＝O　and　a　maximum　away　from　R＝O．　The　property　djk　（O）　＝　O　is　known　（10］　as

the　electron－electron　counterbalance　hole　and　valid　for　any　contribution　from　spin－

orbitals　j　and　k　with　the　same　spin　and　with　the　same　inversion　symmetry．　The

counterbalance　hole　implies　that　these　electrons　cannot　be　at　the　opposite　positions　with

respect　to　the　inversion　center　and　is　a　consequence　of　the　antisymmetry　of　electronic

wave　functions　as　the　electron－electron　coalescence　or　Fermi　hole．　Since　the　essential

feature　of　spin－orbital－pair　contributions　shown　in　Fig．　3　for　the　Zn　atom　is　the　same　for

all　the　53　atoms，　we　conclude　that　the　position－space　extracule　density　d（R）　is　a

unimodal　function　with　a　maximum　at　R＝O　due　to　the　predominant　ts　als6　spin－orbital－

pair　or　lsls　subshell－pair　contribution，　and　has　a　behavior　similar　to　the　corresponding

jntracule　density　h（u）　apart　from　two　constant　factors　appearing　in　Eq．　（13a）．

2－4－4－2．　EXTRACULE　DENSITY　IN　M　OMENTUM　SPACE
　　　　　Figure　4　exemplifies　the　momentum－space　extracu　le　density　d（P）　for　the　same

atoms　cxa曲ed血Fig．1　in　position　space．　In　contrast　with　a　single　common　modality

observed　for　the　position－space　densities，　Fig．4　shows　that　there　are　at　least　two　different

types　of　modality　in　the　momentum－space　extracule　densities．　The　extracule　densities

d（P）　of　F　and　Zn　atoms　are　unimodal　functions　with　a　maximum　at　P＝O．　The　extracule

densities　of　K　and　Mo　atoms　are　unimodal　with　a　maximum　at　P＝O．2266　and　at

P＝O．3018，　respectively．

　　　　　A　systematic　examination　of　all　the　53　atoms　concludes　that　the　momentum－space

extracule　densities　are　classified　into　two　types　based　on　the　location　of　the　maximum：

T）ype　A．　Unimodal　extracule　density　with　a　maximum　at　P＝O．　The　next　42　atoms　have

densities　of　this　type；　group　2　atoms，　transition　atoms　Sc－V，　Mn－Ni，　Zn，　Y，　Zr，　Tc，　Pd，

and　Cd，　and　group　13－18　atoms．　All　these　atoms　have　two　electrons　in　the　outermost　s

orbital．

Type　B．　Unimodal　extracule　density　with　a　local　minirnum　at　P＝O　and　a　maximum　at

P＞O．　The　next　11　atoms　have　Type　B　densities；　group　1　atoms　and　transition　atoms　Cr，

Cu，　Nb，　Mo，　Ru，　Rh，　and　Ag．　All　these　atoms　have　single　electron　in　the　outermost　s

orbital．

　　　　　Table　2　summarizes　the　above　classification　of　the　momentum－space　extracule

density　d（P）　together　with　the　maximal　subshell－pair　contribution　to　it．　lf　we　introduce

symbols　S，　P，　and　D　for　the　outermost　s，　p，　and　d　subshells，　respectively，　and　a　symbol　S’

for　the　second　outermost　s　subshell，　the　subsheH－pairs　appeared　in　Table　2　are　grouped

into　only　four　types　SS，　SS’，　SP，　and　PD．　Thus，　it　is　iimnediately　seen　that　the

momentum－space　extracule　density　d（P）　is　governed　by　a　few　outermost　subshell－pairs

and　depends　explicit　ly　on　the　valence　electronic　configuration　of　an　atom，　in　marked

contrast　to　the　position－space　extracule　density．　ln　general，　two　neighboring　atomic

subshells　have　different　spatial　inversion　symrnetries　to　which　Eq．　（13b）　applies．　As　a

result，　the　extracule　d（P）　and　intracule　h（u）　densities　in　momentum　space　show

different　behaviors．　For　the　intracule　density　h（v），we　have　observed　［4］　three　types　of

the　modality　and　five　types　of　major　subshell－pair　contributions．

　　　　　Table　2　also　tabulates　the　maximum　value　d．，．　E　d（P．，．）　of　d（P）　and　its

location　Pm，．　which　characterize　the　distribution　of　the　momentum－space　extracule

density．　When　atomic　number　increases　within　a　period，　there　is　a　trend　that　d．．

decreases，　although　it　is　subject　to　some　exceptions．　A　special　case　of　d（P）　at　P＝O，

dHiO）　，　represents　［15）　the　electron－electron　counterbalance　density　in　momentum　space，

which　is　the　probability　density　for　a　pair　of　electrons　to　have　exactly　opposite　momenta．

For　Z＝2－4，　the　ratio　d一 iO）／h一iO）　is　8　exactly，　but　for　Z＝5－54，　it　inegularly　distributes

between　8．432　and　17．439，　reflecting　the　difference　in　the　extracule　and　intracule

densities　for　these　atoms　in　momentum　space．

　　　　　For　the　Zn　atom　having　Type　A　density，　Fig．　5　depicts　four　major　subshell－pair

contributions，　4s4s，　3p3d，　3d4s，　and　3s4s．　These　subshell－pairs　consist　respectively　of　1，

60，　20，　and　4　spin－orbital－pairs，　when　the　subshells　are　fully　occupied．　The　first　two

subsheH－pair　contributions　are　unimodal　with　a　maximum　at　P＝O，　while　the　last　two　are

unimodal　with　a　maximum　away　from　P＝O．　The　modality　of　d（P）　of　the　Zn　atom　is

attributed　to　the　largest　4s4s　or　SS　contrjbution．　The　Type　A　modality　of　atoms　with　an

outermost　s（2）　configuration　is　explained　analogously　except　that　for　the　group　13－18

atoms，　the　SP　contribution　is　larger　than　the　SS　one．　Figure　5　also　shows　that　the　Type　B

modality　appears　if　we　remove　the　SS　contribution　as　in　the　case　of　atoms　with　an

outermost　s（1）　configuration．　We　note　that　the　Type　A　modality　of　d（P）　is　explained

based　only　on　the　largest　subshell－pair　contribution　given　in　Table　2，　but　the　Type　B

modality　comes　from　secondary　subshell－pair　contributions　with　a　maxinium　at　P＞O．

　　　　　Figure　6　shows　some　spin－orbital－pair　contributions　dJ・k　（P）　to　d（P）　for　the　Zn

atom．　Figure　6（a）　compares　the　contributions　from　five　spin－orbital－pairs　with　different

spins；　4sa4s！7，　3sa4s］B，　3poa3do／3，　3d－la3d．1／3，　and　3doa4sfi．　Due　to　Eq．

（13a），　the　behavior　of　these　contributions　is　essentially　same　as　those　examined　14］　for

the　intracule　density．　The　frrst　fbur　spin－orbita1－pa辻s　have　Type　A　distributions，　whereas

the　last　spin－orbital－pairs　have　Type　B　distributions．　When　3d　orbitals　participate，　the

contribution　of　the　spin－orbital－pair　is　about　1／100　times　smaller　than　that　of　the

4s　a4sfi　spin－orbital－pair．　Figure　6（b）　shows　the　contributions　from　four　spin－orbital－

pairs　with　the　same　spin；　3sa4sa，　3doa4s　a，　3d－la3d＋la，　and　3poa3doa．As

discussed　in　the　Subsection　2－4－4－1，　the　spin－orbital－pair　contributions　with　the　same

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　have　zero　value　at　P＝O　due　to　the　counterbalance　hole　in　thespin　and　even　lj　＋lk

Hartree－Fock　theory，

distributions．　The　frrst

3poa3doa　pair　with

　　　　　The　analysis　of　spin－orbital－pair　contributions　1

momentum　space，　the　Type

with　different　spins　in　SS　and　SP　subshell－pairs．　On　the　other　hand

comes　mainly　from　electrons　in　SD　subshe｝1－pair　and　from　electrons　with　the　same　spin　in

SS’，　PP，　and　DD　subshell－pairs．

and　hence　such　spin－orbital－pairs　always　contribute　to　Type　B

　　three　pairs　belong　to　this　group．　On　the　other　hand，　the

lj　＋　lk　＝　3　is　unimodal　with　a　maximum　at　P＝O．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ibutions　leads　us　to　the　conclusion　that　in

　　　　A　modality　of　the　extracule　density　is　mainly　due　to　electrons

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　the　Type　B　modality

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　’　t　’　t　一　　　　　　一
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2－4－5．　CONCLUSION
　　　　　Within　the　Hartree－Fock　framework，　the　theoretical　structure　of　the　spherically－

averaged　extracule　densities　d（R）　in　position　space　and　d（P）　in　momentum　space　has

been　clarhied　in　relation　to　the　corresponding　intracule　densities　h（u）　and　h（v）　．　Using

the　numerical　Hartree－Fock　method，　we　have　systematically　constructed　these　extracule

densities　for　the　atoms　He　through　Xe　in　their　ground　state．　The　contributions　of

subshell－pairs　and　spin－orbital－pairs　to　the　total　extracule　density　have　been　analyzed　in

both　spaces．　For　all　the　53　atoms，　the　position－space　extracule　density　has　been　found　to

be　a　unimodal　function　with　a　maximum　at　R＝O　due　to　the　predominant　lsls　subshell－

pair　contribution．　ln　momentum　space，　however，　the　extracule　densities　have　been

classhied　into　two　types　based　on　their　modalities．　We　have　further　found　that　the

different　modalities　in　the　momentum－space　extracule　densities　originate　from　a　few

outermost　subshell－pairs．

Tablc　1．　The　maximum　value　d．，．　E　d（O）　ofthe　position－space

extracule　density　d（R）　．　Note　that　d（R）　is　normalized　to　unity

instead　of　N（N　一　1）　／2．　A（n）　means　A×　10n　．

z Atom dmax z Atom dmax
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1．5248

2．0914

2．7988

3．5508

4．3673

5．2478

6．2382

7．3095

8．4633

9．6723

1．0933（1）

1．2228（1）

1．3558（1）

1．4923（1）

1．6322（1）

1．7755（1）

1．9221（1）

2．0716（1）

2．2238（1）

2．3737（！）

2．5246（1）

2．6769（1）

2．8274（1）

2．9856（！）

3．1437（1）

3．3034（1）

α
血
G
b
野
営
翫
欣
距
即
興
Y
ゐ
恥
愉
箕
揃
踏
囲
㎏
α
㎞
翫
翌
翌
－
冷

3．6246（1）

3．7927（1）

3．9630（1）

4．1359（1）

4．3113（1）

4．4889（1）

4．6688（1）

4．8510（1）

5．0349（1）

5．2207（1）

5．4065（1）

5．5933（1）

5．7799（1）

5．9689（1）

6．1603（1）

6．3505（1）

6．5430（1）

6．7355（1）

6．9315（1）

7．1293（1）

7．3282（1）

7．5286（1）

7．7305（1）

7．9336（1）

8．1381（1）

8．3439（1）
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Tablc　2．　Classification　of　the　momentum－space　extraculc　density　d（P）　and　the

maximal　subshell－pair　contribution　to　it．　Characteristics　Pma．　and　dmax　＝’　d（Pmax）

of　the　maximum　of　the　momentum－space　extracule　density　d（P）　are　also　given．

Note　that　d（P）　is　normalized　to　unity　i　stead　of　N（IV－1）／2．　A（n）　means　A×10”．

z Atom Type Subshell－pair Pmax 証max

2
3
4
5
6
7
8
9
1
0
1
1
1
2
1
3
1
4
1
5
1
6
η
1
8
1
9
2
0
2
1
2
2
2
3
2
4
2
5
2
6
2
7
2
8
2
9
3
0
3
1
3
2
3
3
3
4
3
5

雪
融
鋤
晶
晶
面
諭
鋤
諏
聯
聯
幼
聯
鋤
幼
黒
海
四
四
城
繍
納
晶
晶
驚
駒
蜘
蜘
瀬
瀬

5803

6133

6622

8253

1744

4．1821（一1）

1．8265（一1）

　1．2023
6．7778（一1）

3．5025（一1）

1．9400（一1）

1．3633（一1）

9．3930（一2）

6．5336（一2）

4．9862（一2）

2．0743（一1）

2．3074（一1）

1．7735（一1）

1．3191（一1）

1．1795（一1）

9．8403（一2）

8．0187（一2）

6．7492（一2）

1．6733（一1）

1．3040（一1）

1．0537（一1）

8．6509（一2）

2．7148（一2）

6．0616（一2）

5．1287（一2）

4．3874（一2）

3．7798（一2）

1．3259（一2）

2．8622（一2）

4．0322（一2）

3．8252（一2）

3．4107（一2）

3．5322（一2）

3．3715（一2）
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Table　2．　（continued）

z Atom Type Subshell－pair Pmax 冴max

齢
翫
Y
乃
勘
臨
賢
揃
踏
囲
㎏
α
㎞
翫
訪
驚
－

初
5
5
5
3
5
5
4
4
昭
5
5
4
4
4
4
嘱
羅
5
5
⑫
⑫
⑫
功
功

恥
5
3
5
5
5
5
ゆ
伽
5
3
ゆ
吻
初
初
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5

O．1949

0

0

0

0．2754

0．3018

0

0．3157

0．3299

0

0．3686

0

0

0

0

0

0

2．8894（一2）

6．4037（一2）

5．2748（一2）

4．5232（一2）

2．0497（一2）

1．8214（一2）

3．0766（一2）

1．5290（一2）

1．3964（一2）

1．2893（一2）

1．1653（一2）

1．8869（一2）

2．5326（一2）

2．5269（一2）

2．3773（一2）

2．5394（一2）

2．5207（一2）
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Fig．　1．　Examples　of　the　position－space　extracule　density　d（R）． Fig．　2．　Major　subshell－pair　contributions　to　the　position－space　extracule　density

　　　　d（R）　of　the　Zn　atom　（Z＝30）．
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　　PART　2　e

CHAPTER　5．

HARTREE－FOCK　EXTRACULE　M．　O，MENTS

2－5・1．INTRODUCTION
　　　　　The　electronic　i：ntraculc　1（の　and　cxtτaculc　E（R）　dcnsities，　introduccd　by

Coleman　I　1］，　are　a　couplc　of　electron－pah’dcng｛tics　uscful　to　analyzc　and　characterセe　the

motion　of　a　pair　of　clcctrons　in　atoms　and　moIeculcs（sce，　e．g．，　Ref．［2】fbr　a　revicw）．

The　intraculc　dcnsity　1（の　and　its　spherical　avcragc　h（のare　thc　probability　density

釦nctions　fbr　thc　rclativc　vcctor　ti　and　its　magnitudc　u，　respectively．　Thcy　have　becn

used　in　sevcral　physical　and　chemical　contexts　particularly　in　rclation　to　the　clcctron

corrclation　problcm　（scc　rcferences　givcn　in　Rcfs．12，3D。　Thc　momentum－space

countcrparts　1（v）and　h（u）havc　bccn　introduccd　as　wc11，　which　arc　dcnsity　functions

respcctively　of　the　rclative　momcntum　vcctorδ　and　its　magnitudc　u．　Accurate

Ha質ree－F・ck　values・f　th・血tracule　m・m・nts〈〆～〉血P・siti・n　space　and〈♂〉血

momcntum　space　havc　bccn　reported　l3｝rcccntly　for　the　atoms　from　He　to　Xe　in　theh’

ground　statc．　For　thcsc　atoms，　systematic　examination　of　the　sphericaUy－avcraged

intracule　dcnsitics　h（u）and乃（u）has　also　becn　performcd［4］vcry　rccently．

　　　　　Thc　cxtraculc　dcnsity　E（R）in　position　spacc　reprcscnts　thc　probability　density

食mction　for　the　center－of」mass　vector　R，　and　is　dc丘ned　for　an　2V－clectron　system

（ノ〉≧2）by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E（R）≡〈繊δ［晦）／2】〉・　伽）

whcreδ（一r）is　thc　thrce－dimcnsional　Dirac　dclta　fUnction　a：nd　thc　angular　brackcts　stand

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヰ
f（）rthc　cxpcctation　valuc．　Thc　spherical　avcrage　d（R）of　E（R）is　defined　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d（R）一4ン∫4ΩRE（π）・　　　（1b）

wherc（R，ΩR）withΩR≡（eR，φR）arc　spherical　polar　coordinates　of　the　vector　R．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぜBy　dcfinition，　thc　cxtraculc　dcnsitics　E（R）and　d（R）arc　normaliZcd　to　thc　number　of

electron　pa辻s，

　　　　　　　　　　　　　　　　∫4顧）二4π∫趣24（R）＝N（M）／2・　　（・c）

and　contain　information　about　thc　location　of　electron　pa辻s．　Exactly　analogous
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の
definitions　apply　to　thc　momentum－spacc　cxtraculc　dcnsity　E（P）and　its　sphcrical

average　d（P）：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

E一 iP）≡
F1δr戸一（卿／2］＞

　　　　　　　　　　　　　　114ΩP亙（P），
　　　　　　　d（P）　1

　　　　　　　　　　　　　　4n・

，
．

（2a）

（2b）

　　　　　　　　　　　　　　　　　∫漉（のP）＝4π∬4PP2♂（P）一N（N一・）／2・

　　　　　　　オ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　オ

where　P≡（P，ΩP）　and　ΩP…≡（θP，φP）．　The　fUnctions　E（P）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヰprobabiHty　densities　fbr　the　center－of」mass　momentu〃vector」P　and

respectively・

（2c）

and　d（P）　are

its　magnitude　P，

　　　　　Only　a　few　studies　arc　reported　on　the　extracule　densities　of　specific　atoms　and

m・lecules．・Thakkar・and・M・・re【5］・xa曲・d　the　radial　extraculc　density　4nR　2d（R）f・r

the　atoms　He，　Li，　and　Be　in　relation　to　the　sheU　structure．　They　also　studied　cross

　　　　　　　　　　　　　づ
sections　of　E（R）fbr　two　molecules　H2　and　LiH　and　discussed　the　chemical　bonding・

The　Laplacian　of　eXtracule　densitics　was　discussed　by　Sarasola　et　a1．【6］fbr　the　atoms　Li

through　Ar・For　the　Ne　atom，　Wang　and　Smith　｛7］　studicd　the　extracule　density　and　its

Laplacian，　and　pointed　out　discrepancies　in　the辻characteristics　duc　to　different　basis　sets．

　　　　　　　　　　　　　　　づ
Topology　of　E（R）in　a　few　planar　molecules　was　examined　by　Cioslowski　and　Liu【81．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヰ
Fradera　et　al．【91　examined　the　topology　of　E（R）and　its　Laplacian　fbr　simple

hydrocarbons．　For　the　first－row　hydrides，　Sarasola　et　al．【10］and　Wang　and　Smith【11】

analyzed　thc　radiaI，　longitudinal，　and　transverse　extracule　densities　in　position　space　at

the　S　CF　level．　Wang　et　al．【12）　also　performed　analogous　examinations　of　the　hydrides

at　the　SCF　and　CI　levcls　and　found　a　few　essential　differences　with　the　S　CF　results　in　Ref．

【10］．　The　corresponding　analysis　in　momentum　spacc　was　reported　by　Wang　and　Smith

【13］both　at　the　SCF　and　CI　levels，　and　the　conclation　effect　on　the　chemical　bonding

was　discussed．

　　　　　Howevcr，　aU　these　studies　are　based　on　basis－set－expansion　wave　fhnctions　with

Gaussian－type　basis　sets（except　Ref【7】which　used　Slatcr－type　fUnctions），　and　no

accuratc　results　conceming　the　extracule　density　and　its　related　properties　are㎞own

evcn　fbr　atoms．　In　Chapter　5，　we　detemline　accurate　Hartree－Fock　values　of　electronic

cxtracule　moments＜Rn＞in　position　space　and＜pn＞in　momentum　space　fbr　a

series　of　53　neutral　atoms　w並h　atomic　number　Z＝2　to　54．　In　the　next　section，　two

methods　arc　presented　fbr　this　purpose：The」Eirst　method　uses　the　sphericany－averaged

extracule　densities，　while　the　second　method　uses　their　characteristic　fUnctions．　In

Sectio：n　2－5－3，　computatio：nal　details　are　given　fbr　the　application　of　these　methods　to　thc

atoms　He　through　Xe　in　their　ground　state，　in　combination　with　thc　numcrical　Hartree－

Fock　method．　The　results　are　presented　and　discussed　in　Section　2－5－4　fbr　the　cxtracule

momcnts＜Rn＞with　n＝一2to＋4　and＜」Pn＞with　n＝一2to＋3．　It　will　be　pointed　out

that　these　extracule　moments　have　intimate　relations　with　the　corresponding　intracule

moments．　Hartrce　atomic　units　are　used　throughout　this　chaptcr．
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四
一

2－5－2．EXTRACULE　MOMENTS　IN　HA：RTREE－FOCK　THEORY
2－5－2－1．MOMENTS　IN　POSITION　SPACE
　　　　　Using　the：kernel　of　three－dimensional　Fourier　transformations　fbr　the　Dirac　delta

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆfUnction　δ（F）（see，　e．g．，　Re£【14D，　the　extracule　density　E（R）de丘ned　by　Eq．（1a）is

rewntten　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E（R）＝π一3∫術exp（＋庶）G（S），　　　（3a）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N－1　1V

　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ（噂s）＝ΣΣ〈exp（一な・弓）exp（一∫鑑）〉・　　　（3b）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ＝1k＝ノ＋1

　　　　　For　a　single　Slater　determinant　wave　fUnction　composed　of　N　spinorbitals

姥ノ（F）ηノ（σ），the　Condon－Slater　rules（see，　e．9．，　Ref【15］）rearrarlge　the　fUnction　（］（5）

as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハr－1　N

　　　　　　　　　　　　　G（y）一ΣΣ｛ア5（9）滅（5）一・㌦一三σ）垢（y）｝・　　（4a）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ＝1k＝ノ＋1

where〃lsj　denotes　the　spin　quantum　number　of　the　spinorbital／alld

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノノん（9）≡∫47exp（＋’5ヂ）騨；（デ）Vk（F）・　　（4b）

For　at・ms　and　at・mic　i・ns・we　can　generally　assume　that　the　spatial・rbital膨ノのhas　a

fb㎜，

where

　　　　　　　　　fjk　（s’）　＝V4z　2z；　i

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l＝O

where

　　　　　　　　　　　　　　　　Wnijk（s）≡　n／1（sr）RlωR鳶ω＝鴫（s），

in　which／1（x）is　a　spherical　Bessel　fUnction　of　the　fust　kind．

　　　　　The　spherically－averaged　intracule　density　d（R），　defined　by　Eq．（lb），

expressed　as　a　Hankel　transform　of　a　function　D（s）　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d（R）一（4／π2）f8d∬2ノ・（2Rs）D（s）・

where

　　　　　　　　　　　　　　D（s）　i　（4z）一if　d9，　G（s一’）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N－1　N
　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝ΣΣ｛D粥（s）一・㌔轟んD繭（s）｝・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ＝1　k＝ノ十1

in　which

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Di，・，ki　（s）　1　（4z）一if　d9，　fi；（s’）fk“i（s一’）．

From　Eq　．（6a），　Dti　，kk　and　D」k　，kj　are　explicit　ly　obtained　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　yノの＝Rノω巧ノ頑Ω・）・

IYI〃1（Ω）is　a　spherical　harmonic　and　F＝（r，Ω7）．Then，　we　find【3】tllat

　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　V7ffΣ．1V21＋1c1（1／mノ；lkmk）垢ノー燐k（Ω，）W2ijk（s），

ck
ilm；1・〃・）is　the　C・nd・n－Sh・rtleyparameter【16］and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　∬4・・

（5）

（6a）

（6b）

can　be

（7a）

（7b）

（7c）

92

　　　　　　　　　　　min（21」　，21k　）

Dガ，ke（s）＝Σ（21＋1）al（1ノ〃ノ；lkmk）％切（s）W21ke（s）・

　　　　　　　　　　　　　　1＝0

　　　　　　　　　　1ノ＋lk

D／k、，kj（・）；Σ（一1）1（21＋1）わ1（1プmノ；lkmk）％〃ん（s）％晦（s）・

1－Yj　一一lk　1

（8a）

（8b）

where　the　summations　run　over　every　other　integers　between　the　spccified　values，　and

thc　s脚b・1sαん伽；1・加・）and　bk（lm；1’m’）are　C・nd・n・Sh・rtlcy　paramctcrs【16］．　Thc

ab。ve　restricti・n・n・the・summati・ns　means　that血Eq．（8b）we　can・mit　the飴ct・・（一1）1

血thc　summati・n，　if　an　alternative　fact。r（一1）Zノ＋1・is　simply　added　in　fr・nt・f　the

summation．　The　extracule　moments＜Rn＞are　then　obta血ed　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　〈Rn〉≡∫4舵（R）ニ4π∫趣R〃＋2d（R）・　　（9）

where“is　a　real　number　grcater　than－3．　Pa貢icularly，＜Ro＞is　equal　t・

ノV（2V－1）／2，the　number　of　clectron　pa廿s．

　　　　　Equation（7a）㎞plies　that　thc　fUnction　D（5）is　the　charactcristic　fUnction　of　the

sphcrically－averaged　extracule　density　d（R）．Then　thc　extracule　moments＜Rn＞can

bc　dh’ectly　obtained　from　the　characteristic　fU：nction　D（s）fbr　an　integer　valuc　ofπ．　As

was　the　case　r3】of　the　hltracule　momcnts〈un〉，we　combine　Eqs．（7a）and（9）and

interchange　the　order　of　intcgrations　with　respcct　to　R　and　5．　Wc丘nally　find

　For　π＝一2：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈R－2＞ニ4∫♂4∬D（s）・　　　（・・a）

　For　π＝一1：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈R－1＞＝（4／π）∫345D（s）・　　　（・・b）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

For　a　nonnegatlve　even　intcger　n：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈Rn＞＝（一1）i2一”（π＋・）D（n）（・）・　　　（・・c）

　For　a　positive　odd　hltcgerπ：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n＋1

　　　　　　　　　　　　　　　〈Rn〉ニ（一・）2π一121一”（π＋1）∫8a∬一1D（π）（5），　（・・d）

whcre　Dω（s）is　theπ一th　dcrivative・f　thc釦ncti・n　D（s）with　respect　t・5・Aspecial

casc・fEq．（10c）reads　D（0）ニ＜RO＞＝N（N－1）／2・Aderivative・f　D（s）rcduccs　t・a

combination　of　derivativcs　of　thc　fUnction　Wnijk（s）．Then　a　recursivc　rclation　given　h1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　のRcf【3］is　usefUl　fbr　its　evaluatlon．

2－5－2－2．　MOMENTS　IN　MOMENTUM　SPACE
　　　　　The　Hartree－Fock　wave　function　in　momentum　space　has　exactly　the　same

determinantal　structure　as　that　in　position　space，　provided　that　the　one－electron　spatia1

93

　　　　　　　　　　　　　　　　　　翼灘醸識諸議1・

灘灘．鱗灘羅灘鑛1』1攣ぞ’

一
へ
・
㌔
、

一
緬
蓮

・
蓑
鍾

　
　
　
　
　
　
羅
禰
一



負mction殊（噂r）is　replaccd　with　its　momentum－space　countcrpart・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ilk（戸）ニ（2π）一3！2∫47exp（一φ・7）Vk（戸）・　　（・・a）

For　the　position－spacc　atomic　orbital　givcn　by　Eq．（5），　the　corrcsponding　momcntum－

space　orbital　is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢k（のρ）ニPk（ρ）巧画（ΩP）・　　　　　（11b）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　腓（一’）1鳶傷∫3励lk（卿r）・　（・・c）

where四二（ρ，ΩP）・Then　the　extraculc　m・ments〈P”〉血m・mentum　spacc・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

associated　with　the　dcnsitics　E（P）and　d（P），　are　obtaincd　by　cxactly　the　samc

proccdures　as元n　position　space・

2－5－2－3．　CHARACTERISTIC　FUNCTIONS　OF　EXTRACULE　AND
INTRACULE　DENSITIES
　　　　　It　may　be　interesting　to　note　that　the　structure　of　the　characteristic　function　D（s）

of　the　extracule　density，　defined　by　Eq．（7b），　is　very　similar　to　that　of　the　corresponding

function　H（s）　appeared　［3］　in　the　evaluation　of　the　intracule　moments　〈u”　〉．　We

㎞ediatclゆd　that　thc‘d廿ect’tcm　Dガ，jlk（s）［Eq．（8a）］is　idcntical　to触（s）．On

the　other　hand，　the　‘exchange’　term　Djk，kJ・（s）　［Eq．（8b）］　includes　an　additional　factor

（一1）i　in　the　summation，　or　a　factor　（一一1）ij＋ik　in　front　of　the　summation，　compared　to

Hkj，lp‘　（s）　．　The　factor　generates　a　ditiference　between　the　two　exchange　terms　only　when

the　sum　1ノ＋lk・f　thc　azimuthal　quantum　numbers・f　thc　relevant・rbitalS／and　k　is　an

odd　integer．　Remind　also　that　in　Eq．（7b）　the　exchange　term　DJ・k　xl・（s）　contributes　only

when　the　spinorbitals／and　k　have　thc　samc　spin．　For　the　thrcc　atoms　He，　Li，　and　Bc，　we

therefore　have　D（s）＝H（s）　exact　ly，　since　in　He　there　is　no　exchange　term　and　in　Li　and　Be

only　the　s　orbitals　are　occupied　and　the　factor　（一1）ij＋ik　gives　no　contribution　in

Djk　，kj　（s）．

　　　　　These　similarit　ies　in　the　extracu　le　D（s）　and　intracule　H（s）　characteristic　functions

suggest　that　there　may　be　some　relations　between　the　extracule　〈R”　〉　and　intracule

＜un＞moments　in　position　spacc．　Thc　samc　is　truc　fbr　thc　charactcristic　fUnctions　in

momentum　spacc，　and　hence　for　the　electron－pair　moments　〈Pn＞　and　〈vn＞　in

momentum　space．　Such　anticipation　wM　be　discussed　in　Section　2－5－4．

2－5－3．　COMPUTATIONAL　METHOD
　　　　　Each　of　atomic　LS　multiplet　states　is　expressed　in　general　by　a　lmear　combination

of　a　fmite　number　of　Slater　determinants　in　the　Hartree－Fock　theory，　where　L　and　S

represent　the　tota1　orbital　and　spin　angu1ar　momentum　quantum　numbers，　respectively．

For　the　neutral　atoms　He　（Z＝2）　through　Xe　（Z＝54）　in　their　experimental　ground　state

［17］，　we　have　examined　the　structure　of　the　Hartree－Fock　wave　functions．　The　results
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show　that　among　（2L＋1）（2S＋1）　multiplet　states，　there　exists　at　least　one　state　with

specific　z－component　ML　and　Ms　va1ues　of　L　and　S　that　results　in　a　single

determinant　wave　function，　to　which　our　methods　described　in　Section　2－5－2　can　be

applied．

　　　　　For　these　ground　states　of　the　53　atoms　with　sing1e　determinant　wave　functions，

radial　fUnctions　Rノ（r）in　position　spacc　have　bccn　gcnerated　by　the　numcrical　Hartree－

Fock　method　based　on　a　modified　and　enhanced　version　of　the　MCHF72　code　［18］．

Then　products　r2Rj（r）Rk（r）　have　been　numerically　Hankel－transformed　to　obtain

W2ijk　（s）　，　by　using　the　algoritim　of　Talman　［191．　Following　Eqs．（7b），　（8a），　and　（8b），　we

obtain　the　characteristic　function　D（s）　as　the　sum　of　products　of　two　PV2ijk（s）　with

apPr・priate　c・cfficients．　The　parameters　ak（lm；1・〃・）and　bk伽；1・m’）have・becn・takcn

from　the　Slater’s　book　［20］．　An　additional　Hankel　transformation　［Eq．（7a）］　of　the

function　D（s）　gives　the　spherically－averaged　extracule　density　d（R）．

　　　　　For　the　extracule　moments　in　momentum　space，　the　position－space　radial　functions

Rノ（r），generated　by　numerical　Hartree・F・ck　calculati・ns・have　been血st　Hankel・

transforrned　to　obtain　the　momentum－space　radial　functions　Pj（p）　according　to

Eq．（11c）．　Then　the　same　procedure　has　been　applied　as　in　position　space　to　derive　the

functions　D（t）　and　d（P）．

2－5－4．　RESULTS　AND　DISCUSSION

　　　　　Table　1　summarizes　the　extracule　moments　〈Rn＞　in　position　space　for　the

atoms　He　through　Xe　in　their　ground　state．　Note　that　to　avoid　large　numbers　and　to

facilitate　comparison，　the　moments　have　been　divided　by　N（N　一一　1）／2　and　they　show

average　values　for　a　single　pair　of　electrons．　For　all　the　53　atoms，　we　have　used　the　first

methQd　for　the　moments　with　n＝一2　to　＋4，　and　the　second　method　for　the　moments　with

n＝一2，　一1，　＋2，　and　＋4．　Based　on　the　comparison　of　the　two　sets　of　moment　values，　we

have　judged　that　the　present　results　have　the　accuracy　of　7　significant　figures　as　shown　in

Table　1．

　　　　　An　extracule　moment　〈R”〉　with　a　positive　n　generally　decreases　with　an

increasing　atomic　number　Z，　but　the　behavior　is　not　regular　except　for　the　second　period

atoms．　Figure　1（a）　exemplifies　the　Z－dependence　of　the　average　extracule　distance

〈R＞．　Also　plotted　there　for　comparison　is　the　average　intracule　distance　divided　by

two，　〈　u　〉　／2　．　A　surprisingly　good　resemblance　is　observed　for　the　two　results，　and　the

analysis　and　discussion　given　［3］　for　〈u＞　apply　to　〈R＞　as　well．　A　moment　〈R”　＞

with　a　negative　n　generally　increases　with　an　increasing　Z．　Figure　1（b）　shows　the

behavior　of　〈1／R＞　and　compares　it　with　2〈1／u＞．Similarity　between　〈1／R＞　and

2〈1／u＞　is　again　good．

　　　　　Anal・9・us　exa曲ati・ns・fthc　extracule　m・ments＜Rn＞and・intracule・m・ments

〈un　〉　for　n＝一b　2　to　＋4　show

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈un　〉／〈　Rn＞　1　2n　（12）

is　a　good　approximation　for　all　the　n　values　and　for　all　the　53　atoms　examined．　The
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equahty　is　triviaUy　correct　fbr　a　spccial　casc　of　n＝0．　Tablc　2　dcmonstrates　thc　rclation

（12）based　on　thc　statistical　analysis　of　thc　results　fbr　atoms　in　cach　pcriod．　Thc

approximation　is　seen　to　bc　better　for　a　small　ll　l　than　for　a　1argc　iπ1．　Equation（12）can　bc

cxplained　theoreticaHy：Comparison　of　the　de丘nition　［Eq．（7a）】of　the　spherically－

avcraged　extracule　density　d（R）with　that　l3］of　thc　sphcrically。averaged　intracule

density乃（のshows　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d（R）≡…翫（2R）　，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（13）

ゲD（s）≡…H（s）holds　between　theh・characteristic　fU：nctions．　Equation（12）fbllows

immediatcly　from　Eq．（13）．　It　is　evidcnt　that　thc　moments＜Rn＞and＜un＞differ

exactly　by　a　factor　2n，if　the　two　charactcristic　fUnctions　D（s）a：nd　H（5）arc　identical．　As

we　havc　discussed　in　Subsection　2－5－2－3，　however，　thc　fUnctions　D（s）and　H（s）are

sHghtly　d血rent　in　theh’exchangc　parts，　and　this　difference　causes　a　dcviation　from　a

simplc　constant　factor　2n．Nevertheless，　the　deviation　is　not　very　large　as　shown　hl

Fig．1　and　Tablc　2，　suggesting　that　the　overaU　behaviors　of　the　fUnctions　D（s）and　H（5）

are　rathcr　similar．　Notc　that　fbr　thc　thrco　atoms　Hc，　Li，　and　Be，　we　have

〈u”〉／〈Rn＞＝2”exactly　in　the　Hartrec－Fock　theory，　sincc　D（の＝H（s）fbr　thcsc　atoms

as　shown　in　Subsectio112－5－2－3．　It　should　be　also　mcntioncd　that　a　particular　casc　of

Eq．（13）fbr　RニO　reduces　to　a　rclation　d（0）≡翫（0），which　was　prcviously　derived［21］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の
in　thc　study　of　thc　clcctron。elcctron　coalcsccnce　h（0）［ニ1（0）】　and　counterbalance

　　　　　　　　　の
d（0）【：：E（0）ldcnsities．

　　　　　Thc　extracule　moments＜Pn＞in　momentum　space　arc　summariZcd血Table　3，

with・ur　n・㎜alセati・n　schcme＜po＞＝1，　based・n　the　dupHcate　calculati・ns　by　thc

two　mcthods．　As　was　thc　casc【3｝fbr　the　intraculc　moments〈♂〉，howcver，　we　could

n・tdctem加e　su笛cicntly　accurate　valucs血r　thc塊hcr　m・m。nts＜P3＞and＜P4＞，

due　to　a　sIow　dccay　of　thc　momentum－space　extraculc　density　d（」P）fbr　a　Iargc　P，

which　is　est㎞atcd（scc　Rcf．［3］）t・bc　P－8　f・r　thc　He　at・m　with　thc　Kelln。r

apProx㎞ation［22］．

　　　　　As　Z　increascs，　an　cxtraculc　m・mcnt＜pn　・in　m・mcntum　space血creascs

monotonically　whe：n　tl　is　positive，　whcrcas　it　gcncrally　decrcases　when　n　is　ncgativc．

Figurc　2　depicts　the　Z－dcpendence　of　the　moments＜P＞and＜1／P＞，and　comparcs

thcm　with　the　intraculc　moments＜u＞／2　and　2＜1／v＞．As　this　figurc　shows　two

examples　and　Table　4　tabulatcs　the　statistical　results，　an　approximatc　rclation，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈v”〉／〈Pπ〉　≡≡2”，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（14）

is　valid　in　momcntum　space，　which　is　the　partncr　with　Eq．（12）．　Thcorotical　ground　fbr

Eq．（14）is　analogous　to　that」br　Eq．（12）as　discussed　above．　Comparison　of　the　results

given　in　Table　2　fbr　position　space　and　in　Tablc　4　fbr　momentum　space　shows　that　the

accuracy　of　thc　relations（12）and（14）is　morc　or　less　thc　same．　Wc　expcct　that　thc

apProx㎞ate　relations　（12）　and　（13）　i皿　position　spacc　and　thcir　counterparts　血

momontum　spacc　are　of　somc　practical　use，　since　they　straightfbrwardly　aUow　us　to

obtain　extraculc　information　from　intracule　one　in　a　semiquantitative　manner，　and　vice

versa．
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2－5－5．　CONCLUSION

　　　　　Within　the　Hartree－Fock　framework　of　atoms，　two　alternative　methods　for　the

calculation　of　extracule　moments＜Rn＞in　position　space　and＜．，1）「2＞in　momentum

space　have　been　presented．　The　first　method　uses　the　spherically－averaged　extracule

densities，　while　the　second　method　uses　their　characteristic　functions．　The　two　methods

have　been　applied　to　the　atoms　from　He　to　Xe　in　their　ground　state，　and　the　moments

〈R”　〉　with　n＝一2　to　＋4　and　〈P”　〉　with　n＝一2to　＋3　have　been　reported　based　on

numerical　Hartree－Fock　calculations．　The　present　results　are　expected　to　be　usefu1　as

refercnce　data　in　the　study　of　electron　correlations，　since　they　are　de丘ned　as　the

differences　in　electronic　motion　from　the　Hartree－Fock　solution．

　　　　　We　have　found　that　the　characteristic　funct　ions　D（s）　and　H（s）　of　the　spherically－

averaged　extracule　d（R）　and　intracule　h（u）　densities　are　similar　in　the　Hartree－Fock

approximation．　This　fact　results　in　approximate　but　usefu1　relations　d（R）　i　8h（2R）　and

〈un　〉／〈R”　〉　1ii　2n　between　the　two　densities　and　the　associated　moments．　Especially，

the　equalities　in　the　above　relations　hold　for　the　three　atoms　He，　Li，　and　Be．　Exactly　the

same　is　true　for　the　corresponding　momentum－space　quantities．　Then　it　may　be

interesting　to　examine　how　these　relations　are　valid　or　should　be　modified　beyond　the

orbital　approximation．
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Fig．　1．　Extraculc　moments　〈R＞　and　〈1／R＞　in　position．space　as　a　function　of

　　　　atomic　number　Z．　Note　that　the　normalization　〈RO　〉＝1　is　used．

　　　　Intracule　moments　〈u＞／2　and　2〈1／u＞　are　also　plotted　for　comparison．
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　　PART　2．

CHAPTER　6．

　　　　　　　　　ELECREON－PAIR　DEmslTIES

FOR　MULTI－DETERMINANT　WAVE　FUNCTIONS
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Fig．　2．　Extracule　moments　〈P＞　and　〈1／P＞　in　momentum　space　as　a　function　of

　　　　　atomic　number　Z．　Note　that　the　normalization　〈　PO　〉＝　1　is　used．

　　　　　　Intracu！e　moments　〈v＞／2　and　2〈1／v＞　are　also　plotted　for　comparison．

2－6－1．　INTRODUCTION
　　　　　The　intracule　1（u）　and　extracule　E（R）　densities　［1］，　as　well　as　their　spherical

averages　h（u）　and　d（R），　are　a　couple　of　electron－pair　densities　usefu1　to　analyze　the

motion　of　a　pair　of　electrons　in　atoms　and　molecules　（see，　e．g．，　Ref．　［2］　for　a　review）．

For　an　N－electron　system　（N）2），　the　intracule　densities　1（u）　and　h（u）　are　defined　by

　　　　　　　・（u）≡轄1δ［一）】〉・h（u）≡（4小・（u）・（・）

where　6（r）　is　the　three－dimensional　Dirac　delta　function，　the　angular　brackets　〈＞

stand　for　the　expectation　value，　and　u＝（u，S1．）　with　S；：！．　＝（e．，¢．）．　The　intracule

densities　1（u）　and　h（u）　are　the　probability　density　functions　for　the　relative　vector　u　and

its　magnitude　u，　respectively．　On　the　other　hand，　the　extracu1e　densities　E（R）　and　d（R）

are　defmed　by

E（R）≡

q熊1δ【R一（rノ＋rk）／2］〉・d（R）≡（4π）一i∫　dsr2R　E（R）・（2）

and　represent　thc　probability　density　functions　for　the　center－of－mass　vector　R　and　its

magnitude　R，　respectively，　where　R＝（R，9R）　with　Sl！R＝（eR，¢R）．　The

corresponding　intracule　1（v）　and　h（v）　densities，

i（v）≡

高Pδ［v一（PノーPk）］〉，万（v）≡（4π）一1∫　dΩ・1（▼）・（3）

and　extracule　E（P）　and　d（P）　densities，

即）≡

q慧1δ［P一（Pノ＋Pk）／2】〉・冴（P）≡（4π）ヨ∫4ΩP亙（P）・（4）

are　also　introduced　in　momentum　space，　which　represent　the　probability　density

functions　for　the　relative　and　center－of－mass　momentum　vectors　and　their　magnitudes　of

an　electron　pair．　As　reviewed　in　Refs．　［2－4］，　for　example，　studies　on　the　two－electron

intracule　and　extracule　densities　are　limited　compared　with　those　on　the　familiar　one－

electron　position　p（r）　and　momentum　n（p）　densities　or　their　spherical　averages．

　　　　　We　have　recently　developed　［3，4］　a　method　for　the　evaluation　of　the　above　four

electron－pair　densities　and　their　spherical　averages，　when　the　wave　function　of　the　system

under　consideration　is　expressed　by　a　single　S　later　determinant．　The　results　have　been

applied　［5，6］　to　systematic　examinations　of　the　spherically－averaged　intracule　h（u）　and

extracule　d（R）　densitics，　as　well　as　their　momentum－space　counterparts　h（v）　and

d一iP），　for　the　neutral　atoms　from　He　to　Xe　in　their　ground　states　within　the　Hartree一
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Fock　framework．　Accurate　Hartree－Fock　values　of　the　intracule　moments　〈un　〉　and

〈v”@〉　and　the　extracule　moments　〈R”　〉　and　〈　P”　〉　have　been　also　published　［3，4］

for　the　atoms　He　through　Xe，　based　on　numerical　Hartree－Fock　calculations．

　　　　　In　Chapter　6，　we　generalize　our　method　for　evaluating　the　four　kinds　of　electron－

pair　densities　to　the　cases　where　an　N－electron　wave　function　is　given　by　a　1inear

combination　of　Slatcr　detem血ants．　Thc　results　arc　uscfU1：not　only　fbr　thc　configuration・

interaction　approximation　but　also　for　the　Hartree－Fock　approximation　of　some　systems，

wherc　a　lincar　combination　of　two　or　more　Slatcr　detem血ants　is　rlceded　fbr　symmetry

requirements．　In　the　next　section，　we　describe　our　method　based　on　rewriting　the

electron－pair　densities，　defined　by　Eqs．　（1）一（4），　as　the　Fourier　or　Hankel　transforms　of

their　characteristic　functions．　As　an　ruustrative　application　of　the　present　results，　we

discuss　in　Section　2－6－3　the　difiierence　of　the　electron－pair　motion　in　the　i　p　and　3　p

multiplet　states　of　the　helium　atom．　Hartree　atomic　units　are　used　throughout　this

chapter．

2－6－2．　ELECTRON－PAIR　DENSMES　IN　POSITION　AND　MOMENTUM
SPACES
2－6－2－1．　WAVE　FUNCTIONS

　　　　　We　consider　an　N－electron　wave　function　g7　in　position　space　expressed　by　a

lmear　combinat　ion　of　M　Slater　determinants　｛SJ　｝　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　M

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　97（xi，．．．，xN）＝2　CJ　SJ（xi，．．．，xN），　（5a）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　J＝1

　　　　　　　　SJ（Xl，…，XN）idet｛YJI（rl）nyn（al）　…　VJN（rN）nyJN（aN）｝，　（5b）

where　xk　i（rk，uk）　is　the　combined　position－spin　coordinates　of　the　electron　k，　and

vJk　（r）　and　rpJk　（a）　are　respectively　the　spatial　and　spin　parts　of　the　kth　spin－orbital　of

the　Jth　S　later　determinant．　The　spatial　functions　are　assumed　to　be　orthonormal，　and　the

symbo　l　dct｛．．．｝implicitly　includes　the　normalization　constant（刑）一Y2．

　　　　　The　corresponding　wavc　function　¢（yl，．．．，yN）　in　momentum　space，　with

Yk　＝一　（pk，ak）　being　the　combined　momentum－spin　coordinates　of　the　electron　k，　is

given　by　the　3N－dimensional　Fourier　transformation　of　N？（xl，．．．，xAr）　with　respect　to

the　position　coordinates　｛rk　｝，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N

　　　　　¢（yi，．．．，yN）＝（2n）一3N／2　S　dri．．，drN　exp（一i2　pk　・　rk）　g7（xi，．．．，xN）　・　（6a）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝1

Then　the　momentum－space　wave　function　〈D　is　found　［7］　to　have　exactly　the　same

linear－combination－of－determinant　structure　as　that　in　position　space　［Eqs．　（5a）　and　（5b）］，

provided　that　the　one－electron　spatial　function　vJk　（r）　is　replaced　with　its　momentum－

space　counterpart，

　　　　　　　　　　　　　　　　¢」k　（p）＝　（2n）一3／2f　dr　exp（一ip・　r）　qJk　（r）　．　，　（6b）

　　　　　For　atoms　and　atomic　ions，　we　can　generally　assume　that　the　one－electron　spatial

funct　ion　v」k　（r）　has　a　fo　rm，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　VJk　（r）＝RJk　（r）　Yl，，m，，　（S　2　r），　（7a）
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　where　y｝〃1（Ω）is　a　spherical　hamlonic　and　rニ（r，Ω7）・For　thc　spatial　fUnctlon　glve：n

by　Eq．（7a），　Eq・（6b）rcduccs　to

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　iPJk（P）＝PJk　（P）YIJkM」k（ΩP）・　　　　（7b）

　　　　　　　　　　　　　　　　　PJk　（P）＝（一’）版億〃72／IJk　（pr）R」k（r）・　（7c）

wherc　p＝ψ，ΩP）and／Zα）is　a　spherical　Bessel　fUncti・n・fthe血st　k血d・

2－6“2”2e　INTRACULE　DENSMES
　　　　　Using　the　kernel　of　three－dimensional　Fourier　transformations　for　the　Dirac　delta

function，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　δ（r）ニ（2π）一3∫4sexp（＋ir・s）・　　　（8）

thc　intracule　densitics　1（u）and　h（のdc丘ned　by　Eq．（1）are　rewritten　as

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　I（u）＝（2z）“t　dsexp（＋iu・s）　F（s），　（9a）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　oo
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　h（u）　＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o

where　s　＝　（s，　st！s）　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N－1　N

　　　　　　　　　　　　　　　　F（s）＝2　］2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ＝1　k＝ノ十1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　H（s）　E

For　the　wave　function　given　by　Eqs．　（5a）　and　（5b），

（2z）’3 ?　dsexp（＋iu・s）　F（s）　，

（2π2）一1轤р唐唐Qノ・（us）H（s）・

（exp（一is・　rj　）　exp（＋is・　rk　））　，

（9b）

（10a）

（4z）一i?　dS1，F（s）．　（10b）
　　　　　　　　　　　the　Condon－Slater　rules　（see，　e．g．，

Ref．　［8］）　rearrange　the　characteristic　function　F（s）　ofl（u）　as

Fo　（s）　＝

△艸」CκΣ［

F（s）　＝　Fo　（s）　＋　Fl　（s）　＋　F2　（S）　，

書識1［藤）一6s（」j，Jk）FY，Y，i（s）】｝・

　　　　　n’
　＊

（11a）

（11b）

Fl（S）＝竃1坐　　　δ、（刷嘱・（S）一δ，（鮒）δ・（燗榴（S）l

　　　　　　J＝1　K＝J十1

＋ckCJI．i［6s（…）蜘（　）6s（　）劇｝，（・・c）

　　　　　　ルf－1　M

F2（s）一2　2　A2（J，K）

　　　　　　J＝1　K＝」十1

x｛C｝CK［6s（」n，Kh）δs（」ガ，．K］，，z・）礁・（s）一6・（」n・蹴（漁）勲s）］

　　　　　　＋ckc，［6，　（Jn　，　Kh）6，　（Jn　’，　Kh　’）　F」g：IJgr！．　，　（s）一6s（」n・蹴（燗F撒（s）］｝・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（11d）

where　n＝N，　n’＝N－1，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　畷（S）≡fth（S）ノμレ（S）＝【Fゑγ（S）］＊・ （12a）
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　　　　　　　　　　　　　　　f，，a　（s）　ii　J　dr　exp（＋is　・　r）vt；　（r）s‘iz　（r）　＝　h“．　（一s）　，

　　　　　　　Ai（」，K）E（6’，　io’fthOenrewSiet？’Orbitai　iS　different　between　s」　andsK，

　　　　　　　A2（」，ic｝　＝一　（6’，　io’fthF12111），19．eg？　’Orbitais　are　different　between　s」　and　sK，

　　　　　　　姻）≡｛1：㍑謙激餓r器e轟：

in　which　Greek　letters　K，　Z，　p，　and

determinants　in　a　combined　manner．　Since　the　intracule　density　operator　is

（12b）

（12c）

（12d）

（12e）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v　are　used　to　enumerate　spin－orbitals　and　Slater

　　　　　　　　　　　　　　a　combined　manner．　Since　the　intracule　densitv　operator　is　a　two－

electron　operator，　there　is　no　contribution　in　Eq．　（11a）　from　a　pair　of　Slater　determinants

which　dffer　in　three　or　more　spin－orbitals．　When　A　l（」，K）　＝1，　it　has　been　assumed　in

Eq．　（11c）　that　by　an　appropriate　permutation　of　columns　in　determinants　（with　the

associated　permutation　parity　一1　or　＋1），　the　first　N一一1　spin－orbitals　of　the　Slater

determinants　SJ　and　SK　are　completely　identical　and　the　d　ifference　appears　only　in　the

last　spin－orbitals・Similarly，　Eq・（11d）assumes　that　whc：n△2（」，K）＝1，　the丘rstハ1－2

spin－orbitals　of　the　Slater　determinants　SJ　and　SK　are　arranged　to　coincide　with　each

othcr　and　the　difference　appears　only　in　the　（N－1）th　and　IVth　spin－orbitals．

　　　　　The　characteristic　function　H（s）　［Eq．　（10b）］　of　the　spherically－averaged　intracule

dcnsity乃（のhas　exactly　the　same　mathematical　structure　as　F（s），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　H（s）＝Ho　（s）＋Hl　（s）＋H2　（s）　，　（13a）

and　all　the　constituent　terrns　are　inmiediately　obtained　from　Eqs．　（11a）一（11d），　if　we

replace　FpKZ．　（s）　with

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　H＃K’．Z　（s）　＝一　（4n）一lf　dS：2，　F＃Kti．t　（s）．　（13b）

　　　　　For　atomic　systems　with　the　spatial　function　（7a），　Eq．　（12b）　is　simplified　［3］　to

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l．　＋Zl

　　　　　　　　　　fnt　（s）　＝　・vX2M　2　ii　VIIi一；il　ci　（K；　Z）　Yi　“，．G，　一．，　（S：！s）　Wi　，ca　（s）　，　（14a）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z＝P．一ia　l

where

　　　　　　　　　　　　　　　Wi，oi　（s）Efoco　dr　r2　ji　（sr）　R2　（r）RA　（r）＝　PVil．　（s）　，　（14b）

and　cl　（K；1）E　cl（1．m．　；lzmz）　is　the　Condon－Shortley　parameter　［9］．　Note　that　due　to

the　property　of　cl（K；Z），　the　summation　in　Eq．　（14a）　runs　over　every　other　integers

between　the　specified　values．　Based　on　the　expression　（14a），　the　angular　integrations　in

the　function　H（s）　are　analytically　performed．　We　have

　　　　　　　　　　　　　　　　min（1．　＋lz　Jp　＋lv）

　　　　　　H”K　’．i’　（s）　＝　．］lli　i．　（21　＋　1）　ci　（K；　Z）　ci　（pt；　v）　PVi　“，，a　（s）　Mi＃．　（s）　，　（15a）

　　　　　　　　　　　　　　1＝max（P．一　一一lz　LP，a　一lv　D

if　IK　＋　lz　＋　lp　＋　lv　＝　even　and　m．　一　mz　＝　mpt　一　m．　．　When　either　or　both　of　these

conditions　are　not　satisfied，　HptK　」．i　（s）　vanishes．　Two　special　cases　of　Eq．　（15a）　are
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　min（21．　，21”　）

　　　　　　　　　　　　　HEi　（s）＝　2　（21　＋　1）　a　l　（K；　＃）　Wl’．．　（s）　Mlpa　（s）　，　（15b）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＝　O

　　　　　　　　　　　　　　　　　　H．Kppt　（s）　＝．iTlilllll　，（2i＋i）　bi　（K’；，u）　！wiw（s）12，　（isc）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＝一一1μI

which　appear　in　Ho（s），where　ai（K；＃）Eci（K；K）ci（p；p）　and　bl（K；，u）＝一［cl（K；u）］2

are　Condon－Shortley　parameters　［9］．　The　summations　in　Eqs．　（15a）一（15c）　run　over　every

other　integers　between　the　specified　values．

　　　　　As　explained　in　Section　2－6－2－1，　the　wave　funct　ion　O（yl，．．．，yN）　in　momentuM

space　is　isomorphic　［7］　with　the　wave　function　NY（xl，．．．，xN）　in　position　space．　Then

the　formalism　for　the　momentum－space　intracule　densities　1（v）　and　h（v）　defmed　by

Eq．　（3）　is　exactly　analogous　to　that　for　the　position－space　intracule　densities　presented

above，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i（v）　＝　（2z）’3f　ds　exp（＋iv・s）　F一（s）　，　（16a）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　万（v）＝（2π2）一1恥2ノ・（vs）恥）・　　（・6b）

The　explicit　forrns　of　the　characteristic　functions　F（s）　and　H（s）　are　obtained

respectively　by　replacing　｛v．（r）　with　¢．（p）　and　by　R．（r）　with　P．（p）　in　Eqs．

（11a）一（15c）．

2－6－2－3．　EX’［TRACULE　DENSMES

　　　　　Since

　　　　　　6［R　一　（rj　＋　rk）／2］＝　z－3f　ds　exp（＋Z’R・s）　exp（一irj　・s）　exp（

the　position－space　extracule　densities　E（R）　and　d（R）　defined　by　Eq．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　耶）＝π一3∫　dsexp（＋th’R・s）・（s），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d（R）　＝　（4／　z2）joco　ds　s2jo（2Rs）　D（s）　，

　　　一irk　・s）　，　（17）

（2）　are　rewritten　as

　　　　　　　　　　　　　（18a）

（18b）

where　R　＝　（R，　S’；1　R）　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2＞一1　ハr

　　　　　　　　　　　　　　　　　G（s）i2　2　（exp（一is・rj）exp（一is・rk））　，　（lga）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ＝1　k＝ノ十1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　D（s）1（4n）一if　dS　2，G（s）．　（19b）

Using　the　Condon－Slater　rules，　the　characteristic　function　G（s）　for　the　wave　function

（5丁目　is　found　to　have　the　same　mathematical　structure　as　F（s）　given　in　Eqs．　（11a）一（11d），

provided　that　the　auxiliary　function　F＃K．」L　（s）　is　replaced　with

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Gpt．　（s）　i　fK’z　（s）f”v（一s）　＝　fK“z　（s）f．’．　（s）　，　（20a）

where　fnt　（s）　is　defmed　by　Eq．　（12b）．　Analogously，　the　characteristic　function　D（s）　is

obtained　straightforwardly　from　H（s），　if　H”’evi　（s）　is　replaced　with
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　D婦（s）≡（4π）一1∫4Ω，G飾（s）・

　　　　　We　choose　spherical　harmonics　with　the　phase：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Yih　（Sl’1！）　＝　（一1）M　Yi　，一．（sl　2）　．

Then　the　Condon－Shortley　parameter　cl（v；　pt）　satisfies　a　relation，

（20b）

（21a）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（一1）Mv－M”　，1（v；　，u）．．1（，，，；　v）　，　（21b）

and　hence　the　explicit　form　of　D＃K；．t　（s）　for　atomic　systems　is　obtained　as

　　　　　　　　　　　　min（1．　＋IA　」＃　＋Zv）

　　　DptK　2．t　（s）＝　．2　（一1）1（21＋1）　cl　（K；Z）　cl　（pt；　v）　PPIi’，di　（s）　1）Vipt．（s）　，　（22a）

　　　　　　　　　　　1＝max（P．　一lz　1，P”　一1．D

if　IK　＋lz　＋1”　＋lv　＝even　and　mK　一mz　＝mp　一m．．　When　these　two　conditions　are

not　satisfied　simultaneously，　D＃K；魔k　（s）　vanishes．　The　two　particular　cases　of　Eq．　（22a）

corresponding　to　Eqs．　（15b）　and　（15c）　are

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　min（21K　，21A　）

D籏（s）＝

D拶（s）＝

　
　
　
張

Σ
切
い

（21　＋　1）　al　（K；　p）　IVI“
jK　（s）　Wl”pt　（S）　，

］E］　（一一．　1）1　（21　＋　1）　bl　（K；　p）　IWI　op　（s）
2

’

（22b）

（22c）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一3f

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　姻＝（4／π2）倉52ノ・（2列目）万（s）・　　（23b）

in　which　the　characteristic　functions　G一 is）　and　D一 is）　are　obtained　by　replacing　v．（r）

with　¢．（p）　and　by　R．（r）　with　P．（p），respectively，　in　the　expressions　for　G（s）　and

D（s）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1－P．　一1，，，　l

which　have　been　derived　in　Re£　［4］．　The　summations　in　Eqs．　（22a）一（22c）　run　over　every

other　integers　between　the　spechied　values．

　　　　　As　has　been　the　case　of　the　intracule　densities，　the　momentum－space　extracule

densities　E（P）and　d（P），de丘ned　by　Eq．（4），　have　structures　isomorphic　with　those　of

the　position－space　counterparts　given　by　Eqs．　（18a）　and　（18b）：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E（P）＝z’J1　ds　exp（＋2t’P・s）G（s），　（23a）

2－6－2－4．　RELATIONS　BETWEEN　IN’1’RACULE　AND　EXTRACULE
PROPERTIES
　　　　　Comparison　ofthe　formulas　for　H”KZ．（s）　and　DptK；．t　（s）　shows　that　they　are　similar

but　different　by　a　sign　factor　（一1）1　in　the　summation　of　D＃nt．（s）　given　by　Eq．　（22a）．

The　1　values　are　all　even　and　odd，　if　1．　＋lz　（or　Zp　＋1．）　is　even　and　odd，　respectively．

Then　interesting　relations，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　D（s）＝H（s）　and　d（R）＝8h（2R），　（24a）

f（）llow　immediately　between　thc　atomic　intracule　and　extracule　propcrties，ゲall　the

relevant　IK　＋h　values　are　even．　Equation　（24a）　further　yields　a“2”一rule”，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈un　〉／〈　Rn　〉．　2n　，　（24b）

between　the　intracule　and　extracule　momcnts　defined　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　〈u”　＞Ef　duu’i　1（u）＝4nrfoOO　du　u”“2　h（u）　，　（25a）

　　　　　　　　　　　　　　　〈Rn　＞if　dR　Rn　E（R）＝4zfoco　dR　Rn＋2　d（R），　（25b）

where　n　is　a　real　number　greater　than　一3．　The　condition　that　all　IK　＋lz　are　even　is　not

satisfied　in　general　and　therefore　Eqs．　（24a）　and　（24b）　do　not　hold　in　general．　However，

the　numerical　examinations　［4］　have　shown　that　the　2　n－rule　is　approximately　valid　with

satisfactory　accuracy，　when　53　atoms　from　He　to　Xe　in　their　ground　states　are　studied

within　the　Hartree－Fock　approximation．　ln　particular，　the　relations　（24a）　and　（24b）　are

rigorous　for　the　three　atoms　He，　Li，　and　Be，　where　only　s　orbitals　are　occupied．

　　　　　The　relations　between　the　intracule　and　extracule　properties　discussed　above　are

also　valid　in　momentum　space．　However，　the　numerical　results　［4］　for　the　atoms　He

through　Xe　have　shown　that　the　2”一rule，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈vn　〉／〈　pn　〉．　2n，　（26a）

for　the　momentum－space　moments，

　　　　　　　　　　　　　　　　　〈vn　＞Ef　dv　vn　i（v）＝4nfoco　dv　vn＋2　h一（u）　，　（26b）

　　　　　　　　　　　　　　　　〈Pt；〉…∫　dP　pn即）＝4π唐P〃＋2冴（P）・　（26c）

is　less　accurate　than　the　position－space　moments，　except　for　He，　Li，　and　Be．

　　　　　We　note　that　for　integer　values　of　n，　the　intracule　〈u”〉　and　〈v”〉　and

cxtracule＜Rn＞and＜Pn＞momcnts，　de丘ned　by　Eqs．（25a，b）and（26b，c），　can　bc

directly　obtained　from　their　characteristic　functions　H（s），　H（s），　D（s）　and　D（s）．

Explicit　formulas　are　reported　in　Refs．　［3，4］．

2－6－3．　AN　ILLUSTRATIVE　APPLICATION
　　　　　The　2　ip　and　2　3P　multiplet　states　of　the　helium　atom　have　attracted　a　1argc

amount　of　attention　since　Davidson　［10］　pointed　out　（see　also　［11－15］　and　referenoes

thercin）that　thc　i【1tcrelectronic　repulsion＜1／u＞is　greater　in　the　triplct　than　in　the　s辻iglet・

in　contradiction　to　nalve　theoretical　models．　Older　work　on　interpretation　of　Hund’s　rule

was　summarized　by　Katiel　and　Pauncz　［16］．　Katriel　worked　［17］　with　crude　radial

intraculc　densities　4πu　2h（のto　show　that　thc　Fcmi（or　clcctron－electro：n　coalesccnce）

hole　in　the　triplet　manifests　itself　only　for　O〈u〈1．　Colpa　et　al．　［18］　showed　that　the　radial

sセe＜r＞2P・f　thの・rbital　is　smaU・r血thc　triplet　than　in　the　s血glct・B・yd［19］has

also　emphasized　that　high　spin　states　are　more　compact　than　low　spin　states　in　generaL

Based　on　highly－accurate　correlated　calculations，　Regier　an．d　Thalsl〈a；　［20］　cgptirF．mgd

that　near－exar モ煤@’ ?ｌｅｃｔｒｏｎ　p（r）　and　intracu！e　h（u）　densities　do　not　lead　to　qualitatively

different　conclusions　from　those　of　Colpa　et　al．　［18］，　Boyd　［19］，　and　Katriel　［17］．　Shim

and　D釧21］prcscnted　a　c・nv血。血9　Picturc・f　h・w　Hund’s魚st　mlc・peratcs：Thc
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electrons　in　the　more　compact　triplet　state　repel　each　other　more　than　in　the　singlet，

Fermi　correlation　is　manifested　by　an　increased　tendency　for　the　electrons　to　be　on

opposite　sides　of　the　nucleus　in　the　triplet，　and　the　increased　electron－nucleus　attraction

results　in　a　lower　energy　for　the　triplet．

　　　　　Despite　that　there　aiready　is　a　good　number　of　studies　on　the　iP－3p　problem，

however，　it　is　not　reported　in　the　literature　how　the　singlet－triplet　difference　appears　in

the　momentum－space　intracule　density　h（u）　and　in　the　extracule　d（R）　and　d（P）

densities．　These　densities　are　examined　below　as　an　illustrative　application　of　the　present

method　given　in　Scction　2－6－2．

　　　　　Within　the　Hartree－Fock　framework，　the　ls2p　iP　and　3P　wave　functions　can　be

expressed　by　1inear　combinations　of　two　Slater　detemimants，

　　　　　　　　　　　　　　　i’3　Np　＝　zl｝i　det｛lsa　2p．／3｝　￥S　det　｛lsx3　2p．a｝　，　（27）

where　m　is　either　一一1，　O，　or　＋1．　The　radial　functions　Rls（r）　and　R2p（r）　in　position

space　were　generated　by　the　numerical　Hartree－Fock　method　based　on　a　modified　and

enhanced　version　of　the　MCHF72　code　［22，23］．　The　algorittm　of　Talman　［24］　was　used

to　perform　all　the　required　Hankel－transformations　numerically．　The　values　of　the

Condon－Shortley　parameter　cl　（K；A）　have　been　taken　from　the　Slater’s　book　［25］．　ln

momclltum　spacc，　thc　position。space　radial　fUnctions　Rκ（r）havc　bcen丘rst　Han：kel－

transformed　to　obtain　the　momentum－space　radial　functions　P．（p）　according　to　Eq．

（7c）．

　　　　　In　order　to　chec：k　thc　accuracy　of　the　Hartrce－Fock　approximation，　wc　have丘rst

plotted　in　Figure　1（a）　the　singlet－triplet　difiierence　of　the　radial　intracule　density

4nu　2h（の帥・siti・n　space．　We　havc　f・und　that　the　prcsent　Hartrce－F・ck　curvc　is

surprisingly　similar　to　the　near－exact　one　of　Regier　and　Thakicar　［20］，　not　only　in　their

behaviors　but　also　in　the　locations　and　the　values　of　the　three　extrema．　This　observation

supports　that　the　present　Hartree－Fock　results　grasp　at　least　the　essential　feature　of　the

singlet－triplet　difference　in　the　four　kinds　of　electron－pair　densities　h（u），　h（v）　，　d（R），

and　d（P）．Figurc　1（a）also　con丘mls　Katricl’s　study　r17］at　the　Hartrce－Fock　limit　lcvcL

The　singlet－triplet　difference　corresponding　to　Fig．1（a）　is　also　seen　in　the　associated

intracule　moments　〈u”　〉　tabulated　in　the　top　half　of　Table　1．　Compared　to　the　IP

values，　the　3P　moments　〈un　〉　are　larger　when　n〈O，　and　smaller　when　n＞O．

　　　　　Thc　singlet・triplet　d伽rcncc・f　the　radia1血tracule　density　4刎2万（u）血

momentum　space　is　given　in　Fig．1（b）．　The　3P　density　is　smaller　for　O〈v〈O．86　and

larger　for　O．86〈v　than　the　iP　density．　Namely，　there　is　more　probability　in　the　3P

state　for　the　two　electrons　to　have　different　momenta．　Thus　the　effect　of　the　Femi　hole

h（O）＝O　can　be　considered　to　appear　naively　in　momentum　space．　The　intracule

moments　〈v”　〉　in　momentum　space　are　compared　in　the　bottom　half　of　Table　1．

Corresponding　to　our　observation　in　Fig．1（b），　the　moments　〈v”　〉　are　larger　in　the

singlet　when　n〈0　while　in　the　triplet　when　n＞O．　We　note　that　the　average　momenta

〈p＞2p　of　the　：ip　orbitals　are　O．439　for　iP　and　O．491　for　3P，and　the　difference　is

not　very　large　between　the　two　states．　The　corresponding　average　ls　momenta　〈p＞ts

are　1．701　and　1．686，　respectively．

　　　　　Figurc　2（a）　shows　the　l　p－3p　difference　of　the　radial　extraculc　density

4nR2d（R）　in　position　space．　The　3p　extracule　density　is　larger　than　the　iP　density

for　O〈R〈2．17　and　smaller　for　2．17〈R．　This　means　that　in　the　triplet　state，　there　is　a

higher　probability　fbr丘nding　thc　center－of」mass　radius　R　of　the　two　elcctrons　to　bc　small・

Such　a　situation　is　possible　only　when　the　two　electrons　in　3P　are　more　probable　than

in　IP　to　be　on　opposite　sides　of　the　nucleus，　as　suggested　by　Shim　and　Dahl　［21］・　A

丘ner　analysis　has　shown　that　the　electron。electron　counterbalancc　hole【26］d（0）＝O

appears　for　the　ls2p　IP　state．　The　Hartree－Fock　limit　values　of　the　average　electron－

nuc1eus　distance　〈r＞2p　are　5．141　and　4．656　bohrs　for　the　IP　and　3P　states，

respectively，　and　〈r＞2p　is　smaller　in　the　3P　state　as　noted　before　［18］．　Then　the

electrons　in　the　triplet　state　are　interpreted　［21］　to　have　tendency　to　be　at　the　opposite

positions　with　respect　to　the　nucleus　（i．　e．，　the　position－space　origin　BO）　in　order　to

increase　the　interelectronic　separation　and　to　reduce　the　electron　repulsion　energy．　The

extracule　moments　〈R”　〉　in　position　space　are　summarized　in　the　top　half　of　Table　2．

The　singlet－triplet　difiierences　in　the　moments　〈R”　〉　are　consistent　with　Fig．2（a）．

　　　　　The　singlet－triplet　ditiference　in　the　momentum－space　radial　extracule　density

4nP　2d’ iP）　is　shown　in　Fig．2（b）．　The　ditiference　is　similar　to　its　position－space

c・unte脚，　and　the　3P　density　is　larger　f・r　OくP＜0．43・and・smallcr・f・r　O・43・：P・than・the

IP　density．　This　implies　that　the　center　（pl　＋p2）／2　of　momenta　of　the　two　electrons

distributes　more　around　the　origin　p＝O　in　the　triplet　than　in　the　singlet．　The　moments

〈　P”　〉　tabulated　in　the　bottom　half　of　Table　2　refiect　this　difference．　ln　the　comparison

of　the　momentum－space　intracule　densities，　we　have　seen　that　two　electrons　have　larger

pr・bab皿ty・f　having　di£ferent　m・mcnta血thc　3P　statc．　Whcn　the　cxtraculc　rcsult　is

combined　with　the　intracule　result，　it　is　concluded　that　the　probabdity　for　the　two

electrons　to　have　the　opposite　momenta，　with　respect　to　the　momentum－space　origin　p＝O，

is　1arger　in　3p　than　iP．lndeed，　the　electron－electron　counterbalance　hole　［26］　appears

in　momentum　space　as　weH　for　the　iP　state．　As　the　smilarity　of　Figs．2（a）　and　2（b）

suggests，　the　physical　picture　in　momentum　space　is　analogous　to　that　in　position　space，

when　the　extracule　density　is　used　to　elucidate　the　difference　in　the　electron－pair　motion

in　the　i　p　and　3　p　states．　The　present　results　also　suggest　that　despite　few　studies　on　it，

the　extracule　density　may　be　as　powerfUl　as　the　intracule　density．

　　　　　F血ally，　wc　have　c・mpared　the　prcscnt　Hartree－F・ck　m・ments〈u”＞with　the

corresponding　near－exact　values　（20，27］　reported　for　一2sns＋2．　The　largest　relative　error

of　the　Hartree－Fock　values　has　been　found　to　be　2．3コ口。．　The　correlated　results　are　not

known　for　the　remaining　three　kinds　of　moments，　but　we　expect　that　the　Hartree－Fock

values　in　Tables　1　and　2　for　〈v”　〉，　〈R”　〉，　and　〈P”　〉　have　sirnilar　accuracy．
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2－6－4．　CONCLUSION
　　　　　A　unified　method　for　the　evaluation　of　the　electron－pair　intracule　and　extracule

densities　has　been　developed　both　in　position　and　momentum　spaces　for　wave　functions

expressed　as　lmear　combinations　of　Slater　determinants，　with　our　special　interests　in

atomic　systems　where　all　the　angular　integrations　can　be　performed　analytically．

Interesting　relations　between　atomic　intracule　and　extracule　densities　and　between　their

moments　have　been　discussed．　An　illustrative　application　of　the　present　results　has　been

given　for　the　ls2p　l　p　and　3　p　states　of　the　helium　atom，　and　new　aspects　of　the

singlet－triplet　difference　in　the　electron－pair　motion　have　been　clarified　based　on　the

extracule　densities　and　the　momentum－space　intracule　density．
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Table　1．　Comparison　of　the　intracule　moments　for　the

　　　　　　2　ip　and　2　3p　states　of　the　helium　atom．

21p 2：や

Table　2．　Comparison　of　the　extracule　moments　for　the

　　　　　　2　ip　and　2　3p　states　of　the　helium　atom・

21p 23p

　　一2
〈u　　　＞

　　一1
　　　＞〈u

〈u＞

〈u2＞

〈u3＞

〈u4＞

　　一2
〈v　　　＞

　　一1
〈v　　　＞

〈U＞

〈v2＞

〈v3＞

〈v4＞

Position　Space

O．087810943

0．24364468

5．1916619

32．269925

233．04368

1916．3817

Momentum　Space

1．449076

0．8648445

1．732860

4．1746

14．29

83．0

O．095284169

0．26613201

4．7436007

27．205　95　1

182．95993

1410．7218

O．7153554

0．7268381

1．8！8582

4．395100

14．8

84．

　　一2
〈R　　　　＞

〈R－1＞

〈R＞

〈R2＞

〈R3＞

〈R4＞

〈P－2＞

．p－g

〈P＞

〈P2＞

〈P3一〉

〈P4＞

Position　Space

O．29476967

0．47478894

2．6048621

8．0890701

29．！74920

119．86195

Momentum　Space

2．979634

1．479459

0．8983364

1．078807

1．823

5．24

O．50533045

055795890

2．3543572

6．7588471

22．774574

87．942273

5．991698

！．759069

0．8589156

1．0327

！．769

5．14
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Fig・　1・　The　difference　ofthe　radial　intracule　densities　for　the　2　IP　and　2　3P

　　　　　states　of　the　helium　atom．　（a）　Position　space．　（b）　Momentum　space．
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　　　　　states　of　the　helium　atom．　（a）　Position　space．　（b）　Momentum　space．
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　　PART　2．

CHAPTER　7．

SUMMARY

　　　　　　In　Part　2，　the　author　has　aimed　to　develop　a　theory　for　the　calculation　of　the

intracule　and　extracule　densities　in　position　and　momentum　spaces　of　atomic　systems，

and　to　apply　the　theory　to　examine　systematically　accurate　Hartree－Fock　intracule　and

extracule　densities　in　both　spaces　for　53　atoms　from　He　to　Xe　in　their　ground　state．

　　　　　　In　Chapter　2，　we　have　examined　the　structure　of　spherically　averaged　intracule

densities　h（u）　in　position　space　and　h（v）　in　momentum　space　for　the　atoms　He

through　Xe　in　their　ground　state　within　the　Hartree－Fock　framework．　The　position－space

intracule　densities　h（u）　are　a　unimodal　function　with　a　maximum　at　u　＝　O　for　all　the　53

atoms．　ln　momentum　space，　the　intracule　densities　h（v）　are　found　to　be　classified　into

three　types；　eighteen　atoms　have　a　unimodal　density　with　a　maximum　at　v　＝　O．　Thirty－

two　atoms　have　a　unimodal　density　with　a　local　minimum　at　v＝O　and　a　maximum　at

v＞　O．　Only　three　atoms　have　a　bimodal　density　with　a　primary　maximum　at　v　＝　O　and　a

secondary　maximum　at　v＞O．　A　decomposition　of　total　intracule　density　into　its

subshell－pair　contributions　has　shown　that　the　largest　contrjbutions　to　h（u）　for　all　the

atoms　come　from　the　four　imermost　subshell　pairs　ls　ls，　ls2p，　2p2p，　and　ls2s，　and　that

h（v）　is　govemed　by　a　few　outermost　subshell　pairs．　Thus，　the　position－space　intracule

densities　mainly　reflect　the　motion　of　electrons　in　innermost　subshells，　while　the

momentum－space　intracule　densities　are　strongly　influenced　by　the　motion　of　valence

electrons．

　　　　　In　Chapter　3，　we　have　reported　accurate　Hartree－Fock　values　of　interelectronic

moments　〈uk＞　with　k＝一2　to　＋4　in　position　space　and　〈uk＞　with　k＝一2　to

＋3　in　momentum　space　for　atoms　from　He　to　Xe　in　their　ground　state．　An

interelectronic　moment　〈uk　〉　with　a　positive　k　generally　decreases　with　an　increasing

atomic　number　Z，　but　the　behavior　is　quite　irregular　except　for　the　second　period　atoms．

A　moment　〈uk　〉　with　a　negative　k　generally　increases　with　an　increasing　Z．　On　the

other　hand，　a　moment　〈vk　〉　with　a　positive　k　increases　monotonically　as　Z　increases．

A　moment　〈vk＞　with　a　negative　k　generally　decreases　with　increasing　Z．　A

comparison　of　the　present　moments　with　the　ones　beyond　Hartree－Fock　calculation　has

clarificd　that　for　the　He　and　Be　atoms，　the　electron　correlation　decreases　〈uk　〉　with

negative　k　and　increases　〈uk　〉　with　positive　k　in　position　space，　and　that　for　the　Li

atom，　however，　all　the　moments　〈uk　〉　beyond　the　Hartree－Fock　calculations　are　larger

than　the　Hartree－Fock　values．　The　moments　〈vk　〉　of　the　He　and　Li　atoms　have　shown

the　same　trend　as　the　Li　atom　in　position　space．

　　　　　In　Chapter　4，　the　author　has　presented　a　theory　of　constructing　extracule　densities

in　position　and　momentum　spaces　for　the　atoms．　We　have　also　applied　the　theory　to

systematically　examine　spherically　averaged　extracule　densities　d（R）　in　position　space

and　d（P）　in　momentum　space　for　a　series　of　53　atoms　from　He　to　Xe　in　their　ground

state　based　on　the　numerical　Hartree－Fock　method．　The　contributions　of　subshell　pairs

and　spin－orbital　pairs　to　the　total　extracule　density　have　been　analyzed　in　both　spaces．　ln

position　space，　the　extracule　densities　d（R）　are　a　unimodal　function　with　a　maxirnum　at

R　＝　O　for　all　the　53　atoms　due　to　the　predominant　lsls　subshell－pair　contribution．　On

the　other　hand，　the　momentum－space　extracule　densities　d（P）　have　been　found　to　be

classified　into　two　types；　forty－two　atoms　have　a　unimodal　density　with　a　maximum　at

P＝O，　and　11　atoms　have　a　unimodal　density　with　a　local　minimum　at　P＝O　and　a

maximum　at　P＞O．　A　systematic　analysis　has　shown　that　in　momentum　space，　the

extracule　densities　are　govemed　by　a　few　outermost　subshell　pairs．

　　　　　In　Chapter　5，　VVe　have　presented　extracule　moments　〈Rk　〉　with　k＝一2　to

＋4　in　position　space　and　〈Pk　〉　with　k＝一2　to　＋3　in　momentum　space　of　atoms

form　He　to　Xe　in　their　ground　state．　The　Hartree－Fock　calculations　have　been　used　to

examined　these　extracule　moments．　Comparing　the　extracule　moments　〈Rk　〉　with　the

corresponding　intracule　moments　〈uk＞　for　k＝一2　to　＋4，　we　have　found　that　a

relation　〈uk　〉／〈Rk　＞ii　2k　is　a　good　approximation　for　all　the　53　atoms．　Similarly，

an　approximate　relat　ion　〈　vk　＞／〈　pk　＞i　2k　between　the　extracu　le　〈　pk　〉　and

血tracule＜vk　＞m・ments・is・valid・f・r　k＝一2　t・＋3血m・mentum　space．

　　　　　　In　Chapter　6，　the　author　has　generalized　a　method　for　evaluating　the　intracule　and

extracule　densities　in　position　and　momentum　spaces　when　an　N－electron　wavefunction　is

given　by　a　lmear　combination　of　Slater　determinants．　As　an　illustrative　application　of　the

present　results，　we　have　discussed　the　difference　of　the　electron－pair　motion　in　the　iP

and　3p　multiplet　states　of　the　helium　atom．　compared　to　the　moments　〈uk　〉　of　ip

state，　the　3p　moments　〈uk　〉　are　larger　when　k〈O　and　smaller　when　k＞O．　The

similar　trends　have　been　observed　for　the　extracule　moments　〈　Rk　〉　in　position　space

and　〈　pk　〉　in　momentum　space．
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　　PART　3．

CHAPTER　1．

INTRODUCTION

　　　　　The　electronic　relative－motion　（intracule）　and　center－of－mass－motion　（extracule）

densities　in　position　and　momentum　spaces　are　very　usefu1　quantity　lsee，　Refs．　1　and　2，

and　GENERAL　INTRODUCTION］　to　analyze　the　motion　of　a　pair　of　electrons　for

atomic　and　molecular　systems．　The　position　intracule　density　1（u）　and　its　spherical

average　h（u）　are　｛1－3］　the　probability　density　functions　for　interelectronic　vector　u

and　its　magnitude　u．　The　extracule　density　E（R）　and　its　spherical　average　d（R）　in

position　space　represent　I　l－3］　the　probability　density　functions　for　center－of－mass　vector

Rand　its　magnitude　R．　The　corresponding　intracule　1（v）and乃（の　densities　and

extracule　E（P）　and　d（P）　densities　are　also　introduced　［1］　in　momentum　space，　and

represent　the　probabih’ty　density　functions　for　the　relative　and　center－of－mass　momentum

vectors　and　their　magnitudes．　These　electron－pair　densities　have　been　used　｛see，　Refs．　1

and　2］　for　neutral　atoms　and　molecules　to　analyze　many　chemical　and　physical　problems

such　as　Coulomb　hole，　x－ray　and　electron－scattering　intensities，　Hund’s　rules，　and

chemical　bonding．　Only　few　attempts，　however，　have　so　far　been　made　to　study　the

electron－pair　densities　of　atomic　ions．

　　　　　In　the　present　part，　we　apply　the　theory　developed　in　Part　2　to　examine

systematically　the　intracule　and　extracu　le　densit　ies　in　both　position　and　momentum

spaces　of　atomic　ions．

　　　　　In　Chapter　2，　spherically　averaged　electron－pair　intracule　density　h（u）　，　extracule

density　d（R），and　their　moments　〈uk　〉　and　〈Rk　〉　are　examined　［4］　for　the　singly

charged　53　cations　from　Li＋　to　Cs＋　and　43　anions　from　H一　to　1’　in　their　ground

state，　where　u　and　R　are　the　interelectronic　distance　and　the　center－of－mass　radius　of　a

pair　of　electrons，　respectively．　The　intracule　and　extracule　densities　of　all　the　96　ions　are

found　to　be　monotonically　decreasing　functions，　as　shown　for　neutral　atoms．

Approximate　relations　d（R）E8h（2R）　and　〈uk＞／〈Rk　〉12k　are　confirmed　to　be

valid　for　the　charged　atoms　as　well．

　　　　　In　Chapter　3，　momentum－space　spherically　averaged　electron－pair　intracule　h（v）

and　extracule　d（P）　densities　are　［5］　constructed　and　examined　systematically　for　the

singly　charged　53　cations　from　Li＋　to　Cs＋　and　43　stable　anions　from　H一　to　1一　in

their　ground　state　based　on　numerical　Hartree－Fock　calculations．　The　intracule　and

extracule　densities　are　found　to　be　classified　into　three　and　two　types，　respectively，

according　to　the　number　of　extrema　and　their　locations．　The　modalities　of　the　electron－

pair　densities　for　all　the　96　ions　are　governed　by　a　few　outermost　electron　pairs　as

rep・貢e曲r　neutral　at・ms．　The血tracul，〈vk　〉　and，xt、acule＜〆＞m。ments　are

computed　for　the　96　ions　and　compared　with　the　corresponding　values　for　the

isoelectronic　neutral　atoms．

　　　　　In　Chapter　4，　we　construct　｛6］　a　method　of　obtaining　the　extracule　density　d（R）

for　a　correlated　wave　function　which　explicitly　includes　an　interelectronic　distance　terrn．

122

The　method　is　applied　to　the　ground　state　helium　atom　and　its　isoelectronic　analogs

described　by　highly　accurate　Kinoshita　wave　functions．　Near　exact　extracule　densities

d（R），their　m・ments＜Rk　＞with　k＝一2　t。＋4，　and　electr。n．electr。n

counterbalance　densities　d（O）　are　determined．　Comparison　of　the　correlated　results　with

the　corresponding　Hartree－Fock　values　shows　that　the　electron　correlation　shifts　the

extracule　density　d（R）　from　a　small　R　region　to　a　large　R　region．　Different　roles　of　the

radial　and　angular　correlation　contributions　are　also　clarified　in　the　electron　correlation．
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［1〕A．J．　Thakkar，　in　D8π5め7　Matrices　and　Density．Functionals，　cdited　by　R．　M．　Erdahl
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12］　R．　J．　Boyd　and　J．　M．　Ugalde，　in　Computational　Chemistry：　Structure，　lnteractions

　　and　Reactivity，　edited　by　S．　Fraga，　Vol．　77（A）　（Elsevier　Science，　New　York），　pp．

　　　273－299．

［3］　A．　J．　Coleman，　lnt．　J．　Quantum　Chem．　I　S，　457　（1967）．

［4］　H．　Matsuyama　and　T．　Koga，　Chem．　Phys．　Lett．　300，　515　（1999）．

［5］　H．　Matsuyama　and　T．　Koga，　J．　Phys．　B．　32，　3371　（1999）．
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　　PART　3．

CHAPTER　2．

HARTREE－FOCK　ELECTRON－PAIR　DENSITIES　IN　POSMON　SPACE

3－2・1．INTRODUCTION
　　　　　The　spherically－avcraged　intracule　（rclative－motion）density　乃（の　and　thc

associatcd　moments＜un＞are　defined【1，2】by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　乃（の≡∫　dS　）．∫　dRr（u，R），　　　（1a）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＜un＞≡4π∫♂伽n＋2h（の・　　　（1b）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　りwhele　u≡（u，stu）　with　Ωμ≡（θπ，φu）and　r（u，R）　is　the　intracule－extracule

rcprcscntation　of　the　spinless　two－electron　derlsity　r（r1，r2），　obtained　by　the　variable

transformations　u＝ヒr2　and　R＝（r1＋r2）／2．The　intracule　density乃（のrepresents

the　probab丑ity　density　fUnction　fbr　an　interelectronic　distance，　and　directly　determines　the

electron　repulsion　energy　of　a　system　In　the　Hterature（see，ε．g．，Refs．【2－6］fbr　relevant

re　fcrences），　the血tracule　dcnsitics　have　been　used　fbr　the　analysis　of　several　physical　and

chemical　problems　such　as　Hund’s　nlles，　chemical　bonds，　Coulomb　hole，　and　correlation

density　fUnctionals．　Further，　expcrirneI〕tal　x－ray　arld　fast　electron　scattering　intcnsitics　of

atoms　and　moleculcs　are　closely　related［7］to　the　intracule　density．

　　　　　On　the　other　hand，　the　spherically－avcraged　extracule（center－of－mass－motion）

density　d（R）and　the　associated　momerltsぐRn＞are　defirled　l1，2】by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d（R）≡∫　dΩ・∫　dur（u，R），　　　（2a）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈Rn〉≡4π∫趣Rη＋2d（R）・　　　（2b）

where　R≡（R，ΩR）with　ΩR≡（θR，φR）．　The　cxtraculc　density　provides　usefUl

information　about　thc　motion　of　the　center－of－mass　of　an　electron　pair，　but　only　a　few

studies　have　been　reported　fbr　light　ncutral　atoms　a：nd　diatomic　molecules［8－10】．

　　　　　AII　the　stlldies　on　the　intracu豆e　and　extracule　dcnsities　in　the　literaturc　were　carried

out　based　on　approximate　basis－set－expansion　wave　fUnctiorls，　some　of　which　may　not　be

sufliiciently　accurate．　For　the　53　neutral　atoms　ffom　He　to　Xe　in　their　ground　states，　we

recently　performed【3－61　a　systematic　exarnination　of乃（のand　d（R）as　weU　as　theh’

moments＜un＞and〈Rn＞withπ＝一2　to＋4using　the　numerical　Hartree－Foc：k

method．　For　the　neutral　atoms，　it　was　clarified〔3－6】that（i）both　the　intracule　and

extracule　densitics　are　monotonically　decreasing　fUnctions，（一一ll）the　major　contributions　to

the　total　elcctron－pair　densities　h（のand　d（R）come　from　a　few　innermost　subshell－pairs，

and　hcncc　thc　dcnsities　strongly　rcf【ect　thc　motion　of　inner　electrons，（iii）an

approximation　d（R）≡8乃（2R）　holds　between　the　two　electron－pair　dcnsities，（iv）

〈u”〉／＜」Rn＞≡2n　is　a　good　apProxirnation負）r　π＝一2　to　＋4，and（v）the　equalities

in（iii）and（iv）hold　exactly　fbr　He，　Li，　and　Bc　atoms，　wherc　only　s　orbitals　are　occupied．

　　　　　In　Chaptcr　2，　we　report　the　intracule乃（配）and　extracule　d（R）densitics，　togcther

with　the　associated　momcnts〈un＞and＜Rn＞with　n＝一2　to＋2，　fbr　thc　singly
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charged　53　cations　from　Li＋　to　Cs＋　and　43　anions　from　H一　to　1’　in　their　ground　states

based　on　numerical　Hartree－Fock　calculations．　The　electron－electron　coalescence　h（O）

and　counterbalance　d（O）　densities　are　studied　as　welL　The　next　section　outlines　our

computational　procedures．　ln　Section　3－2－3，　the　results　are　presented　and　discussed．　We

wM　find　that　the　above　mentioned　results　（i）　to　（v）　for　neutral　atoms　are　also　valid　for　all

the　96　singly　charged　atoms．　ln　addition，　several　inequalities　are　obtained　for　the　two－

electron　propenies　of　isoelectronic　species　with　different　nuclear　charges．　Hartree　atomic

units　are　used　throughout．

3－2－2．　COMPUTATIONAL　OUTLINE
　　　　　AHartree－Fock　wavc　fUnction　is　expressed　by　a　linear　combination　of　a丘nite

number　of　Slater　determinants　composed　of　a　set　of　o曲onormal　spin－orbitals。　Then　the

Condon－Slater　rule　（see，　e．g．，　Re£　［11］）　rewrites　the　intracule　and　extracule　densities　as　a

sum　of　spin－orbital－pair　contributions．　For　atomic　systems，　we　assume　that　the　spatial

part　y．1．（r）　of　a　spin－orbital　is　a　product　of　radial　R．1（r）　and　spherical　harmonic

Ylm（stt，）　functions．　This　allows　us　to　perform　analytically　the　angular　integrations

involved　in　the　definitions　of　the　spherically－averaged　densities　h（u）　and　d（R）．

Furtherrnore，　a　summation　of　contributions丘om　one　electron　with　Rnl（r）and　another

electro：n　with　Rn7・（r）de丘nes　the　contributio：n　of　a　subshcll　pair　nln’1’．　Dctails　are　fbund

in　Refs．　（3－6，　12］．

　　　　　For　the　singly　charged　53　cations　from　Li＋　to　Cs＋　and　43　anions　from　H’　to　1’

with　the　number　of　electrons　2≦ハ1≦54，the　radial　fUnctions　Rrz1のwere　gencrated　by

the　numerical　Hartree－Fock　method　based　on　a　modified　and　enhanced　version　of　the

MCHF72　code　［13］．　The　experimental　ground　electronic　configurations　and　terms　f　14，

15］　were　considered　for　all　the　ions．　There　are　two　exceptions，　however．　For　the　anions

Sc一@and　Pd’ C　the　experimental　ground　states　are　reported　［15］　respectively　to　be

［Ar］4s（2）3d（1）4p（1），　iD　and　IKr］5s（1）4d（10），　2S　，　but　we　could　not　obtain　meaningful

solutions　to　these　states　in　numerical　Hartree－Fock　computations．　Thus　the　second　lowest

states，圃4s（2）3d（2），3F　f・r　Sc－and　rK・】5s（2）Ca（9），2D　f・r　Pd一，wcre　exa曲ed

instead．

3－2－3．　RESULTS　AND　DISCUSSION
　　　　　By　defu］ition，　the　intracule　and　extracule　densities　are　normalized　to　the　number　of

electron　pairs　IV（N　一　1）／2．　ln　this　section，　however，　we　use　a　modified　normalization

scheme　which　normalizes　all　the　densities　to　unity　to　avoid　large　numbers　and　to　facilitate

mutual　comparison　of　species　with　different　numbers　of　electrons．

　　　　　Systematic　exarnination　of　the　intraculc　densitics乃（の　fbr　thc　singly　chargcd

cations　and　anions　shows　that　all　the　densities　are　monotonically　decreasing　functions　（i．　e．　，

unimodal　functions　with　a　maximum　at　u　＝　O），　as　observed　［5］　for　the　neutral　atoms　with

2sN一く54．　Figure　1（a）　exemplifies　the　intracule　densities　h（u）　of　the　ions　Rb’　and

Br一　with　36　electrons，　and　compares　them　with　the　corresponding　rcsult　（5］　for　the

isoelectronic　neutral　atom　Kr．　We　also　fmd　in　general　that　an　inequality，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　乃一（のく乃0（のくh＋（の，　　　　　　　　　　　　　　（3）
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is　vaHd　fbr　a　sman　u，where　thc　superscripts一，0，　and＋refer　to　the　anionic，　ncutral，　and

cationic　specics，　respectively．　This　means　that　an　increase　in　the　nuclear　charge　Z　among

isoelectronic　species　lcads　to　an　increascd　probability　of　finding　any　two　elcctrons　at　a

sholter　intcrclectronic　distance．

　　　　　　Adecomposition　of　thc　total　intracule　density　h（のinto　subshe11－pair　contributions

shows　that　common　to　all　the　96　singly　charged　ions，　the　largest　contributions　to　h（の

come　from　the　four　imermost　subshell　pair’s　1∫ls，　b2」ρ，2p2p，and　1∫2s　in　thc　order　of

decreasing　contributions．　The　relative　significance　and　bchaviors　of　the　fbur　subshell　pairs

are　similar　to　those　ofncutral　atoms【5】；thc　lsls　contribution　is　a　unimoda1　fUnction　with

a　maxinum　at　uニ0，and　is　exccptionaUy　large　among　thc　fbur　contributio：ns　at　a　sman　u．

The　1∫2p　and　2p　2p　contributions　are　unimodal　fUnctions　with　a　maximum　at　u＞0．The

1∫2s　contribution　is　a　bimodal　fUnction　with　a　primary　maximum　at　u＝O　and　a

secondary　max㎞um　u＞0．Thus　intracule　density乃（のis　a　unimodal　fUnction　with　a

maximum　at　u＝Odue　to　the　predominant　lsls　subshell－pah’contribution．

　　　　　　Figure　1（b）plots　the　electron－electron　coalescence　densities【16－19】　乃（0）of　the

singly　chargcd　53　cations　and　43　anions　along　with　the　corresponding　densities　of　the

Ileutral　atoms【18，191．　The乃（0）values　increase　monotonically　with　increasing　number／V

・felectr・ns　except　for　Li＋。　F・r　the　cati・ns，　N（N－1）乃＋（0）＝O．0435Z3’29　is　f・und　t・be

an　exccIlent　approximation．　The　average　relative　error　is　O．93％fbr　the　53　cations　and　the

largcst　error　　is　　5．25％　　fbr　　Li＋．　For　thc　　anions，　an　　approximation

N（N－1）ガ（0）＝O．0365Z　3’35　may　be　usefU1　t・estimate　the　h（0）valu・s　except　f・r　light

spccics；the　avcrage　rclative　error　is　4・15％　fbr　the　43　anions　and　the　largest　e：口ror　is

40．7％　fbr　H’．　As　expected　from　the　discussion　on　乃（の，　an　inequality

ガ（0）＜乃0（0）＜乃＋（0）is　tme　with・ut　excepti・n，　implying　that　a曲crease。f　Z

mcreases　thc　probabi胱y　of　finding　any　two　electrons　at　thc　same　position　in　space．

　　　　　Table　l　gives　the　intraculc　moment＜ノ＞withπ＝一2　to＋2　fbr　the　singly

charged　53　cati・ns　and　43　ani・ns．　The・results・f・r＜u3＞and＜u4＞are　n・t　given，　but

available　upon　request　to　HM．　For　the　96　singly　charged　ions，　the　moment＜un＞with　a

negative　n　generally　increases　with　increasing　Z．　On　the　other　hand，＜un＞with　a
　　　の　　　　

posltlve〃shows　a　periodic　behavior　as　a　fUnction　of」V；it　decreases　as　the：number　of

clectrons　increases　towards　a　rare－gas　electronic　configuration，　and　there　is　a　jump－up

whcn　additional　one　or　two　clcctrons　occupy　a　new∫subshell　outside　the　rare－gas

configuration．　Comparing山e　moments＜〃η＞of　the　96　singly　charged　ions　with　those

of　the　53　neutral　atoms　previously　reported【3】，　we　find　inequalitics，

　　　　　　　　　　　　　　　　＜un＞一く＜ゐ0＜＜め＋，　when　n＜0，　　（4a）

　　　　　　　　　　　　　　　　〈〃”〉＋＜＜un＞0＜＜ゐ一，　when　n＞0，　　（4b）

with　no　exceptions．　These　relations　are　consistent　with　Eq．（3）．

　　　　　For　thc　53　neutral　atoms丘om　He　to　Xe，　the　extracule　densities　were　known　［6］to

bc　monotonically　decreasing　fUnctions．　For　the　singly　charged　53　cations　and　43　anions　in

theh’ground　statcs，　we　havc　also　examined　the　extracule　dcnsities　d（R）and　again　fbund

that　all　the　dcnsities　are　monotonically　decreasing魚mctions．　Corresponding　to　Figure

1（a），the　cxtraculc　densitics　of　the　36－clectrons　specics　are　compared　in　Figure　2（a）．　A
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comparison　of　d（R）　of　the　96　ions　with　those　of　the　neutral　atoms　clarifies　that　for　a

small　R　region，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d一（R）　〈dO（R）　〈d’（R），　（5）

holds　among　all　the　isoelectronic　series　with　N　＝　2　to　54．　The　inequality　tells　us　that　an

increase　in　nuclear　charge　causes　an　increased　probability　of　fmding　a　pair　of　electrons

with　a　smaller　center－of－mass　radius．

　　　　　　By　examining　subshell－pair　contributions，　we　see　that　the　five　largest　contributions

to　the　total　extracule　density　d（R）　for　the　ions　are　lsls，　ls2s，　ls2p，　2s2p，and　2p2p

subshell　pairs　as　found　（6］　for　the　neutral　atoms．　The　lsls，　ls2p，and　2s2p　contributions

are　unimodal　functions　with　a　maximum　at　R　＝　O，　and　the　lsls　contribution　is　largest　at

a　small　R　．　The　2p　2p　contribution　is　a　unimodal　function　with　a　maximum　at　R　〉　O，　and

the　ls2s　contribution　is　a　bimodal　function　with　a　primary　maximum　at　R＝O　and　a

secondary　maximum　R＞0．As　fbr　the　casc　of乃（の，thc　predominant　lsls　contributioll

is　concluded　to　form　the　monotonically　decreasing　behavior　of　the　extracule　density

d（R）　for　all　the　neutral　and　charged　atoms　examined．

　　　　　The　N－dependence　of　electron－electron　counterbalance　densities　（18－20］　d（O）　is

shown　in　Figure　2（b）　for　the　charged　and　neutral　atoms．　The　d（O）　values　for　all　the　three

series　increase　monotonically　with　increasing　N　except　for　Li’．　For　the　53　cations，　a

fitting　into　an　analytical　function　has　given　N（N－1）d’（O）＝O．294z3’42　with　the

average　relative　error　of　1．4991e　and　the　largest　error　of　3．279（o　for　O＋　．　Analogously，　we

have　obtained　N（N　一　1）d一（O）　＝　O．263Z　3’45　for　the　43　anions，　where　the　average　relative

error　is　3．099e　and　the　largest　error　is　20．9％　for　H’．　Among　an　isoelectronic　series，　an

inequality　d一 i0）＜dO（0）＜4＋（0）is　always　v・lid，血dicat血g　that　an　is・electr・nic

species　with　a　larger　nuclear　charge　Z　has　a　larger　probability　of　fmding　any　two　electrons

exactly　at　the　opposite　positions　with　Tespect　to　the　nucleus．　The　result　works　to　reduce

an　increased　repulsion　among　electrons　confmed　in　a　smaller　space　around　the　nucleus

due　to　a　larger　Z．

　　　　　Table　2　summarセes　the　extracule　moments＜Rn＞for　the　96　ions，　where　n　ranges

from　一2　to　＋2．　The　results　for　n　＝　＋3　and　＋4　are　available　upon　request　to　HM．　The

dependence　of　〈　R”　〉　on　Z　and　N　is　analogous　to　that　of　the　intracule　moments　〈　u”　〉．

By　comparison　of　the　extracule　momen’ts　for　the　ions　and　neutral　atoms，　we　fmd　among

an　isoelectronic　series　that

　　　　　　　　　　　　　　　〈Rn　〉一　＜＜Rn　＞O　＜＜Rn　〉＋，　when　n〈O，　（6a）

　　　　　　　　　　　　　　　〈Rn　〉＋　＜＜Rn　＞O　＜＜Rn　〉一，　when　n＞O，　（6b）

in　accord　with　Eq．　（5）．

　　　　　For　neutral　atoms，　an　interesting　relation，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d　（R）　E　8h（2R）　，　（7）

was　shown【4，6】bctween　the　cxtracule　d（R）and　intracule　h（のdensities　within　thc

Hartree－Fock　theory，　where　the　equality　holds　for　the　species　with　N　＝　2，　3，　and　4．　We

have　confinned　that　the　relation　is　also　valid　for　the　singly　charged　cations　and　anions．

Examples　can　be　seen　in　Figures　1（a）　and　2（a）．　The　inequalities　（3）　and　（5）　are　also

consistent　through　Eq．　（7）．　A　particular　case　of　Eq．　（7）　for　R　＝　O　reads
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d（O）18h（O），　（8）

which　connects　［18，　19］　the　electron－electron　coalescence　h（O）　and　counterbalance　d（O）

densities．　The　inequalities　for　h　X（O）　and　for　d　X（O）　mentioned　above　are　thus　consistent

with　Eq．　（8），　where　x　＝　一，　O，　and　＋．　The　approximate　analytical　expressions　for　h　X（O）

and　d　X（O）　deviate　little　from　the　relation　（8）．　However，　the　diiiference　between　d（O）　and

8h（O）　increases　with　increasing　N，　and　the　relative　errors　are　2790　for　the　three　54－

electron　species．

　　　　　Equation　（7）　further　predicts　［4］　a　relation，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈un　〉／〈Rn　＞－　2n，　（g）

between　the　intracule　〈un　〉　and　extracule　〈Rn　〉　moments．　The　equality　in　Eq．　（9）　is

rigorous　for　the　species　with　N＝2　to　4．　The　inequalities　（4）　and　（6），　observed　among　an

isoelectronic　series，　are　consistent　with　Eq．　（9）．　For　the　53　neutral　atoms　with　2一くN一く一54，

the　average　values　of　〈u”〉／〈R”〉　were　reported　［4］　to　be　O．222　（n＝一2），　O．481

（n＝一1），　2．03　（n＝＋1），　4．11　（n＝＋2），　8．27　（n＝＋3），　and　16．6　（n＝＋4），　respectively．　For　the

cations　and　anions，　the　corresponding　values　have　been　found　to　be　more　or　less　the　same

when　n＝一2，　一1，　and　＋1．　For　n＝＋2，　＋3，　and　＋4，　the　values　are　4．13　（cations）　and　4．08

（anions），　8．34　（cations）　and　8．17　（anions），　16．8　（cations）　and　16．3　（anions），　respectively．

In　these　cases，　the　deviation　from　2”　has　been　seen　to　be　smaller　for　a　species　with　a

lower　Z　among　an　IV－electron　isoelectronic　series　for　any　2　S　N　S　54　．

3－24．　CONCLUSION
　　　　　For　the　53　cations　from　Li＋　to　Cs’　and　43　anions　from　H一　to　1一，　both　the

intracule　h（u）　and　extracule　d（R）　densities　have　been　found　to　be　monotonically

decreasing　functions．　The　approximate　but　important　relat　ions　d（R）ii　8h（2R），

〈u”〉／〈R”＞2E　2n，　and　d（O）　，’v．　8h（O），　found　previously　｛4，　6，　18，　19］　for　neutral

atoms，　have　been　confinned　to　be　valid　as　well　for　the　singly　charged　ions．　Therefore，　the

qualitative　aspects　of　the　electron－pa辻properties　havc　been　concluded　to　be　essentially

common　to　the　neutral　and　charged　atoms．　Moreover，　a　comparison　of　isoelectronic

species　has　clarified　sevcral　general　inequalitics　such　as　h一 iのく乃。（のく乃＋（のf・r　a

small　u　．　Since　the　electron－pair　properties　in　position　space　are　strongly　influenced　by　a

few　innermost　subshell　pairs，　these　inequalities　for　an　isoelectronic　series　can　be

understood　intuitively　by　the　fact　that　an　increased　nuclear　charge　results　in　an　electron

distribution　more　condensed　around　the　nucleus．　On　the　contrary，　the　electron－pair

properties　in　momentum　space　are　known　｛3－6］　to　be　most　affected　by　outermost　（or

valence）　subshells．　Comparative　studies　of　the　momentum－space　intracule　and　extracule

densities　on　the　neutral　and　charged　atoms　will　be　interesting．
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Cation
A1∬on

N2＞」1／2．

z 厚竃。2　　　轟胃一1　　　薦＝1 π＝2　　　　　　　　　　　　”3－2　　　　π3－1　　　　犀器1　　　　薦32 Catiσロ A蛆。ロ

1
H，@　　0。29023　　　0．39548　　　3．73927　　　18．8222 Z　　　　　　　π3・2　　　π二一1 π－1 π冒2　　　　　　　　　　　κ冨一2　　　　π冨。1　　　　κ置1　　　　　κ窟2

　3　　Uや

@4　　B♂
@5　　B◇

@6　C←
@7　N◇
@8　　d
@9　F←
P0　　No＋

P1　N8◇
P2　　Mgや

P3　　A1◆

P4　　S五◇

P5　　P壷

P6　　Sφ

P7　　（＝1◆

P8　A～
P9　　Kや

Q0　　Caや

Q1　　Sc◆

Q2　　Tiや

Q3　Vゆ
Q4　　α噸

Q5　　Mコや

Q6　　Fcや

Q7　　Co◆

Q8　　Nゴ
Q9　　Cuか

R0　　Za壷

R1　　Gaう

R2　　G♂
R3　　As寺

R4　　S♂
R5　　Bτ＋

R6　K～
R7　　Rb寺

R8　　Sr＋

R9　Y←
S0　Z～
S1　Nb◆
S2　Mo◇
S3　　Tc◇

S4　　Ru÷

S5　　Rh壷

S6　　Pdや

S7　Ag◇
S8　　Cd◇

S9　　1ガ

T0　　Sガ

T1　Sb◇
T2　T♂
T3　r
T4　　Xe◇

T5　　Csや

　4。72639　　　1．65169　　　0．83831

@3．27827　　　1．11152　　　1．75339

@2．98154　　　1．01968　　　1．72580

Q．94769　　　1．02834　　　1．60273

R，05526　　　LO7826　　　1．45186

R．24665　　　1．14751　　　131391

R53268　　　1．22796　　　1．20641

R．86423　1．31450　　1．11011
S．23613　　　1．40504　　　1．02536

S．42054　　　1．38780　　　1．25495

S．60185　　　1．38143　　　1．34115

S．77234　　　1．37539　　　1。40594

S．94464　　　1．37841　　　1．40650

T．11977　　　138820　　　1．37844

T．298ユ8　　　1．40206　　　1．34618

T．48130　　　1．42050　　　1．30429

T．66938　　　1．44259　　　1．25851

T．81614　　　1，43331　　　1．41445

T．976ユ8　　　1．44945　　　1．37665

U．14231　　　1。47107　　　1．32903

U．32906　　　1．51432　　　1．18171

U．50775　　　154230　　　1．14072

U．67252　　　1．55258　　　1．19023

U。86144　　　1．58209　　　1．15357

V．07782　　　1．63139　　　1．04461

V27978　　　1．66428　　　1．01323

V．48809　　　1．69863　　　0．98222

V．67809　　　1．71527　　　1．01735

V．86456　　　1．73029　　　1．03972

W．04433　　　1．74090　　　1．07381

W．22190　　　L75205　　　1．08780

W．39777　　　1．76373　　　1．09031

W。57157　　　1．77520　　　1，09071

W．74448　　　1．78738　　　1．08448

W．91674　　　1．80021　　　1．07397

X．07315　　　1．79950　　　1．17058

X．22578　　　1．79925　　　1．22909

X．38820　　　1．81441　　　1．16679

X55100　　1．83114　1．10230
X．70930　　　1．84270　　　LO8639

X．86040　　1．84723　　1．11804

P0，0253　　1．86686　　1．05861
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P0．3434　　　1．89440　　　1◎02480

P0．5037　　　1．90929　　　1．00685

P0．6544　　　1．91576　　　1．03258

P0．8030　　　1．92193　　　LO5020

P0．9481　　　1．92620　　　1．07632

P1．09ユ5　　L93087　　1。09002

P1．2334　　　エ．93588　　　1．09618

P1．3735　　　1．94079　　　L10097

P1．5125　　　1．94608　　　1．10094
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　α89064　　　　L竃・　　　0。85518　　　α45892　　　538580　　　44．08604．36978

R．96831　　　Bり　　1．ZB237　　0．60870　　3．08049　　13。85493．36654　　　C●　　151991　　0．70568　　239028　　「乙83348λ72090　　　N’　　1。78225　0．79646　2．05222　5．785352．20434　　　　0，　　　2．07359　　　α89210　　　1．77881　　　431330

@1．85738　　　　F．　　　239413　　0．99033　　　156301　　329954156987

P．33640　　Na．　2．90816　1．02462　2．71471　175763
Q．58241

Q．90441　　　　A1●　　3．35896　　　1．06830　　　237937　　　11．0255

R．15435　　　　Si．　　　357441　　　1．09724　　2。09677　　7．43911

R．04750　　　　P．　　　3，78442　　　1．12435　　　1。96006　　　6．22175

Q．83120　　　　S・　　　3．99364　　L15443　　1．82469　　5．17342

ﾉ22131　　　K．　　4．57282　1．ユ9426　2．50072　16．2007
R．32874

R．08185　　　　Sc・　　4．93248　　1．23954　　2。15612　　10。6029

Q．82071　　　　Ti●　　　5．ユ1766　　　1．26944　　　2．05042　　　9◎69605

P．99861　　　V●　　5．3054・4　　1．30087　　1．95128　8．83379

P．84181　　　　α9　　5．49687　　　133409　　　1．86265　　　8．13623

Q．18475　　　　】睡ゴ　　　5．69149　　　1．36669　　　1．77224　　　7．28829

Q．04298　　　　Fe層　　5．89086　　　1．40091　　　1．69293　　　6。63767

P53087　　　　（b・　　6．09464　　　1．43614　　　1．62080　　　6．08617

P．43522　　　Ni’　6．30300　　1．47221　1．55474　5．61070
P．34318　　　　Cn零　　651648　　　150928　　　1。49484　　　52ユ615

P．57282

P．69613　　　　Ga　9　　6．90636　　　154757　　　152867　　536819

P。88050　　　　Go●　　7。09666　　　1，56768　　　ユ．43182　　　3．98878

?．92917　　　　　A8●　　7D28324　　　158511　　　1．40064　　　3．65489

k91479　　　　S◎●　　7．46803　　　150288　　　136201　　3．30531

P．89879　　　Br．　　7．65138　　L62D86　　132：282　　2．99880
k85221
P．78988　　　　Rb．　　7．99417　　　1．62946　　　1．80021　　　10．09：19

y50051
Q．83626　　　Y’　　＆32328　　1．64469　　1．77822　9．28775
Q。37828　　　　Zr．　　　8．49169　　　1．66331　　　1．60489　　　631240

P．93958　　　　Nb●　　8．65651　　　1．67718　　　156522　　　5．93873

P．85062　　　Mo●　8．82114　　1．69187　　152875　　564552
Q．06190　　　Tc．　　8．98489　　1．70645　　1．48856　　5．24032

P．71997　　　　R腿．　　9．14891　　　1．72180　　　1．45241　　　4．93498

P．64781　　　　Rh．　　9．31312　　1．73771　　1．41844　　4．67444

P。57689　　　　Pd．　　9．47763　　　：L75412　　　1．38627　　　4。44674

P。50608　　　　A8．　　9．64275　　　1．77108　　　135617　　　4．25601

P．68055

P，78364　　　　1n　9　　　9．95238　　　1。78763　　　L38304　　4。28552

P．93866　　　　Sn－　　10．1043　　　L79676　　　1．33805　　　3．56178

P．99815　　　　Sb●　　10。2537　　1．80476　　1．32651　　3．38943

Q．00879　　　　To・　　10．4016　　　1．81306　　　ユ．30807　　3．17876

Q．01689　　　　1．　　　　10．5481　　　1．82156　　　L28756　　　2．97966

P．99791

P．96288

　1
R　　　Li＋　　　　ユ8．9056　　　3β0337

S　　　B6←　　　　13．工131　　　2ゆ22304

T　　B◆　　　11．9261　　2．03936

U　　C＋　　　1λユ933　　2．1ユ941

V　　　N冷　　　　12聯9866　　　2．25580

W　　　0卓　　　　14．0942　　　2．41806

X　　　F←　　　　15．5455　　　2．59405

?Ｏ　　Ne＋　　17．1781　2．77855

P1　Na◆　　18．9708　2．9685フ

P2　Mgφ　19．8873　2．92743
P3　　　Aゴ　　　　20．7737　　　2．90838

P4　　　S玉や　　　21．6◎88　　　2．89398

P5　　　P「レ　　　　2二乙4430　　　2．898ユ6

P6　　　Sや　　　　23．2820　　　2．916ユ5

P7　　　αウ　　　　24，1268　　　2G94227

?８　　　酒L～　　　　24．9866　　　2b97ツ78

P9　　　】くや　　　　25．8631　　　3．◎2079

Q0　　　（〉1か　　　265577　　　2．99869

Q1　　　Scや　　　27．3163　　　3．03ユ3ユ

Q2　　　Tf　　　　28．1016　　　3．07542

Q3　　　Vゆ　　　　28．97921　　3．16538

Q4　　　Crや　　　　29．8＝L62　　　3．22238

Q5　Mガ　　30．5885　3。24175
Q6　　　Fe→　　　31．4646　　　3β0ユ67

Q7　　　（b’←　　　32．4583　　　3．4◎299

Q8　　Ni◆　　33．3876　3．46963
Q9　　　C麩÷　　　34．3430　　　3．53923

R0　　　Zhや　　　35．2ユ93　　　357188

R1　　Gaや　　36．0778　　3，60095

R2　　Ge＋　　369092　　3．62180
R3　　　As＋　　　37．7295　　　3．64363

R4　　　S¢壷　　　38．54ユ1　　　3．66646

R5　　B～　　　39．34ユ9　　3．68877

R6　　　Kf＋　　　40．1375　　　3．71248

R7　　　Rbや　　　40．9291　　　3．73749

R8　　　Sτや　　　41．6510　　3．73477

R9　　Y←　　4■3549　　3，73290
S0　　　Zど壷　　　　43．Q993　　　3．763ユ7

S1　　　Nbや　　　43．＆435　　　3，79660

S2　M◎＋　44．5674　3．81924
S3　　Tcウ　　45．2595　　3．82727

S4　　Ru◆　　46．OO82　　3．86659

S5　　　Rb＋　　　46．フ299　　　3．89299

S6　　　Pd壷　　　　47．4530　　　3．92◎83

S7　　　Ag＋　　　4＆1787　　　3．95023

S8　　　Cdや　　　48．8637　　　3．9623ユ

S9　　　1血ウ　　　　495382　　　3．97372

T0　　　S皿や　　　50．1986　　　3．98ユ58

T1　　　Sbや　　　50．8511　　3．99025

T2　　Te＋　　51．4964　　3．9996エ

T3　　　1◆　　　　　52．1333　　　4．0◎874

T4　　X♂　　52．7644　4．0ユ865

0．419ユ57

O．876695

O．8629◎0

O．768351

O．688800

O．622528

O5フ2783
O．528600

O．489716

O．610523

O．6577ユ1

O．686715

O．685830

O．671728
O．656ユユ6

O．635934

O．6ユ3910

O．694311

O．675792

O．652389

O．578150

O．558270

O．584463

O．566671

O．512ユ03

O．496965

ｿ481968

O．500430

O5工2441
O．529088

O．535927

O537ユ64
O．537457

O．534483

O．529398

O．578363

O．608ユ97

O．576733

O544240
O．536421

O．552720

O．522863

O．514728

O．5◎6284

O．497465

O．510712

O．519886

O．532747

O539493
O．542528

O．544934

O．544953

　　　　　　　　H●　　　　1．16095　　0．790970　　1．86964　　　　4。70555

O．222660　　　　Li．　　　　3．42073　　0．917855　　2．69290　　　11。0215

P．09244
O．992◎77　　　　B・　　　　5。29239　　1．258フ0　　　1．4793ユ　　　　3．23401

O，7701ユ9　　　C’　　　6．42432　1．47590　　1．14122　　　1．80505

O．6U864　　N●　　7．66389　1．67302　0．982201　1．34435
O．495922　　　　0．　　　　　9．（闘9　　1．87791　　　0．853085　　　1．00711

O．420815　　　　F・　　　　105586　　　2．08605　　　0．751081　　　0L773264

O．358377
ｿ3σフ2ユ6　　N2’　ユ3。Oユ72　　2。15773　　1．34141　　4．37476

O．627792

O，7ユ3866　　　Ar　　　15．1606　　　2．24604　　　1．ユ6797　　　2。68604

O。759406　　　　Si，　　　16．ユ798　　　2。30506　　　LO2606　　　　1．79448

O．728377　　　　P．　　　17．1687　　　2．35977　　　0．9589ユ6　　　1．49990

O．6フ4798　　　　S．　　　18．工490　　　2．42044　　　0．892506　　　1．24602

O．629699　　　　α●　　　ユ9．ユ263　　　2．48543　　　0．832639　　　1。04710

O．5795ユ6

O530287　　K“　　20．8579　2．49789　　1．23773　　4．02870

O．812577

ｿ752128　　Sc’　22．5430　2。58985　1．06664　　2．63306
O．6882ρ3　　　　Tiり　　　23．4099　　　2．65ユ39　　　1．01414　　　　2L4◎772

O．482ユ96　　　V・　　　24．2870　　2。71598　　0．964988　　2．19357

b．444614　　　　α．　　　25．1793　　　2●78422　　　0．921112　　　2い（脳9

O533ユ94　　　　1血．　　26。0816　　　2℃8501脇　　　0．876423　　　1。80980

O．498938　　　Fo．　　27。OO37　　2。92074　　0．837241　　1．64828

p371050　　　　Co・　　27．9434　　　2．99265　　　0．801625　　　151142

O。348223　　　　Ni，　　28．90：L6　　　3．06623　　　0．769G25　　　139345

O。326169　　　　（》・　　29．8806　　　3，工4178　　　0．739475　　　129561

O．385029
O．417080　　　　Ga．　　31，6794　　　3．2ユ907　　　0．755687　　　132588

O。46（》娼　　　　Ge●　　325570　　　3．25954　　　0。706966　　　0．979962

O．4・71382　　　　As－　　33．4170　　　3．29448　　　0．69ユ495　　　0．897089

O．467324　　　Sc．　　34，2679　　　3．32998　　　0．672347　　　0．810470

O．463302　　　　Br嚇　　　35．1112　　　336585　　　0．652956　　　0．734720

O．45ユ890

O．436681　　Rb．　36．6926　　3．38180　　Q．893200　　2、。51271

O．615688
ｿ700769　　Y’　　38．2083　　3．4ユ117　　0．881724　　2。30291

O58555ユ　　　　Zr・　　　3＆9798　　　3．44841　　　0．796076　　　156899

O．475378　　　　Nb●　　39．7349　　　3．47599　　　0．776338　　　1．47588

O．453500　　Mo’　4Q．4880　350522　0．758211　1．40292
O507354　　　Tc曽　　4ユ．2＝357　　3．53418　　0。738259　　13C12Pl

n．421678　　　　Ru・　　41．9834　　　356473　　　0．720321　　　1．22606

O．404041　　　Rh●　　42．7306　　　3．59640　　　0．703472　　　1．16129

O．386699　　　　Pd・　　43．4779　　　3．62909　　　0．687528　　　1。10472

O．369365　　　　Ag●　　44．2267　　　3。6629ユ　　　0．672609　　　1加738

O．4ユ3733
O．44◎166　　　　1且．　　　45．6361　　　3．69516　　　0．685646　　　1．06051

p．477494　　　　Sa．　　46．3273　　　3．71307　　　0。662989　　　0。878891

ｿ49コ580　　　Sb・　　47，0074　　3．72862　　0．657233　　　0。835866

ｿ493844　　　Te’　　47．6801　　3．74477　　α6480・49　　0．783406
O，4957工O　　　I，　　　　48．3460　　　3．76ユ34　　　0．637852　　　0．733935

O．490964

O．48230655　Cs◇　53．3901　4．02928 0543306
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Fig．　1．　Comparison　o　f　intracule　properties　of　cationic，　neutral，　and　anionic

spccies．（a）Intraculc　densitiesん（のfbr　thc　36－clectτon　species　Rb＋，

Kr，　and　Bゴ．（b）Electron。electron　coalesccncc　densit1es乃（0）as　a　fUnction

of　the　number　of　electrons　N．
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Fig．　2．　Comparison　o　f　extracule　properties　of　cat　ionic，　neutraL　and　anionic　species．

（a）Extracule　dcnsities　d（R）for　the　36・el¢ctron　species　Rb＋，Kr，　and　Bゴ・

（b）　Electron－electron　counterbalance　densities　d（o）　as　a　function　of　the　number

of　electrons　N．
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　　PART　3．

CHAPTER　3．

HARTREE－FOCK　ELECTRON－PAIR　DENSMES　IN　M　OMENTUM　SPACE

3－3－1．　INTRODUCTION
　　　　　The　elucidation　of　the　motion　of　a　pair　of　electrons　is　important　for　profound

understanding　of　the　electronic　structures　of　atoms　and　mo　lecules．　The　intracule

（relative－motion）　and　extracule　（center－of－mass－motion）　densities　are　a　couple　of

electron－pair　densities　usefu1　for　such　purpose　［1，2］．　The　intracule　density　1（u）　and　its

spherical　average　h（u）　in　position　space　are　the　probability　density　functions　for　the

relative　vector　u＝rl－r2　and　its　magnitude　u＝l　rl－r21，　respectively．　Since　the

pioneering　work　by　Coulson　and　Neilson　（3］　for　the　He　atom，　the　intracule　density　has

been　employed　in　a　number　of　studies　on　atomic　and　molecular　problems　such　as　Hund’s

rules，　chemical　bonding，　and　Coulomb　ho　le　（see，　e．g．，　Refs．　［2，4－7］）．　On　the　other　hand，

the　position－space　extracule　density　E（R）　and　its　spherical　average　d（R）　are　the

probabMty　density　functions　for　the　center－of－mass　vector　R＝（rl＋r2）／2　and　its

magnitude　R＝lrl＋r2　U2，　respectively．　Compared　with　the　intracule　density，　little

attention　has　been　paid　so　far　to　the　extracule　density　（see，　Ref．　［5］）．　Systematic

examinations　o　f　both　the　intracule　h（u）　and　extracule　d（R）　densities　as　well　as　their

moments　〈uk＞　and　〈Rk＞　have　only　recently　been　performed　on　the　basis　of

numerical　Hartree－Fock　calculations　for　the　53　neutral　atoms　from　He　to　Xe　［4－7］，　the

singly－charged　53　cations　from　Li’　to　Cs’　［8］，　and　the　43　anions　from　H一　to　1一　［8］　in　their

gro　und　states．　The　intracule　and　extracule　densit　ies　have　been　found　to　be　monotonically

decreasing　functions　for　all　the　53　atoms　and　the　96　ions．　A　decomposition　of　the

electron－pair　densities　into　subshell－pair　contributions　has　shown　that　the　modalities　of

intracule　and　extracule　densities　are　essentially　governed　by　the　innermost　lsls　subshell

pair．　Moreover，　we　have　found　that　interesting　relations　d（R）i8h（2R）　and

〈uk　〉　／　〈Rk　〉　11　2k　hold　for　the　neutral　and　ionic　atoms・

　　　　　The　intracule　density　1（v）　and　its　spherica1　average　h（v），　and　the　extracule

density　E（P）　and　its　spherical　average　d（P）　are　introduced　［2］　in　momentum　space　as

well．　The　momentum－space　intracule　and　extracule　densities　have　also　been　used　for　the

investigations　on　the　same　problems　as　in　position　space，　but　almost　all　the　studies　are

linrited　to　He，　Li，　Be，　and　a　few　simple　moiecules　（see，　Refs．　［2，4－7］　for　relevant

references）．　Recently，　we　have　constructed　and　examined　（4－7］　systematically　the

momentum－space　intracule　h（v）　and　extracule　d（P）　densities　together　with　their

moments　for　the　53　neutral　atoms　from　He　to　Xe　in　their　ground　states，　based　on　the

numerical　Hartree－Fock　method．　The　momentum－space　intracule　h（v）　and　extracule

d　（P）　densities　of　the　53　atoms　have　been　found　to　be　classified　into　three　and　two　types，

respectively，　according　to　the　number　of　local　extrema　and　their　locations．　By　separating

the　electron－pair　densit　ies　into　subshell－pair　contributions，　we　have　clarified　［6，7］　that

modalities　of　the　momentum－space　electron－pair　densities　are　governed　by　a　few

outerrnost　subsheU　pairs，　in　marked　contrast　with　those　for　the　posit　ion－space　electron一
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pair　densities．　A　relation　〈　vk　〉　／　〈　pk　＞i　2k　is　confinned　［s］　to　be　valid　between　the

intracule　〈　vk　〉　and　extracule　〈　pk　〉　moments．　However，　no　systematic　analysis　was

reported　for　the　momentum－space　electron－pair　densities　of　ionic　species．

　　　　　The　purpose　of　Chapter　3　is　to　study　the　intracuIe乃（の　and　extracule　d（P）

densities　in　momentum　space　along　with　their　moments　〈vk　〉　and　〈pk　〉　for　the

singly－charged　53　cations　from　Li＋　to　Cs＋　and　43　anions　from　H一　to　1一　（except　for　ten

unstable　anions　of　group－2，　12，　and　18　atoms）　in　their　ground　states，　and　to　compare　the

ionic　results　with　those　for　neutral　atoms．　The　electron－electron　coalescence　h（O）　and

counterbalance　d（O）　densities　are　studied　as　well．　The　intracule　h（v）　and　extracule

d（P）　densities　will　be　classified　into　three　and　two　types，　respectively，　and　several

important　inequalities　wi11　be　found　among　isoelectronic　species．　The　present　results

complement　those　obtained　previously　［4－8］　for　the　intracule　and　extracule　densities　of

the　53　neutral　atoms　and　the　96　singly－charged　ions．　The　next　section　defines　the

intracule　h（v）　and　extracule　d（P）　densities　as　well　as　their　moments，　and　outlines　our

computational　procedures　based　on　the　numerical　Hartree－Fock　method．　ln　Section　3－3－

3，　the　results　are　presented　and　discussed．　Hartree　atomic　units　are　used　throughout　this

chapter．

3－3－2．　DEFINMONS　AND　COMPUTATIONAL　OUTLINE
　　　　　For　a11／V：一electron　system（N≧2），the　sphcrically－averaged　intracule　density　h（の

and　the　associated　moments　〈　vk　〉　in　momentum　space　are　defmed　（2］　by

　　　　　　　　　　　　　h一（v）　E　（47r）　一lfd9，」　dp　ldp26｛v　一　（pl　一　p2　）］　r（pl，p2）　，　（1　a）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈　vk　〉　＝一　4zfocodvvk’2　h一（v）　，　（lb）

where　v＝一　（v，9．）　with　Sl：！，　E（e，，¢，），　and　6（p）　is　the　three－dimensional　Dirac　delta

function，　and　F（pl，p2）　is　the　spin－reduced　two－electron　momentum　density　function

［9］，

　　　　　　　　　　　r（pi，p2）＝ZYI！（L！lS：一1］2V　！一i）fdoida2dy3，．．．，dyNl〈b（yi，…，yN）12，　（2）

in　which　yi　一＝　（pi，ai）　is　the　combined　momentum－spin　coordinate　of　the　electron　i　and

（1＞（yl，．．．，yN）　is　the　electronic　wave　function　in　momentum　space．　The　intracule　density

h（v）　is　the　probability　density　function　for　the　relative　momentum　v＝lpl－p21，　and　is

nomialized　to　the　number　N（N一　1）／2　of　electron　pairs．　On　the　other　hand，　the　spherically－

averaged　extracule　density　d’ iP）　and　the　associated　moments　〈　Pk　〉　are　defined　［2］　by

　　　　　　　　　　d一（p）　一一　（4a）’ifdgpJdpidp26（P　一　（pi　＋　p2）／2］　i（pi，p2）　，　（3a）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．pk　〉．4，，foOO　dp　pk＋2　d一（p），　（3b）

where　P＝（P，　S：1　p）　with　S；1！p　一一＝一　（ep，ipp）．　The　extracule　density　d（P）　is　the　probability

density　function　for　the　center－of－mass　momentum　P　＝lpl　＋p2Y2　，　and　is　also　normalized

to　the　numberハTl（N－1）／2　of　electron　pait’s．

　　　　　For　singly－charged　53　cations　and　43　anions，　the　position－space　Hartree－Fock
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wave　fUnction　is　expressed　by　a　lincar　combination　of　a　finite　number　of　Slater

dcterminants　composcd　of　a　set　of　orthonormal　spin－orbitals．　The　spatial　part膨nZ〃z（r）of

aspin－orbital　is　a　product　of　radial　Rnl（r）and　sphcrical　harmonic｝7〃2（Ω7）fUnctions，

where　r……（r，tQ　r），　and〃，1，　and　m　stand　fbr　the　principal，　angular　momentum，　and

　　　　　　コmagnetlc　quantum　numbers，　rcspectively．　The　momcntum－space　Hartree－Foc：k　wave

釦nction　has　exactly　thc　same　structure　as　the　corresponding　wave　fUnction　in　position

space・if　lL・nlm（r）is　replaccd　l10］withφ。～m（P）＝pnl（P）Ylm（ΩP），　whcre　the

momentum－spacc　radial釦nction」Pnl（p）is　obtained　as　the　Han：kel　transforrn　of　Rnl（r），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　弗1ωニω惚励1ψ・皿。1ω，　　（4）

withノ～（κ）being　the　lth　order　spherical　Besscl　fUnction　of　the　first　kind．　The　position。

space　radial　fUnctions　Rnl（r）were　generated　by　the　numerical　Hartrcc－Foc：k　method

based　on　the　MCHF72　code　111】．　According　to　Eq．（4），　the　fUnctions　R〃～（r）were　then

numerically　transformed　to　the　fUnctions　Pnl（p）using　Tahnan，s　algorit㎞［12】．　The

Condon。SIatcr　rule［131　rewrites　the　intracule　h（v）and　extracule　d（、P）densities　as　a

sum　of　spin－olbital－pair　contributions．　The　angular　integrations　in　Eqs．（1a）a：nd（3a）were

then　pcrforrned　analytically．　A　summation　of　contributions　from　one　elcctron　with

Pnl（p）a：nd　another　electron　with　Pn，1，（p）dc丘ncs　the　contribution　of　a　subshell　pah’

nln’1’．　The　details　are　fbund　in　Refs．【4－7，14】．　Thc　experimental　ground　electronic

configurations　alld　tcrms【15，16】were　considered　fbr　all　the　singly－charged　53　cations

fr・m　Li＋t・Cs＋and　43　ani・ns・fr・m　H噸t・1’．An　explicit　table　is　f・und　in　R・f，【171．

There　are　two　exccptions，　howeveL　For　the　anions　Sc’and　Pd電 CmeaningfUl　Hartrec－

Fock　solutions　were　not　obtained（17】to　their　ground　statcs．　Thus　thc　second　lowest

statcs【17】were　examined　instead　for　these　ions．

3－3－3．　RESULTS　AND　DISCUSSION
　　　　　In　this　section，　all　the　intracule　and　extracule　densities　are　normalized　to　unity，

instead　of　the　number　of　electron　pairs　N（N一　1）／2，　to　facilitate　mutual　comparison　of

species　with　different　numbers　of　electrons．

　　　　　Systematic　examinations　of　the　intracule　densities　h（v）　for　the　singly－charged　53

cations　and　43　anions　have　shown　that　the　densit　ies　h（v）　are　classified　into　the　same

three　groups　as　those　for　neutral　atoms　｛6］　according　to　the　number　of　local　extrema　and

their　locations．

’llype　A．　Unimodal　density　with　a　maxirnum　at　v　＝　O．　The　next　seven　cations　and　nine

anions　have　densities　of　this　type：　Li’，　B’，　Al’，　Y’，　and　group－1　anions　with　a　valence　s2

configuration，　C’，　Si’，　and　Ge’　with　a　valence　pi　configuration，　Sc’，　Ti一 C　V一 C　and　Zr’　with

a　dk　configuration　（k　＝　2－4）．　Figure　1（a）　shows　the　intracule　density　ofSi’　which　is　oftype

A．

Type　B．　Unimodal　density　with　a　local　minimum　at　v　＝　O　and　a　maximum　u　〉　O　．　The　44

cations　and　21　anions　have　densities　of　this　type：　Group－1　cations　except　Li’，　group－15　to

group－18　cations，　and　group－13　to　group－17　anions　with　a　pk　configuration　（k　＝　2－6），

group－2　cations　with　an　s’　configuration，　transition　cations　with　a　valence　dk　（k　＝　4，　5，　7－

10）　or　sidk　（k　＝　1，　2，　5，　6，　10）　configuration，　Sn’　with　a　pi　configuration，　and　Y一　with　a

dip’　configuration．　The　intracule　density　of　Fe“　is　given　in　Fig．　1（b）・
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Type　C．　Bimodal　density　wjth　a　primary　maximum　v　＝　O　and　a　secondary　maximum　at

v　〉　O　．　There　is　also　a　local　minimum　between　the　two　maxima．　The　two　cat　ions　Ga’　and

In’　with　a　diO　configuration　and　13　transition　anions　with　a　dk　configuratjon　（k　＝　4－10）

except　V一@have　densities　of　this　type．　An　example　is　shown　in　Fig．　1（c）　for　the　Ag一　ion．

　　　　　　A　decomposition　of　the　total　intracule　density　into　subshell－pair　contributions　has

shown　that　the　above　modaHties　of　the　intracule　densitics乃（のarc　govemed　by　a　few

outermost　subshell　pairs　SS，　SS’，　SP，　PP，　and　PD　as　reported　for　neutral　atoms　［6］，

where　the　symbols　S，　P，　and　D　denote　the　outermost　subshells　of　the　respective

symmetries，　and　the　symbol　S’　denotes　the　second　outermost　s　subshell．　While　the　SS

contribution　has　type－A　distribution，　the　other　four　contributions　have　type－B

distributions．　When　the　SS　subshell－pair　contribution　is　large，　the　intracule　density

belongs　to　type　A．　When　one　of　the　subshell－pair　contributions　SS’，　SP，　PP，　and　PD　is

large，乃（のbecomes　type－B　density．　The　modality　of　type－C　density　comes　from　a

combined　contributions　from　SS　and　SP　subshell　pairs　or　from　SS　and　PD　subshell　pairs．

These　results　are　in　marked　contrast　to　those　of　the　position－space　intracule　densities

h（の；fbr　all　the　96　singly－charged　ions，　the　densities乃（のare　monotonically　dccreasing

functions　（8｝　due　to　the　predominant　l　sls　subshell－pair　contributions．

　　　　　　The　electron－electron　coalescence　density　h（O）　is　（see，　Refs．　（18，19］　and

references　therein）the　probability　density　of丘nding　any　two　electrons　at　the　samc

momentum．　Figure　2（a）　depicts　the　densities　h（O）　for　the　53　cations　and　43　anions

together　with　the　corresponding　densities　for　the　neutral　atoms　［18，19］．　The　densities

h（O）　of　all　the　96　ions　are　found　to　be　highly　dependent　on　the　several　outermost－

subshell　pairs，　as　shown　for　the　neutral　atoms　［19］．　The　density　h（O）　decreases　as　the

number　of　electrons　increases　toward　a　rare－gas　（anions），　rare－gas　plus　si　（cations），　or

sidiO　（cations）　electronic　configuration，　and　there　is　a　jump－up　when　one　（cations）　or　two

（anions）electrons　are　added　to　form　a鋪y－occupied　valencc　s2　co面guration．　An

inequality

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　万＋（0）＜万0（0）＜万一（0），　　　　　　　　　　　　　　（5）

is　seen　to　be　true　without　exceptions　for　isoelectronic　species，　where　the　superscripts　＋，　O，

and　一　refer　to　the　cationic，　neutral，　and　anionic　species，　respectively．　Equation　（5）　means

that　among　isoelectronic　species　a　decrease　in　the　nuclear　charge　Z　increases　the

probability　of　fuiding　any　two　electrons　at　the　same　momentum．

　　　　　Table　1　summarizes　the　intracule　moments　〈vk　〉　with　k＝　一2　to　＋2　for　the　96

singly－charged　i・ns．　The　m・ment＜ガ2＞sh・ws　a　peri・dicN－dependence　anal・9・us　t・

the　electr・n－clcctr・n　c・al・scence　density万（0）sh・wn・in・F｛9．2（a）．　Thc　m・m・nt＜ガ1＞

decreases　with　increasing　N，　although　there　are　several　exceptions．　On　the　other　hand，　the

moments　〈vk　〉　with　positive　k　have　monotonically　increasing　behavior．　Figure　2（b）

shows　the　N－dependence　of　the　average　relative　momentum　〈　v　〉　for　all　the　96　ions　and

the　corresponding　53　neutral　atoms．　A　detailed　comparison　of　the　moments　〈　vk　〉　of

the　96　singly－charged　ions　with　those　（4］　of　the　53　neutral　atoms　has　shown　that

inequalities，

　　　　　　　　　　　　　　　〈vk　〉＋　＜＜vk　＞O　＜＜vk　〉一，　when　k〈O，　（6a）

　　　　　　　　　　　　　　　＜・㌧一く♂＞0〈♂〉＋，whcnわ0，　　（6b）
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hold　among　isoelectronic　species　with　no　exceptions．　Equation　（6）　implies　that　among　a

isoelectronic　series，　a　species　with　a　larger　Z　has　more　diffUse　intracule　density　than　the

one　with　a　smaller　Z．

　　　　　Analogously，　we　have　examined　the　modality　of　the　extracule　densities　d（P）　for

the　96　ions　and　have　found　that　the　cationic　densities　are　classified　into　two　groups，

whereas　all　the　anions　have　a　single　type　of　densities．

Type　A．　Unimodal　density　with　a　maximum　at　P　＝　O　．　All　the　43　anions　and　the　following

41　cations　have　densities　of　this　type：　Group－1，　5，　6，　9　to　11，　13　to　18　cations，　Y“，　and

Ru’．　These　84　ions　commonly　have　a　doubly－occupied　outermost　s　subshell．　Figure　3（a）

shows　the　extracule　density　of　Br’　which　has　a　type　A　distribution．

Type　B．　Unimodal　density　with　a　local　minimum　at　P＝　O　and　a　maximum　P＞O．　The

next　12　cations　with　a　singly－occupied　outermost　s　subshell　have　type－B　densities：

Group－2，　4，　7，　12　cations，　Sc’，　and　Fe’．　The　extracule　density　for　Tc“　is　given　in　Fig．　3（b）．

　　　　　A　comparison　of　the　intracule　and　extracule　densities　for　each　ion　shows　that　the

two　densities　of　the　next　19　cations　and　9　anions　have　type－A　modality：　13　ions　with　an　sk

configuration　（k　＝　1　and　2），　three　cations　with　a　pi　configuration　except　Sn’，　four　anions

with　a　dk　configuration　（k　＝　2－4）　except　Nb一，　eight　cations　with　an　sidk　configuration　（k　＝

1，　2，　5，　6，　10）．　On　the　other　hand，　the　modality　of　the　intracule　density　of　34　cations　and

34　anions　is　difiierent　from　that　of　the　extracule　density．　The　next　32　cations　and　21

anions　have　a　type－B　intracule　density　and　a　type－A　extracule　density：　40　ions　with　a　pk

configuration　（k　＝　2－6），　Sn’　with　a　pi　configuration，　11　cations　with　a　dk　configuration　（k

＝　4，　5，　7－10），　and　Y’　with　a　d’pi　configuration．　The　two　cations　Ga’　and　ln’　with　a　diO

configuration　and　13　transitioB　anions　with　a　dk　configuration　（k　＝　4－10）　except　V’　have　a

type－C　intracule　density　and　a　type－A　extracule　density．　The　change　in　the　modalities　of

the　intracule　and　extracule　densities　is　observed　mainly　for　an　ion　with　a　valence　pk

（k　2　2）　or　dk　（k　2　4）　configuration．

　　　　　A　separation　of　the　extracule　density　into　subshell－pair　contributions　has　shown

that　the　origin　of　the　above　modalities　is　similar　to　that　of　the　intracule　densities；　the

modality　of　the　extracule　density　depends　on　the　valence　electronic　configuration　of　an

ion，　and　is　governed　by　a　few　outermost　subshell　pairs　SS，　SS’，　SP，　S’P，　SD　and　PD．　The

SS，　SP，　S’P，　and　PD　contributions　have　type－A　distributions，　and　the　other　two

contributions　have　type－B　distributions．　The　modality　of　a　type－A　extracule　density　is　due

to　SS，　SP，　or　PD　subshell　pair．　On　the　other　hand，　the　type－B　modality　originates　mainly

from　SS’　subshell　pair，　S’P＋SS’，　or　PD＋SD　subshell　pairs．

　　　　　For　thc　96　singly－chargcd　and　53　neutral　atoms，　Figure　4（a）plots　theハ1－

dependence　of　electron－electron　counterbalance　density　d（O），　which　is　（18，19］　the

probabmaty　density　for　any　pair　of　electrons　to　have　exactly　opposite　momenta．　The　N－

dependence　of　d（O）　is　seen　to　be　analogous　to　those　of　h（O）　shown　in　Figure　2（a）．　For

the　five　ions　with　N＝　2　to　4，　d（O）　is　confirmed　to　equal　8h　（O）　exactly，　as　shown　in　the

neutral　atoms　（18，19］．　An　inequality

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dny’（O）　〈　d－O（O）　〈　d一一（O），　（7）

is　found　to　be　valid　among　isoelectronic　species　without　exceptions．　The　relation　leads　to

a　conclusion　that　an　isoelectronic　species　with　a　smaller　Z　has　a　larger　probability　of

finding　any　two　electrons　exactly　at　the　opposite　momenta．

　　　　　Table　2　summarizes　the　extracule　moments　〈Pk　〉　for　the　96　ions，　where　k
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ranges　from　一2　to　＋2．　The　dependence　of　〈Pk　〉　on　N　is　analogous　to　that　of　the

intracule　moments　〈　vk　〉　．　The　average　extracule　radius　〈　P＞　is　shown　in　Fig．　4（b）　as

a　function　of　the　number　of　electrons　N　for　the　96　ions　and　compared　with　the　results　for

the　neutral　atoms　reported　in　Ref．　［5］．　By　comparison　of　the　extracule　moments　for　the

ionic　and　neutral　atoms，　we　have　found　among　isoelectronic　species　that

　　　　　　　　　　　　　　　〈pk　〉’　＜＜pk　＞O　＜＜pk　〉一，　when　k〈O，　（8a）

　　　　　　　　　　　　　　　〈pk　〉一＜＜〆＞0＜＜pk　〉＋，　wh・n　k＞O。　　（8b）

For　the　53　neutral　atoms　from　He　to　Xe，　an　approximate　relation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈vk　〉／＜pk＞≡メ，　　　　　（9）

has　been　reported　15］　between　the　intracule　〈　vk　〉　and　extracule　〈　Pk　〉　moments．　The

equality　in　Eq．　（9）　is　rigorous　for　the　species　with　N　＝　2　to　4．　We　have　confirmed　that　the

relation　（9）　also　holds　for　the　ions．　For　the　neutral　atoms　with　2一くZV．〈一54，　the　average

values　of　〈vk　〉／〈Pk　〉　are　［5］　O．212　（n　＝一2），　O．478　（n　＝　一1），　2．03　（n　＝　＋1），　and

4．07　（n　＝　＋2），　respectively．　For　the　cations　and　anions，　the　corresponding　values　have

been　found　to　be　almost　the　same　when　n＝一1，　＋1，　and　＋2．　When　n＝一2，　the　values　for

cations　and　anions　are　O．209　and　O．214，　respectively．

3－3－4．　CONCLUSION

　　　　　We　have　systematically　examined　the　spherically－averaged　intracule　h（のand

extracule　d一iP）　densities　in　momentum　space，　together　with　their　moments　〈　vk　〉　and

〈　Pk　〉，for　the　singly－charged　53　cations　from　Li＋　to　Cs＋　and　43　anions　from　H一　to

I一@in　their　ground　states．　The　electron－electron　coalescence　h（O）　and　counterbalance

d（O）　densities　have　been　reported　as　well．　For　all　the　96　ions，　the　modalities　of　the

derlsities乃（のa：nd　d（」P）have　been　classificd　into　thrce　and　two　types，　respcctively，　and

are　highly　affected　by　a　few　outermost　subshell　pa辻s．　Compar血g　the　53　cations，43

anions，　and　53　neutral　atoms　with　2　g　IV　g　54，　we　have　found　several　important

inequalities　among　isoelectronic　species．　Moreover，　the　approximate　but　usefu1　relation

〈vk＞／〈、〆〉！i　2k　is　con丘rrned　to　hold　for　the　ions　as　well．
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Fig．　1．　An　illustration　of　the　three　modalities　of　intracule　densities　in　sing1y・一charged

ions．　（a）　The　Si’　ion　with　type　A　modality．　（b）　The　Fe’　ion　with　type　B　modality．

（c）　The　Ag一　ion　with　type　C　modality．
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　　PART　3．

CHAPTER　4．

CORRELATED　EXTRACULE　DENSITIES　FOR　TWO－ELECTRON　ATOMS

3－4－1．　INTRODUCTION
　　　　　The　intracule　1（u）　and　extracule　E（R）　densities　［1］，　as　well　as　their　spherical

averages　h（u）　and　d（R），　are　a　couple　of　electron－pair　densities　usefu1　to　analyze　and

characterize　the　motion　of　a　pair　of　electrons　in　atoms　and　molecules　（see，　e．g．，　Ref．　［2］

fbr　a　review）・For　an　2V－electron　system（N≧2），the　intracule　de：nsities　1（u）and乃（の

are　defined　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　I（u）　if　drldr2　6［u一（rl　一　r2）］　r（rl，r2）　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　h（u）　一一　（4n）一if　d9．　1（u），　（1）

where　u　E（u，S；2！．）　with　S；2．　E（e．，¢．），　6（r）　is　the　three－dimensional　Dirac　delta

function，　and　r（rl，r2）　is　the　spin－reduced　two－electron　density　function，

r（r，，r，）一（g）f
daido2dx3．．．dxN　IY’（xi，．．．，xN）12　，

（2）

in　which　xi　一＝（ri，ai）　is　the　combined　space－spin　coordinate　of　the　electron　i　and

XI’（xl，．．．，xN）　is　the　electronic　vvave　function　of　a　system　under　consideration．　The

intracule　densities　1（u）　and　h（u）　are　the　probability　density　functions　for　the　relative

vect　or　u　＝　rl　一　r2　and　its　magnitude　u　＝1　rl　一　r2　1，　respect　ively．　On　the　other　hand，　the

extracule　densitics　E（R）and　d（R）are　de丘ned　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　E（R）　＝一　f　dridr2　6［R一（ri　＋　r2）／2］　r（ri，r2）　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d（R）i（4z）一’f　dS2R　E（R），　（3）

and　represent　the　probability　density　functions　for　the　center－of－mass　vector
R　＝　（rl　＋　r2　）／2　and　its　magnitude　R　＝1　rl　＋　r2　V2　，　respect　ively，　where　R　E　（R，　S；：！R）

with　Sl｝R　＝一　（eR，ipR）．　By　definition，　the　intracule　and　extracule　densities　are　normalized

to　the　number　of　electron　pairs，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫　du・（u）＝4π∫♂伽2乃（の一N（N一・）／2・　　（4a）

　　　　　　　　　　　　　　　　f　dR　E（R）＝4nfoco　dR　R2　d（R）＝N（N－1）／2　．　（4b）

For　various　studies　and　applications　of　the　intracule　and　extracule　densities，　see

references　given　in　Refs．　｛2－4］，　for　example．

　　　　　Within　the　Hartree－Fock丘amework，　systematic　examinations　of　the　sphericany・

averaged　intracule　h（u）　and　extracule　d（R）　densit　ies，　as　well　as　their　momentum－space

counterparts，　have　been　recently　performed　｛5，6］　for　the　neutral　atoms　from　He　to　Xe　in

their　ground　states．　Accurate　Hartree－Fock　values　of　the　intracule　moments　〈u”　〉　and

the　extracule　moments　〈　R”　〉　have　also　been　published　｛3，4］　for　these　atoms　based　on

numerical　Hartree－Fock　calculations．　For　few－electron　atoms　such　as　He，　Li，　and　Be，

some　intracule　dens｛ties　h（のand　their　moments＜〆＞were　also　reported　from
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explicitly－correlated　near－exact　wave　functions，　as　summarized　in　Ref．　（3］．　Studies　on　the

extracule　propertjes　are　very　1imited　compared　to　the　intracule　properties，　though　there

are　a　few　more　references　（7一一11］　which　were　not　cited　in　Refs．　（2－4］．　ln　panicular，　all　the

extracule　studies　in　the　literature　are　based　on　the　Hartree－Fock　or　configuration－

interaction　approximation，　and　no　extracule　densities　d（R）　and　their　moments　〈R”　＞

are　known　from　explicitly－correlated　wave　functions　even　for　the　He　atom．

　　　　　In　Chapter　4，　we　report　explicitly－correlated　neart－exact　results　of　the　extracule

density　d（R），　its　moments　〈R”　〉，　and　the　electron－electron　counterbalance　density

d（O）　for　the　helium　atom　and　its　isoelectronic　analogs　in　their　ground　states．　For　this

purpose，　we　describe　in　the　next　section　a　method　to　obtain　d（R）　from　explicitly－

correlated　wave　functions，　when　their　two－electron　density　functions　F（rl，r2）　can　be

expressed　by　the　Hylleraas　coordinates　s，　t，　and　u．　ln　Section　3－4－3，　numerical　results　are

presented　and　discussed　for　two－electron　atoms　based　on　highly－accurate　Kinoshita　wave

functions．　Hartree　atomic　units　are　used　throughout　this　chapter．

34－2．CORRELへTED　EXTRACULE　DENSmES
　　　　　We　consider　a　particular　class　of　explicitly－correlated　wave　fUnctions　whose　two－

clcctron　dellsity　fUnctions　r（r1，r2）　arc　cxpresscd　as　a　fU：nction　of　the　HyHcraas

coordinates、∫，　t，　and　u，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r（r1，r2）＝r（s，ちの，　　　　　　　（5a）

where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　s＝lrll＋Ir21，　t＝lrll－lr21，　u＝lr1－r21．　　　　　　　　　　　　　　（5b）

Note　that　r（s，ちの　is　an　even　function　with　rcspcct　to　thc　variable　t　fbr　the
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

antlsymmctrlc　property　of　electronic　wave　fUnctions．　For　such　fUnctions，　the　six－fbld
ロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　リ

mtegratlon　over　the　whole　space　of　the　two　three。dimensional　variables　rl　and　r2

reduces　to　the　thrce－fbld　integration，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dridr2→π2（s2－t2）u・ds・dt・du，　　　　（6a）

under　the　following　triangular　condition　to　the　integration　ranges，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0≦レ1≦u≦s＜oo　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6b）

Sincc　thc　center－of－mass　variable　Rニlri＋r2V2　is　related　to　the　Hylleraas　coordinates

by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4R2＝s2＋t2　一u2，　　　　　　（7）

Eqs．（6a）and（6b）arc　cquivalent　to

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　drldr2→4π2（52一∫2）R・ds・dt・dR，　　　　（8a）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0≦ltl≦2R≦s＜oo　，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8b）

if　thc　variable　u　is　replaced　with　the　variable　IR．　The　definition（3）of　the　extracule

densities　E（R）and　d（R）implics　that　thc　density　d（R）is　obtained　by　integrating　r（rl，r2）

over　all　variables　except　R　and　divided　by　4πR　2．For　the　specia藍case　of　Eq．（5a），　we

thus　have　the　desh℃d　result，

　　　　　　　　　　　　d（R）＝　2i：’L　io2Rdt　f200R　ds　（s2－t2）r（s，t，　V51［P一｝一2一：一2ilii2一）　，　（g）

whcre　we　have　uscd　thc　fact　that　r（s，t，のis　evcll　with　respect　to　t．　Once　the　extracule

density　d（R）　is　obtained，　the　associated　moments　〈　R”　〉　follow　immediately　from
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈Rn　＞E　4zfocodR　Rn＋2　d（R）．　（10）

Note　that　〈　RO　〉＝　N（N　一　1）　／2，　the　number　of　electron　pairs．

　　　　　A　special　case　of　E（R）　at　R＝O　or　d（R）　at　R＝O　yields　the　electron－electron

counterbalance　density　E（O）＝d（O），　which　is　the　probability　density　of　finding　any　two

electrons　exactly　at　the　opposite　positions　with　respect　to　the　coordinate　origin　（i．　e．，　the

nucleus　in　atoms）　（12，13］．　Very　recently，　the　existence　of　the　electron－electron

counterbalance　hole　was　found　｛14］　in　the　Hartree－Fock　theory，　in　addition　to　the　well－

known　electron－electron　coalescence　or　Fermi　hole．　Applying　an　appropriate　limiting

procedure　to　Eq．　（9），　we　obtain　the　electron－electron　counterbalance　density　to　be

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d（O）＝4nfoco　ds　s2　r（s，o，　s）．　（11）

　　　　　An　exactly　analogous　discussion　fmds　that　the　corresponding　intracule　density　h（u）

is　given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　乃（の＝瓠4∫∬4∫（s2　一t2）r（s・t・の・　　（・2）

Comparison　of　Eqs　（9）　and　（12）　shows　that　if　the　two－electron　density　r（rl，r2）　is

independent　of　u　，　we　have　a　simple，　rigorous，　and　interesting　relation

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d（R）＝81z（2R）　，　（13）

which　has　been　also　found　［6］　to　be　valid　in　the　Hartree－Fock　approximation　for　the

ground－state　He，　Li，　Be　atoms　and　their　isoelectronic　analogs．　We　note　that　even　when

r（rl，r2）　is　independent　of　u，　h（u）　depends　on　u　since　in　Eq．　（12）　the　integration

intervals　for　the　variables　s　and　t　include　u．　A　special　case　of　Eq．（13）　for　R＝O　gives　a

relation　d（O）＝8h（O）　between　the　electron－electron　counterbalance　and　coalescence

densities．　When　Eq．（13）holds，　we丘nd　a　proportionality　rclation　between　the　cxtracule

and　intracu　le　moments，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈un　〉／〈　Rn　〉＝　2n　．　（14）

For　two－electron　atoms，　radially－correlated　wave　functions　described　below　will　be

found　to　satisfy　Eqs．（13）　and　（14）　rigorously．

3－4－3．　APPLICATION　TO　TWO－ELECTRON　ATOMS
3’4”3’1．　CHOICE　OF　CORREILATED　WAVE　FUNCTIONS
　　　　　For　S　states　of　a　two－electron　atom，　Hylleraas　showed　［15－17］　that　the　exact

（nomelativistic）　wave　function　can　be　expressed　by　the　three　variables　s，　t，　and　u　defined

by　Eq．（5b）　and　proposed　an　expansion

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　M

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（bM（ri，r2）＝exp（一4s）2　ci　sii　tMi　u”i，　（ls）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i一一一・：1

where　M　specifies　the　number　of　expansion　terms　and　the　powers　｛li，mi，ni｝　are

nonnegative　integers　under　the　restriction　that伽i｝are　all　even　fbr　singlet　states　while

all　odd　for　triplet　states．　Since　the　two－electron　density　r（rl，r2）　is　merely　the　norm－

squared　of　the　wave　function　for　two－electron　systems，　the　Hylleraas　function　（15）　fits

the　method　developed　in　Section　3－4－2．　Due　to　the　presence　of　the　square　root　term

s2　＋t2－4R2　in　the　integrand　of　Eq．（9），　however，　the　analytical　determination　of　the
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extracule　density　d（R）　by　Eq．（9）　combined　with　Eq．（15）　requires　the　powers　｛ni｝　of　u

must　be　all　even．

　　　　　In　order　to　see　the　accuracy　of　the　Hylleraas　expansion　with　even　｛ni　｝，　we　have

constructed　for　the　He　atom　the　optimal　10一　and　20－term　functions　composed　of　the　best

combinations　of　｛li，tni，ni｝　and　the　best　values　of　4　and　｛ci｝，　by　using　the　technique

described　in　Refs．　［18，19］．　The　resultant　He　energies　have　been　found　to　be　一2．901　508

450　and　一2．903　054　137　hartrees，　respectively，　for　M＝10　and　20．　S　ince　the　optimal

Hylleraas　energies　（18］　are　一2．902　772　273　hartrees　with　4　terms　and　一2．903　384　915

hartrees　with　5　terms，　the　even－ni　restriction　is　concluded　to　be　an　extremely　poor

approximation．　Therefore，　we　have　decided　to　abandon　analytical　integrations　of　Eq．（9）

and　to　employ　numerical　integrations　instead．

　　　　　The　use　of　numerical　integrations　in　Eq．（9）　adds　freedom　to　the　choice　of　the

parent　wave　function．　ln　the　present　study，　we　have　chosen　the　Kinoshita　functions　（20］

given　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　NI’M（ri，r2）＝exp（一4s）　Sli．　ci　sii　（i）M‘　（f）”i　，　（16）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ご＝1

which　generalizes　the　Hylleraas　expansion　through　negative　powers　of　the　variables　s　and

u．　The　Kinoshita　expansion　is　known　［19，21］　to　give　very　accurate　results　with　a　fewer

number　M　of　terms　compared　to　the　other　expansions．

　　　　　The　effect　of　the　electron　correlation　in　atomic　systems　may　be　classified　into

radial　and　angular　contributions．　The　radial　correlation　means　that　the　electrons　have　a

tendency　to　be　at　different　distances　from　the　nucleus．　On　the　other　hand，　the　angular

correlation　means　that　the　electrons　have　a　tendency　to　be　on　opposite　sides　of　the

nucleus．　Since　the　angular　correlation　enters　through　the　variable　u　in　the　Hylleraas

coordinates，　the　removal　of　all　the　terms　including　u　yields　radially－correlated　wave

functions．　In　the　present　Kinoshita　framework　given　by　Eq．（16），　radially－correlated

functions　are　simply　obtained　by　adding　a　constraint　mi　＝ni　．　Comparison　of　the　results

from　the　radially一　and　fully－correlated　wave　functions　will　clarify　in　Section　3－4－3－3　that

the　radial　and　angular　correlations　have　different　contributions　to　the　extracule　density

d（R）．

34・3・2．COMPUTATIONAL　DETAI：LS
　　　　　Radially－corrclated　Kinoshita　fUnctions　fbr　the　ground　statcs　of　the　two－electron

atoms　with　atomic　number　Z＝1－10　have　been　ta：kcn　from　Ref．　r22】．　For　a　givcn　number

ルtof　expansion　tcrms，　thcse　fUnctions　have　the　fUlly－optimizcd　powers｛1，，mi＝ni｝as

wen　as　the　exponentζand　thc　cocfficie：nts｛c，｝．The　largest　M　values　are　65　fbr　Z＝1，

50fbr　Z＝2　and　3，　and　40　fbr　Z＝4－10．　These　expansions　esscntially　achicve　the　radial

correlation　limit【22】．

　　　　　FuUy－correlated　Kinoshita　functions　for　the　samc　species　as　above　havc　becn　taken

from　Rcf【21】．　In　these　fUnctions，　the　powers｛li｝and｛ni｝were　cxte：nded　from
　

mtegcrs　to　half－integers，　and　an　the　variational　paramcters｛1，，mi，ni｝，ζ，　and｛ci｝

were　also　fUlly　optimiZcd　fbr　a　given　valuc　of〃．　The　largest　expansion　contains　100

tcrms　fbr　Z＝1－10．　The　associated　energics　dcmonstrate　the　accuracy　of　the　Kinoshita

fU　nct　ions　employed　in　this　study．　In　thc　casc　of　the　He　atom，　fbr　cxample，　thc　prcsent
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二二

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Xi），　Xi　＝　Xmin　＋h（i　’　1）　，　（i　＝　1，　…，　Np）　（17）

where　the　discretization　parameters　were　taken　to　be　h＝O．05，　Np　＝＝512，　and

xmin＝一21．6　」for　Z・ニ1　and　xminニー22ユ　fbr　Z＝2－10　in　order　to　faciljtate　the

comparison　with　the　Hartree－Fock　results　atready　reported　［4，6］．　The　error　in　any

d（Ri）　was　designed　to　be　less　than　1×10－i5．　The　numerical　integration　in　Eq．（10）　was

carried　out　by　the　simple　trapezoidal　rule　over　the　transformed　abscissas　xi，　and　the

resultant　moments　〈　R”　〉　have　the　accuracy　of　more　than　7　significant　figures．

100－term　function　gives　一2．903　724　377　033　hartrees　which　is　only　1×10－12　hartrees

above　the　most　accurate　literature　values　（see，　e．　g．，　Ref．　（23））　obtained　by　using　more

than　200　terms　with　more　complicatc曲nct　ional　forms．

　　　　　The　numerical　integrations　over　s　and　t，　involved　in　Eqs．　（9）　and　（11），　were

performed　by　using　the　double－exponential　technique　［24］　to　obtain　the　extracule　density

d（R）　and　the　electron－electron　counterbalance　density　d（O）．　For　numerical　quadrature

formulas，　the　double－exponential　method　124］　introduces　a　variable　transformation　such

that　a　futi’te　or　semi－infinit　e　int　egral　interval　changes　int　o　the　infinite　int　erval　and　that　an

integrand　has　a　double　exponential　asymptotic　decay　as　the　new　variable　approaches　to

±　co　．　The　R　value　in　d（R）　was　discretized　by　the　formula

　　　　　　　　　　　　Ri　＝　（2Z）一1　exp（

3－4－3－3．　RESULTS　AND　DISCUSSION
　　　　　In　both　radially－correlated　and　correlated　calculations　of　two－electron　atoms，　it　is

known　that　the　energy　convergence　is　faster　for　a　larger　Z，　when　the　number　M　of

expansion　terms　is　increased．　For　the　first　three　members　of　two－electron　atoms，　Table　1

summarizes　the　manner　of　convergence　of　the　radially－correlated　extracule　densities　in

terms　of　the　quantities　d（O）　and　〈R”　〉　with　n＝一2　to　＋2．　The　energies　E　associated

with　the　parent　wave　functions　are　also　tabulated　there　for　convenience．　For　the　He　and

Li＋　atoms，　we　find　that　the　moments　are　convergent　in　seven　significant　figures　with　40－

or　50－term　functions，　though　the　local　quantity　d（O）　is　slightly　less　stable．　ln　the　case　of

the　hydrogen　anion　H一 C　however，　the　convergence　of　the　extracule　properties　is　poorer，

　　　　　　　　　　　　　一1
　　　　　　　　　　　　　　　　＞　and　〈R＞，　than　the　neutral　and　cationic　species　even　at　M＝65．except　for　〈R

Neve曲eless，　siX　significant　figures　f・r＜R－2＞and＜R2＞and負ve　sig面cant

figures　for　d（O）　appear　to　be　reliable．　Analogously，　Table　2　exemplifies　the　manner　of

convergence　of　the　extracule　density　for　the　fully－correlated　Kinoshita　functions．　For　He

and　Li’，　the　extracule　density　d（R）　is　seen　to　be　essentially　convergent　with　the　100－term

functions．　Again，　the　convergence　is　less　sat　isfactory　for　H一　even　when　100　terms　are

used　in　the　Kinoshita　expansion．

　　　　　For　the　H一，　He，　and　Li’　atoms，　Figure　1　depicts　the　radially－correlated　and

correlated　extracule　densities　obtained　from　the　largest　Kinoshita　expansions，　and

compares　them　with　the　Hartree－Fock　results　obtained　by　the　numerical　Hartree－Fock

procedure　［5］．　ln　all　the　cases，　the　spherically－averaged　extracule　density　d（R）　is　a

monotonically　decreasing　function　with　a　maximum　at　R＝O．　Comparison　of　the　Hartree－

Fock　and　radially－correlated　densities　clarifies　that　the　radial　correlation　contributes　to

shift　the　density　from　a　small　R　to　a　large　R　region．　Since　the　radial　correlation　increases

the　probability　of　fmding　the　two　electrons　at　different　distances　from　the　nucleus，　the

probability　of　fmding　the　center－of－mass　of　the　electrons　is　decreased　around　the　origin
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（i．e．，　the　nucleus），　whichever　the　two　electrons　are　on　the　same　side　or　on　the　opposite

sides　of　the　nucleus．　The　electron－electron　counterbalance　density　d（O）　decreases

accordingly．　These　effects　of　the　radial　correlation　are　most　remarkable　in　the　H’　anion

and　decrease　as　Z　increases．

　　　　　Comparison　of　the　radially－correlated　and　correlated　extracule　densities　in　Figure　1

shows　that　the　angular　correlation　works　to　increase　the　extracule　density　in　a　small　R

region．　The　result　appears　to　be　natural，　since　the　angular　correlation　increases　the

probability　of　finding　the　two　electrons　on　the　opposite　sides　of　the　nucleus，　leading　to　an

increased　probability　for　the　electronic　center－of－mass　being　around　the　nucleus．　The

angular　correlation　effect　is　again　largest　for　the　H一　anion，　and　there　the　correlated

density　is　found　to　lie　approximately　at　the　middle　of　the　Hartree－Fock　and　radially－

correlated　densities．　For　the　neutral　and　cationic　species，　however，　we　see　that　the

correlated　density　is　rather　close　to　the　Hartree一一Fock　density．　idts　discussed　before　f25］

for　the　neutral　Li　atom，　an　appropriate　balance　between　the　radial　and　angular

correlations　in　correlated　calculations　is　suggested　to　be　important　for　the　reliable

description　of　electron　densities　and　related　properties．　We　note　that　the　different

contributions　of　the　radial　and　angular　correlations　to　the　extracule　density　d（R），

observed　above，　are　in　accord　with　the　conjecture　given　in　a　previous　work　［13］　on　the

electron－electron　counterbalance　density　d（O）．

　　　　　For　the　two－electron　atoms　with　Z＝1－10，　Table　3　summarizes　and　compares　the

electron－electron　counterbalance　density　d（O）　and　the　extracule　moments　〈　R”　〉　（n＝一2

to　＋4）　obtained　from　the　Hartree－Fock　（HF），　radially－correlated　（rc），　and　correlated　（c）

wave　functions．　For　the　counterbalance　density　d（O），　we　find　an　inequality，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　drc　（O）　〈dc（O）　〈dHF　（O），　（1　8）

is　valid　for　all　species，　where　the　subscripts　HF，　rc，　and　c　distinguish　the　parent　wave

functions．　As　anticipated　from　Figure　1，　d，（O）　：一＝一dHF（O）　is　a　good　approximation，

except　for　H’ C　with　the　maximum　error　of　4．390　for　He．

For　the　H一　anion，　the　extracule　moments　satisfy　inequality　relations　（R”），，　〈

（Rn）c　〈　（Rrl）HF

positive，　but　neither

when　n　is　negative　and　（Rn）HF　〈　（R”）c

（R”）HF　nor　（Rn）rc　are　acceptable　approximations　to

〈　（Rn）rc　when　n　is

（Rn　）c．　ln

a　previous　paper　（22］，　it　was　discussed　from　an　energetic　point　of　view　that　the　radial

correlat　ion　is　except　ionally　more　irnportant　than　the　angular　correlat　ion　for　the　H’　anion．

However，　the　correlation　effect　on　the　extracule　moments　does　not　imply　that　the　radial

correlation　is　the　major　part　ofthe　electron　correlation　in　H一．

　　　　　For　the　extracule　moments　〈Rn　〉　of　the　neutral　and　cationic　two－electron

species，　the　situation　is　different．　We　fmd　in　Table　3　that

and

（Rn）rc　〈　（Rn）HF　〈　（Rn）c，

（Rn）c　〈　（Rn）HF　〈　（Rn）rc　，

（Rn）c　〈　（Rn）rc　〈　（Rtl）HF，

for　n＝一2　and　一　1，

for　n＝1　and　2，

for　n＝3　and　4，

（19a）

（19b）

（19c）

t

：

with　only　two　exceptions　for　〈R－2　〉　and　〈R3　〉　of　He．　Equations　（19a）　and　（19b）

mean　that　in　small　and　intermediate　R　regions，　d　HF（R）　is　closer　to　d，（R）　than

d，，（R）　as　observed　in　Figures　1（b）　and　1（c）．　The　numerical　values　in　Table　3　show　that

at　least　for　〈R＞　and　〈R－1＞　the　Hartree－Fock　values　may　be　used　as　acceptable

estimates　of　the　exact　nonrelativistic　values．　On　the　other　hand，　Eq．（19c）　means　that　for

a　large　R　region，　d，，（R）　is　closer　to　d，（R）　than　dHF（R），　and　the　contribution　of　the

radial　correlation　is　important　for　higher　extracule　moments．

　　　　　In　Section　3－4－2，　we　have　shown　that　the　relations　d（R）＝＝8コ口2R）　and

〈un＞／〈R”〉＝2”　hold　exactly，　when　the　two－electron　density　r（rl，r2）　iS　a

function　of　only　s　and　t　and　independent　of　the　interelectronic　variable　u．　Thus　the

relations　are　valid　at　the　Hartree－Fock　and　radially－correlated　levels．　However，　this　is　not

true　for　correlated　wave　functions．　For　two－electron　atoms，　we　have　seen　in　Figure　1

that　the　correlated　extracule　density　d（R）　is　monotonically　decreasing　with　a　maximum　at

R＝O．　ln　contrast，　the　correlated　intracule　density　h（u）　has　been　known　［26，27］　to　be　a

unimodal　function　with　a　maximum　at　u＞O．　At　the　correlated　level，　therefore，　the

extracule　d（R）　and　intracule　h（u）　densities　are　qualitatively　different　and　the　simple

relations　no　longer　hold，　as　an　explicit　comparison　of　d（R）　and　8h（2R）　is　given　in　Figure

2　based　on　the　optimum　100－term　Kinoshita　wave　functions　with　half－integer　powers．

However，　the　difference　between　d（R）　and　8h（2R）　is　observed　mainly　in　a　small　R　region

and　diminishes　as　Z　increases．　Thus　an　approxirnation　〈u”　〉／〈R”　〉，N．　2”　may　be

used，　fbr　a　positive　valuc　ofπ，　to　estimate　roughly　the　extracule　moments丘om　the

intracule　ones　and　vice　versa．　The　proportionality　between　the　extracule　and　intracule

properties　is　summarized　in　Table　4　for　two－electron　atoms．

3－4－4．　CONCLUSION
　　　　　For　two一一electron　atoms　with　Z＝1－10　in　their　ground　states，　explicitly－correlated

near－exact　results　have　been　reported　for　the　extracule　density　d（R），　its　moments

〈R”　〉，　and　the　electron－electron　counterbalance　density　d（O），　based　on　the　highly

accurate　Kinoshita　wave　functions．　From　the　comparison　of　the　Hartree－Fock，　radially－

correlated，　and　correlated　results，　different　contributions　of　the　radial　and　angular

correlations　to　the　extracule　density　have　been　clarified．　As　long　as　the　counterbalance

density　d（0）and　the　momentsぐRn＞with　n＝一2to＋2　are　concemed，　an　incorporation

of　the　radial　correlation　only　results　in　a　larger　deviation　from　the　correlated　values　than

the　Hartree－Fock　approximation．　ln　the　Hartree－Fock　and　radially－correlated　description

of　two－electron　atoms，　there　exist　interesting　relations　d（R）一一8h（2R）　and

＜un＞／＜Rn＞＝2n　bctwcen　thc　extracule　d（R）and　intracule　h（のdensitics　and　their

moments．　Unfortunately，　these　equalities　do　not　hold　at　the　correlated　exact　level．

Nevertheless，　a　relation　〈un　〉／〈R”　＞i　2”　may　be　a　rough　but　useful　approximation

for　positive　values　ofn．
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Table　4．　Proportionality　between　the　extracule　and　intracule　Droperties．

〈un＞／〈Rn＞

Method， Species　h（O）／d（O n＝一2 一1 ＋1 ＋2 ＋3 ＋4

鑑撚鑑lated｝

Correlated
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O．125

O．038

0．073

0．088

0．097

0．102

0．106

0．108

0．110

0．112

0．113

O．25

O．164

0．200

0．216

0．224

0．229

0．232

0．235

0．237

0．238

0．239

O．5

O．431

0．459

0．472

0．478

0．483

0．485

0．488

0．489

0．490

0．491

2

2．167

2．128

2．088

2．067

2．054

2．045

2．039

2．034

2．030

2．027

4

4．490

4．459

4．322

4．245

4．198

4．166

4．142

4．125

4．111

4．100

8
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16
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　　PART　3．

CHAPTER　5．

SUMMARY

　　　　　In　Part　3，　the　author　has　examined　the　spherically　averaged　intracule　and　extracule

densities　in　position　and　momentum　spaces　of　singly　charged　atoms　within　numerical

Hartree－Fock　calculations．　We　have　also　constmcted　a　theory　fbr　obtai血g　near　exact

extracule　densities　and　applied　the　theory　to　He　and　its　isoelectronic　series．

　　　　　In　Chapter　2，　the　spherically　averaged　intracule　h（u）　and　extracule　d（R）

densities，　as　well　as　their　moments　〈uk＞　and　〈Rk＞　with　k＝一2　to　＋2，　have

been　examined　for　the　singly　charged　53　cations　from　Li＋　to　Cs＋　and　43　anions　from

H　to　1一@in　their　ground　state．　VVe　have　used　the　numerical　Hartree－Fock　calculations

to　examine　these　quantities．　Systematic　examinations　of　the　intracule　h（u）　and　extracule

d（R）　densities　for　the　96　singly　charged　atoms　have　shown　that　all　the　densities　are

monotonically　decreasing　functions，　as　observed　for　the　neutral　atoms．　The　approximate

relat　io　ns　d（R）　＝”v　8h　（2R）　and　〈　uk　〉　／　〈　Rk　＞i　2k　have　been　confirmed　to　be　also

valid　for　the　singly　charged　cations　and　anions．　Comparing　the　intracule　densities　of　the

singly　charged　atoms　with　those　of　the　corresponding　neutral　atoms，　the　author　has

f・und　an　inequality　h一 iのく乃。（のくh＋（u）　is　valid　f・r　a　small　u，　where　the　superscripts

一　，　O，　and　＋　refer　to　the　anionic，　neutral，　and　cationic　species，　respectively．　A　comparison

ofthe　moments　〈uk　〉　ofthe　96　singly　charged　ions　with　those　ofthe　53　neutral　atoms

has　shown　that　an　inequality　〈uk　〉一　（〈uk　＞O（〈uk　〉＋　is　valid　when　k　〈o，　and　that

an　equality　〈uk　〉＋　（〈uk　＞O（〈uk　〉一　holds　when　k　＞O．　A　few　relations　similar　to　the

above　inequalities　have　been　also　valid　for　the　extracule　densities　and　their　moments．

　　　　　In　Chapter　3，　the　momentum－space　spherically　averaged　intracule　h（u）　and

extracule　d一 iP）　densities，　together　with　their　moments　〈vk　〉　and　〈　pk　〉，　have　been

constructed　and　investigated　for　the　singly　charged　53　cations　from　Li＋　to　Cs＋　and　43

stable　anions　from　H一　to　1一　in　their　ground　state．　The　Hartree－Fock　method　has　been

used　to　calculate　these　densities　and　their　moments．　The　intracule　h（v）　and　extracule

d（P）　densities　have　been　classified　into　three　and　two　types，　respectively，　according　to

the　number　of　local　extrema　and　their　locations．　A　detailed　comparison　of　the　intracule

moments　〈vk　〉　of　the　96　singiy　charged　ions　with　those　of　the　53　neutral　atoms　has

shown　that　inequalities　〈vk　〉＋　（〈vk　＞O（〈vk　〉一　when　k〈o　and

〈vk@〉一　（〈vk　＞O（〈vk　〉＋　when　k＞o　hold　among　isoelectronic　species　with　no

exceptions．　The　inequalities　corresponding　to　the　above　relations　have　been　found　to　be

valid　for　the　extracule　moments　as　well．

　　　　　In　Chapter　4，　explicitly－correlated　extracule　density　and　its　moments　have　been

reported　for　the　helium　atom　and　its　isoelectronic　analogs　in　their　ground　state．　A

comparison　of　the　Hartree－Fock　density　with　correlated　density　has　clarified　that　the
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correlation　contributes　to　shift　the　density　from　a　small　R　to　a　large　R　region．　A　detailed

comparison　of　the　extracule　moments　of　correlated　densities　with　Hartree－Fock　densities

has　found　that　for　k　＝　一2　and　一　1，　the　correlated　moments　are　greater　than　the　Hartree－

Fock　ones，　and　that　for　a　positive　k　the　reverse　relations　are　valid．
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GENERAL　CONCLUSION

　　　　　　As　shown　in　GENERAL　INTRODUCTION，　many　researchers　have　devoted　much

ttme　to　various　chemical　and　physical　problems　based　on　the　electron－pair　densities．

Their　studies　have　provided　us　with　a　new　concept　for　examining　electronic　structures，

and　with　profound　understanding　of　the　interactions　between　electrons　in　atoms　and

molecules．　Most　of　the　studies　on　electron－pair　densities，　however，　are　limited　to　the

intracule　density　in　position　space　for　light　atoms　and　small　molecules．　The　several

reasons　for　this　are：　We　can　directly　compare　computational　position－space　intracule

density　with　experimental　one・Since　one　of　the　expectation　values　obtained丘om　the

　qensity　is　exactly　equal　to　the　electron－electron　repulsion　energy，　the　position－space

intracule　density　is　a　convenient　function　to　discuss　electron　correlations　of　atoms－
≠獅

molecules．　The　reason　why　studies　on　the　electron－pair　density　in　momentum　space　are

less　than　those　in　position　space　may　be　that　the　momentum－space　wave　function　must，

in　general，　be　constructed　from　the　counterpart　in　position　space．　ln　the　present　thesis，

we　have　developed　a　theory　for　constructing　intracule　and　extracule　densities，　as　well　as

their　moments，　for　atoms　and　atomic　ions　in　both　position　and　momentum　spaces　when

the　wave　function　is　expressed　by　a　single　Slater　determinant，　or　a　1inear　combination　of

Slater　determinants．　The　author　have　applied　the　theory　for　the　atoms　and　atomic　ions

with　2　S　N　一く　54　，　where　N　means　the　number　of　electrons，　and　systematically　examined

their　densities　and　moments．　We　have　also　reported　a　theory　of　calculating　near－exact

extracule　density　in　position　space　for　the　wave　function　explicitly　containing　an

interelectronic　distance　r12　term．　The　theory　has　been　applied　to　the　He　and　its

isoelectronic　series．

　　　　　　In　Part　1，　wc　have　dc丘ned　the　electron－elcctron　coalescence　and　counterbalance

densities　of　atoms　in　position　and　momentum　spaces，　and　examined　these　densities　and

the　average　electron　density　within　the　Hartree－Fock　framework．　ln　Chapter　2，　the

electron－electron　coalescence　1（O）　＝h（O）　and　counterbalance　E（O）　＝d（O）　densities，　as

well　as　the　average　electron　density　〈　p　〉　，　have　been　derived　for　the　atoms　He　through

Ne　in　their　experimental　ground　state．　The　numerical　Hartree－Fock　calculations　have

been　used　to　examined　these　densities．　We　have　found　that　inequalities　1（O）　i〈p＞　／4

alld　E（0）≡2＜ρ＞　are　good　approximations　within　the　Hartree－Fock丘amework，

where　the　equality　holds　only　for　He，　Be，　and　their　isoelectronic　species．　These　relations

mean　that　the　electron－electron　coalescence　and　counterbalance　densities　can　be

estimated　by　the　average　electron　density．　ln　Chapter　3，　we　have　reported　that　the

electron－electron　coalescence　and　counterbalance　densities，　as　well　as　the　average

electron　densities，　in　position　and　momentum　spaces　for　the　atoms　He　through　Xe　in

their　ground　state．　We　have　used　the　numerical　Hartree－Fock　calculations　to　compute

these　densities．　ln　position　space，　the　electron一一electron　coalescence　h（O）　and

counterbalance　d（O）　densities，　and　the　average　electron　density　〈p＞　increase

monotonically　with　increasing　atomic　number　Z．　We　have　found　that　a　relation

h（O）　1〈　p　〉　／4　is　very　accurate　for　all　the　atoms　He　through　Xe．　Decomposing　the　total

coalescence　density　into　its　subshell－pair　contributions，　we　have　clarified　that　the

coalescence　density　h（O）　is　strongly　influenced　by　electron　pairs　in　inner　subshells，

particularly　in　the　ls　subshell，　for　all　the　53　atoms．　On　the　other　hand，　the　momentum－

space　electron－electron　coalescence　h（O）　and　counterbalance　d（O）　densities，　and　the
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aveTage　electron　density　〈7　〉　have　shown　periodic　behaviors　as　a　function　of　Z．　The

relations　h（O）S　〈7＞／4　and　h（O）　一〈　d（O）／8　hold　in　momentum　space．　An　detailed

analysis　has　shown　that　the　coalescence　density　h（O）　is　govemed　by　a　few　pairs　of

outermost　subshells．

　　　　　In　Part　2，　the　author　has　aimed　to　develop　a　theory　for　the　calculation　of　the

intracule　and　extracule　densities，　as　well　as　their　intracule　and　extracule　moments，　in

position　and　momentum　spaces　of　atomic　systems　when　the　wave　function　is　given　by　a

Slater　determinant　or　a　1inear　combination　of　Slater　determinants．　The　author　has　also

systematically　examined　the　electron－pair　densities　and　their　moments　for　the　neutral

atoms　with　2　S　N　g　54．　ln　Chapter　2，　we　have　presented　a　theory　of　constructing

spherically　averaged　intracule　densities　h（のin　position　space　and　h（のin　momentum

space　of　atomic　systems　for　the　wave　function　expressed　by　a　Slater　determinant．　The

theory　has　been　applied　to　the　atoms　He　through　Xe　in　their　ground　state，　and　their

electron－pair　densities　have　been　calculated　based　on　the　Hartree－Fock　method．

Systematic　examinations　on　the　behaviors　of　the　electron－pair　densities　have　found　that

the　position－space　intracule　densities　h（u）　are　a　unimodal　function　with　a　maximum　at

u　＝　0　for　all　the　53　atoms．　ln　momentum　space，　on　the　other　hand，　the　intracule　densities

h（v）　are　found　to　be　classified　into　three　types：　Eighteen　atoms　have　a　unimodal　density

with　a　maximum　at　u＝O．　Thirty－two　atoms　have　a　unimodal　density　with　a　local

minimum　at　v＝0　and　a　maximum　at　v＞O．　Only　three　atoms　have　a　bimodal　density

with　a　primary　maximum　at　v＝O　and　a　secondary　maximum　at　v＞O．　Decomposing

the　intracule　density　into　its　subshell－pair　contributions　has　shown　that　the　largest

contributions　to　h（u）　come　from　the　four　irmeimost　subshell　pairs　lsls，　ls2p，　2p2p，　and

ls2s，　and　that　the　density　h（v）　is　govemed　by　a　few　outermost　subshell　pairs．　ln

Chapter　3，　we　have　reported　two　methods　for　accurate　Hartree－Fock　values　of

interelectronic　moments　〈uk　〉　in　position　space　and　〈vk　〉　in　momentum　space　of

atomic　systems　having　a　single　Slater　determinant　wavefunction．　First　and　second

methods　use，　respectively，　the　spherically　averaged　intracule　density　and　its　characteristic

function　to　calculate　the　moments．　We　have　systematically　examined　the　moments

〈uk＞　with　k＝一2　to　＋4　and　〈vk　〉　with　k　＝一2　to　＋3　for　atoms　from　He　to

Xe　in　their　ground　state．　An　interelectronic　moment　〈uk　〉　with　a　positive　k　generally

decreases　with　an　increasing　Z，　but　the　behavior　is　quite　irregular　except　for　the　second

period　atoms．　A　moment　〈uk＞　with　a　negative　k　generally　increases　with　an

increasing　Z．　On　the　other　hand，　a　moment　〈uk＞　with　a　positive　k　increases

monotonically　as　Z　increases．　A　moment　〈　vk　〉　with　a　negative　k　generally　decreases

with　increasing　Z．　ln　Chapter　4，　the　author　has　constructed　a　theory　of　calculating　the

spherically　averaged　extracule　densities　d（R）　in　position　space　and　d（P）　in

momentum　space　for　atoms　when　the　wave　function　is　given　by　a　Slater　determinant．

The　theory　has　been　used　to　examine　these　densities　for　the　atoms　from　He　to　Xe　in　their

ground　state　based　on　the　numerical　Hartree－Fock　method．　ln　position　space，　the

extracule　density　d（R）　is　a　unimodal　function　with　a　maximum　at　R　＝O　for　all　the　53

atoms　due　to　the　predominant　lsls　subshell－pair　contribution．　ln　momentum　space，　on

the　other　hand，　the　extracule　densities　d（P）　have　bcen　found　to　be　classified　into　two
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types；　forty－two　atoms　have　a　unimodal　density　with　a　maximum　at　P＝O，　and　11

at　oms　have　a　unimodal　density　with　a　local　minimum　at　P＝O　and　a　maximum　at

P＞O．　A　decomposit　ion　of　the　d（P）　density　into　the　subshell　pairs　has　clarified　that

the　momentum－space　extracule　density　is　governed　by　a　few　outermost　subshell　pairs．　ln

Chapter　5，　two　methods　have　been　presented　for　the　calculation　of　extracule　moments

＜R㌧血P・siti・n　space　and＜P㌧血m・mentum　space。f　at。血。　systems　f。r　a

single－Slater・determinant　wavefUnction．　The丘rst　method　uses　the　sphericany　avcraged

extracule　densities，　while　the　second　method　uses　their　characteristic　functions．　The　two

methods　have　been　applied　to　the　neutral　atoms　from　He　to　Xe　in　their　ground　state，　and

the　moments　〈Rk＞　with　k＝一2　to　＋4　and　〈pk＞　with　k＝一2　to　＋3　have

been　reported　based　on　the　numerical　Hartree－Fock　calculations．　A　comparison　of　the

extracule　moments　〈Rk＞　with　the　corresponding　intracule　moments　〈uk＞　for

k＝一2　to　＋4　has　shown　that　a　relation　〈uk　〉／〈Rk　〉12k　is　a　good　approximation

for　all　the　53　atoms．　Similarly，　an　approximate　relation　〈vk　〉／〈pk　＞fi　2k　is　valid　for

k　＝　一2　to　＋3　in　momentum　space．　ln　Chapter　6，　the　author　has　generalized　a　method

for　evaluating　the　four　kinds　of　electron－pair　densities　to　the　case　where　an　N－electron

wavefunction　is　given　by　a　lmear　combination　of　Slater　determinants．　As　an　ruustrative

application，　the　author　has　discussed　the　difference　of　the　electron－pair　motion　in　the　I　P

and　3p　states　ofthe　helium　atom．　compared　to　the　moments　〈uk　〉　of　ip　state，　the

3p　moments　〈uk　〉　are　larger　when　k〈o　and　smaller　when　k＞O．　The　smilar

trends　have　been　observed　for　the　extracule　moments　〈Rk　〉　in　position　space　and

〈　pk　〉　in　momentum　space．　The　momentum－space　moments　〈vk　〉　have　re－ 唐浮撃狽?ｄ　in

the　reverse　trend．

　　　　　　In　Part　3，　the　author　has　examined　the　spherically　averaged　intracule　and　extracule

densities　in　both　positjon　and　momentum　spaces　of　singly　charged　atomic　ions　within

numerical　Hartree－Fock　calculations．　We　have　calculated　the　position－space　spherically

averaged　extracule　density　of　two－electron　systems　with　the　correlated　wave　function　as

well．　In　Chapter　2，　the　sphericaUy　averaged　intraculc　h（の　and　extracule　densities

d（R），　as　well　as　their　moments　〈uk＞　and　〈Rk＞　with　k＝一2　to　＋2，　have　been

examined　for　the　singly　charged　53　cations　from　Li’　to　Cs＋　and　43　anions　from　H“

to　1一一@in　their　ground　state．　The　numerical　Hartree－Fock　calculations　have　been　used　to

compute　these　properties．　Systematic　examinations　of　the　intracule　and　extracule

densities　for　the　96　singly　charged　ions　have　shown　that　all　the　densities　are

monotonically　decreasing　functions，　as　observed　for　the　neutral　atoms．　The　approximate

relations　d（R）　i　8h　（2R）　and　〈　uk　〉　／　〈　Rk　〉　1i　2k　have　been　confirmed　to　be　also

valid　for　the　singly　charged　cat　ions　and　anions．　Comparing　the　intracule　densities　of　the

singly　charged　atoms　with　those　of　the　corresponding　neutral　atoms，　we　have　found　an

inequality　h一 iのくhO（のくh＋（u）is・valid・f・r・a・small・u，　where　the　superscripts一，0，　and

＋refer　to　the　anionic，　neutra1，　and　cationic　spccies，　rcspectivcly．　Compa血g　of　the

moments　〈uk　〉　of　the　96　singly　charged　ions　with　those　of　the　53　neutral　atoms，　we

have　found　inequalities　〈uk　〉一　（〈　uk　＞O　（〈　uk　〉＋　when　k〈o　and
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〈uk@〉＋　（〈uk　＞O（〈uk　〉一　when　k＞o　with　no　exceptions．　A　few　relations　similar　to

the　above　inequalities　have　been　also　valid　for　the　extracule　densities．　ln　Chapter　3，　the

momentum－space　spherically　averaged　intracule　h（v）　and　extracule　densities　d（P），

together　with　their　moments　〈vk＞　and　〈pk＞，　have　been　constructed　and

血vestigatcd　f・r　the　s血gly　charged　53　cati・ns丘・m　Li＋t・Cs＋and　43　stable　a血・ns

from　H一　to　1一　in　their　ground　state　withn　the　Hartree－Fock　framework．　The　intracule

h（v）　and　extracule　d（P）　densities　have　been　classified　into　three　and　two　types，

respectively，　according　to　the　number　of　local　extrema　and　their　locations．　A　detailed

c・mparis・n・fthe血tracule　m・ments＜u㌧・f　the　96　s血gly　charged　i・ns　with　th・se・f

the　53　neutral　atoms　has　shown　that　inequalities　〈vk　〉＋　（〈vk　＞O（〈vk　〉一　when

k　〈　o　and　〈　vk　〉一　（〈　vk　＞O　（〈　vk　〉＋　when　k　〉　o　ho　ld　arnong　isoele　ctronic　species

with　no　exceptions．　The　inequalities　corresponding　to　the　above　relations　have　found　to

be　valid　for　the　extracule　moments．　ln　Chapter　4，　explicitly－correiated　near－exact　results

of　the　extracule　density　and　its　moments　have　been　reported　for　the　helium　atom　and　its

isoelectronic　analogs　in　their　ground　state．　Comparing　Hartree－Fock　densities　with　the

correlated　densities　has　clarified　that　the　correlation　contributes　to　shift　the　density　from

a　small　R　to　a　large　R　region．　A　comparison　of　the　extracule　moments　of　correlated

densities　with　Hartrec－Fock　densities　has　found　that　for　k　＝　一2　and　一1　the　correlated

moments　are　greater　than　the　Hartree－Fock　ones，　and　that　for　a　positive　k　the　reverse

relat　ions　are　valid．
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