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概要  

蔵本モデルをネットワークに拡張した結合振動子ネットワークに関する解析的な議論が多くなされている．

本論文では，結合振動子ネットワークにおいて同期の強さを測る示標であるコヒーレンスを最大化するネット

ワーク構造を得る最適化実験を行い，その結果，創発されたネットワークの構造的特徴と固有振動数分布に

関して解析を行うことで,強い同期を実現するネットワークが有する一般的な特徴を明らかにする． 

 

Ⅰ 緒論 

 「同期現象」と呼ばれる現象[1]は，人間の生

活リズムを司る体内時計や心拍あるいは，レーザ

ーや振り子など生物学や物理学といった幅広い

領域に存在する．従来，同期現象の研究は一つの

学問の中で読み解かれるのではなく物理学，生物

学，数学，または工学といった幅広い領域におい

てそれぞれの観点から研究が進められてきた．し

かし，ほとんどの研究に共通して，蔵本モデル

[2-4] の「結合振動子」がその中心であるといえ

る． 

 また，1998 年に Watts 等[5]がスモールワール

ドネットワークを発見したことをきっかけに，自

然界や人間界に存在する巨大で複雑なネットワ

ーク構造を読み解く手段として「複雑ネットワー

ク」[6,7]と呼ばれる領域が発展してきた．複雑ネ

ットワーク理論では，構成要素間の関係性をノー

ドとリンクによりネットワークとして記述する

ことで，構成要素自体を解析するだけでは知るこ

とのできない有用な情報を抽出することを目的

としている．このようにノードとリンクによって

記述できる構成要素間の関係性は様々な領域に

存在する．同期現象においても，現実世界で同期

現象を引き起こす系は蔵本モデルにおいて仮定

された全結合の状態をとるとは考えられず，実際

は複雑ネットワークのように構成要素間に結合
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関係が存在するものと考えられる．したがって，

近年では同期現象の解析のために複雑ネットワ

ーク理論を導入する研究が解析と応用の二つの

観点からなされている．解析の観点での研究は,

ネットワークを利用し,振動子間に結合関係を持

たせた結合振動子ネットワークを解析する研究

[8-10]がそのほとんどである．また,応用の観点で

の研究は，神経系に代表される生態学的な同期活

動機能の説明や制御[11]，あるいは同期を引き起

こす系の安定性の調査[12]のように,その目的に

応じて様々な分野の研究が存在する．しかし,ど

の分野においても共通して，ネットワークの構造

に応じて変化する振動子系の挙動を捉えること

は重要な知見になり得ると考えられる．例えば,

通信の分野であるセンサネットワークにおいて

は，時系列で変化する機器間ネットワークにおい

て，動作を同期化させる必要がある．その際に有

効な機器間ネットワークの構成方法を探ること

はセンサネットワーク研究において,重要な課題

であるが,この課題を解決するためには解析の観

点の研究によって得られた知見をフィードバッ

クすることが不可欠である． 

本研究では, ネットワーク構造に起因する振

動子系の挙動,特に強い同期を実現するネットワ

ークが有する構造的特徴を明らかにするために,

数値計算実験を行った．その際,振動子系は結合

振動子ネットワークによってモデル化し,強い同

期を実現するネットワークの構成方法には,同期

が強くなるネットワーク構造最適化手法を採用

した．また,結果として得られたネットワークを

解析する手段には,ネットワーク特徴量の変化を

観測する方法とネットワークを可視化する方法

の二種類を用いた. 

 本論文の構成は以下の通りである．まず，第Ⅱ

章において結合振動子ネットワークを用いた関

連研究を紹介する．次に,第Ⅲ章で本研究が扱う

振動子モデルの定義を行い,第Ⅳ章でネットワー

ク特徴量を説明する．続いて,第Ⅴ章では数値計

算実験の方法を述べ,第Ⅵ章で結果と考察を示す．

最後に第Ⅶ章で本論文をまとめる． 

Ⅱ 関連研究 

 複雑ネットワーク理論が発展するのに伴い,結

合振動子ネットワークを利用した数値計算実験

に基づく解析が広く行われてきた.それらの研究

の多くはネットワークが持つ構造と振動子の挙

動の関係性に焦点を当てたものがほとんどであ

る. 

 Hong等[13]はWatts等によって考案されたスモ

ールワールドモデルに結合振動子ネットワーク

を適用した数値計算実験を行い,その結果からス

モールワールドモデル上での臨界結合強度 cσ と

コヒーレンス Rは辺の張替え確率 β とは反比例

することを明らかにした.つまり,規則的な構造

を持つレギュラーネットワークより不規則な構

造を持つランダムネットワークの方が強い同期

を引き起こしやすくなることを示した. Hong 等

が使用した結合振動子ネットワークモデルにお

いて,各振動子の位相 jθ は以下の式(1)に従う. 
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ここで， jω とσ はそれぞれは振動子 jの固有振

動数と振動子間の結合強度を表すパラメータで

あり, jka はネットワークの隣接行列 A の ),( kj

成分を表す． 1=jka であるときノード ),( kj 間に

リンクがあり， 0=jka であるときノード間にリン

クが存在しない．また, k はレギュラーネット

ワークにおいてリンクを張るノードの近傍数を

指すため各ノードの次数が均一の場合は

kk j 2= となる.辺の張替えが進み各ノードの

次数が不均一になった場合このモデルでは次数

に依らず結合強度の値が一定となる特徴を有す

る. 

 Arenas 等[14]は幾つかの理論ネットワークモ

デル上で，同期の数値積分を行い，その際に同期

している振動子集団をコミュニティと定義し，コ

ミュニティ抽出法によって抽出されるコミュニ

ティとの比較を行っている．結果として,ハブが

存在しない均質なネットワークでは，コミュニテ
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ィ分割の結果と同期によって形成されるコミュ

ニティがほぼ一致することを明らかにした．

Arenas 等が使用した結合振動子ネットワークモ

デルは以下の通りである. 
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−+=
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k
jkjkj

j
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t 1

)sin( θθσω
θ

   (2) 

このモデルは結合強度σ の値によってはHong等

が使用したモデルと一致する. 

Brede[15]はネットワークの構造ではなくネッ

トワーク中での固有振動数分布に着目し,ネット

ワーク上で固有振動数の値が異符号でかつ絶対

値の大きさが近い振動子対が結合しているほど

系全体でのコヒーレンス Rは高くなることを明

らかにした. Bredeが使用した結合振動子ネット

ワークモデルは Arenas 等が使用したモデルと同

一のモデルである. 

以上で述べた振動子ネットワークを用いた研

究事例では,理論ネットワークモデル上での解析

やネットワーク上での固有振動数分布に着目し

た解析等,限定された条件での研究がほとんどで

ある．本研究では,より一般的な議論を行うため

に,ネットワークの構造と固有振動数の分布を併

せて観測する.また,強い同期を実現するネット

ワーク有している構造的特徴に着目し,数値計算

実験を行った. 

Ⅲ 結合振動子ネットワークモデル 

 Ⅰ章で述べたとおり，本研究では要素間に結合

関係が存在し，結合関係のある要素対のみが相互

作用を及ぼしあう振動子系を対象とする．このよ

うな振動子系のモデル化は同期現象を記述する

上で最も基本的な振動子モデルである蔵本モデ

ルの結合振動子をネットワーク上での結合関係

に拡張して実現する． 

 位相振動子の平均場結合系である蔵本モデル

において，各振動子の位相 jθ は式(4)に従う． 
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    (4) 

式(4)において各振動子の位相は，固有振動数で

振動する働きと，他の振動子との位相差を小さく

する働きの和によって決定付けられ，どちらの働

きを強くするかを調節するパラメータが結合強

度σ である．蔵本モデルのような位相振動子にお

ける系全体の状態記述には式(5)で定義される秩

序パラメータを用いる． 

  ∑
=

=
N

j

titi je
N
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)()( 1
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θφ          (5) 

式(5)において， πφπ ≤<− )(t は振動子位相場で

の平均位相である．また， 1)(0 ≤≤ tr は振動子位

相場での平均振幅であり，同期の強さを表すパラ

メータであるため，コヒーレンスと呼ばれる．実

際にコヒーレンスを用いて振動子系の同期の強

さを測る際には，式(6)で定義される )(tr の時間平

均を用いる． 

∫=
T

dttr
T

R
0

)(
1

         (6) 

式(6)で定義される結合振動子系において振動子

間に同期が発生するかどうかは固有振動数の分

布関数 )(ωg と結合強度σ によって決定付けられ

る ． 例 え ば ， 固 有 振 動 数 の 分 布 関 数 に

)()( ωω gg =− が成り立つ場合，振動子系のコヒー

レ ン ス が 0>R と な る 臨 界 結 合 強 度 は

))0(/(2 gc πσ = となることが知られている．実際

に，固有振動数の分布関数が以下の式(7)で定義

される Cauchy-Lorenz分布 

  
22

1
)(

ωπ
ω

+
=

s

s
g         (7) 

に従う場合，臨界結合強度は sC 2=σ となり，結

合 強 度 cσσ > で の コ ヒ ー レ ン ス は

)/(1 σσ cR −= となる．  

 本研究では，位相振動子モデルの結合関係を考

慮するために，式(8)で定義される結合振動子ネ

ットワークモデルを採用する． 

  ∑
=

−+=
∂
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j
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kt 1

)sin( θθ
σ

ω
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 (8) 

式(8)において，
j
k は j番目の振動子の次数を，
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表す．式(8)を用いることにより，蔵本モデルに

よって定義された振動子系は，ネットワーク上で

結合している振動子のみの影響を受ける結合振

動子ネットワークとしてモデル化することがで

きる． 

 式(8)で定義した結合振動子ネットワークにお

ける同期には，大域的同期と局所同期の二通りが

考えられる．本研究において，大域的同期はネッ

トワーク上の全ての振動子が位相同期している

ことを示し，式(6)で定義したコヒーレンス Rに

よって評価する．また，局所同期は，ネットワー

ク上でつながっている振動子対のみで同期が起

こっていることを示すが，局所同期の強さを評価

する指標は存在しない．そこで，新たにm次近傍

内コヒーレンスと名付けた指標を導入する．ここ

で, m次近傍とはある振動子からの最短パス長

がm以下の振動子集合を示す．まず，振動子 j  

の m次近傍内の振動子のみでコヒーレンスを計

算すると振動子 j の m 次近傍内コヒーレンス

)(trmj を式(9)で定義する． 

∑
⊂

=
mj

kmj

k

ti

mj

ti

mj eetr
BB

)()( 1
)(

θϕ
   (9) 

式(9)における mjB は振動子 jの m次近傍内にあ

る振動子を要素とする集合である．更に， )(trmj

を各振動子で平均化することにより，振動子系に

おける m 次近傍内コヒーレンスを式(10)と定義

できる． 

∑
=

=
N

j
mjm tr

N
tr

1

)(
1

)(         (10) 

この m 次近傍内コヒーレンス )(trm も振動子の

実際の挙動の評価に適用する際には式(11)で定

義される )(trm の時間平均を用いる 

∫=
T

mm dttr
T

R
0

)(
1

        (11) 

このm次近傍内コヒーレンスは，ネットワークの

直径 d であるときに，最大で dR まで定義するこ

とができ， RRd = が成り立つ．本研究では，局

所同期の強さを測るための指標として 1R を用い

る． 

Ⅳ ネットワーク特徴量 

 前章で定義した式(8)の結合振動子ネットワー

クにおいて，振動子の挙動は，結合強度σ やネッ

トワークの構造とその中での固有振動数の分布

等の様々な要素により決定付けられる．本研究で

は，結合振動子ネットワークの同期が強くなるネ

ットワーク構造最適化実験を行い，結果として得

られた最終状態のネットワーク構造を観測し，同

期の起こりやすいネットワークが有する特徴を

解析することを目的としている．そのため，ネッ

トワーク構造の特徴を定量的に評価する指標が

必要である．複雑ネットワークの領域では，こう

した指標をネットワーク特徴量と呼ぶ．本章では，

こうしたネットワーク特徴量の中から，本研究で

扱ういくつかを述べる． 

 まず，ネットワークの「クラスター性」を測る

ための特徴量であるクラスター係数 C は式(12)

で定義される． 

∑∑
== −

==
N

i ii

i
N

i
i

kk

E

N
C

N
C

11 )1(

211
   (12) 

式(12)において， iE はノード iに接続されている 

ik 個のノード間に張られているリンク数を表す．

クラスター係数Cを用いることで，ネットワーク

中で三つのノードが互いにリンクを張り合って

いる三角形構造の密度を計測することができる． 

次に，ネットワークの「スモールワールド性」

を測る際に用いる特徴量である固有パス長 Lは

式(13)で定義される． 

∑∑
+=

−

=−
=

N

ij

N

i

jil
NN

L
1

1

1

),(
)1(

2
     (13) 

式(13)において， ),( jil はノード ),( ji 間の最短

パス長を示す．固有パス長 Lは二つのノード対の

ネットワーク中での平均最短距離を図ることが

できる． 

前述した二種類のネットワーク構造における

特徴以外に，結合振動子ネットワークにおいては
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ネットワーク中での固有振動数分布に関する特

徴量も考慮する必要がある．Brede[15]は固有振動

数分布を定量的に測る指標として，固有振動数分

布の相関係数 ωC を式(14)で定義した． 

∑
∑

−

−−
=

ji iij

ji jiij

a

a
C

,

2

,

)(

))((

ωω

ωωωω
ω

    (14) 

式(14)において， ω は全振動子の固有振動数の

平均値である．この ωC はリンクで繋がれている

二つの振動子の固有振動数に相関がない場合，つ

まり固有振動数がランダムに分布している場合

は 0≈ωC となる．また，リンクで繋がれている

二つの振動子の固有振動数が同符号である傾向

が強いときに 0>ωC ，異符号である傾向が強い

ときに 0<ωC の値となる． 

Ⅴ 実験方法 

5.1 実験概要 

数値計算実験においては，振動子系の同期を強

くするネットワーク構造最適化実験を行い，得ら

れたネットワークの解析を行うことで，同期を強

くする上で各ネットワーク特徴量がどのような

働きを持つのかを調査する．また，振動子系の同

期の強さを測るための指標には,式(6)で定義し

たコヒーレンス Rと式(11)で定義した一次近傍

コヒーレンス 1R とし，それぞれのコヒーレンス

を最適化した際のネットワーク構造の相違を観

測する．その際，ネットワークの構造変化はネッ

トワーク特徴量を調査することで，観測する． 

5.2 実験方法 

以下に実験データを取得する手順を示す． 

(a)初期ネットワークを生成する． 

(b)初期ネットワークの特徴量を計算し，式(4)

に基づき同期の数値積分を行い，一定時間

T 内のコヒーレンスの平均値( R or 1R )を

計算する． 

(c)ネットワークの中からランダムに一本のリ

ンクを選択し，非連結のノードが現れない

ようにつなぎかえを行う． 

(d)(c)で構造を変化させたネットワークに関

しても一定時間T 内のコヒーレンスの平均

値(R or 1R )を計算し，つなぎかえを行う前

のネットワークからのコヒーレンスの変化

量( R∆ or 1R∆ )が正のときは，つなぎかえ

を許容し,負のときはつなぎかえを元に戻

す． 

(e)(b)～(d)をランダムに選択するリンクを変

化させながら繰り返し，一定ステップの間

ネットワークの構造変化が起こらなければ

終了． 

5.3 実験設定 

 実験の設定として，初期ネットワークは ERモ

デル,BAモデル,レギュラーネットワークの三種

類の理論ネットワークモデル[6]をノード数 100，

平均次数 4に設定し,用いた．この際，ER モデル

においては,モデルの特性上非連結のノードが発

生する可能性があるが，その場合は初期ネットワ

ークを再び生成し直すこととした．このノード数

100 というパラメータは一般的な議論を行うた

めには少ないと考えられるが,計算時間を削減す

るためにこの値を採用した．また，振動子の固有

振動数の分布は ]1,1[− の一様分布，初期位相は

],[ ππ− の一様分布とした．更に，同期の数値積

分は結合強度を 0.1=σ とし，シミュレーション

の試行時間は 100=T でタイムステップ 0.1 の四

次のルンゲクッタ法を適用した．また実験の終了

条件は 500ステップの間,構造変化が起こらない

こととする． 

Ⅵ 結果と考察 

 振動子全体でのコヒーレンス Rを最大化した

実験の結果を図図図図 1に示す．図 1(a)を見ると初期ネ

ットワークにおいて，0.2 程度の値であったコヒ

ーレンス Rがどの初期ネットワークにおいても

0.9 以上の値に上昇しており,大域的同期が強く

なる構造変化を実現できていることがわかる．ま

た，ネットワーク特徴量C , L , ωC の変化につい

ては，図 1(b)からネットワークの最適化に従いク

ラスター係数の値はほぼ 0 に収束し,図 1(c)から

ネットワークの固有パス長 Lはほぼ 3.6 程度の

値に収束している．この結果は,各振動子対が小

さなパス長でつながれることで振動子系全体の

位相を近づける働きが創発された結果であると

考えられる.また，図 1(d)から固有振動数分布の
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Fig.1 Change of network characteristics in maximization of R 

相関係数は徐々に負の大きな値へと変化して行

く様子が見て取れ,異符号の固有振動数を持つ振

動子対がつながれるほど振動子系の大域的同期

が強くなる傾向があることが分かる． 

次に，一次近傍コヒーレンス 1R を最大化した

実験の結果を図図図図 2に示す．図 2(a)を見ると， 1R が

徐々に大きくなっていき，局所同期の起こりやす

いネットワークを実現できていることがわかる．

また，ネットワーク特徴量C , L , ωC の変化につ

いては，図 2(b)からクラスター係数は 0ではなく

0.1～0.2 程度の値を推移しており, 図 2(c)から

ネットワークの固有パス長 Lはほぼ 4 程度の値

に収束している．また，図 2(d)から固有振動数分

布の相関係数は徐々に正の大きな値に変化して

いき,同符号の固有振動数を持つ振動子対が多く

繋がれていることがうかがえる.以上でネットワ

ーク特徴量の変化から,最適化によって得られた

ネットワークが有する構造的な特徴を観測した.

次に, 図図図図 3,図図図図 4に ERモデルを初期ネットワーク

にした際に得られたネットワークを可視化した

結果を示す．図 3,図 4において,各振動子の色は

固有振動数の値を表し赤に近いほど固有振動数

の値は 1 に近く, 青に近いほど固有振動数の値

は-1 に近いことを表す.また負の固有振動数を

持つ振動子を正方形で正の固有振動数を持つ振

動子を丸で表示している.図 3は Rを最大化した

ネットワークであるが，ネットワーク中のほとん

どのリンクは異符号の固有振動数を持つ振動子

同士を接続している.また,ネットワーク中には

ハブと見なすことができる高次数の振動子が存

在しているのがわかり,ハブの存在によって小さ

な固有パス長を実現していることが明らかにな

った．また，図 4 は 1R を最大化したネットワー

クであるが，固有振動数の大きさが近いもの同士

が結合し，コミュニティを形成していることがわ

かる．図 2(b)で観測されたクラスタリング係数は,

コミュニティ内のリンク密度を高める働きをし
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Fig.2 Change of network characteristics in maximization of R1 

ていると考えられる．以上の結果から，大域的同

期を最大化する場合には，各振動子は接続してい

る振動子の固有振動数を打ち消しあうような結

合を行うことで振動子全体を同期させる構造，局

所同期を最大化する場合には固有振動数の近い

振動子同士でコミュニティを形成することでコ

ミュニティ内での近傍同期を実現するネットワ

ーク構造といった異なる性質を有するネットワ

ークが創発された．以上の傾向は初期ネットワー

クの種類に依らず,同様に観測できたため,初期

ネットワークによる結果の相違はないものと考

えられる. 

Ⅶ 結言 

本研究では，振動子系の同期化力を高めるネッ

トワーク構造最適化実験を行い，得られたネット

ワークの解析から,強い同期を実現するネットワ

ークが有している特徴的な構造を明らかにした．

その結果，以下の知見が得られた. 

(1)強い大域的同期を実現するネットワークは

小さな固有パス長を持ち,異符号の固有振

動数を持つ振動子対が多く繋がれている 

(2)強い局所同期を実現するネットワークは固

有振動数の近い振動子同士でコミュニティ

を形成する構造を有する 

(3)本実験で適用したネットワーク構造の最適

化においては初期ネットワークによる結果

の相違はほとんどない 

こうした知見はネットワークの構造的な特徴と

固有振動数分布という振動子のダイナミクスを

決定付ける二つの要因を併せて見ることで初め

て得られるものであり，同期のメカニズムの解明

にとって重要な結果であると考えられる． 
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