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Asymptotic Behaviors of Blow－Up Solutions  

for Semilinear Heat Equations  

陳 縫剛   （CH馴 Yun－G8ng）  

東京大学。理。大学院   

次の初期値間題を考える．  

（1）  u＝△u＋f（u）・t＞0，X∈0・  
t  

（2）  u（0，X）＝u。（x），X∈語．  

但し，n は択N における滑らかな境界を持つ有界な領域（多次元の場合主に球領域  

n＝BR＝（x；lxl＜R‡（0＜R＜∞）を考える），あるいは全空間沢目 とする．   

n が有界領域の場合，その境界を∂n＝rとして，次の境界条件（BCl）または（BC2）  

付きの初期値境界値問題を考える．  

（BCl）  u（t，X）＝O for x∈r．  

（BC2）  （∂u／∂n）＋βu＝O for x∈Il．   

ここでほ，nは外向き法線ベクトル，β＝β（t）≧0 は連続関数で（β≡0の場   

合（BC2）はNeumann境界条件となる），初期値u。＝u。（x）≧0はCl（0）関数であ  

る．また，非線形項fを C2（0，∞）nC［0，∞）関数として，しかも  

（3）   f＞0・f′≧0・f■′≧0，J（f（s））‾lds＜∞（Va＞0）  

が満たされるとする．   

u＝u（t，X）を（1）のclassicalsolution とし，T を  

T ＝ suP‡て：u（t，X）は［0，て］×0 まで延長できる‡  

によって定義する．   

こうして，T＜∞の場合，1imsup 
t†T 

］［u（t・・）】L＝＋∞となり（但し，［］・JIp  

（1≦p≦∞）は LP（0）ノルムである），uは爆発する（blow up）という．x。がuの爆  

発点（blow－uP POint）とは，n－－∞のときtn†T，Xn一事X。，Lu（tn，Xn）l→∞ とな  

る点列（tn，Xn）があることである．なお，S＝（x：xはuの爆発点‡をuの爆発点  

集合，あるいは単に爆発集合（blow－up Set）という．解の爆発条件，或は爆発しない条  

件（i．e．globalexistence）については，既に多くの研究がなされてきた，（例えば，  

文献［15］，［16］，［24］，［25］，［31］，［32］，［1］，［29］及びそれらのReferencesなど）．初  

期値が（ある意味で）十分大きければ，解u（t，X）は必ず有限の時間内で爆発するとい  

うことがよく知られている．  
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最近，解が爆発する場合で，その爆発集合及び漸近挙動についての研究が注目されて  

いる．   

F．B．Weisslerが空間1次元で E）＝（－R，R），f（u）＝uP（p＞2，十分大）および  

Dirichlet条件のもとで，ある特別な初期値に対して，S＝（0），つまり一点のみで  

爆発することを示した（［33］）．その後，A．FriedmanとB．McLeod（［13］）がDirichlet  

境界条件のもとで，ごく一般的な有界領域0に対して，Sが0の内部にある Compact  

Subsetであることを示した。［13］では，球嘩域E2でDirichlet条件を満たして中心  

のみで最大値を取る回転対称かつ半径方向単調減少の解に対して，爆発集合は中心一点  

からなることも証明された．また，一次元N＝1の場合については，初期値が二つの最  

大値点を持つ（i．e．2－Peakの）場合，Sほ一点か，二点か，または一つの閉区間から  

なることも示された．H．Fujita と Y：G．Chen は，初期値の対称性を仮定し，それぞれ  

Dirichlet条件，Neumann条件あるいは第三程の境界条件（Robin条件）のもとで，二つ  

の最大値点を持つ初期値から出発した解が高々二点で爆発することを証明した（［17］）。  

また，Y．－G．Chenは，多次元空間の球領域で回転対称の解に対して，上述の三種類の境界  

条件それぞれ（あるいはnが全空間）のもとで，（1）初期値が半径方向単調減少ならば  

Sは一点からなる；（2）初期値u。（x）＝¢（t xl）＝¢（ー）が半径ーの関数として区間  

（0，R）に最大値点を一つのみ持つとすれば，Sは一点またはある球面SN－1から構成さ  

れる，ということを示した（［8］）。最近，L．A．CaffarelliとA．Friedmanが，Dirichlet  

条件のもとで（対称性を仮定せず石こ）初期値が二つの最大値点を持つとすればSは一点  

か二点からなることを証明した（［4］）．   

一方，f（u）＝】u】P－1u（p＞1）の場合，爆発解uの爆発点の近傍での漸近挙動につ  

いては，Y．Giga とR．V．Kohn が自己相似（self－Similar）変換を使って調べた（【18］，  

［21］～［23］）．それによると，k＝（p－1）‾1ノ（p‾1）とおき，P≦（N＋2）／（N－2）またはn≦2  

として，lu（t，X）］・（T－t）1ノ（p－1）が有界ならば，任意の a∈0 に対して  

1imt†T 
u（t・XJ7了＋a）・（T－t）1／（p－1）＝±kまたは0  

となる。さらに，Giga－Rohn の最近の結果（［23］）によると，同じ条件のもとで以上の  

極限が0 ならばa∈0は爆発点ではないことが分かった。なお，Friedman と McLeod  

（［13］）はDirichlet境界条件（及び第三種の境界条件）に対して，Chen（［8］）はNeumann  

境界条件に対して，lu（t，X）］・（T－t）1／（p－1）が有界であることを示した。   

解の爆発する場合の漸近挙動について，Chen ほ数値実験及び数値解析の方法で差分  

解の爆発の様子を調べた（［7］，［9］）。爆発問題に適用する差分法認び有限要素法につい  

ては［27］，［28］，［7］，［9］で研究された．   

ここでは，初期関数u。が爆発条件を満たして解が爆発する場合，その漸近挙動及び  

爆発集合について最近得られた結果を報告する．  
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非線形項f（u）については，次の条件（4）が満たされるとする．  

（4） fに対して，次の①～④を満たす関数Fが存在する．  

① s＞0 ならば，F（s）＞0，FJ（s）＞0，F〃（s）≧0；  

② 任意の M＞0 に対して，  

f／（u）F（u）－f（u）F，（u）≧MF（u）for allu≧C（M）  

となるような定数C＝C（H）＞0 が存在する；  

⑨ 任意の十分大の v＞0 に対して，  

f′（u）F（u）－f（u）F／（u）≧cF（u）F／（u）for all u≧v  

となるような定数c＝C（v）＞0 が存在する；  

④ 任意の8＞0に対して，J㌘（F（s））‾1ds＜・00   

注意：条件（4）は，例えば，f（u）＝（u十〟）P（P＞1，FL≧0），f（u）＝eXp（Åu）  

（Å＞0），f（u）＝uP＋uq（p＞1，q＞1）などのような関数によって満たされて，適用  

できる．（4）が満たされるような十分条件としては，“∃q∈（0，1）such that F（u）  

＝（f（u））q は（3）を満たす〃 という条件が挙げられる（［17］）．  

われわれの主要結果は，次の定理である．（［17］，［8］）  

星型 以上の仮定のもとで，次の（Ⅰ）～（Ⅶ）が成立する．   

（Ⅰ）N≧1，n＝BR，u。（x）＝¢（lxl）≧0，（BC2）を仮定する（β≡0，つまり   

Neumann境界条件でもよい）．β≡0しかも ¢≡constantin［0，R］ならば，S＝示；  

¢′≦0，¢′≒oin（0，R）ならば，S＝（0〉．   

（Ⅱ）N＝1，n＝（－R，R），u。（x）＝u。（－X），しかも u。（x）は（－R，R）において一  

つまたは二つの最大値点（1－peak or2－Peak）を持つとする．  

①（BCl）を仮定すれば，S＝（0‡，または S＝‡－a，a‡，0＜a＜R；  

②（BC2）を仮定し，しかも u。（x）≧u。（R－X）for x∈（0，R／2）ならば，  

S＝（t xI＝a），0≦a≦R／2（i．e．Sは1点または2点からなる）；  

⑨（BC2）で β≡0，しかも u。（x）≦u。（R－X）for x∈（0，R／2）ならば，  

S＝‡－a，a‡，R／2≦a≦R（i．e．S は2点から構成される）．   

（Ⅲ）（BCl），N≧2，n＝BR，u。（x）＝¢（lxI）≧0．ある γ∈（0，R）に対して，  

（5）  ¢′（r）≧O for O＜r＜γ，¢／（r）≦O for γ＜r＜R，  

しかも ¢J≒o for r∈（0，γ）or r∈（γ，R）  

とすれば，Sは1点（S＝（0‡）またはN－1次元の球面（i．e．S＝‡r＝a‡，0＜a＜R）  

から構成される。   

（Ⅳ）（BC2），N≧2，0＝BR，u。（x）＝¢（Jx［）≧0が（5）を満たすとして，  

さらに ¢（r）≧¢（R－r）in（0，R／2）と仮定すれば，Sは1点（S＝（0‡）またはN－1  
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次元の球面（S＝‡r＝a‡，0＜d＜R／2）から構成される．   

（Ⅴ）（Ⅳ）において，β≡0（i．e．Neumann条件の場合），¢（r）≡¢（R－r）for r  

in（0，R／2）とする．  

① N＝1ならば，S＝‡－R／2，R／2‡；  

⑧ N≧2ならば，S＝‡r＝a），但し，0≦a＜R／2（i・eT SはBR／2の中  

に含まれる）．   

（Ⅵ）N≧1，n を有界な領域，境界条件（BC2）において β≡0，非線形項を  

f（u）＝lulP‾1u（p＞1）として，さらに u。∈C2，△u。十f（u。）≧0 とすれば，次の  

二つの式が成り立つ。  

（6）   Vg＞0，ヨC＞O such that  

u（t，X）≦C（T－t）‾1ノ（p－1），（t，X）∈［£，T）×0，  

（7） ヨc＞O suchthat Llu（t，・）lL，≧c（T－t）．1’（p‾1｝ ，t∈（0，T）・   

（Ⅶ）（Ⅵ）の仮定のもとで，P≦（N＋2）／（N－2）またはn≦2 として，ある a∈n に  

対して，1imt†Tu（t・a）＝＋∞とすれば，X∈nに対してIimt†Tu（t，X）＝＋∞となる  

ための必要十分条件軋Iim（u（t・X）／u（t・a））＝1である・   
t†T   

（Ⅷ）Ⅳ≧1，n＝択N，u。（x）＝¢（lxl）≧0とする．  

① ¢（r）≡constantin（0，∞）．ならば，S＝択N；  

② ¢′（ー）≦0 しかも ¢′≒O in（0，∞）ならば，S＝‡0）。  団   

本研究についてご指導下さった藤田宏先生に，また有益な助言をして下さった儀我美  

一氏に， 心より感謝の意を表したい。  
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henomenon．  Let us consider the  1．  Statement of the  

CauchY PrOblem for the quasilinear diffusion equation：  

（1）  

N u＝ AO（u）・t＞0・Ⅹ∈R・  
t   

（2）  u（0・Ⅹ）＝ uo（Ⅹ）・Ⅹ∈RN・  

工n the case of 4）（r）＝r，the s0lution ofthelinear  

problem（1）－（2）isgivenexplicitlY by  et△uo（Ⅹ）   

－＝2／（4t）uo（y）dy  
伽「N／2JRNe  

and spreads。utin kN f。r anY t＞O  even if 

（3）   uo∈L00（RN）and uo（Ⅹ）＝O forlxl≧R・R＞0・  

3  
However the situationis quite differentif 4）（r）＝ r，   

or more generallY，if the function ¢ satisfies   

（4）   4）is a nopdecreasing，locally Lipschitz continuous  

function on RIwith ¢（0）＝0  ，  

the range of ¢ coincides with Rland theintegral  （5）  
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1 
exists for each r∈R．  

this talk is to show that in this case the  Of  The purpose  
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SOlution，u（t，Ⅹ） of （1）－（2） with （3） stays compactly   

SuPPOrtedforever：  

u（t，X）＝O a・e・Ixl≧R ＋ C t l／2 for t≧O  

With a constant C＞O depending on ¢ and11uoIlの  This  

implies that the problem （て1）⊥（2） describes a．一finite speed   

PrOPagationlT process and losesits parabolicitY・  

This kind of phenomenon has already been found outin   

the case of N ＝1． 工ndeed thelateralboundary，Called the   

interface，Of the support has been shown to consist of two   

monotone Lipschitz continuous curves satisfying a certain   

differentialequation． Even the regularity and the asYmPtOtic   

bahavior ofit have been studied extensively（see e。g。【5，6］）。  

However the studYin the case of N ＞1 has been   

SOmehow neglected。 To the knowledge of the present speaker，   

1ittleis known about support of the solution of the CauchY   

PrOblem （1）－（2） under （3）． The main difficultyin this   

talkis that no exact solution of （l）－（2） can be found，   

instead onlY a’’good function’’lv（t，Ⅹ） for which  

V － △¢（Ⅴ）is nonnegative and‖sma11’一・  
t  

1tis convenient to denote tIie solution of （1）－（2）  

by u（t・Ⅹ）＝S¢（t）uo（Ⅹ）′Where（S¢（t）：t＞0）is the associ－  
lN atedsemigroup generatedin L（R）by 叫in the sense of  

Crandalland Liggett［3］． This semlgrOuP WaS COnStruCted  

ノ■ノ■ first by Benilan，Brezis and Crandall【1］ under a condition  
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Weaker than （4），and recentlY bY the speaker［8］under （4）   

by a simpler method．  

Satisfy （3），and 中 SatisfY  THEOREM．  Let u  

（4） and （5）． Then for all t三 O  

S¢（t）uo（Ⅹ）＝O a・e・Tx一≧R＋ 2Cot l／2  

with  C。＝（J：’．Iuo”∞’ 1／¢－1 （s）ds）1’2  
REMARKS． The theorem coincides with a result for N ＝1  

Of Knerr［5，Theorem 8．4】 and similar to a result of Diaz   

Diaz【4，Theorem 工】 for aninitial－boundarY Value problemin  

a bounded subdomain of RN． see also Schatzman［7］for a  

result concerning （l）－（2） with a sort of absorption．  

2。  A ■■  00d functionH with com  Ort．  We shall  act su  

firstlook for a good functionwith compact supportin RN  

SatisfYing，instead of （1），   

（6）  vt ＝ △¢（Ⅴ）＋ g（t・Ⅹ）・t≧O  

With a nonnegative valued and”small．T function g（t，Ⅹ）．  

Let us consider，under （4） and （5），the function   

V＝ Ⅴ（t，Ⅹ） determined by  

l／¢－1（s）ds ＝ maX（0．a－1Ⅹ12／4（t十b））．  

Where a and b are positive constants．  Set   

‾1 
y（r）＝¢（z 

［：l／¢ql（s）ds・  
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Then Y is a nondecreasingcontinuous function on ［0．00）with   

（7）  （d／dr）4）（y（r）） ＝ y（r） and y（0） ＝ 0．   

and our function v cah be written as  

v（t，Ⅹ）＝ y（（。－Txl2／4（t＋b））＋），  

where r＋ ＝ maX（0．r）for r∈Rl。EvidentlY Vis non－  

negative valued and compactlY SuPPOrtedin RN   

（8）   Ⅴ（t，Ⅹ）＝O forlxl2三4a（t＋b）with t≧0。  

LEMMA l。  For each fixed T ＞ 0，  

（i） v bel。。gS t。C（【0．Tl；Ll（RN））。L00（（0′T）×㌔）；  
N 

（ii） vis a s01ution of（6）in Dl（（0．T）×R）with   

g（t，Ⅹ）＝ y（（a－lx12／4（t＋b））＋）。N／2（t・b）  ，   

（iii） g is nonnegative valued and belongs to  

l Ll（0．T；L（㌔）。も00（RN））。  

¢（r）＝ r  

叫Ⅹ）＝（舟3）（（a－ 
4モ＋2b）＋）1／2                                   Ⅹ  
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PROOF．  We can easilY VerifY （i） by Lebesgue－s  

theorem・ An elementarY Calculus by （7） shows  

王室1（a／∂Ⅹ土）J 
、 ∴．’ご－  （a／axl）¢（Ⅴ）血＝【Ⅴ（r′Ⅹ）】   g（r．x）dr  

for tヱO and x∈RN・So multiplicationbY 中t with  
ゆ∈Co（（0・T）×RN）andintegrationover（0・T）×RN gives           O〇  

†：†RN  
（叫t＋¢（Ⅴ）叫＋g（t・Ⅹ）0）dxdt  

The proof of （iii） willbe clear． Q．E．D．  

Combining Lemal with generalor particular proper－  

ties of the semigroup（S¢（t）：t＞0）andabstractsolutions  
lN 

in L（R）of（6），We Candeduce the comparison result：  

LEMMA 2．   工f  

0 ≦ uo（Ⅹ）≦ Ⅴ（0・Ⅹ）for a。a・Ⅹ∈㌔・  
then  

O≦S¢（t）uo（Ⅹ）≦Ⅴ（t，Ⅹ）for a・a・Ⅹ∈㌔  
and all t ＞ 0．  

We shallput offits proof to the next section，and   

glVe here the proof of Theorem．  

Assumein addition that uo（Ⅹ）  PROOF Of’THEOREM．  

is nonnegative for allx∈RN withoutloss of generalitY・  

Let a and b satisfy a ＞ R2／4b and  

■■uo■t∞ ＝ y（a－R2／4b）  （9）  

Then v（0′Ⅹ）＝y（（a－lx12／4b）＋）isnotsmallerthan uo（Ⅹ）  
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for a・a・Txl＜R and obviousIY for Txl≧R，thatis，  

0 ≦ uo（Ⅹ）≦Ⅴ（0・Ⅹ）  for a・a・Ⅹ∈・  

Sowehaveb少LerrLma2  

0 ≦ S中（t）uo（Ⅹ）≦ Ⅴ（t・Ⅹ）for a。a・Ⅹ∈RN  
and all tヱ 0。 Therefore we see from （8） and （9）  

N  
that S¢（t）uo（Ⅹ）vanishes forallt≧O and a。a・Ⅹ∈R  

SuChthat  

lxl2 ≧ 4（t＋b）｛R2／4b＋z（0（，Tuo一一∞））｝・b＞0・  

We have thus only to find out the envelope。 Choosing b  

＝（R／2）｛t／z（0（TTuo”∞＝｝ 1／2 for t＞0′WeCanCOnClude  

S¢（t）uo（Ⅹ）＝O a・e・一ⅩJ≧R＋ 2｛z（0（，）uol，の））t｝ 1／2  

for all t ＞ 0  Q。E。D。  

arison of solutions of two kinds。  We shall  3．  Com  

finish this talk bY a Short explanation of Lernma 2。 Observe′   

under（4），the approximation of △中：For eaChinteger m＞ O  

A＝k‾1（ek△－1）¢（・）as h＋0  

（¢（ご）－ ¢（s））／（r － S）  

ニ
 
 

P
▲
S
 
 

u
 
－
 
 

S
 
′
 
 
 

O
 
r
 
 
 

h
 
 

Where  k   

We found【8］that thisis nice enough to guarantee  

the existence for 入＞O df（Z一入A¢）－1and the generation  

Of（S¢（t）：t＞01byasimplemethod・  

nient to deal with abstract solutions in 

Thisis 早gain conve－  

（Ll（RN）・川1）of  

u ＝ 叫（u）＋ f（t・Ⅹ）′0くt5＝T  
t  

（1）f  
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With（2）underthecondition：  

（3）f  
1 lN N 

uO∈Ll（RN）nL∞（RN）and f∈L（0，T；L｛R）nL∞（R））・  
The■■integrals01ution一．u of（1）f－（2）isindeed approxi－  

mated uniformlY On［0・T］bY the．rstrong s0lution■■  uh  Of  

（1）  U 
t  ＝u＋f（t′Ⅹ）′0＜t≦T  

lN with（2），Whichis equivalent to the equationin L（R）  

u・t）＝e －t／hu。＋h，1］：e～（t‾r｝／hchu・r）dr  
＋ノ：e  

－（t－ご）／h  
f（ご）dr（cf．r8．p．513］）  

where  Ch ＝Ⅰ＋hA ・ Thisadmits aunlqueSOlution  uh  

in C（［0．T］；Ll（RN）nLの（RN））satisfYing，for O≦t≦T，  

＋Jニ  
（10）   lトh（t川00≦腑0†l∞   腔（ご川のdr（≦m）  

by a well－known fixed point theorem・ ClearlY uh Satisfies  

（11・J：JR N・uhゆt・0（uh）k ‾1・ek△－1）0・f 

forall小eC言（（0，T）×㌔）・  

Under（3）f the following are equivalent：  LBⅢMA 3．  

（i） u is theintegrals01ution of（1）f－（2）・  

（ii）u belongs to C（［0，T］；Ll（RNHnL00（（0，T）×RN）  

and sa七土sf土es  

u（0・Ⅹ）＝ uo（Ⅹ）・  

＋
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中（u）叫 ＋ f（t，Ⅹ）ゆ）dxd七 ＝ 0  

forall中∈Co（（0・T）×RN）                               0〇  

PROOF． Theimplication （i）十（ii） willbe clear  
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from （10） and （11）′ and （ii）十（i） follows from the   

uniqueness theorem g■ivenin［2，Theoreml］． Q．E．D．  

Let ug , ug ；f・f satisfY（3）f  LE班MA 4．  

Then the correspondingintegrals01utions．u，u．Of  

（1）f－（2） satlsfy  

ll（u（t）一G（t＝＋lll  

l
 
 

r
 
 

l
 
 

「
工
 
 

（
 
 

亡
 
 
0
 
 

「
ノ
 
 

＋
 
 

－f（ご））＋llldr  ≦ll（uo一正o｝＋lll  

PROOF. The lemma is true for the corresponding 

strongsoluti。nS uh，uh  Of（1）－（2）slnCe  

S9n＋（u－Ⅴ）。 
JRN tか－A等Ⅴ）dx≦0′  
＋  

S9n r  1（r ＞ 0） and O（r ≦ 0）。 Q。E．D．  Where  
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Navier・一St，Okes Flow Down an ln仁＝ned Plane  

Yostliaki TEt～AMOTO  

§1  lnt．ro（1uctiorl  

The motior10f viscousillCOnPreSSible flow down allincli11ed   

Plarle under gravityis 90Verned by the follott！inワ equatioユl  

∂v－リムv＋（V・∇）v＋∇p＝f，  
t  

div v ＝ 0  

11．11  
jrln（t）  

Where Q（．t）＝（lyl・y2・y3）：－bくY3く巾yl・y2，tl）is the domaill  
OC〔：upied by the fluid at time t．f＝lgsLTLα，0、－gCOSα）is the external   

force，Where gis tlle graVity constar）■t＿ a11d c（＝〕くαく7T／2】is the angle of  

theinclinatioれOf the hottom plane SB＝（y3＝－b‡・lde set p＝P＋  

po－y3gCOSα・ Pois‖le atロけ暮OSPher・ic pl・eSSure aSSumed to be constant・  

Vis Lhe coefficient，Of viscosity．Tlle densityis set to be orle．At  

therrees111－facey3＝n（yl・y21t‥｛yl，yつ）e脱2・1二〉0一∇†Pandn  
Sati5fy  

（1・2j  ∂t月＝V3 －Vl軸′鋸‾1－V2∂n／∂yっ， ▲．＿  
（l・3） lp－gC〔朋1nP U（∂v／∂y＋∂v／∂y）n  

ij  
2ー1／2 

＋β▽Ft｛（川∇F〃－ノ ∇lT…i＝口・j＝】，2，3，  

Where∇F＝（∂／ayl・∂／∂y2，，arl（t n＝（れ1・n2・n3）der7OteS the out岨l－d ullit  
rlOrmalof the free surface at y3＝n（ylly2，†二）・βis the（二t）efficiel－t Of  

t・he surface teIISion・On t■tle bottLOn SB抽e fluid sati5fie5the  
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a（1b（・Ⅰ、erl（二e〔、0Ildj tion  

11．ヰ）  V ＝ 0  On SB・  

Ue are also りiveIlt．heiIlitial conditjoTlat．．L ＝ 0  

つ  

印＝円0（yl・y2J・  け1，y2）eRJ   

V＝Vo【y）・ye口（0）・  

（1．5）  

Where≦か圧＝ ＝ t（yl†y2・y3）；－bくy3くntyl†y2））・  

If we as土jume tllat T7 ≡ O aIld tha†t．he veloc＝い′i．sI｝arallel to t．he   

illClined plaIle aIld deperlds only oll＝1e depth．we calleaSily obtalIl   

t＿lle Steady flow  

2 
（l・6－ w＝（Wl・W2・W3｝＝（12vJ－1才3・血－b－ X3＝ト0－  

The associated T）reSSurelS po－Ⅹ3叩（）ヨα・Ue denotc the fluid  

re9ioI－Ofl11is unpertrurbed fjow by E2≡†【xl，Ⅹ2，X3）；－bく X3 くU）・  

In the sequel we reduce11．1）－H．5）to the problem o11the fjxed domain   

n，and are concerned with g■lobali11time solutioIIS LtJO t，he equations   

qoverning‘the disturbances from t．he unperturl）ed flo叫．Tlle aPPrOaCh   

used hereis u）e One emPloyed by 上うealei11［1］．  

§2  Reduction・Lo t．he fixed domain  

Let∂El≡SF U SB，Uhere SF＝（X3 ＝り）and SB＝（X3＝一b）・  
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Ue regard n as the function defined on SFX（t＞0）・thell・eXtend■Lhis  

foI－XこヨくO a5i‾011（川5：  

ーl 
｛2・1）  申Xl，X2・X3・t】＝チ（explほ－x3一口～（∈・t｝j・  

tdhere T7～（モ，t）is the Fourier transforln With respect to t．lle horLiz．ontal  

－1 

variables txl†X2）and乎isits jnverse・Foreacht〉…ede・fiI－ethe  

l二ranSfor・matiL］n e Ol－E2〔用tO t2（t）＝（yニ ーbくy3（n（ylly2・t）1by  

（2・2J y＝鋸x・L）＝lxl▼X2・n・十X3（1＋円／b＝  

T上一e Ve］ocity field石＝（vl・V2，V31alld the s．二alar pressure p on Sllt）  
are defined from tlle VeCt．Or field v alld tlle SCalar q olln by  

V＿（81Ⅹ，t】．tJ  l  8．  v＿／J  
l・ⅩJ  

i＝l，2，3，  α．＿V．   
トJ J   

12．3）  

p（0（X，Lj，t）＝ q（Ⅹ，‾L）．  

Herc（8．  ）． N（）te tllat  
1,X- ）is the，】acobianlTJatrix a11（lJ ＝ det▲（0．  

▽・石 ＝ けi11f2＝－）if and onlyif ▽・V ＝ Oin；〕． Ue set v ＝ u ＋ W．   
y  

Usingthefnctthat（9 l＝【占）whenn＝t〕・WeCanreWrit・e  
1.X- ij  

（l．1ト（1．4J Lo the problen for（t7，u．q）0Ilthe uIIPerturbed dom∂in   

Q a5 f■01lows：  

12・4）   ∂れ＝lJ 
t ：ゴ  

On SF，  

12・5） ∂ 
t n 

（2．6）  （liv しl＝〔I  irI臼、  
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（2．7）  Ofl5日・  u ＝l〕   

（2－8）  ∂jし－3＋∂3日j＝Fj川，しり o11SF，・j＝1，2・  
（2・9）  q－2リ∂3し13－1叩03α－βAF）叩＝F3一円，uJOl－SF・  

Here F（j＝0…3】on the riqhtl－ar）d5i－les contain tt）e quadratic   

andlligher terms of T7，u．q and their derivatives．  

§3   Tllel－e5ult  

To stat．e the re5ulL b）eintroducc some710tatjons：Hr（Enis  

the LJSualSobolev space。Kr・LE2×R＋）＝HO【R＋：［lr（Q））n H r／21R十；  

l10日㍗＝．W（】Say that．n bel（〕閏S tO kr（R2×R＋）ifしhe foHowi昭  

COr】di■＝onsIlOld：   

叩∈Kr・柑2×（0，T＝foranyl▼＞0・り＝り1＋り■－5u亡h・＝－a†′nl ∠＿  
＋ Kr用2xR）andn2is theFour・ier transformil－SpaCe－Linevari－  

ables of Llfunctior）S Of boullded support，（See［1］for・details．）  

Ue consider theint．jal value problem for L2．4ト（2．9）Miしil   

the illiヒ1al data  

－xl・X2｝∈R 
2  

円＝付Ⅹ1，Ⅹ2）   

11＝ulx）  
u  

x∈口・  

13．1）  

Supl｝OSe tlle CO11）Patibility condit．io11S（）11theinitial data：  

div uo＝Uir）E2・uo＝0 0n SB・  

∂jLlo，3＋∂3uO．j ニγj  Ol－Sl・j＝1・2）  F  
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Whereγj（j＝1，21JaT・e the quantjしies writtenin terms of nu・  
Furthe．r，aSSしIme that the Reynolds number of the u11Perturbed fl（）W  

2－1リー2b3gs上帯α  

is suf◆riciently s川a11． TtleI－eSult．is the followiIlg  

T11EOREM． St．1PPOSe the（；Or）ditiol）S Stated above hold． Let  

3くrく7／2・There exists a 〉（Jsuch thatif no and uo sat・isfy  

！付1、2＋lL－〔－lr・－り2  く占，  
l1（R）   

ther）thelle eXists a globalsolut，ion【n，u．q）of（2．4）－（2．9）、   

Which satisfies  

り∈Kr＋1／2（R2 ×R＋），し1∈Kr一点×†？＋），  

∇q∈K 
I－－1／21n X R十 

】．  

REFERENCE   

l二1］ J．T．f3eale，l」a1’－ge－Timelてegularil二y Of Viscous Surface  

tt7aves， Arch．Rat．Me（：h．Ar）at．84（1984）、3rI7一二352．  
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Microlocalorders of singularities for distributions  

and applications  

Sadao Miyatake  

n 
1n R．  垂1． Orders of singularities  

Let f be a distribution with compact support・Then asis welト  
－2m  

known，there exists aninteger m＝m〔f）such that f belongs to＝  

ご： 
o   

．n 

（1＋l引2）‾m？（ら）∈ 80ハL2， f。r f已坑Rn）．   

Therefore we can use  
′  

Definitionl．1．  For f∈e，the order of singularities are  

COnSideredin the following two ways・  

osl（f）＝inf（r∈R，1im（1＋愕］）‾rf（6）＝OI・  
OS2（f）＝1nf†r已R，f∈H‾T）・  

First we remark the followinglemma：  

01：〉  

e（e Co，We have  Lemmal．1．For any f仁E′and any  

OSk（ポ） ≦ OSk（f），k＝1，2・   

Now we introduce the following definition：  

（1．1）  

lo（nIis saidtobe alocalizing sequence to x。∈Rn  Def．1．2．  

if 〆n∈C冒 satisfy dn〔x。）≠O and supp o（n－→ X。 in the sense  

that forgivenE＞O there exists N suchthat suppo（n⊂tX；lx一Ⅹ。l＜り  
folT all n ＞ N．  

11ere we state   

／  

Theoreml．1．Let f belong to。8．For anylocalizing sequence  

lc／n†to x。it holds  

OSk〔dnf）  inf  

正∈C冒，ペ（x。）≠0  
OSk（df），k＝1，2・   （1．2）  1im  

ll一ナ00  
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Now we describe  

Definition l．3．  
′  

For f∈c8・the orders of singularities at x。，  

Which we denote by OSk（f；Xo），k＝1，2，arb defined by the numbers given  
in（1．2）．  

整地・ OSl（S；0）＝0・OS2（S；0）＝n／2 for Sin Rn  and  
l
 
 
 

R
 
 

n
 
 

・
⊥
 
 

l
一
X
 
 

；0）＝0・Later we use OSl（tご；0）＝－（m・1），Where  OSl（p・Ⅴ・  

tm＝ tm，t  ＋  and ＝0，t ≦ 0．  ＞ 0  

′′  
For f∈E，OSk（f；X），k＝1，2，are uPPer Semi－COntinu－  Remark l．1．  

OuSinxandwehave  

（1■3）   OSk（f）＝ ：ニ苧k（f；Ⅹ〕  
x∈p  

By the way we state now  

′  

For f eoe）we－Can define OSk（f）by the right  Definition l．4．  

hand side of（1．3）for k＝1and 2．  

′  

For f∈810Sl（f；Xo）＝－OO equals to OS2（f；Xo）＝－00，  Remark l．2．  

Whichis also equivalent to saylng that for any k ＞ O there exists an  

openset fユk ∋X。 SuChthat fisaCk functioninnk・Ontheotherhand  

X。毎sing supp fis equivalent to OSk（f；X）＝－OOin a neighbourhood  
Of x．      0  

Example． We can show easily that there exist，distibutions satis－  

fying OSk（f；Xo）＝－DO and xo∈ Sing supp f at a point xo・For example  
8く⊃  

1et us put f（t）＝ eXP（－1／tj∑  
王l＝2  

2 

fn（ト吉），Where fn（t）＝Cu4nt）t：，  
d（t）∈C冨，SuPPdn⊂［－1，1］・Then OSk（f，0）＝－Cd and O臼ingsupp f・  

As for OS（f；X）some authors considered earlier・  
2  

′  

Comments．  

J．J．Duistermaat－ L．Hormander［2］defined for f∈8  

sf（x〕＝SuPi”R；f∈Htin aneighbourhood ofxJ，  

ー 21 －   



and noticed Remarkl・1for sf（x〕・M・Tsuji［11］introduced the following  

form：  

S■0（f；X。）＝一胃。SuP‡os2（df）；c”C；（Ⅹ。，E）†，  
where  C冨（Ⅹ。，e）＝ic（∈C。；SuPPべ⊂‡Ⅹ；lx－X。l＜El†・  

From Theoreml・1山e can verify eよsily －Sf（立）＝S・0（f；X）＝OS2（f；X）・  

Itis remarkable that sf〔Ⅹ〕，S・0（f；Ⅹ〕and the right hand side of（1・2）  

are formally determined，Since theinfimum of any set of realTiumbers   

always exists． While the equality（1．2）means that theinfimumis   

approximated by an arbitrarylocalizing sequencein Def・1・2・ This   

viewpoint proceeds also to the microlocal version in the next seclion. 

皇2．Micro－localorders of sin  ularities．  

At first we introduce  

Fora（x，ち）∈S 
O 

，。 
＝S・WenOte  Notation 2．1．  

80 ［supp a］＝ COnic supp a ＝ n  
m＝1  
（（Ⅹ，志）∈RnXSn‾1，汚l＞m・（X，りesuppa），  

（suppa）＝elliPtiFSuPPa＝1（x・ち‘）∈RnXsn－1・さ誌Ia（X，rち′）l＞0）・  

Remark2．1．（supp a）is open and［supp a］closedin RnXSn－1  

Evidentlyit holds （SuPP a）⊂【supp a］．  

Asequence（an（x，与〕† ofSOis saidtobe  Definition 2．1．  

alocalizing sequence to（x。，亨。） if it satisfies 

l）（x。，E。）∈（supp an）for alln・  

0，与0） in the sense that for  2）［supp an］converges to a point〔Ⅹ  
given E＞O there exists aninteger N such that［supp an］is contained  

lnl（x，与）∈RnXSn▼1＝Ⅹ－X。1‥，ほ－らlくり，foralln＞N・  

O  
corresponding to the s 
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defined by the following pseudo differentialoperator：   

a〔D，X）u〔Ⅹ）＝Os－∬ei（x，y）与a（y，卯（y）dYJ5・  

／ O 
For・u∈e，and a（x，ち）∈S，We have  Lemma 2．1．  

（2・1）   OSk（a（D，X）u）≦ OSk（u）， k＝1，2・  

Letalanda2belongtoSOsatisfying［suppa2］⊂  Lemma 2．2，   

（supp al）・Then foru∈E′we have OSk（a2u）≦OSk（alu），k＝1，2r  

Using above lemmas we can show 

LetIan（x，≒）Jbe an arbitrarylocalizing  Theorem 2．1．  

sequenceto（Ⅹ。，与。）∈RnXSn－1Thenforu．e巳′wehavefork＝1，2・  

OSk（a（D，X）u）   

p   a）  

inf  

O 
a∈S，（X。，与。）∈（sup  

〔2・2）  1im OSk（an（D，X）u）  
n →かつ  

Now we describe  

Definition 2．2．  For uE8′（Rn）the micro－localorders of sin－  
nn－1 

gularities，OSk（u；X。，ぎ0）at（xo，fo）∈RXS，k＝1，2，aredefined  

by the numbers determined by（2・2）・  

Corresponding to Remarksl・1andl・2 we have  

Remark2．2．F。r u∈8／  ，OSk（u；X，ち），k＝1，2・are uPPer Semipconti－  
n n－1 

nuous function on RX S．Moreover we have  

l）  
o 

OSk（u；X〕＝．a≡10Sk（u；Xo，号），Ⅹ0∈Rn・k＝1，2・  

2）（xo，与0）∈WF u if and onlyif OSk（u；X，≒）＝一班holdsin a neigh－  

bourhoodof（Ⅹ0，亨0）inRnXSnNl，▲k＝lor2・  

Now we consider OSk（u；X，り more precisely・  
nn－1 

Definition2．3．Let A be an arbitrary set on RXS・Then we  
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define orders of singularities on A as follows．  

（2・3）  OSk（u；A）＝ 

（X∈A 

Then we can verify  

O 
′  

Let a（x，ち）belong to S・Then for uE爵it holds  Lemma 2．5．  

（2・4）  OSk（u；（supp a））≦OSk（a（D・X）u）≦OSk〔u；【supp u］），k＝1，2・  

and the following  

Theorem2．2． Suppose u∈0＆／  and（x。・8。〕∈RnXSn－1・ThenfoTany  

glVen E＞0，there exists a positive constant such that   

（2・5） OS（u；X 
k 。，ち）≦OSk（a（D，X）u）≦OSk（u；Ⅹ。， 

与。）＋E ，k＝1，2・  

foralla（x，ち）∈SO satisfying（X。，与。）∈（suppa）and［suppa］⊂Us（x。・㌔）  
＝i（Ⅹ，ち）∈R㌦sn－1；tX－Ⅹ。lくS，Iち－ち。I＜5J・Moreover（2・5）holdsevenif  

We rePlace a〔D，X）by a（X，D）the usualform of pseudo－differential  

OPeratOr with symbola〔ち，Ⅹ）for ue・已′・  

FromTheorem2・2we can see that thelocalizingprocess byiani  

is concerned essentiallyin〔supp an］and（supp an）・Henceitis  
usefulto choose speciallocalizing sequences・   

旦吐里一旦ニユ・etβ（Ⅹ）∈C：；＝lonix潮≦ ；i，and＝00n  
ix；）Ⅹl≧1†・ Put4〔与）＝絢）・For（x。，ざ。）∈RnxSn，1 we put 

（2・6）  戸n（x〕＝β（n（x－X。）），J。（ち）＝〔n（志－ち。））え（ち）  

where瑚）｛CW；＝1for愕1之1，＝Ofor一引≦与・Then（dn（ち）Al（ぢヰis  

alocalizing sequence to（Ⅹ 。，与。）・  

叫・2・ Here we point out anotherlocalizing sequence   

relating to the 血icro－localization used by Mizohata［官］and H］． for  

n－1 （xo，ざ0）∈RnxS wenotesimplyusingp〔x）and才〔与）  
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納 －ち0  X－Ⅹ  

β（x）＝戸（7ヱ）， イn（与）＝首（  
0  

（2．7）  ）， 0くr く1．             0  

イ。（弓）p（x）  
Wecanverifythat i∑キ＜n（ち）p（x）lr。∈（0，1） andl  

ro∈〔0，1）  

arelocalizing sequences to〔x。，ざ。）as r。tends to O，Which we consider  
againln 至4．  

Comments． J．J．Duistermaat－ L．Hormander［1］introduced the follow－  

／ ing definition： For u e ce），  

ト 
t 

sこ（x，与）＝SuPu∈Hat（Ⅹ，弓）i・  
t 

where ueHtat（x，5）meansthatu＝ul＋u2 Withul∈Hand〔x，叫  
wF（u）andRemark2・2for－Sこ（x，亨）was giventhere・UsingTheorem2・1  

We Can Verify －Su（x，弓）＝OS2（u；X，ち）and recognize the set oflocali－  
zationgivenbyia（D・X）u；a已SO・（SuPPa）ラ（x。，ざ。）†issufficiently  

universal. Thus it suffices to consider localizing sequences as in 

Example 2．1and 2．2．This makes our way of thinking simple and turns   

Out tO be usefulwhen we consider concrete calculus for some applica－   

tions．  

邑3． A  1ications．  

Here using micro－localorder of singularities we state some results   

COnCerning hypoellipticity and propagations of singularities．This would   

indicate us that above both properties are not different from viewpoints   

Of microlocalorders of singularities．  

At first from Theorems 2．1and 2．2，it follows  

a（x，ち）∈Sm・Suppose（x。，ぎ。）＝suppa／（1＋倒2）筈・  Corollary 3．1． Let   

／ 
Then we have for ue已，  

（3・1）  OSk（a（X，D）山；X。，ち。）＝OSk（u；X。，㌔）＋m・k＝1，2・  
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If（xo，ざ。）∈（・suppa／（1＋．！I2）m／2）fora∈Sm，thenwe  Remark 3．1．   

Can See that a（X，D）u ＝ fis micro－locally hypoellipticin a・neighbour－  

hood of（Ⅹ。，すら）・Hence，if we want to con芦ider the propagations of  

Singularities under the assumption that fis smooth，it suffices to  

COnfineorSelves00nSideringonI（x，卓）∈RnXSn，1；am（x，号）＝Ol，  

Where a lS the prlnCIPalpart of a． This argument continue5 tO the           m   
next theorem．  

supposep（Ⅹ，ク）∈Sm・Let〆’（x，？）∈Slbe aPrealphase  Theorem 3．1．  

function and homogeneousin7forlarge回・Assume thatJ＝〆（x，7）一Ⅹ・7  

Satisfies  

〔3・2）  ふヱS．ごだ1膵（x，ク）…2）国人ユ＜1・  
Then we have for Fourierintegraloperatorin Rn with amplitude p（x，7）  

and phase function 〆，  

（3・3）  OSl（P u・；X，5）≦OSl（u；y，7）＋m・号，  

（3・4）  OS2（P u；Ⅹ，ざ）≦ OS2（u；y，7）＋m・  

Where（x，ち）and（y，7）arerelatedbyy＝卑（X，7）andち＝〆Ⅹ（X，7）・  

Problem・We can expect that 号willbe modified，thoughits  

Caliculationis not simple．  

H岩rmander［3］ mentioned to（3・1）for k ＝1，aS alimit  Comments．  

Of micro－localhypoellipticity．Converselyitis possible to understand   

that micro－localhypoellipticityis a consequence of some relation   

micro－localorder of u and au・At that time wecantra－y tO take  

SOme Suitablelocalizing sequences・The author wasinterestedin OS 
l  

at first in order to consider propagations of singularities and supports 

Of solutions to simple hyperbolic mixed problems・in［6］・The notion of  

Order5 0f slgularities willplayimpotant role when we consider solu－   

tions of mixed problems more cocretely．As for energy estimates there  
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exists a certain difference between non－homogeneous Dirichlet and   

Neumann problems for second order hyperbolic equations，（cf・［7］）・  

This difference should appear alsoin propagation phanomena of orders   

Of singularities． Finally notations of Theorem 3．1■are cited from   

H．Kumano－gO［5］．  

4．Mizohata’slocalization and orders of slgularities．  

At firstlet us recallTheorem 2．2 and Example 2．2．Then we have  

（4－1）  OSk（u；U r。′2（x。，与。）） ≦OSk（∑吉ql（D）pu）  

＝OSk（Z（1－d）1／2〆n（D）pu）≦OSk（u；Ur（Ⅹ。・∫。）・                                                                0  
Now we desci・i‘be asin［lq  

Notation． For u∈爵／，We Say  uくH ，ifノforsomer＞0，  
Ⅹ。，ざ。） o  

；（吊引）2tl和）l2dち＜00，  
l㍍引一号。！≦r。／2  

WherePis a function definedin（2・7）・This definitionis equivalent to  

thatin M．Bony［1］，Where pseido－differentialoperators are used as   

locallzeでS．  

Now we can state   

′  
Theorem 4．1． Let ue8，  and（Ⅹ。，き。）∈RnX■sn，1Then  

（1）   OS2（u；Ⅹ。，ざ。）＝－S，  

is equivalent to saylng that，for any E＞0，there exists ro＞O such  

that one of the following〔2）ノV（6）holds：  

（2）  OS2（∑イnpu）＜ －（s一己），  

（3） u∈H ， （4）一一dnpull＝0（n －（S‾E）），  
，㌔）  

（5）Z－tdnpu（t 
2n2（s一打1＜M S‾已‾1 

，（6）押。PulIn ＜∽  
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Here we remark on11y that we haVe（1〕尋（2）阜（3）from Theorem 2・2   

and Example 2．2，（3〕⇔（5） from［10］，（4）⇒（3）from Y・Takei［ld and   

（2）⇒（4）⇒（6）⇒〔2）by direct caliculus・  

OS2 by OSl，if  Theorem 4．2． We have Theorem 4．1replaced  

Il and－1Jnpullarereplacedrespectivelyby   
，享。）   

＝tu； S冨 喘与。） －ら－引 

ll旬u旺1＝与ご冨nl〆n（掌中（りl  
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Applications of two－timingJnethods to   

heterogeneous reaction－diffusion syste皿S  

Shin－Ichiro Ei  

There are so many mathematicalmodels characterized by   

quasi－1inear parabolic systems of differentialequations which   

describe act11alproblems arisingin physics，Chemistry，biology and   

many other fields．When s11Ch systems take of the form  

（1）票＝div（D（Ⅹ，t・u）∇u・E（Ⅹ・t・u））・f（Ⅹ・t・u），  

u＝（ul， ・・・ ，un），in which f nay be replaced by f（Ⅹ・t・u・∇u），they  

are often called TleaCtLo7L－dtffusto7l－advectton systems． Here，D（Ⅹ，t）   

is a nonnegative definite matrix．If D is a constant matrix， f   

isindependent of t and x and E ≡ 0，（1）is red11Ced to   

ho7nOgeneOuS reaCtion－diff11Sion systems  

√2）＝Dムいf（u）・  

In most applications， D is diagonal．（2）are extensively   

investigated by n11merO11S authors from both analyticaland numerical   

view points．In this paper，We Shallnot touch upon them but refer   

to excellent reviews by Fife【5】and Smoller［23】・  

On the other hand，We enCOunter SPatLa乙乙y tnho7nOge71eOuS Or   

heteroggneous reaction－diffusion－advection systems s11Ch as  
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（3） ＝div（di（Ⅹ）アui・ui∇ei（Ⅹ））・fi（W）（i＝1，・‥，n），  

in which fi（Ⅹ・u）and di（Ⅹ），ei（Ⅹ）explicitly depend on space  

Variables x。 These models occ11r Widely as ones for dynamics of   

Chemical s11bstances or biological species in heterogeneous media or   

environments（Okubo［17】，Fife【51，etC．）． Let11S Show one simple but   

Very SllggeStive modeleqllationintroduced by Fisher［7］in pop111ation   

genetics tho11gh there are many other models described by   

heterogeneo11S reaCtion－diffusion eq11ations（Gllrney and Nisbet［9］，   

Ⅹawasaki and Teramoto［11］，Ⅹurland［12］，Nagilaki［16コ，Pacala and   

Ro11ghgarden［18］，Skellam［22】and their re董erences therein）．Itis   

described by  

∂Ⅶ ∂2u  
∂t‾、∂Ⅹ2  

＋ 入m（Ⅹ）u（1－ u），Ⅹ ∈Ⅰ〒（0，1），t 〉 0  （4）  

With Neumann baundary conditions．Since the variable u in（4）   

denotes the frequency of a gene，We pay attention to only sol11tions  

Of（4）for which O ≦：u 5：1． Ass11me  m（Ⅹ）dx ＝ 1． When m（Ⅹ） is  

COnStant，thatis，m（Ⅹ）≡1，We know that any solu．tion 11（t，Ⅹ）   

satisfying O ≦：11＝≦1，and11≠ o tends to l as t → ①  for any   

入 〉 0．On the other hand，When m（Ⅹ）is not constant and m（Ⅹ）（0   

0n a Set Of positive measure，Fleming【8】showed that there exists  

入0 
〉O such that for Oく入5：入0，u（t，Ⅹ）satisfying O≦こ一1＜1  

and u≠o tends tolas t→O，While for 入〉入0，there app甲rS  

a unique stableinhomogeneous equilibrium ¢入（Ⅹ）of（4），  
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0く¢入（Ⅹ）（l onIand u（t，Ⅹ）satisfyihg O≦：一ユ＜1，an  

u≠0，u≠1tends to ¢入（Ⅹ）as t→00㌧ Thus，the appearance of  

heterogeneity of m（Ⅹ） dr．astically changes the sit11ation． For the   

Study of such heterogeneous systems，there have been at least three   

approaches．The first two，Which are essentially powerf111to scalar   

equations，are the s11per－ and sub－SOl11tions methods（Fife and   

Peletie【6］，Howes［20】，Leung and Bendjilali［13】，Matano［14］，   

Pauwelussen and Peletier［19】）and the variational．ones（Fleming［8】，   

Eawasaki and Teramoto【11】，Yanagida［25】），Which give the existence   

and sometimes the stabilities of inhomogeneo11S Stationary solutions．   

A secondis pert11rbed bif11rCation techniq11eS，Which can widely   

applied to homogeneo11S reaCtion－diff11Sion systems of equations   

perturbed by weak heterogeneities（e．g．Mim11ra and Nishiura【15】）．   

Although we know these three apprOaChes，itis stillhard to study   

Spatialand／or temporalpattern formationin heterogeneous reaction－   

diff11Sion systems of equations． For this purpose，S11Yu［24］   

considered a fairly general class of systems 

′
 
 
 
－
 
 
 
ノ
l
 
 

DムⅦ ＋ Ef（Ⅹ，Et，u），t 〉 0，Ⅹ ∈ Q，  

u（0，Ⅹ）＝uo（Ⅹ），Ⅹ∈n・  

with Ne11mann・boundary conditions． Here， E2 is a bo11nded domainin  

Rm．under certain ass11mptions，he showed that when E is  

s11fficiently small，there exist X 〉 O and T（e）〉 O such that  
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llu（t・＊）－u（Et‖lL2（Q） ≦′ⅩE  

for t ≧ T（S），Where u（t，Ⅹ）is the s01ution of（5）and u（Et）is   

the solution of  

′
 
 
－
 
 
ノ
l
 
 

塵
d
T
 
 

＝ f（T，u），T 〉 0，   

0
 
 

一
u
 
 
 

〓
 
 

ヽ
ノ
 
 
 

0
 
 
 

′
l
ヽ
 
 

一
u
 
 

with芯。宇（meas・Q） ～1∫。u。（Ⅹ）dxand盲（T・；）〒（meas・Q）－1J。f（Ⅹ，T・盲）dx・  

Th11S，We Can Study the effect of heterogeneity of the reaction term   

f on the asymptotic behavior of sol11ti・OnS Of（5）through the   

analysis of O．D．E．（6），Whichis m11Ch easier than that of P．D，E．   

Unfort11nately，his result did not argue the transient behavior of   

SOl11tionsfor O く t 5：T（E）． Furthermore if we are interested in   

dynamics of pop111ationsin heterogeneo11S enVironmentS forinstance，   

We meet heterogeneo11S reaCtion－diffllSion－advection systems of（3）   

rather than（5）（Okllbo［17】，Comins and Blatt［1］，Fife and   

Peletier［6］，Shigesada et．al【21】，Yanagida［25］，Howes【10］）．  

For such systems，Shigesada【20］，Eiand Mimura［4］analyzed the   

transient as wellas asymptotic behavior of solutions for ecological   

modeleq11ations of the form  
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－
 
 
ノ
ヽ
し
 
 

■
二
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小
‥
 
 

＝div（d．∇u．＋u．∇e．（Ⅹ））・Sf．（Ⅹ，u），Ⅹ∈f？⊂RT t 〉0，          1  1     1  1            1  
（7）  

ui（0・Ⅹ）＝uoi（Ⅹ）・Ⅹ∈n，u＝（ul・‥・，un）（i＝1・‥・，n）  

With a positive smallparameter s． Here， E2 is a bounded domain  

in Rm and the boundary conditions aLre nO－flux ones and  d．〉0（i l  

l，‥．，n）．Toinvestigate the spatialand／or temporalpattern   

formation of solutions of（7），Shigesada【20］applied the two－timing   

method to（7）and constr11Cted thelowest－Order approximate solution   

Of the form  

u（t，Et，Ⅹ）＝N．（Et）q＞．（Ⅹ）＋W．（t，Ⅹ）（i＝1，‥．，n），  1               1      1         1  （8）  

SOlution of  

where甲i（Ⅹ）〒eXp｛－ei（Ⅹ）／di｝／J。eXp｛－ei（Ⅹ）／di｝dx and Ni（T）isthe  

′
 
 
 
 
－
 
 
 
 
ノ
ヽ
t
 
 

1
 

軋
訴
 
 

＝Fi（Nl・・・・・Nn）宇J。fi（Ⅹ，Nl甲1（Ⅹ）・・・・・Nn甲n（Ⅹ））dx，  

J。ui。（Ⅹ）dx  N．（0）＝  1   （i＝1，‥．．n）  

and w．（t，Ⅹ）is the sollltion of         l  

′
 
 
－
 
 
－
ノ
l
 
 

隼
前
 
 

＝ div（d，∇w．＋ w．∇e．（Ⅹ）），         1  1     1  1  
（10）  

wi（0，Ⅹ）＝u。i（Ⅹ）－J。u。i（Ⅹ）dx・甲i（Ⅹ）（i：1・・‥・n）・  
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With the no－fl11Ⅹ bou．ndary conditions． Ei and Mimura［4］proved that   

if the solution of（9）converges to an asymptotically stable   

equilibrium of（9），then the solution 11．（t，X；E）of（7），Satisfies                                                          l  

llu．（t，＊；E）一也（t，Et，＊つ   1               1  
llL00（n） 

≦0（E）・   

SpeCially，  

n 
u．（t，Ⅹ；E）dズ ー N．（Et）l≦ 0（E） l l  

uniformly on t ∈【0，a，） for i＝ 1，‥．，n．  

On the other hand，itis possible for the eq11ations of（9）to   

exhibit stablelimit cycles or strange attractors s11Ch as chaos．   

Especially，in the case oflimit cycles，itis observed by computer   

Simulations that u（t，Ⅹ；E） seems to be periodic and the orbit  

describedby（∫。ul（t，Ⅹ；E）dx，・・・・f。un（t，Ⅹ；S）dx）agreesfairlywell  
with the orbit（Nl（Et），…・Nn（Et））inphaseplane Rn though Ei  

and Mim11ra【4】have not disc11SSed this case．  

This observation motivates11S tO stlldy the case that the（9）posses   

Stablelimit cycles． O11r reSultis as follows：Let γ be a stable  

limit cycle o董（9）and assume that（Nl（St）・・・・・，Nn（St））→γ aS  

t→0・Then十here exist C〉O and tE 〉O sllCh that  

dist（γ，（J。ul（t，Ⅹ；E）dx・・・・，J。 un（t，Ⅹ′；E）dx））≦Cs  

for any t≧ts when Eis sufficient11y small・In［3］・Wewill  
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analyze（7）in detailwith applications to more concrete act11al   

PrOblems of two－SpeCies prey－Predator modelandinvestigate   

quantitatively the effect of heterogeneity．  

Thereis another application． Let11S COnSider the following   

SyStemS：  

i 

（11） 
1  

aij（Ⅹ，u）・f・（u）｝，Ⅹ∈Q，t〉0  
＝d・Au・・S｛∑T＝1 

」  

（i＝1，‥．，n）  

With Ne11mann bo11ndary conditions and  

（12）   u・（0・Ⅹ）＝u（Ⅹ）・Ⅹ∈Q・   
1  iO   

where u＝（ul・ ‥・ ，un）・Qis aboundeddomainin Rm  and di 〉0・  

Conway，Hoff and Smoller［2］proved that when E is sufficiently  

smalland（11）admit a compact positivelyinvariant set ∑⊂Rn  

independent of smallE，then any solution（ul（t，X），・・・・un（t，Ⅹ））of  

（11），（12）with valuesin ∑ converges uniformly and exponentially  

totheirspatialaverages諒i〒（meas・n）‾1J。ui（t，Ⅹ）dx（i：1，  

，n），Where ll．（t） satisfies                   l  

（13） 芸i＝。fi（。1，…，un）・0（。e－gt）as t→甲 （i＝1，‥リ】n）  

for some o■ 〉 0．If we apply o11r r－eS111ts to（11）∴，（12），the   

above statementis valid without assuming the existence of such an   

invariant set ∑． Details will be stated in［3］．  
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Singular Limits for the CoJnpreSSible Euler EqlIation   

主n an Exterior Domain，ⅠⅠ－Bodiesin a Unifor皿 Flow  

HiroshiISOZAKI  

Department of Mathematics  

Osaka University  

Toyonaka，560，Japan   

l．For皿ulat五on of the problem． suppose an unbounded domain E2 in  

exterior to a bounded obstacle with compact smooth boundary S  

is occupied by anidealgas． Let P beits pressure and V the   

Velocity． The entropyis assumed to be constant． Then the   

COmPreSSible E111er eq11ationin a suitable non－dimensional formis   

Written as  

∂tP＋（Ⅴ・∇）P＋γP∇・Ⅴ＝0，  

∂tV 
＋（Ⅴ・∇）Ⅴ＋入2p－1／γ∇P＝0，  

くn，Ⅴ〉 ＝ 0 0n S，  

（1．1）  

Where γ is a constant 〉1，n is the outer unit normal to S and   

入 is alarge parameter propotionalto theinverse of the Mach number。  

Let Hm＝Hn（Q）be the us11alSobolev space of order m．In our  

previous works ［1】，［2】，We have already shown that the solution of   

the above equation converges to that of theincompressible Euler   

equation as 入・－）00・under the main condition that theinitial  

pressure p入（0）＝Const．＋0（入－1）and theinitialvelocity V入（0）  

∈ HN＋1，N≧4．The assumption that theinitialvelocity belongs to  

L2（Q）is rather restrictive，Sinceit excludes physicallyimportant  

flows which are both solenoidal andirr’Otational．In fact，if a  
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vector field V（Ⅹ）∈L2（n）satisfies div V＝0，CurlV＝O and the  

boundary condition，it must beidentically equal to O．  In this   

note，We COnSider the flow constant atinfinity as animportant  

example of such a non L2flow．  

Let a constant non zero vector モ∈R3 be fixed，Whichis the  

Velocity atinfinity・Take wo（Ⅹ）∈男（n）such that  

div wo＝Oin 口，  

くn，W〉＝0 0n S，  
o  

－∂∝（Wo（Ⅹ卜宅）■＝くⅩ〉 一己－lαI・l∝ト0・1，  

C and e being positive constants，  

（Wo・∇）wo∈L2（n）・  

（1．2）  

Forinstance・One Can take wo（Ⅹ）＝芭＋∇q）（Ⅹ）・Where q）SOlves the  

following Neumann problem：  

△岬 ＝ O in 口，  

－ くn，宅〉 on S．  

Indeed，ql（Ⅹ）is written by a singlelayer potentialon the boundary  

甲（Ⅹ）＝  P（y）  dSy，  
1Ⅹ－yl   

whence   ■∂α（Wo（Ⅹ）－∈）l≦Cα＜Ⅹ〉 
－2－lal  

One can also construct other examples by setting wo（Ⅹ）＝∈＋  

C11rl A（Ⅹ）．  

into Q＝ －Pト1′γ   In order to treat（1。1），We tranSform P   

Then（1．1）is rewritten as  

∂tQ 
＋（Ⅴ・∇）Q＋（γ－1）Q∇・Ⅴ  

2 
∂tV＋（Ⅴ・∇）Ⅴ＋入∇P＝0・  
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We set γ ＝ 2 for the sake of simplicity． We are going to ass11me  

－1 
that theinitialpressure behaveslike Const・＋0（入）・Thus，We  

set，Withoutloss of generality， Q ＝1＋ p／入． Then we arrive at  

∂tp＋（Ⅴ・∇）p＋p∇・Ⅴ＋入∇・Ⅴ＝0・  

∂tV＋（Ⅴ・▽）Ⅴ＋  入∇p＝0・   

Since we consider the velocity close to wo specified by（1・2），We  

Set V＝Ⅴ＋W and obtain the following equation  
o  

∂tp＋（Ⅴ・∇）p＋p∇・Ⅴ＋（Wn・∇）p＋入∇・Ⅴ＝0，  

（1・3）   ∂tv＋（Ⅴ・∇）Ⅴ＋（Ⅴ・∇）wo＋（Wo・∇）Ⅴ＋入∇p＝－ （Wo・∇）wo・  

くⅤ，n〉 ＝ 0 0n S．  

2．Main results． The following ass11mPtions areimposed on the  

initialdata p・Ⅴ：  

（A－1）｛（p吉，Ⅴ吉）；入〉0｝ Lsabounded3etLn HN＋1（n）nLl（n），血ere Nts  

α兄 上花£e9eγ ≧ 4．   

（A－2） rたe co7花Pαttムt乙ttγ eO71d乞土to花 tS SαttSftβd 祝p tO Ord∈汀 N＋1。  

N 
（A－3）Psv吉→Ⅴ。Ln H（n）as 入→o・Ps beLngtheprojectLonontO の  
tたe so乙e籠Otdα乙 ′tβ乙d9．  

Let JJ・lI be the norm of Hm．Our main res111ts are the  
m   

following theorems．  

THEOREM A． There eTLst constants T 〉 O and ＾ 〉 O such that for  

αⅦγ 入〉∧，抽eγe召出S土sα㍊雨叩e SO乙㍊“0職 p入（t），Ⅴ入（t）∈  

誓。k（Ⅰ；HN－k（n，，，Ⅰ＝【。，T，，。ftheab。VeequatL。n（1。。，．M。r。。Ver，  
k＝O  

tt sα土t3ftes tたe fo乙乙OUt花9 祝花t∫orm es土土沢αモe  

入 
（帖入（t）ttN＋ttV（t）‖N）く00  S11p  

入〉∧，t∈Ⅰ   

－ 41 －   



THEOREM B．Fdr oく t5：T，P入（t）→O a71d v入（t）ヰⅤ（t）L71 の   

（D  

H 
㍑や）∽入→の・加地e和Ore，u（t）＝Ⅴ（t）＋W。Sα“S′油土ゐe の  

′0乙乙0もJt乃9 t花eO耽PreS3tム乙e g㍊乙eγ e可視αモアtO職  

∂tⅦの ＋（u・∇）Ⅶ ＋∇q ＝09                    の        の          くD  

の  
div u ＝ 0，   主犯 n， t ∈Ⅰ，  

8D  

くn，Ⅶ 〉 ＝ 0 0花、 S，   

（D の  u（0）＝V＋W 
O o・  

u（t）－Wo∈＝N－1（n）・   80  

t取 口， t ∈Ⅰ，  

lu一一l‾＝‾ 

u如e q ＝q（t）∈H㌣；三（百）tseα乙e祝乙α土ed鍋肌 u（t）・ む○〇Q  

3．Methods of the proof． The proof of Theorem Ais almost the same  

asin【1】，§5．Letting 王入＝t（P入，V入）and L be thelinearized  

OperatOr Of aco11Stics  

in L2（Q）  L ＝ －i  

Withthe bo11ndary cDndition くⅤ，n＞ ＝ 0 0n S，We reWrite（1。3）as   

壬01lows   

（1・4）  ∂tf＋A（f）f＋（Wo・∇）f十i入Lf＝F・  

t 
where F＝（0，－（Wo・∇）wo）and A（・）be thedifferentialoperator  

definedby  

A（g）f＝し（（w・∇）p＋q∇・Ⅴ・（W・∇）Ⅴ＋（Ⅴ・∇）w）  
o  

for f＝t（p，Ⅴ），g＝t（q，W）．Thelinearized equation for（1．4）is   

（1・5）  ∂tf＋Å（g）f＋（Wo・∇）f＋i入Lf＝G・   

Let「o be the projection onto the nullspace of L and r＝1一  

ro・For f＝t（p，V）・rof＝t（0，Psv）・Wesplit thesolution f  
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Of（1・5）into two parts：f＝rof＋「f・rof satisfies the  

incompressible Elller equation which can be treaLted separately（See   

e．g．【3］）． To estimate 「f we use the coercivenes estimate：   

（1．6）  J′ f ∈ D（L）α花d £s（H－t如90詭α乙 to tたe花㍊乙乙 SPαeβ 0∫ L，  

帖＝肘1 ≦ C（‖Ⅲ＋llLftlm）， m≧0・ m   

These two estimates enable us to derive the following energy   

inequality：Let  

m－1  
＝ ∑  

Ⅹm  k＝0  

‖（王∂t）kf（t）‖m＿k， m≧1  llf（t）ll  

and  ＋ 
Jrwoll男N＋1 
）・Thenwehave  

γ＝SuP（11g（t）‖ⅩN＋1 t∈Ⅰ  

（1・7） ＝f（t）” 

Ⅹm tC（γ）（・tf（0）lIxm・Jニl・G（S）lIxmds  

・三相（川■Ⅹm）・  

1≦：m ≦ N＋1， t ∈Ⅰ．  

Theorem A easily follows from（1．7）by the standard method of   

iteratiorl．  

To prove Theorem B，We Study an asymptotic property as 入 → ㊥   

Of the e－quation  

∂tp＋（Wo・∇）p＋入∇・Ⅴ＝0，  

∂tv＋（Wo・∇）Ⅴ＋入∇p＝0・  

くⅤ，n〉 ＝ 0 0n S．  

（1．8）  

We construct al－Parameter grOuP Of diffeomorphism q）t（Ⅹ）by  

甲t（Ⅹ）＝W。（中t（Ⅹ））・㌔（Ⅹ）＝Ⅹ・  

and define（㊥（t）f）（x）＝f（q）t（Ⅹ））・Let U入（t）be the unitary group  
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for （1．8）．   Theimportant fact is the fo1lowinglemma．  

LE刑A・ 
－i入tLr 

U入（t）r－一虻（－t）e →O strongLyLn L2（n）as 入→∞  

′0γ α花y t ∈ R．   

Thanks to the abovelemma，Onecan reduce the asymptotic properties  

－ 
of U入（t）r to thoseof e it入Lr whichhavebeenstudiedin［1】・  

4．Rema五n亘ng prob且ems． so far we have studied the eq11ation（1．1）in   

an exterior domain，many PrOblems areleft unsoIved． Forinstance，it  

is not easy to relate the pressure q（t）to the originalp入（t）． の   

Evenin the case wo（Ⅹ）＝0・SOme geOmetric ass11mptions on the  

boundary（e．g．non trapping condititions）seem to be necessary。If we   

COnSider the non－isentropic fl11id，in order to prove Theorem B，We   

have to stⅦdy spectraland scattering problems of thelinearized   

OperatOr Of acoustics with coefficients depending on time，Which   

SeemS tO be a very subtle problem． Theorem A also holds for the  

interior domain（We take w＝0）・In this case・theincompressible  
o  

limit（Thet）rem B）is derived under the additionalassumption that，  

‾1 

roughly，p吉＝0（人），divv去＝0（入‾1），and theinitiallayerdoesnot  
appear．B11t What occurs when we consider the limit 入 ヰ の under our   

Originalass11mPtions？ Theincompressiblelimit for the boundar・y   

Val11e Pr’Oblem of the compr－eSSible Navier－Stokes equationis also an   

interesting problem． For the stationary case，this was studied by   

【4】． B11t the non stationary problemis yet11nSOlved． A good   

explanation of these problems of singularlimitsin non－1inear   

equations of fluidis givenin［5］，Chapter 2．  
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Spectral analysis for linearized MHD operators 

KAKO，Takashi（Saita7na University，Urawa）   

Thelinearized nHD equation，arOund the equilibriuTn quantities   

（p，P，B）which satisfy：  

（0・1）grad P＝jx8・j＝rOt B・div B＝0，P≧po〉0：arbitrary・P≧Po〉0・  

iswrittenas：  

（0・2）p整＝－KEヨgrad｛γP（div州8radP〉E｝                  ＋Bxrot（rot（BxE）〉－（rot B 

）xrot（BxE）．  

3 ＝ere，E：虻R→Ris the Lagrangian displaceTnent VeCtOrin the  

Vicinity of the equiliblium and γis a positive constant．  

§1．Some specialequilibria  

The generalsolution of the equation（0．1）is notlknown，While   

if the doTnain f2is of special shape，We Can COnS．truCt SOlne   

equilibria with certain symTnetry・The  

const＿ant SOlutionin the whole space R3．we consider the cases  

Where the domains are bounded．In these cases，the siTnPlest one   

WOuld be the flat tor11S，the next a periodic cylinder and an   

axially sylⅣmetric region． When the doTnainis cylindrically or   

axially sym7netric，thereis aIDaSter equation called   

Grad－Shafranoff equation：   

（1．1） －A¢＝F（¢〉   

Where 4・is a strealn function for the nagnetic field B．In the  

cylindricalcase，Å＝a2／ax2＋a2／ay2and F（0）＝（a／掴）（P＋（1／2）Ⅰ∠）with  

an arbitrary positive definite function P 

Of 4．．In the case of axialsyTnmetricity，A＝r（a／ar）（1／r）（a／ar）＋  

2 a2／az2and F（¢）＝r（aP／掴）＋Ⅰ（aI／掴）with the same type of functions  
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P andI．In these cases，the equilibria are given by   

（1・2） P＝P，B＝（a¢／ay，－a4・／ax，I）（cylindricalcase）   

and   

（1・3） P＝P，B＝（（1／r）（a4・／az），（1／r）Ⅰ，－（1／r）（a4，／ar））  

（axially syTnmetric case）．   

Further，aS a mOre SPeCialcasein the flat torus，thereis an   

equilibriuln：   

（1・4） P＝P（Ⅹ），B＝（0，b（Ⅹ）sin ¢（x），b（Ⅹ）cos ¢（Ⅹ））   

Where   

（1．5）（P＋b2／2）・＝0，・＝a／ax  

and P，b and¢are periodic functions of x with P（Ⅹ）≧Po〉0  

In the circular cylinder case，   

（1．6） P＝P（r），B＝（0，b（r）sin ¢（r），b（r〉cos ¢（r））   

Where  

（1．7）（P＋b2／2）Y＋b2sin2¢／r＝0，・＝a／ar  

With smooth functions P，b and ¢ of■ r satisfying：¢（0）＝b（0）’＝0  

§2．ResoIvent of linearized ⅢHD operators  

To establish the operator K，We adopt the Tnethod to construct   

the resoIvent of the operator firstly．In the case of §1，by   

appropriate unitary transforTbations caused froTn Change of■   

Variables，Change of weight and change of TnOVing coordinates，   

the operator K is written as 

（2．1）K＝（三貴呂）  

First，We Calculate the forlnalinverse operator of K． For   

example，in the case of circular cylinder with radius ro，  

A，B，C are，after Fourier decoTnPOSition：E＝exp（ikz＋iTnO）FE，  

2  （2・2）Å＝－a｛（b2・γP）′r2｝a・｛b2sin2＠／r2｝I・bk 
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（2・3）B＝（－ia｛（b2＋γP）m＠／r｝＋2ib2k（sin＠〉′r・－ia｛γPk＠／r｝）  
火  

（2．4） B：forTnal adjoint of B  

2 2 2 

m言（b・γP）＋bk n¢k¢γP  

m¢k¢γP  
k言γP   

（ 

（2．5）C＝  

With  
Tn¢＝k（cos¢）＋（Tn／r）（sin＠）・k¢＝（tn／r）（cos針トk（sin¢）   

and a＝■＝d／ds where s＝log r・－COくs≦so＝log ro・  

The resoIvent（K＋1p〉－1，1〉〉0，is then calculated as  

‾1駕桝三。器：E㈹， 〕  （2．6）（K＋1p）   

－BC；三B貞with Al。 whereE九p＝AIp  ＝A・1pandCl。＝C・1p・  
The operator E becoTneS a SeCOnd order（ordinary）elliptic  

Ip  

differential operator with coefficients which tend to some   

positive definite constants as s tends to －∞．Using these concrete   

expression of the forTnalresoIvent，We Can COnStruCt the  

selfadjoint operator p－1Kin詑＝｛L2（－00・So；pds）｝3withresoIvent  

expression（2．6）．  

§3・Spectralproper・ties of p－1K   

From the resoIvent expression（2．6〉，We Can eXtraCt the spectral  

properties of the operator p－1K such as the range of the essential  

SpeCtruTn［1］，［2］，【3】，【4］and the absolute continuity of that   

Part【3］．We can also useitin the nuTnericalanalysis of the   

OperatOr【5］．   

SoTne Of the results are：   

1：（flat torus case）the essential spectruTn Of the Fourier   

decomposed operator K（k，n）is   

－1 
qess（pK（k・m））＝qAUqs・  
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22 
where qA＝｛…＝wA（Ⅹ）…｛（ncos＠）＋（msin＠）｝b／p・0≦ⅩくⅩ0＝theperiod｝  

2 
qs＝｛1：1＝ws（Ⅹ）軸（Ⅹ）AγP′（b＋γP）・0≦ⅩくⅩ0｝・  

Furthermore，the essential spectruTn COntains the absolutely   

COntinuous par・t Whichis unitarily equivalent to the   

multiplication operators wA（Ⅹ）and us（Ⅹ）・   

2：（circular cylinder case）The essential spectrum of the   

Fourier decoTnPOSed operat．or K（k，n）is also the union of the  

rangesof themultiplicationoperatorswA（r）め2k¢2／p，0≦r≦ro，and  

2 
ws（r）＝wA（r）γP′（b＋γP）0≦r≦ro・  

We can alsoinvestigatelnOre COmPlicated cases such as of general   

Cylindrical or axial sytnTnetricity．  
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3次元流における渦度の増大について  

東京電機大理工 福揚章夫（AkioFukuyu）   

本稿の目的は3次元非粘性流における渦度の増大のメカニズムを渦糸近似を使っ  

た現象論的モデルで解明することである。特に、流れの場に有限時間内に渦度の発  

散する点が現れるかが問題である。  

3次元非粘性流に対する渦度方程式は  

∂u  
－＋u・∇0＝0・∇u  
∂f  

（1）  

（2）  
（J＝rO‘u  

である。（1）の左辺はしばしば  

と善かれ、流れに泊った流体粒子の渦度の時間変化をあらわす。（1）の右辺は速度  

場の変形テンソルにそった渦度のstretchingまたはcontructionの効果を表してい  

る。  

2次元流では渦度は実質的にスカラー量で、（1）に対応して  

上）0  

－ ＝0  
β≠  

∂0  

－＋比・∇昆＝0  または  
∂‘  

（3）  

すなはち、2次元流では渦のstretchingは起こ／）ず、渦度は流れに泊って流され  

るだけで、一つの流体粒子の渦度は不変に保たれる。これが2次元流と3次元流の   

最も大きな違いである。  
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渦度ベクトル0の解曲線を渦線、過当な閉曲線にそって渦線を束ねたものを渦  

管という。特に、有限の断面積の渦管内にだけ渦度がありその外側で渦度が零であ  

るようなものを渦管とよぶことがある。本稿では渦管といえばこのようなものを  

さすこ上にする。渦管の断面楯が小さく、その半径が渦管の曲率半径に比べて十分  

小さいものを渦糸という。   

一本の渦管の任意の断面Sについての渦度の法線成分の面積分  

r＝  0・ndS  （4）  

を渦管の強さという。これは断面の取りかたによらない。流体が運動するとき渦  

管も連動するが、Helmholtzの渦定理によれば、渦管は渦管として行動し、かつ  

その強さは不変に保たれる。したがって、流体が運動するにつれて渦管が引き伸  

ばされれば質量の保存則から渦管の断面碩は減少し、渦管のその部分を構成する流   

体粒子の渦度は増大することになる。  

Euler方程式の積分形はいわゆるBiot－SAvart則  

（Ⅹ∵－・Ⅹ’）×0（Ⅹ’）  

（5）  u（Ⅹ）＝－   dx’   

lx＿Ⅹ，1 
3  

で与えられる。これは、Euler方程式とポテンシャル部分を別にして等価であ   

る。 （5）を強さrの渦糸に適周すると  

（Ⅹ－・Ⅹ’）×ds’  

（5）’  u（Ⅹ）＝－   

ⅠⅩ－Ⅹ，1 
3   

こ、に、dsは渦糸に泊っての線要素である〔．   

一本の直線渦糸は自分自身の誘起する速度では運動戊変形もしない一〕二本の平行  

または反平行の直線渦糸の場合には、二本の渦糸は回転連動または平行移動をし、  

直線は直線のま、で相対距離も不変である〔．ところが、一般の曲線渦糸の場合に  

は、渦糸が自分自身の上に誘起する速度は渦糸上の各点で異なるので渦糸は変形  
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し、変形の結果誘起速度も変わるので、渦糸の変形を追跡する問題は一般に非常に   

複雑である。  

渦糸の変形を調べる際には、しばしばlocalinduction近似が使われる。これは   

渦糸上の各点の運動にたいして渦糸の局所的な曲率の効果だけを取り込んだ近似   

で、その結果によると、渦糸上の点Ⅹに誘起される速度は  

Ⅰ’  ム  
A＝ －J托－  
‘llI ＝  

（6）  

の形に与えられる。0は渦糸の断面の半径である。この近似では渦糸上の各点はそ  

の点での陪法線方向に運動するが、渦のstretchingは起こらない。したがって、  

渦のstretchingのためには遠距離力の効果を椒り入れなければならない。   

Siggia（1）は渦糸の衝突という考えから渦度の有限時間内発散の説明を試みてい  

る。Siggiaによれば渦糸の集合で表せるような流れの場を考えたとき、最近接点  

でほヾ反平行になっている渦糸の対が現れ、局所的な渦糸対はそれらだけでほヾ   

独立に運動する力学要素とみなされる。曲率を持った反平行の渦対は互いに接近す  

るように運動する。Siggiaによれば最近接点が近づくにつれて渦糸の曲率も増大  

し有限時間内に衝突する。しかし、このモデルでは渦対の最近接点で渦糸か無限大  

のstretchingを起こす説明は不充分である。   

本稿では少し過ったメカニズム（2）を考える．〕渦糸の集合で与えられる流れの場  

において、一本の渦糸Sに注目する。ある時刻にこの渦糸と局所的に距離か最小の  

渦糸をLとし、最小の距離を与えるS、1上の点をP。、Q。とする。f，。とQ。の距  

離をd。、渦糸の曲率半径、断面の半径をそれぞれp、けで表す。  

po＝mi托（ppo，pQo）・00＝′？1αエ（opo・ロQo）  

としたとき、ある時刻に  

po＞＞do＞＞00  
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のような状態が実現されたとする。この時、P。、Q。付近の流れはp。のスケール  

では、d。の距離に置かれた二本の直線渦糸による流jLで近似できるであろう。上  

述のように、平行または反平行の二本の渦糸は変形も相対距離几変えずに平行移動   

または回転する。しかし、一般の角度で置かJLた場合には、一方の渦糸が他方の   

渦糸上に誘起する速度が場所によって異なるので渦糸は変形し、変形の結果自己誘  

導速度も現れるので、以後は非常に複雑に変形する。   

さて、上の状態から出発して時間t。の後に  

po＞pl・do＞dl，00＞ロ1  

かつ  

pl＞＞dl＞＞01   

の条件を満たすような点Pl、Qlが渦糸上のどこかに現れたとしよう。こ、で、  

幾何学的相似則  

pl＝九po・dl＝九do・01＝入口0（0く入＜1）  

を仮定する。Pl、Ql付近の流れはplグ）スケールでは距離がdlの二本の直線渦糸  

で近似できる。以後、同様の過程か繰り返さj 

ル則から、有限時間内に渦度の発散する点が現れる。このとき、ある時間t＊を導  

入すると、渦糸の半径け（t）と渦度0（t）について  

け（り～り＊－り1β，  0（り～（J＊－り－1  

が示される。  

（1）ED．Siggia：Phys．Fluids94（1985）61－66  

（2）福拐章夫：ながれ6（1987）30－39  
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準線形性と双曲性の蒜合効果  

九州大字工学部応用理学教室  

吉川 敦   

準線形双曲型方程式系の解の稲造について一般的な知見を得ようとするのは今日ではま  

だ無謀なことに違いなく、事実、対称性の高い、具体的な系か、低次元の場合を除き、十  

分な結果はない。しかし、なめらかな初期値にたいする時間局所解の存在と一意性はよく  

知られており、さらに、このような解に特異性が発生する最小時間の評価もかなり一般的  

な観点のもとでなされている。その主要な手法は解の適当なノルムにたいし常微分方程式  

の比較定理を適用することであり、特異性そのものの性格に立入ることができる場合は依  

然限られているようである。一方、形式解や漸近解の欄成のこころみもなされている。こ  

のような近似膵候補は性格がわかりやすく、したがって、本来の解との関係が適確に記述  

できれば、例えば、上述のなめらかな解に発生する特異性の解析には好都合のはずである。  

ところが、この近似解候補と本来の解との関係が一般にはうまく示されてはいない。   

ここでは、娘形系との形式的な類似が明白な葡近形式解の構成を紹介し、準娘形性の効  

果の現れるところを見たい。すなわち、準線形の場合でも、「単純波解」を患形の場合の  

指数関数解に相当するものとして用いれば振動波解に対応する近似鰐候補が得られること  

を示す。在来のChoquet－B「uhat，Hunter－KelIerなどの結果と比べると、展開の第1項  

がすでにIarge para田eterを含む形でありながらノトさい項ではないことが大きな遠いであ  

る。展開の第2項以下がみたすべき方程式の形は、線形系の場合や、準造形系でも上述の  

Chdquet－Bruhat や Hunter－Ke［］erの場合とは違っている。比戟のために、この場合の  

展開も紹介し、その娘形イヒ系の場合の展開とも対照して準波形僅の効果の現れ方の差異も  

見るつもりである。剰余項の処理は、近似解候補の展開が十分高い次数まで可能であると  

して、なめらかな初期値にたいするCauchy問題の解の評価によればよいと考えている。  

ただし、以上のプログラムを遂行するためには、「単純波解」の屈する特性場が純粋非線  

形であること、初期値と「単純波腐」との相性がよいこと、「単純波解」がその導関数を  

こめて有界にとれること、さらに剰余項のみたすぺき方程式系がパラメーターに閲して一  

様な評価を導くものであることなどを要話しなければならない。なお、以上は時間につい  

ては局所的な議論であるが、空間についての次元の制約は特に要さない（その程度の話に  

過ぎない）。詳細は講演の際に述べる。  
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Forced Vibrations for a Superlinear Wave Equatjon  

Kazunaga Tanaka  

Department of Mathematics，Faculty of Science，Nagoya University  

Me consider the existence of periodic solutions of the following   

nonIinear vibrating string equation：  

（l）±   utt－Uxx‡Iu－P－lu＝f（x・1t）・  

（2）  u（0．t）＝u（Tr，t）＝0，   

（3）  u（x，t＋21T）＝u（x，t）．  

（x，t）∈（0．¶）×軋   

t∈択，   

（x． 

Here，P＞1 is a constant and f（x，t）is a2T卜Perjodic functlon of t・  

Our main resultis as follows：  

Theorem（［ll］，C．f．［9．10］）。Assume that p∈（1，00）and f（x．t）∈  

L‡s三l）／p（［0，¶］xR）js2肝－Perjodicin t・Then（l）＋－（3）pos§eSSeS9n  
unboundedsequenceofweaksolutionsjn L冒三三（［0・¶］×R）・Thatjslfor  
anygiven f（x，t），thereexistsasequence（un）。≡1〔L7ニ三（［07¶］×択）of  
Weak solutions of（l）．－（3）such that   

aS n・のr J…TJ：・u。（xlt）lP＋ldxdt・（刀   
Remarksq l．（definltlon of weak solutうons）．By a weak solution of  
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（l）＋－（3）we mean a function u（x，t）whichis2TT－Periodic jn t and  

satisfies   

I：lニ［u（Ott－¢xx）±・u・P－1uo－f¢］dxdt＝O   

for allsmooth ¢ which sa 

2．（regularity of weak solutions）．If p＝2n＋l（n∈IN）and f（x，t）  

is smooth，itis known that any weak solutionis also smooth．   

3．（existence of free vjbratjons）．In case thatf＝O the．existence   

Of nontrivialsoIutions of（l）＋－（3）has been established by Brezis－   

Coron－Nirenberg［4］and Rabinowitz［5．7］。  

To dealwith the problem（l）＋－（3）we use variationalmethods・More  

Pr・ecjsely we consider the functionalI（u）：   

ifuTP＋l・fu］dxdt∈C2（E動  
I（u）＝I≡TIニ［”uf－u≡）－6  

Where E denotes a suitable functjon space whose elements satisfy（2）  

and（3）．ue willseek critical points ofⅠ（u）．In fact，thereis a  

one－tO－One COrreSPOndence between crjtjcalpoints of I（u）and weak  

SOlutionsof（l）＋－（3）・  

Recently．Bahri－Lions［2］has studied the problem of the elliptjc   

type：  

－△u＝回P－1u＋f（x），  X∈b，  

X∈∂D．  u ＝0，   

where D⊂択Nisaboundeddomainwithasmoothboundary ∂D and f（x）∈  
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L（p＋1）／p（D）．Dealingwjththefunctlonal  

2 

F（u）＝†。［州2一計uLP’l－fu・dx∈C（H去（D）l択）・  
they have proved the existence of an unbounded sequence of solutions of   

（4）－（5）under the condition：  

1＜p＜・  

See also BahrトBerestycki［l］．Struwe［8］．Rabinowjtz［6］．  

Using theideas from BahrトLions【2］in conjunction wjth those of  

Rabinowitz［6，7］．we prove our existence theorem for（l）．－（3）L Here．  

minimax arguments and energyestinlateSiorI（u）playanimportant role．  
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ここ矢元う帝鞍方今隻句 と渦の・和正  

Large time behavior of the vorticity of 2D viscous flow  
and vortex formation in 3D flow  

Y．GIGA＋  and T．KAMBE＃   

＋ Dept．of Mathematics，Hokkaido’University，Sapporo O6（〕，Japarl  
※ Dept．Of Physics，University of Tokyo，Tokyol13，Japan  

ABSTRACT  

ue．consider arlirlitialvalue problem for the two－dimensional  

VOrticity equation and 5how that the solution cu（Ⅹ，t）tends  
to the O5een’s diffusing vortex atlargeltimes keeping the  
Same tOtal vorticity．  No particular structure．of the  

initial distribution CJ（Ⅹ，0） is assumed ▼eXCePt the   
e≡ 

5 

5tability of the Burgers’steady vortex． Physicall  
implies formation of a concentrated cvlindrical vorte 崇 

thi5  

INTRODUCTION  

Ther－e eXi5t tWO Welトknown exact solutions to the vQrtLicity  
equation for a viscou5incompres5ible fluid． Oneis the Oseen■s  
diffusiIlg VOrteX Whichis an un5teady axisymmetric solution［1］：  

ノく  2 
expトJx1／4ノt］  （1）  山井（X，t）＝  

ヰ冗リセ  

Where Kis the strength of the vortex，L／the kinematic viscosity  
aIld x（XJ，Xヱ）is the two－dimenSionalcoordirlateS，the vorticity山  

？eCh 
rsht 

22 2 
b＝2ノ／a， （2）  輔Ⅹ）＝羞expト∫可／b］，  

in an axisymmetricirrotationalflow with a being the p草rameter  
CharacteriziIlg the strairling action of the floM．   The vorticity  

5 in W i5 COII 
主要。Bthとa…冒≡  The vortex ■is maintained by the balance of  
intensification due to the vortex－1irle StretChing by the  
5training flow and spreading by theViscous diffusion［3］。  

It is shoun here that the Oseen’5 VOrteX・i5 aSymptOtica11y  
approached from an arbitrary two－dimensionalinitialdi5tribution  
and that a time－dependent scale transformation applied to the  
asymptotic 5tateleads to the Burg■erSIvortex．［4］  
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VISCOUS TUO－DIMENSIONAL FLOU  

Ue consider the irlitial value problem for the two－  
dimensional vorticitv e4uation 

篇－ソ∠＝リ ＋（v・▽）揖＝0，  （3）  

v＝（一 鳥山（y，t）109f可d2y，  
克フ麦）  

and study the asymptotic behavior of the solution as the time t  
tends toinfinity． Ba5ed on the mathematicaltheory of partial  
differential equations，it is shoh7n that the vorticity a）is  

tb  
represerlted asymptotically by  
start with an arbitrary initial 

〕as tづ■CO eVen if Me  
ibution Wo，PrOVided that  

R＝吉ノ叫d2x  
is sufficiently smallMhere uo＝u（Ⅹ・0）・ The totalvorticityis   
given by 

K＝JcJ。呵d2Ⅹ・  
More precisely，We PrOVe t・hat for every訂，0く訂く1／2，一▲thereis£  
SuCh that if Rく£，then the difference of山from久ノ蒐 is  
estimateda5   

nu一叫≦cI佃2・1）u。（［1（抑‾1＋1／P－㌻forallt＞0 （4）  

WithチuniversalconstantC，Mhere川，（1皇p皇oo）denote5 LP－ normln SPaCe Variables 
． Since  

＝ CK（机） ‾1●＋1／p   
lI城帖  （咋‡0）  

With c depending oIlly on p， the estimate（4）gives an asymptotic  

expre55ion for cJ．  

This estimate depends on the particular 5truCture Of the  
nonlinear term： the convection term in the two－dimensional  
VOrticity equation（3）．  Ue transform the vorticity equation to  

an integral form and rewriteit for tIle difference w＝CU －（リ  
★   

Since the convection term vanishes if the vorticityis a functi6n  
Of the radialcoordinte r＝（x（only，it turns out that w behaves  
like the solution of the diffuslOn equation as t一ウOO With the  
initialdata w（Ⅹ，0），if Ris sufficiently small． SiIICe We know  
the behavior of solution to the diffu5、ion equation， this yields  
the estimate（4）atleast heuristically・ To carry out thisidea，  
Me need the estimate for  

L，cJaF≦cRt ‾1＋1／P  for Rく1，t〉0， （5）  

Obtained by Giga et al．［5］， Which itself gives asymptotic  
behavior of d）in a coarse term．   However， the estimate （4）  
includes an additional fact that if the total net vorticitY 
Vanishe5， then the vorticity〔J decays more rapidly than the  
estimate（5）owing to the po5itive term 3－in（4）．  
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VORTEX FORMATION  

Ue consider a three－dimensionalviscousincompressible flow  
（SPaCe Variable y，time ′ご）repre5ented as a superposition of two  
flows：an aXisymmetricirrotational f10W  
flow v乙 Who5e VOrticityis directed to  

and a two－dimensioIlal  
Symmetry aXi5． The  t  

irrotationalpart vlis assumed to have an radia11y inward  
COnVeCtion and axially stretching flow with a constant rate of  
Strain・a：thatis，ir）the cylirldricalcoordinates（r，？，Z）the  

Velocity vlis given by  

V＝－ar，   V≠＝0，   V＝2ar  
r  z  

Sh 
s。r 
toinfinity， PrOVided that the Reynolds：number of the rotational  

Part（V2）  

y兼＝（yl，y2）  R＝；lln（y※，叫d2y兼，  
諾e孟2誌三…こ3≡t去ぎ諾…1壬rご喜琵冒i。芸；王y苓昌Y∂三ityT≡ミラdoe5nOt reStrict  

The three－dimensional vorticity equations can be transformed  
to the two－dimensional problem by the time－dependent scale  
tran5for汀】atio‡1：  

aで 
， A＝e・ Ⅹ＝A（て）y蒐，t＝孟（e？a℃一1） （6）  

山（Ⅹ，t）＝A－2（で）n（y，て）                                   桁  
The asymptotic behavior of the solution obtained from this  
transformation i5 COn5idered by Kambe［6］， aSSuming r that the  

initial vorticity J2（Ⅹ，0！is axially symmetric but with  

arbitrary R． The governlng equationis tIlen reduced to the  

diffusion equation．  

The pre5ent reSults extend this because no particular  
StruCture Of theiIlitial vorticityis assumed． The asymptotic  
State rePreSented byん）兼（Ⅹ，t）is traIISformed to ．  

K  ／ル／ヱ  
」ユ兼（y並，て）＝  exp［一   

冗ムユ（／一㌔aつ〉‘－r－  ム1（／一♂ヱむて 
）  

by the scale transformation（6）。 Clearly this approaches to  
u）B（y蒐）of（2）asymptotically as′ご→CP・  

Physically speaking， Our－ reSult5 imply formation of a  
COnCentrated vortex from an arbitraryinitial field of two－  
dimensional and rotational velocity under the convective action  
Of the axisymmetricirrotational straining flou， PrOVided R  
（Reynolds number of the rotationalpart）is sufficiently small。  
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On the Ana且yt孟c丘ty of Spectra且 FtJnCt孟011S   

for Some Exter孟or 80undary Va且ue Porb且ems  

By  

Yosh五h五ro SH‡BATA   

工nst・itute of Mathematics，University of Tsukuba，Ibaraki305  

and  

H孟rokazu 丑WASH丑TA  

GraduatJe Schoolof Science and Technology，  

Niigata University，Niigata 950－21  

The present noteis concerned with the study of the analytical   

PrOperties with respect to a spectralparameter k of solutions to   

t，he exterior boundary value problems  

（H － k2）u ＝ f in n，  

Bu ＝ 0 0n 「，  
（1）  

and the rate of the local energy decay of solutions to the associated 

dynamic equation  

（∂呈＋H）u（t）＝O in R x n，  

Bu（t）＝ 0 0n R x「，   

u（0）＝f＝ ∂tu（0）＝f2in n。  

（2）  
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Here Elis an unbounded domainin Rdlyingin the exterior ofits  

SmOOth and compact boundary 「． The H is a symmetric system of   

SeCOnd order d＿ifferentialoperators defined by  

d  

Hu（Ⅹ）＝ 
m，＝1 

where u∈ and Amn（Ⅹ）aredxdrealmatriceswhose（p，q）－  

elements a （Ⅹ）areCm－functionsof x∈Rd andtakeconstant  
mpnq  

Values a outside of alarge ball，Say forlx［〉b・The  
pnq  

boundary condition we consider is either of Dirichlet or of Neumann   

type：  

d  

Bu（Ⅹ）＝u（Ⅹ）or Bu（Ⅹ）＝1 
m，＝1 

t リ（x）＝（リ1（Ⅹ）・‥・・Ud（Ⅹ））beingtheunitoutwardnormalto  

x ∈「． We assume that the dimension d satisfies  

「 at   

（A．1）  d ≧ 3．  

We demand tJhe following conditions on the coefficients Amn（Ⅹ）・  

（A．2）（Hyperelasticit．y）  

a （Ⅹ）＝a （Ⅹ）＝a 
d 

nqmp 
（Ⅹ），Ⅹ∈R・  

mpnq pmnq  

（A．3）（Stability） There exists a constant C）O such that the  
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inequality  

d d  

∑  a  （Ⅹ）snqsmp 
＞C 

mpnq m，，，。，q＝1 m，至＝1lsmpI2  

isvalidforany x∈Rd anddxdHermitianmatrix s＝ （smp）・  

d  

（A・4）Let AO ＝（a孟pnq）and A（∈）＝ A品nモmちn・The  
m，＝1  

Characteristic roots of A（ち） are of constant multiplicity for all  
d 

モ（：R＼（OI・  

In order to state the results we introduce some notation and   

functional spaces． We set  

D＝C vhendlsodd，   

＝lk∈C＼（01；－かくargkく昔1when dis even；  

L孟（G）＝Iu∈L2（G）；u（Ⅹ）＝O for txl≧al，a〉0；  

H孟（G）＝Iu∈H呈。C（G）；eXP卜IxJ2）DC’u∈IJ2（G），Jc｛J≦2）；  

白p（G）＝Iu∈H写。C（G）；Dαu∈L2（G），1≦（αl＜P，  

R‾2 …Ⅹ）－2dx＝0｝・  
たく伸2R  

Let a 〉 O be a fixed number so that b く a，and B be the  

totality of boundedlinear operatJOrS Of L孟（Q）into H呂（  
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Theoreml（［2］，［3］）． suppo3e 拍αt（A．1）－（A・4）are va乙Ld． Then   

拍ere eご五S土9 α花 Operα亡or I之（k）∈ B 3㍑e力 £たαt R（k） depβ花d3   

ⅢerOmOrPた乞eα乙乙y oTltたe pαrαme亡8r k ∈ D α花d 3α亡£3′te9 亡たe ∫0乙乙0も圧花g   

Pγ10Pert乞esご エ白土 ∧ 9亡α犯d ′or tた8 3∈‡壬 0′ po乙β3 0′ R（k） £乃 D・   

（i．）   ∧ i3 dt3Cre亡e．  

（1i）J∫ k∈D＼∧ α柁d f∈L孟（n），拍e几 u＝R（k）f so乙びeS 拍e  

ム“∫托dαry ぴα乙祝e Prロム乙e訊（1ト   

（iil） ∧ nlk ∈ D；工m k く 0）＝ ¢．  

（iv） ∫′ k∈D，Im kく 0，班e花 R（k）f∈H2（n） ′or f∈Lま（n）・  

（Ⅴ）   J∫ k ∈ ∧ ∩（R＼（01），tたeTl亡たer（∋ e諾もS亡3 α 花0花一亡㍗乞リiα乙 ′祝花e亡乞口花   

u（Ⅹ）∈C冒（nb）sα上土3∫如れ9（1）舶用 f＝0，血ere nb＝lx∈n；tXl≦bI・  

（vl） p祝亡 Ur＝Ik∈D；lklくrl・rたeγe e加9亡SαeO花Sね花王 広〉O  

Sl上eた £たαと  

lO 上．′ d £3 0dd， R（k） 乞3 α 旧－びα乙㍊ed 九0乙OJ花0†1Pた乞e ′㍊花etもロ花 0′  

k∈Ux；  

20 乞′ d 乞3 eぴe花， R（k） £s de3er乞ムed α8  

り  ＜X〉   

∑  ∑  
m＝O n＝0  

Gmn （kd－2logk）mknlk∈UK，  R（k）  

Uたeγe G  ∈ B α籠d tたe do㍊あ乙e 9erもe3 e（〕mリeγ9eS 乞乱 £たe op（∋γαtOT－ 孔Orm mn  

肌乞如㍗椚乙yわr k∈UI亡■  

工n case  Amn（Ⅹ）equalidentically to A孟n・We Can uSe the  

unlque COntinuation theol・em tO have  
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Coro且Eary2・エe亡 A月‖n（Ⅹ）≡AO                mn・rわe花 ∧∩ 用＼（0））＝¢・  

Our strategyin proving Theoremlfo1lows that of Vainberg［7】，   

Where tJhe analyticalpropertiesin the spectralparameteris   

discussed for solutions to certain class of elliptic problemsin the   

Whole space orin an exterior domain（see also【8】）． Tsutsumi［6】   

also proves the results correspQnding t，O Theorem．1，（vi）for the   

Operator － ム ー k2 with Dirichlet bound＿ary COndition． The maximum   

Principle plays an essentialrolein his method． When d ＝ 3， H is   

the elastic equation，and Cr2 is convex，then Dassios andI【iriaki   

Studyin［1】the asymptotic behaviour of solutions with respect to   

Small k by essentialuse of the representat・ion of the Green   

function．Ouridea of proving Theoreml，（vi）is，however．   

COmPletely different from those of［1］，［6］，【8］，and close to tha   

due to shibata［4，Part 工］。  

d  

m，喜＝1A品nDmDn・Thenthe  SkeもCh of Proof of Theoreml・ Let H。  

Green function of lio － k2†Tm k く O has an analytic extJenSion  

R。（k）in the complex plane of parameter k which belongs to  

d d 
B（L孟（R），H三（R））・Let Lo betheGreenoperatortotheinterior  

boundary value problems  

打u＝f ln na，   

Bu ＝ 0 0n 「，u ＝ 0 0n lxl＝ a‥  

ThenIJo∈B（L2（S？a），H2（E？a））・We define a regularizer G（k）as  
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follolイS：  

G（k）f＝甲Ro（k）fo＋（ト叩）Lof・f∈L孟（n）・  

where 甲∈C血相d），0≦勺Pく1，や＝1forlxI之R2，and ＝O for  

lxIく RI Wlth b く Rlく R2く a；fo ＝ f in rヨ，and ＝ O in Cr】・  

Then G（k）f satisfies the boundary condition on 「．If we denote by   

S（k） the operator defined by S（k）f ＝（H － k2）f － f，then S（k）is  

a compact operatorinIJま（E2）with an analytic parameter k∈D・We  
prove tlle key result that the boundedinverse（工＋S（0））－1 exists．  

If we take account of the continuity of S（k）in k ∈ D uIOl，We   

Can aPPly the analytic Fredholm theorem to obtain the existence of  

the meromorphic boundedinverse（Ⅰ＋S（k））－1 The operator R（k）  

G（k）（Ⅰ＋S（k））－1 turns out to be the very one we desired・  

From now on we always assume that A  ＝ AO． We shallapply mnmn  

Theoremland Corollary 2 to discuss the rate oflocalenergy decay  

t 
of solutions to（2）・We seL f＝（fl，f2）and  

稚 ＝if；fl∈ 白1（n），f2 ∈ L2ほ）・ fl＝ 0  0n 「1f B ＝1）・  

The energy normin ！e is defined as follows：  

d   

∑  
m，n＝1  ∫。A孟。D。fl・軒1dx ＋ ∫。げ212dx・  ＝m孟，n  

t 
Define by Lf＝（f2，－Hofl）the operator Lin 光 With domain  
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9（L）＝ げ ∈ 光；fl∈ 白2（n），f2 ∈】須（n）∩Ⅰ．2（n），  

Bfl＝ 0 0rl「・ f2 ＝ 0 0n 「1f B ＝1ト  

Then Shibata and Soga showin［5】that メと is a Hilbert space equiped  

With norm ＝E，O  and that Lis a skew selfadjoint operatorin！e・  

Stone，s theorem guarantees that IJ generateS a One－Parameter unitary  

t 
group u（t）in 兜・Wewrite U（t）f＝（u（t）・Otu（t）），f∈光・Then  

u（t）is a unique solution to（2〉 withiniti8．1data fl∈Al（0）and  

f2 ∈ L2（n）・  

Def豆n五tiorI3． We say that Q is non－traPpingif there exists  

T＞O such that U（t）f belongs to CO（［01∞）×na）for any f＝  

t 
（0・f2），f2∈L孟（山・  

We use R（k） to describe u（t） by theinverse Laplace   

t，ranSform and properly shift the contour． Then we are led to the   

following result t．hrough a routine calculus due to Vainberg［9】．  

甘heorem 4・ 月39祝m¢ tたα£ n £3 T10花†trαPP主犯9． エe七 f ∈ 死 α花d   

リα乃i9た ′or lxl〉 a■ rたe花 村e たαリe 拍e 乙oeα乙 8籠eγgy eStもmα亡e  

帖t）f川E，Qa ≦p（t川f蟻，口，  

むたere p（t）・拍1如≠訓∴的  
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P（t） ＝  CleXP（－C2】t，l）  if d is odd，  

＝ Cl（川tI） 
－（d－1） 

1f dls even，  

両班 po3乞亡乞リe eO花3ね花王9 Cl αれd C2 ム如花9 乞花dep（∋花d〔∋籠亡 0′ t，f・  

We conclude tJhis note by discussing the elastic wave equation as   

a typICal example．IJet d ＝ 3 and an exterior domain r之 be filled   

With anisotropIC and homogeneous elast，ic medium specified with the   

Lam6 constants 入 and Ll． Consider the elastic equation wit，h a   

parameter k：  

（P。－k2）u＝ f；P。u＝ － 〃△u－（入＋〃）∇（∇㌧u），  

Where we assume that LL 〉 O and 3入＋2LL）0． One can easilyヨee that   

Po satJisfies the assuITIPtions（A．1ト（A．4）． Further，1et Cr之 is   

COnVeX and B ＝1・ Then Yamamoto【10］proves that O is   

non－traPPlng，Which together with Theorem 4 allows us to have the   

exponentiallocal energy decay for solutions t．o the elastic wave  

equation（∂呈＋Po）u（t）＝O with Dirichlet boundary condition・  
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HELL POSEDNESS FOIiaUASトLINEAR HYPEf柑OLIC   

MIXED PfiOBLEMS WITH CHARACTERISTIC BOUNDAIiY  

By   

Toshio Ohkubo  

r∫。．ね 〝几ル。J  

§1．Introduction and results．  

Let G be a domainin Rn with smooth and compact boundary∂G．   

He consider the follo‖ing mixed problem for symmetrizable hyperbolic   

system P under the conditions（Ⅰ）～（Ⅴ）described below：  

n  

＋ ＝ A．D．＋   j＝1JJ  C）u＝fin［tl・t2］×G，   

On［tl，t2］×犯   

for x ∈ G，  

Pu…（Dt   

Bu ＝ g  （P，B）  

u（tl，Ⅹ）＝h  

∂ 
． 

．∂  

t 
D・＝‾1  

了丁㍉  す石  

（Ⅰ）AandCaremXmmatricesandAA＝（AA）＊＝itha  
01 OJ 

hermitianmatrix A 
o≧ao 
（positive constpnt）・furthef：more  

Aj・C∈Xq（［tl】t2］・；G）  

i 

i＝O  …パc（［tl】t2］；Hq－1（G））…X q・   

k where q＝maX（p，［芸］＋2）withp≧OahdCl（［tl，t2］「；H（G））isof  

i k 
classCon［tl・t2］toH（G），k－thorderSobolevspaceinG・  
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00 
t- （Ⅱ） B（t，X）is a d†×m C－m。t，ix。f。。。St。nt rank d．  

（Ⅲ） （i）∂Gis characteristic for P，thatis，the boundary   

matrix A is of constant rank dless than m on∂G，Hhere for x          〝  

n  

near∂G A ＝ ＝ A．〝．          〃   j＝1JJ  and y（X）＝（yl，・‥・yn）stands for the unit  
inward normalto ∂G at the b6bndary point nearest to x∈G．  

（ii）The eigenvalues of A are of constant multiplicity                                             〃   

near∂G．   

（Ⅳ）ThekernelBis maximallynonpositive for AoAy on∂G，  

1．e．）  

（1・1）   AoAyu・u≦O for u∈ker B on∂G   

and ker Bis a maximalsubspace obaying this property・Note that  

thisimplies the number of positive eigenvalues of Ais d†on∂G． lノ  
No”・SinceAis of rank d on∂G and AoAj∈‡are hermitian・ 〃q  

thereexist（seeLemna7・4belo”）positive numbers a l，a2and an mXm  

nonsingular matrix W definedin a neighborhood of each boundary   

point which belongs to X and satisfies the followings there：   
q  

（1・2） 軸＝（：Ⅰ：ⅡトtAI≠0叫∂G＝0，  

（1・3）  呵1卜≦al，甘1－≦a2，  

Where AI・ AIare dXd，（m－d）×（m－d）realdiagonalmatrices  

respectively：  

（1・4） Al（t】X）＝（…壬∴：号卜AⅡ（t，Ⅹ）＝ （…孟p。・≡憲一〕・  
Forxnear∂G，takeavector 拍）＝（甲1，‥・，野n）∈｛v（X）｝⊥，the  
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Orthogonalsubspace，tOJ／（X）and Mrite  

（1・5） か－1AjH）（t，X）冴j（Ⅹ）＝ 
（  

AII  A川  

AII  AⅡⅠ  
（t，Ⅹ；〝（X）），  

＝1AiK（t，X）貯j（x），  

Where AII，AIⅡare dXd】（m－d）×（mLd）matrices respectively・Now  

let 魂（t，X；冴（x））be an（m－d）×d matrix defined uniquely（see Lemma   

7．1below）by the equation  

（1・6）   メ叩Ⅰ－ AI魂＝AII，   

thatis（if（1．4）holds），  

（1・7）  爽 ＝（bik（a仁a孟）‾1） where（b－ik）＝AⅡⅠ・  

And＝epOSe thefollowingcondition（V）on（A）（andG）‥  

（Ⅴ）Forxnear∂G  

（射G‥（射ⅠⅠ－AIⅡ射（t，Ⅹ；掴）＝（射ⅠⅠ）（t・X；掴）＝O for弼∈｛州｝⊥・   

Remark that（Ⅴ）is a point＝ise condition，and that does not depend  

On the choice of W evenif we take W asin（1・2）for＝hich AI】AI  

are not diagonal，define AJK（J・炬Ⅰ，Ⅰ），率and（V）by the above  

procedure，because another W can be obtained by multiplying ‖by  

a nonsingular matrix with the same blocked form as  

He shallsay that the data f，g and h satisfy compatibi1itty  

COnditions for（P，B）of order k at t＝tl】if  

去（h（D壬‾1B）（tl）呵u（tl）”＝D；g（tl）on∂GforO≦i≦k， i＝0．1  
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where呵u（tl）”is thefunctiondefinedbyonlyfandhwhiとhis  

obtainedbysoIvingtheequationsfor▲Dtu（tl）：u（tl）＝handPu＝f  

near tl・Then underour assumptions（I）～（V）on theoperators  
（P，B）阿e have  

Theoreml．   Let p≧0．Then there exist a 囲ith O≦a＜1and  

Mq－1，Mq ，Tq＞Osuch thatforeveryf∈Hp（［tl，t2］×G），  

g∈㌫lcl（［tl，t2］；Hp十悠ri（∂G））andh∈Hp（G）satisfying iニO  
COmpatibility conditions of order p～1at t＝tl・there exists a  

uniquesolutionu∈Xp（［tl，t2］；G）to（P，B）suchthatforany  

T≧Tqandt∈［tl，t2］  

（1・8） e‾Ttltlu（t川≡十T／：1e、Tt・Hu（s）‖l≡ds  
≦（1・1｛Aj鳩）Mq＿1e‾Ttl（1hl≡＋…f（tl）…喜＿1  

。 

i）  p             ＋更〈嗅（tl）〉雲＿悠＿  

＋H。r‾1／：1 e、γS川f（s川≡＋萎ニ〈函））喜＋悠－i）d5，  
Mhereacanbe takenzeroifp≠［芸］十2andTk，MkarepOSitive，  

－1  
COntinuonsandnondecreasingfunctionsof（・（Aj）′CFxk，aO ・al・a2）  

Which depend on B， tl，t2andG butnoton f，g，h・Here the  
norms ar’e defined as  

lulxk＝t：三言≦tz…u（州k，  

l‖u（州≡＝萎。坤（t）l…＿1≡…u（州雲，，。  

（1．9）  

（1．10）  
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and卜t＝1・l 
J j，G】 

く・）j＝く・〉j，∂G  StandforrthenormsofnJ（G），打J（∂G）  

respectively．  

We next consider the case where Pu is quasi-linear in u under 

′ the conditions（0）～（Ⅴ） described belo‖：  

n  

P（u）u≡（Dt＋至．Aj（t，X，u）Dj＋C（t，X，u））u＝fin［0・T］×G，  
B（Ⅹ）u ＝ 0  0n［0，T］×∂G，  （P（u），B）  

u（0，Ⅹ）＝ h  for x∈G．  

（0）′ p≧［芸］十2，h∈Hp（G）isrealandBh＝00n∂G・  

Let eo】60，To＞O and set  

N ＝｛（x，V）∈百×Rm；lv－h（x）l≦co｝， eo  

N60＝（（x，V）∈U6S∂G）×Rm；1vRh（x）l≦eo），  £0  

（1．11）  

60 O whereU（∂G）isa6－neighborhoodof∂G・ThenN60⊂N andN60 eoeoeo  

isaneighborhoodinGXRmof theset（（x，h（x）））x∈∂G・ Weno”OSe  

the following conditions（Ⅰ）′～（Ⅵ）′ on the problem（P（u），B）which   

are satisfied by some fluid dynamics examples asin section 2：  

（I）′（i）A．（t，X，V）and C（t，X，Ⅴ）are mxm matrices defined   
J  

in［0・To］×Ne。Which have bounded continuous derivatives of up to  

p－thorder．  

（ii）Thereexistao＞OandAo（t，X，V）satisfying（i）  

＝ithj＝Osuch thatAoandAoAj areSymmetricandAo≧ao forall  
（t，X，V）∈［0，To］×N 

e。  

（II）B（x）is a d＋×m CCO－matrix of constant rank d＋．  

（Ⅲ）（i）rank A〃（t・X，V）＝d＝COnSt・＜m for all（t，X・V）  
∈［0，To］×N≡：suchthatx∈∂GandB（x）v＝0・  
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（ii）The eigenvalues of Ay（t，X，Ⅴ）rare of QOnStant  

multiplicityforall（t，X】V）∈［0，To］×N…：・  

（Ⅳ）′ker B′（x）is maximally nonpositive for（Aoq／）（t】X，V）  

for a11（t，X，V）asin（Ⅲ）’（i）．  

（V）（Aj（t，X，Y））satisfies（炎）G fora11（t】X・V）  

∈［0，To］×N…：・  

Under our assumptions（0）～（V）on the problem．（P（u），B）‖e   

have  

Theorem2．   Let h∈Hp（G）and f∈Hp（［0，T］×G）be realand  

satisfied compatibility conditions for（P（u），B）of order p－1at  

t＝0・Then（P（u）】B）has a uniquesolution u∈X（［0，T］；G）if Tis  
p   

Sufficiently small．  
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