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lまじめに   

この講義録は1987年7月に北大でおこなわれた集中講義のノートをもとに、講義では省  

略した証明や注意を加筆したものである。集中講義の目標は有限群論の特異点にあたる散  

在単純群を身近な、親しみやすいものにすることであった。そのためもあって、この講義  

録の第1章準備にあたる所に「駆け足で有限群を見てみよう」という副題をつけたのが  

この講義録の表題となった理由である。短時間では有限群論のほん中一部しか述べること  

が出来なかったが、散在群の単純性の証明に必要なことはすべて含まれている。Fiscber－  

Griess の”monstef”についても詳しく述べることが出来ず残念であるが、その定義に  

必要なConway群は詳しく述べてあるから、このあと monster について勉ぶために役立  

てば幸いである。   

この講義録を「北海道大学数学講究録」の一冊として出版することになったのは、北大  

数学教室の方々、特に都筑、吉田両氏の御好意によるもので厚く御礼申し上げたい。また  

浅井、竹ケ庶、庭崎、船央、石川、石原、池田の諸君が講義のノートをとり、それをもと  

に竹ケ原、庭崎両君が整理された由。ここにこれらの方々に厚く御礼申し上げる。  

鈴木 通夫   
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第1茸 準備   

本講義録を通して群といえばそれは有限群をさすものとする。群 G の位数をIGl  

と書くoまたfl次対称群を∑nで表すo Aが集合Bの部分集合のときA⊂B  

と書き、真部分集合のとき A⊆B と書く。N が群 G の正規部分群であることを  

N＜］G で表す。また Z（G）で G の中心を表す。  

§1a S ylo wの定理  

定理＿L」二（Sylowの定理） p を素数、G を群とする。IG］＝m・Pn、  

（m，p）＝1ならば次が成り立つ。   

（1）位数が pnになる部分群が存在する。これを G のSylow p一部分群という。  

臣）二つのSylow p一部分群は共役であるD即ち、Pl・P2をSylow p一部分群とする  

と、或るⅩ∈Gが存在してPl＝ⅩPzx－1となるロ  

（3）任意のp一部分群は或るSylow p一部分群に含まれる。  

伍）Sylow p一部分群の個数はpを法として1に合同で、IGlの約数である。  

GのSylow p一部分群全体のなす集合をSylp（G）と書く0  

応用．（Frattini論法） p を素数、N を群 G の正規部分群、P を Ⅳ の  

Sylow p一部分群とすると、G＝N・NG（P）であるoここでNG（P）はPの  

G における正親化群である。  

証亜 Gの任意の元Ⅹに対し、ⅩPx－1⊂ⅩⅣⅩ－1＝ⅣであるからⅩPx －1  

も N のSylow p一部分群である。Sylowの定理より、或る y∈Ⅳ が存在して  

yxpx－1y－1＝PであるロyX∈ⅣG（P）だからⅩ∈Ⅳ・ⅣG（P）となり、命題  

が示された。□  

注羞IGlを割る素数全体の集合を 冗（G）と書くと、同形定理より上において  

q∈冗（G）ならばq∈冗（Ⅳ）またはq∈冗（NG（P））である0  
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姐題主⊥旦 p を素数、N を群 G の正親部分群、P を G のSylow p一部分  

群とすると次が成り立つ。  

（1）Nn．P は Ⅳ のSylow p一部分群である。  

CZ）NP／N は G／N のSylow p一部分群であるノ。  

§1b p一群の基本性質  

本節において p は素数とする。次の定理は基本的である。  

定盟ユ⊥旦 P をp一群とすると次が成り立つ。  

（1）P の正規部分群H が11IでないならばHnZ（P）も†1〉 でない。特に   

P≠（11ならば Z（P）≠tllである。  

∽ HがPの真部分群ならばH⊆Ⅳp（H）であるロ  

（3）P の正規部分群 H が111でないならば［H，P］⊆H である。ここで  

［H，P］＝く血Ⅹh－1Ⅹ－1＝1∈H，Ⅹ∈P〉  

である。  

この定理よりp一群は巾零である（§1f参照）。この応用として次がある。  

姐蓮⊥旦 H は群G の正親部分群で pJIHr とする。G の任意のp巾位数  

の元ⅩについてHnCG（Ⅹ）≠111が成り立つ。   

証明 くⅩ〉はp一部分群であるから、定理1．1より G のSylow p一部分群 P  

が存在して 〈Ⅹ〉⊂P となる。補題1．2よリ PnH は H のSylow p一部分  

群で、pllHlの仮定より111でない。PnH＜］P であるから、定理1．3より  

（PnH）n Z（P）≠（11を得るが、  

（PnH）nZ（P）＝HnZ（P）⊂HnCG（Ⅹ）  

であるから補題が示される。□  

定理ユ⊥旦 Pをp一群、ⅩをP集合とする。二ⅩのP一不変元全体をⅩPと  

おけばlXl…lXPl（modp）となる。   

証岨 Ⅹ の元 Ⅹ を含むorbitを 0、Ⅹ の安定部分群を S とおけば  

10l＝IP：Slであることに注意すればよい。l□  
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注意 定理1．5の証明法を用いて補題1．4を直接に証明することもできる。  

§1c 交換子群  

定義 群Gの元Ⅹ，yに対し、［Ⅹ，y］＝ⅩyX－1y－1とおく。部分群  

Ⅹ，Y の交換子群［Ⅹ，Y］を  

［Ⅹ，Y］＝く［Ⅹ，y］】Ⅹ∈Ⅹ，y∈Y〉  

で定め、特に［Ⅹ，Ⅹ］を Ⅹ′ と普く。更にもう一つの部分群 Z に対し、  

［Ⅹ，Y，Z］＝［［Ⅹ，Y］，Z］  

とする。［Ⅹ，Y］＝［Y，Ⅹ］に注意する。  

窟号里1．∈（P．Hallの3部分群定理） 三つの部分群 Ⅹ，Y，Z について、  

［Ⅹ，Y，Z］＝［Y，Z，Ⅹ］＝（11ならば［Z，Ⅹ，Y］＝†11である。  

この応用として次がある。  

補講1パ 群Gの部分群H，Kに対し、［H∴K］⊂CG（H）ならば  

［H′ ∴K］＝†1〉 である。   

証阻 仮定より［H・K・H］⊂［cG（H），H］＝†1）である0同様に  

［K，H，H］＝111であるから、定理1．6より11l＝［H，H，Ⅹ］を得る。ロ  

注意 準同形 f：G→H に対しては f（［Ⅹ，Y］）＝［f（Ⅹ），f（Y）］ が  

成り立っ。  

§1d 中心積  

定義 群 G が部分群 H と K の中心積とは、G＝HK かつ  

［H，K］＝（11が成り立っときにいう。   

注意（1）G が部分群 H，K の中心積ならば、H も K も正規部分群である。  

また Z＝Hn K とおくと Z⊂Z（G）で、G／Z＝（H／Z）X（K／Z）と   

なる。  
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臣）G は部分群H，K の中心積とする。G の元は H の元と K の元との桜  

で書けるが、その表し方は一意的ではない。いま写像 f：HXK→G を  

f（h，k）＝h k， h∈H，k∈K  

で定めると、fは準同形で、その核は（（z，Z－1）lz∈HnK）である。   

逆に、二つの群H・Kの中心に含まれる部分群Zl・Z2が同型と仮定する0  

その同型写像をg：Zl→Z2としてZ＝｛（ヱ，g（z－1））■z∈Zl｝とおくと  

（HXK）／Zは H と K の中心積とみなすことができる。  

（3）直積におけるKrul卜ReIl］ak－Schmidtの定理の類似は中心積では成り立たない。  

軌 Ql・Q2を位数8の四元数群とする0即ちi＝1・2 に対し  

2＝ 2 
Qi＝くⅩi・yi一Ⅹiyi2＝（Ⅹiyi）〉  

とする。Zi＝Ⅹi2とおくとこれは位数2で、Z（Qi）＝くzi〉である0   
いまzlと z2 を同一視し、注意位）の方法で構成されるQlとQ2の中心積  

をGとする（各QiはGの部分群とみなす）o一般に、m個の四元数群の  

中心を同一視して得られる中心積をQmと書く。G＝Q2である。   

Gの部分群Dl・D2を  

Dl＝くⅩ1・yly2〉・Dz＝くy2・Ⅹ1Ⅹ2〉  

で定義すると、これらは二面体群である。実際、  

Ⅹ14＝1，  

（yly2）2＝y12y22＝z2＝1・  
－ 1＝ － 1＝ （yly2）Ⅹ1（yly2）ylXlylⅩ1 

であるからDlについてはよいo D2も同様である0   

容易にわかるようにG＝DID2であり、更に  

yly2●Ⅹ1Ⅹ2＝ylXl●yzX2  

＝Ⅹ1ylZ●Ⅹ2y2Z  

＝Ⅹ1Ⅹ2●yly2  

であるからこれは中心積である。一般に、n個の二面体群の中心を同一視して得られる中  

心積をDnと書く。今、我々はG＝Q2＝D2であることを見た。  

定義 QmDn という形の中心積として表せる群をextraspecia12一群という。   

P をextraspecia12一群とすると  

（1）Z（P）＝P′ で、この位数は2  

CZ）P／Z（P）はelementary abeian 2一群  

である。Q2＝D2だからPはQnまたはQmDの形で書ける。  
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§1e 半単純群  

定義 群 G が、次の条件を満たすとき、半単純群（semisimple group）という。  

（1）G＝［G，G］   CZ）G／Z（G）が単純群の直積となる。  

また群 G が準単純（quas卜simple）とは、つぎの条件を満たすことをいう。  

（1）G＝［G，G］   CZ）G／Z（G）が非可換な単純群となる。  

特に 川 は半単純であるが、準単純ではない。  

注意 G が半単純ならば G／Z（G）の単純直積因子は非可換単純群である。  

定二型ユ⊥旦 半単純な群は、準単純群のいくつかの中心様になる。   

証一喝 G を半単純群とし、G／Z（G）の単純直積因子に対応する G の部分群を  

Sl・・・・・SrとするロこのときSiの像になるG／Z（G）の部分群を首iとす  

れば  

G／Z（G）＝SIXS2×…×Sr  

となるのでG＝SIS2…Srが成り立つ。Siの正規部分群Qiを次のように定  

義する0即ち、Si＝QiZ（G）が成り立ち、その上この等号が成り立っ正規部分群  

の中でQiは極小とする0このとき、QiはQi＝［Qi，Qi］＝［Si・Si］を  

満たすことを証明しよう0いまR＝［Qi・Qi］とおけば  

豆＝［Qi・Qi］＝［Si・Si］＝首・ 1  

が成り立つ。よってS・＝RZ（G）となる0ところでR⊂QiかつRはS・ 11  

の正規部分群だからQiの極小性により R＝Qiを得る。明らかに  

Qi＝［Qi・Qi］⊂［Si・Si］ロ  

ー方、Si＝QiZ（G）より  

Si／QFZ（G）／Z（G）nQi  

この右辺は可換群だからQi⊃［Si・Si］、よってQi＝［Si・Si］0   

この等号からQiはGの正規部分群であることがわかるロさて  

Qi／QinZ（G）＝S・／Z（G）＝首・ 11  

は単純群だからQiは準単純であるロ  

i≠jならば［Qi・Sj】⊂QinS・⊂Z（G）だから補題1・7によリ J  

［Qi・Sj］＝†1〉 を得る。よってQ＝QIQz・”Qrは準単純群Qiの中心積  
である0残っている点はQ＝Gの証明である。これはQ＝QIQ2”，Qr＝  

SIS2・・・Sr＝Gより G＝QZ（G）を得るから、前と同様にG／Qが可換  
となり、Q⊃［G，G］が得られ Q＝G が証明される。口  
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壷往腰上＿L注 G を半単純な群とすれば、可解な正規部分群は中心に含まれる。  

この補選の証明は次の定理よりただちに得られる。  

定理1．10（Krull一罠emak－Schmidt）群 G は非可換な単純群の直積であるとして  

G＝SlX…×Sn  Si：非可換な単純群  

とおく8このときGの正親部分群Ⅳは、S・×S・X‥・×Sikという部分積 1112  

に限る。ここで、（Sil，Si2，…，Sikl＝（Sil［N・Si］≠1‡0  

証狙［Ⅳ・Si］≠1とすると、Siが単純だから、［Ⅳ・Si］＝SiO従って  

S・⊂Ⅳとなるbまた［Ⅳ，Si］＝1とすると、Ⅹ∈Ⅳに対し、 1  

Ⅹ＝Ⅹ1…Ⅹj…Ⅹn（Ⅹj∈Sj）とおけば、［Ⅹi・Si］＝［Ⅹ・Si］＝1と  
なるpこれより Ⅹi∈Z（Si）＝†1〉、従ってⅩi＝1を得る8よって  

Ⅳ⊂SlX… ∨・・・×Snとなる。口  

土⊥旦遡証＿姐 半単純群 G の可解な正規部分群を N とする。前のように  

G／Z（G）への像を 育 と書けば、而は百 の正親部分群であるから定理1．10  

により 而 は百 の単純直積国子いくつかの積となる。一方、面 は可解だから単純  

直積因子を含まない。即ち 面＝†1〉。よって Ⅳ⊂Z（G）を得る。□  

補讃1．11H と K は、G の正親部分群で、共に非可換な単純群の直積と仮定す  

る。このとき HK も正規で、やはり非可換単純群の直積となる。   

証岨 HnK は H の正規部分群だから定理1．10より H＝（HnK）XL、L  

は HnK に含まれていない単純直積因子の積、となる。また K は L を正規化  

するので L は HK の正規部分群である。従って HK＝LXK となるから証明  

が終わる。lコ  

定避＿土」還 H と K は G の正親部分群で、共に半単純とする。このとき、  

EK もそうである。  

証堕 L＝HK とおく。まず［L，L］⊃H′ K′ ＝HK＝Lとなり L＝L′ がいえ  

る。以下、L／Z（L）が非可換単純群の直積であることを示す。   

［H，Z（K）］⊂Hn Z（K）⊂Z（H）だから、補題1．7より  
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［H，Z（Ⅹ）］＝［H′，Z（K）］＝（1〉 を得る。即ち、Z（K）⊂Z（L）とな  

る。同様に、Z（H）⊂Z（L）を得る。そこで、Z＝Z（K）Z（H）とおく。このと  

き Z⊂Z（L）で、L／Z＝（HZ／Z）（KZ／Z）と書ける。ここで  

Hn Z＝Z（H）より HZ／Z＝H／Hn Z＝H／Z（H）だから、 HZ／Z は単  

純群の直積となる。同様に、KZ／Z も非可換単純群の直積となる。従って補選1．11  

により L／Z が非可換単純群の直積で Z＝Z（L）となる。ロ  

定義 G の中で最大の半単純正規部分群を、E（G）と書く。  

姐選ユ＿」旦 群 G の中心による両群が非可換単純群の直積ならば、G は Z（G）  

と G′ の中心積になり G′ は半単純である。   

証亜 百＝G／Z（G）とおく。定理1．10より 百＝百丁だから、G＝Z（G）G，と  

なり、明らかにこれは中心積である。以下 G′ が半単純であることを示す。百万＝百  

より G＝Z（G）Gn。よって、同形定理により G／Gn＝ごZ（G）／Z（G）nG”  

となり、G／G〝 は可換。即ち、Gn ⊃G’だから Gn ＝G′ となる。また  

G／Z（G）＝G′／G′ n z（G），G′ n z（G）⊂Z（Gl）  

で、G／Z（G）が非可換単純群の直積だから G′／Z（G′）もそうである。□  

§1f 巾零群  

定義．群Gの部分群Zi（G）を  

Zo（G）＝（1〉・Z・（G）／Zi－1（G）＝Z（G／Zi－1（G）） 1  

で定めるDとのとき、Zo（G）⊆Zl（G）⊆・”をGの昇中心列というo   

或る整数rがあってG＝Zr（G）となるとき、Gを巾零群という0また  

G＝Zr（G）となる最小の整数r をGの「帽級（class）という0   

G が class r の「f］零群で r＞0 ならば、G／Z（G）は class r－1の  

l†】零群である。  

定j埋ユ⊥土4 G がclass高々 r の巾零群であるための必要十分条件は、r＋1個  

の交換子群［G，…，G］が111となることである。  
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証明  class が高々1の巾零群は可換群だから定理1．14は r＝1のとき成り立っ。  

そこで r に関する帰納法により定理を証明しよう。さて［G，…，G］（Gがr個）  

を H とおく。いま G がclass高々 r・の巾零群とすれば百＝G／Z（G）  

は class が高々 r－1のHl零群である。よって帰納法の仮定により  

［百，・・・，百］（百 が r 個）＝11〉 を得る。従って  

豆＝［百，…，百］＝（い  

となるから H⊂Z（G）、よって［H，G］＝11‡となる。即ち、  

［G，・・・，G］一（G が r寸1個）＝（1〉。   

逆に［G，・・・，G］（G が r＋．1個）＝†1〉 と仮定すれば［H，G］＝（11，  

即ち H⊂Z（G）を得る。よって百は［百，・・t，百］（百 が r 個）＝（11  

を満たす。帰納法の仮定により 百はclass高々 r－1の「臼零群、よって G  

は class が高々 r の「I】零群となる。ロ  

定理1．15（巾零群の性質）  

（1）巾零群の部分群や商群はまた巾零群。  

CZ）もし Z＝Z（G）について G／Z が巾零ならば、 G も巾寄。  

（3）巾零群の直積はまた巾等。  

匝）H と K を群 G の巾零な正規部分群とする。このとき、HK も巾  

零な正規部分群となる。   

証明 匝）のみ証明する。H，K の class をそれぞれ c，d として、C＋d に関  

する帰納法で示す。H の class が 0 であることと H＝（1〉 であることは同値  

だから、C，d＞0 と仮定して証明すれば十分である。   

L＝HK とおく。すると  

L／Z（H）＝（H／Z（H））（K Z（H）／Z（H））  

であるが、H／Z（H）は class が c－1、KZ（H）／Z（H）は class が高々  

d の巾零群である。従って帰納法の仮定より L／Z（H）は巾零である。同様に  

L／Z（K）も巾零である。   

いま Z＝Z（H）n Z（K）とおくと、自然な単射  

L／Z一う（L／Z（H））×（L／Z（K））   

が存在するから（1），（瑚より L／Z は巾零である。さらに Z⊂Z（L）であることと  

（1）より L／Z（L）も巾零。従って但）より L は「巨零である。l□  
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注意 上の証明により HK の class は高々 c＋d となる。実際 c＋d とな  

る例がある（H も Ⅹ も可換であって、HK が可換にならない例。例えば四元数群  

）。定理1．15は次の方針で別証明される。いま、A，B，C，D を正規部分群とすれ  

ば［A，B］⊂An B、また  

［AB，C］＝［A，C］［B，C］，［A，CD］＝［A，C］［A，D］  

が成り立つ。そこで H，Ⅹ の class をそれぞれ c，d とすれば  

［HK，＝・，HK］（HK の個数が c＋d＋1）は H［Ⅹ，Y，…，Z］（各  

Ⅹ，Y，‥・，Zlま H または Ⅹ；全体の個数は c＋d＋1）と一致する。Ⅹ，  

Y，…，Z の中に H が c＋1個あれば  

［Ⅹ，Y，・・・，Z］⊂［H，…，H］（H が c＋1個）＝（1〉。  

H の個数が高々 c ならば K が少なくとも d＋1個あるので  

［Ⅹ，Y，…，Z］⊂［K，…∴K］（K が d＋1個）＝（1〉。  

よって［HK，…，HK］（HK が c＋d＋1個）＝†1〉。口  

定義 群 G の中で最大の巾零正規部分群を F（G）と書き、Fitting部分群という。  

§1g Generalized Fitting部分群  

定義 集合 n が群 G に自己同形として作用しているとき、即ち、Q の各元 α  

に G の自己同形 甲（け）が対応しているとき、G を 8群という。特に  

C2＝Aut（G）のとき、G の E2部分群を特性部分群といい、H char G と書く。   

前節で定義した E（G）と F（G）は特性部分群である。また  

K char H，H char G ならば Ⅹ char G、  

Ⅹ char H，H＜】G ならば：KqG  

が成り立つ。  

補ほ頁1∴柑 極小のQ部分群は互いに同形な単純群の直積である。   

証明 極小のQ部分群を M とする。M の極小の正親部分群の一つを S とおく。  

任意の げ∈Q について 甲（α）はM の自己同形を引き起こすから、  

けS＝甲（α）S はまたM の極小正規部分群である。（丁：が良 全体を動くとき  

JS の全体はM の正規部分群を生成するが、それは明らかにn不変。従って仮定に  
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より二Mと一致する8まずSl＝S とおくo Sl≠MならばqS≠S を満  

たすけ∈Qがあるから、そのような け をとり S2＝αS とおくo S2は極  

小の正窺部分群だからSlnS2＝〈1loよって［Sl・S2］＝（11が成り立ち  

SIS2＝SlXS2は直積となるoもしSIS2≠MならばpSがSIS2  

に含まれないようなp∈Qがあるから、その一つをとり S3＝βS とおく0前  

と同様にSIS2S3＝SlXS2×S3となる0この手段を繰り返していけば  

M＝SlXS2×…×Srとなり、各SiはS と同形であるo S＝Slの正規部  

分群は∴M の正規部分群となる。S は極小であるから S は単純群で、補選が証明  

される。l□  

定義 F＊（G）＝F（G）E（G）を、Cener。Iized Fitting部分群という。   

特にF＊（G）は、Gの特性部分群である。またF＊（G）はE（G）と  

F（G）の中心積である。なぜならば［F，E］⊂En Fく］E で、［F．E］は巾零、  

特に可解だから補題1．9より［F，E］⊂Z（E）となる。よって補題1．7より  

［F，E］＝［F，E′］＝11Iである。  

定理1．17（Bender－Gorerfitein－WalteT）  

任意の有限群Gについて、CG（F＊（G））⊆F＊（G）が成り立つ。  

いまⅣqGとする。βx‥Ⅳ→Ⅳ；uト→xux－1とおけば、βxはⅣの自己同形  

写像となる00xy＝OxOyが成り立っからxト→OxはGからAut（N）の中  

への準同形写像となり、その核はCG（Ⅳ）である。特にN＝F＊（G）とすると、  

CG（F＊（G））＝Z（F＊（G））だからG／Z（F＊（G））⊆Aut（F＊（G））となる8こ  

のことは、F＊（G）を調べることにより Gの構造がかなりわかることを示している。  

定理1・17の証明 F＊＝F＊（G），C＝CG（F＊）と書くD F＊⊃Cでないと仮定  

して矛眉を導く。まずZ＝F＊ncとおく。F＊char GよりC char G，  

Z char G となる。仮定より Z⊆H⊂C，H cha∫ G となる極小の部分群H が  

ある。   

H／Zが可換とすると、Z⊂F＊より Z⊂Z（H）だからHは巾零。よって  

H⊂F⊂F＊，H⊂F＊nc＝Z となり Hの定義に矛盾する。   

次に、H／Z が非可換とする。H／Z は G／Z の極小Aut（G）部分群である  

から、補題1．16より H／Z は非可換な単糸群の直積である。よって Z＝Z（H）  
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となり、補題1．13より H は Z と H′ との中心積で H′ は半単純である。  

H char Gより H′char Gだから、H［⊂E⊂F＊。従ってH＝ZH′⊂F＊  

となり、前と同じ矛盾がおこる。□  
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第2章 散在群の歴史的解説   

有限群の長年の大問題であった単純群の分類は、1981年2月に完成した。それに依れ  

ば、有限単純群は次の4種類に分類される。  

1）素数位数の巡回群  

2）5次以上の交代群  

3）Lie型の単純群  

4）26個の散在群（Sporadic groups）   

ここで1）～3）は群を構成する一般的原理があってそれぞれ無限系列をなし4）は系列  

に入らない例外的な群で26個別々に定義されている。  

有限群が本格的に研究され始めたのは、Galois の貢献が大きく、単純群という概念も  

Galois によってあたえられている。その後Jordan らによって発展してきた。単純群の  

分類に関しては1950年代の初め、Brauer のプログラムのもとに第一歩を歩み始め、1960  

年代になり Feit－Thompsonの定理（奇数位数の群は可解である。）が示された。同じ頃、  

階数1の Lie型の単純群が分粒されるに至ってますます分類の気運が高まっていった。無  

限系列の単純群は比較的早くから知られていたのに対し、5つの Mathieu群以外の散在群  

21個は1964年以降に見つかっている。  

この茸では§2aでBrauerのプログラムのもとになった Brauer－Fowlerの定理及び  

Thompsonの位数公式を解説する。§2bで散在群、特に原始的可移拡大の群とJankoの  

群Jlの構成に関する話題とそれらの単純性を示すための1つ1つの群の発しい性質  

にふれない多少なりとも統一的で初等的な方法を紹介する。  
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§2a Brauer－Fowler の定理と Thompson▼の位数公式  

Gは有限群とする。   

放題ヱ⊥＿1 u，Ⅴ∈G を位数2の元とする。W＝uV とおけば  

uwu－1＝w－1、すなわちくu，Ⅴ〉は2面体群でくw〉は指数2の正親な巡回部分群で  

ある。今 w の位数を n とおけばくu，Ⅴ〉の位数は 2n、n が奇数ならば  

u と Ⅴ はくu，Ⅴ〉の中で共役である。  

証明．u＝u 
－ 

－1、Ⅴ＝Ⅴ－1だから uwu－1＝u（uv）u1＝vu＝Ⅴ－1が成り立  

っ。最後の部分はSyl叩の定理から証明できる。直接にも、（uv）2m十1＝1とする  

と（uv）2m＝Vuだから（uv）mu（vu）m＝（uv）2mu＝Ⅴ。よって  

Ⅹ＝（uv）mとおくと ⅩuX－1＝Ⅴ となる。口   

補題2．1を応用するには群環の言葉で表すのがよい。   

Z を室数の環、r＝ZG を Z 上の群環とする。特にその中心を考える。  

Gの共役類をCo＝（1l・Cl，…・Ckとし、giをCiの元の中心化群の位  

数とするo g＝lGl・ni＝1Cilとおけばni＝g／giである。  

rの中心はⅩ 
． 

k  

Z（丁）＝ ∑ zK・i。 ＝  
i0  

いまCl・・・・・Csは位数2の元の共役類全体、MはKl・…・Ksのうちm個の和  

k  

1 
とするoM2＝きaiKiとおくoM2はuv（u・Ⅴ雌数2の元）とい  

う形の元の和である。そこで w＝uv（u，Ⅴ は位教2の元）とおく。  

W∈Ciとすればaiはwをuvという形にかく仕方の数である8  

w2＝1ならば、uWu－1＝wより、aiはCG（Ⅴ）一｛Ⅴ｝に含まれMの中  

に現れる元の教以下となる0したがって1≦i≦s ならばai≦gi－20  

＝u′wu′－1のとき  一方、i＞sならばw≠w－1。ところでuwu－1＝w－1  

u－1u′ ∈CG（w）。したがってuv＝Wを満たしMの申に現れる元u・Ⅴ  

の親は高々ICG（w）tだから、ai≦giとなるq   

いまuv という形の元で位数≧3のものを含む共役類をCs＋1・”・・Ctとおけ  

ば、ai＝0（1＞t）である8特にM＝Ⅹi。（1≦io≦s）とすると、   

t      MZ＝ni。Ko＋∑a・K・。                   i＝011  
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Mはni。個の元の和だから、この式の右辺はni≡個の和となる。したがって  

t     n・2＝n・＋き1aini lolo   

となる。いま、Gが非可換単純群とすればgi＜g（i≧1）である。  

h＝maxlgl・…，gtlとおけばgi≦h（1≦i≦t）、特にgi。≦hで  

t  

あるD ai≦giかつ畏1ni＜gだから上の式より  

g／gi。・（g／gi。－1）＜hg。  

したがって g／h＜gi≡＋gi。／h≦gi≡＋1となり、  

g／b≦gi≡を得る0この式から  

いることがわかる。したがって G  

gi≡の部分群を含んで  

の部分群と考えられる。   

G は指数が高々  

はEj（j≦gi≡）  

以上をまとめると、位数2の元t を含む非可換単純群の位数はCG（t）の位数  

により定まるある定数Ⅳを越えない。CG（t）の構造が与えられればそのような位  

数2の元を含む単弟群は有限個しかない。これがBrauer－Fowlerの定理で、BTauerの  

プログラムのもととなる。  

以下 G は任意の有限群として、記号はいままでのものを用いる。  

1≦i＜j≦s としⅩiKj＝∑akXkを考える0この時u∈CiとⅤ∈C・ J  

は共役でないから、前述の補選2．1より uv の位数は偶数である。そこで uv  

の巾のうち位数2の元がある。いま集合  

（（u，Ⅴ）∈CiXCjluvの巾がCkに入る（1≦k≦s））  

を考え、その元数をaijk とかく0このとき  

S  

nn＝ ij是1aijknk  

を得るo u∈Ci，V∈Cjに対してuvの巾が t∈Ckになるとすると、  

u・Vは共にCG（t）に含まれる。したがってaijkはCc（t）の構造及びそ  

の位数2の元が G のどの共役類に含まれるかが分かれば計算できる。上の式より  

g／gi・g／gj＝∑aijk・g／gk  

を得、したがって g＝gigj∑aijk／gkとなる0   

これがThompson の位数公式と呼ばれるものである。  
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§2b 散在群の単純性の初等的証明   

ここでは26個の散在群を次の4つの型に分けて、主として最初の2つの型についての  

統一的証明法を解説する。   

Ⅰ）与えられた群の原始的可移拡大として定義される群  

Ⅱ）位数2の元の中心化群の構造が与えられた上で定義される群  

Ⅱ）Fisber群 M（22），M（23），M（24）′ （3互換の共役若から定義される群）  

Ⅳ）Conway群 ・1，・2，・3（Leechlatticeの自己同型群から定義される群）  

（1） Ⅰ）型の群の統一的な証明   

まずⅠ）型に含まれる散在群の構成について簡単に解説する。G がH の原始的可  

移拡大であるとは、G が或る集合 Q の上の原始的置換群で、1点の安定化群がH  

となる事である。Ⅰ）型には次の10個の散在群がふくまれる。  

＊Hatb沌u群M24，M23・M22・M12，Mll   

これらの群は1860年代に発表された多重可移群で、次の可移拡大の系列がある。  

M12⊃Mll⊃MlO（＝A6・2）  

M24⊃M23⊃M22⊃M21＝PSL（3・4）  

Mathieu群以外のⅠ）型の群はすべて階数3の原始的可移群である。  

＊Jankoの2番目の群J2  

Jankoがこの単耗群が存在するであろうと発表してまもなく、M．Hallが次数100の可移  

群として計算機を用いて構成した。その後すぐに100個の点からなるグラフの自己同型の  

作る群として計算機なしで構成された（鈴木，Tits）。   

＊ HigrnanrSims群 HS   

HigmanとSimsがHallと類似の方法を用いてM22の次数100の可移拡大を構成した8  

M24の3つの置換表現（次数1，22・77）から頂点の数が100のグラフを作り、そのグ  

ラフの自己同型群が頂点の集合の上に可移に作用することを証明した。   

＊ 鈴木群 S   

鈴木はHigman－Simsと同様な方法を用いて階数3の可移拡大の系列  

PSL（2，7）⊂PSU（3，3）⊂J2⊂G2（4）⊂S  

を構成し散在鈴木群S を発見した（ここでG2（4）は4元体上で定義されるG2  

型のCheva11ey群）。  
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＊McLaughlin群MC   

上の鈴木群の系列はA6⊂PSL（3・4）⊂PSU（4，3）とい・う階数3の可移拡大の類似と  

して構成されたものであるが、McLaughlinはこの系列でPSU（4，3）をさらに可移拡大して  

散在単純群MCが得られることを証明した。   

＊ Rudvalis群 Ru   

RudvalisがTits群の階数3の原始的可移拡大の存在する可能性のあることを発表した。  

その群が存在すれば位数2の中心をもつ中心拡大があり、その中心拡大は28次元の表現を  

もつことが証明された。その後Conway－Walesは28次元垂間のベクトルを用いて頂点の数が  

4060のグラフを構成し、その自己同型のつくる群として Ruの中心拡大を構成した。   

以上がⅠ）型の散在群である。J2にはじまる階数3の原始的可移拡大の群の次数と  

安定化群を真にしておく。  

群   数   安定化群   

J2   22・52   PSU（3，3）   

HS   2Z・5Z   
血22   

S   2・34・11   G2（4）   

MC   52・11   PSU（4，3）   

Ru   22・5・7・29   Tits群   

さてⅠ）型の散在群の単純性の一般的証明法は次の補選による。  

姐題名⊥旦 G はn次の原始置換群で、一点の安定化群は単純であると仮定する。この  

とき一般には G は単純群である。例外の場合は G が位数 n の極小正親部分群  

を含む。特に n は単純群の位数の巾となる。   

証凰 Gが作用しているn元集合をⅩとし、その一点Ⅹ0∈Ⅹを定める0Ⅹ0  

の安定化群をHとおくD即ちH＝（α∈Glα（Ⅹ0）＝Ⅹ0lo Gが原始置換  

群という仮定は、G が Ⅹ 上可移で、H が G の極大部分群であることと同値で  

ある。   

G が単純でないと仮定し、G の真の正規部分群の一つを N とする。まず N  

がH に含まれていないことを示そう。そこで N⊂H と仮定する。G は可移だか  

ら、任意のⅩ∈Ⅹに対して で（Ⅹ0）＝Ⅹ を満たすで∈Gがある。任意の  

－1 β∈Ⅳ について で βて∈Ⅳ。よって Ⅳ⊂H という仮定から  
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一1  
で Pで（Ⅹ0）＝Ⅹ0、即ち βて（Ⅹ0）＝で（Ⅹ0）  

を得る。よって p（Ⅹ）＝Ⅹ がすべての Ⅹ∈Ⅹ について成り立つ。従って  

p＝1。これより Ⅳ＝（1‡となり、Ⅳ が真の正規部分群という仮定に反する。よっ  

て Ⅳ は H に含まれていない。この場合HⅣ は H より真に大きい部分群と  

なる。ところで H は G の極大部分群だから HⅣ＝G を得る。   

次に HnⅣ を考える。これは H の正規部分群であるから、H が単純群である  

という仮定により HnⅣ＝H または HnN＝（1‡を得る。ところで HnⅣ＝H  

ならば H⊂Ⅳ だから N＝HⅣ＝G となり、Ⅳ が G の真の正親部分群という  

仮定に矛盾する。よって HnⅣ＝（1l。   

上のことから G の真の正窺部分群 Ⅳ は G＝HⅣ および HnⅣ＝（1〉 を  

満たす。同形定理から G′Ⅳ＝H，lNl＝n を得る。Ii：が G の極大部分群だ  

から N が G の極小正規部分群であることがわかる。補題1．16により Ⅳ は互  

いに同形な単純群いくつかの直積となる。よって n は或る単純群の位数の巾となる。  

⊂】   

例えばHSについてこの補題をあてはめる。n＝100でM221ま単親群だから、  

HSが単純でないとすると、位数100＝22・52または10＝2・5の単純群が存在す  

ることになり矛盾が起こる。同様に、Ⅰ）型の散在群で階数3の原始置換群であるものに  

ついても n＞100ならば素数11または29について Sylowの定理を適用すれば位数nの  

単純群が存在しない事がわかる。  

M24，M22・ M12についても位数nの単純群が存在しないことが証明されるb  

M23の場合は位数23の正規部分群を含まない事を示さねばならないが、それは容易に  

証明されるo Mllについては補遺2・2の仮定を満たさないので単純性の証明は異な  

るが、補選2．2による方法は統一的証明という観点からみて、ほぼ満足すべき証明法で  

あろう。  
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（2） Ⅰ）型の群の統一的証明  

Brauer－Fowler の定理にもとづく Brauer のプログラムの中で、単純群の位数2の元の  

中心化群となる群はどういう群かという問題が起こった。その間題を調べていくうちに例  

外となる場合が起こって来た。そのうち一番最初に現れた例外の場合はJankoの群Jl  

であるo G＝Jlの位数2の元tの中心化敵まCG（t）＝くt〉×A5となって  

いる。中心化群としてこのような群を考えたのは次の理由による。1955年にChevalley群  

がはっきり定義された後、SteinbeTg群，鈴木群，Ree群，Tits群が現れ1960年始めには  

Lie型の単純群は全部現れたDその中でG2型のRee群の位数2の元の中心化召削ま  

CG（t）＝（t〉x PSL（2・3n）  

となっている。そこで可換な Sylow2一群をもつ単銘群 G があって位数2の元の中心  

化群がCG（t）＝くt〉×PSL（2・q）（qは奇素数）となっているとする。このと  

き q＞5 ならばqは3の巾で、G はRee群と非常によく似ている。この場合 G  

が実際Ree群と一致することはずっと後になって証明された。q＝5 のときが例外の場  

合で、このときにJlが現れた口実際JankoはGL（7・11）の部分群としてJlを  

書き上げた。  

Ⅰ）型の散在群と位数2の元t の中心化群CG（t）を表にしておく。  

単純群   CG（t）   

Janko群  Jl   くt〉×A5   

JJ  J3（J2）   24＋1A5   
〃  J4   212十1（3M22・2）   

Held群  He   26十1psL（3，2）   

Lyons群  Ly   2All   
d，Ⅳan群  0Ⅳ   4PSL（3，4二卜2   

Fische∫群  F2   2（2E6（2））・2   

Thompson群   F3   2…A9   

庶田群  F5   2HS・2   

Monste∫  Fl   2F2；（224十1（。1））   

ここでY＝22n＋1Ⅹとは、YがextTaSpeCia12一群E（lZ（E）［＝2，  

】E／Z（E）Ⅰ＝22n）を正規部分群としてもち、E＝F＊（Y）、さらにその剰余群が  

Ⅹ と同型となることを表す。Y＝mX とは Ⅹ は単純群で、Y＝［Y，Y］，  

Y／Z（Y）≡Ⅹ，Z（Y）は位教mの巡回群であることを表す。Y＝Ⅹ・2 とは Y  

が Ⅹ を指数2の正親部分群としてもち Y は位数2の巡回群と Ⅹ の直積でない  

ことを示す。またmX・2は（mX）・2 を表す。  
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さて次の性質をもつ散在群 G を第2種の散在群と呼ぶ。位数2の元tを含み、  

1）くtG〉＝G、2）CG（t）が上の表に出てくる構造をもつ0  

Ⅰ）型の散在群の単純性を証明するための補選は次である。  

諦讃2J G の位教は4で割り切れるとする。G に含まれる或る位教2の元tにつ  

いて以下の条件が成り立つとする。   

（1）CG（t）D＞H≠｛1｝⇒t∈H，（2）G＝くtG〉  

このとき G は単純である。   

この補選をFlにあてはめる。補題2・3の条件（1）を満たす事をいえばFl  

が単純であることが証明されるbところで、2F2がtを含まない正親部分群Dを  

もつとすると2F2＝DXくt〉となり2F2＝（2F2）′に矛盾する。中心化群がF5  

の場合のような構造を持つときも同様の証明法で単純性が示せる。   

F3の場合は∴二K＝28＋1A9の正親部分群HについてEnH≠旧とする  

（E はextfaSPeCia12群）．このとき EnH は E の正親部分群だから1でない  

Z（E）の元を含むが くt〉＝Z（E）より t∈H となる。HnE＝（11とする  

とH⊂CK（E）となるが、CK（E）＝Z（E）⊂Eであることより矛盾が起こる0  

よってF3が（1）を満たすことがいえ単純性が証明された0   

他のⅠ）型の散在群についても上の場合と同様な方法で（1）を満たす事がいえ単純性  

が証明される。   

補選2．3の証亜 Ⅳ を G の正親部分群とする。  

1）lNL を偶数とする。位数2の元tを含む G の Sylow 2→群を Q とすると  

QnN は N の Sylow 2一群だから（1〉でない。一方 QC＞QnN より  

定理1．3（1）から QnⅣn Z（Q）≠11〉。したがって  

CG（t）D＞NnCG（t）⊃NnZ（Q）≠（llo  

仮定（1）より t∈ⅣだからG＝くtG〉＝Ⅳを得る。  

2）＝Nlを奇数とする。また Ⅳ≠111とする。このとき条件（1）より  

Cc（t）nN＝ill、よってBurnsideの補題によりNの各元Ⅹについて  

txt－1＝Ⅹ－1（≠Ⅹ）  

が成り立ち、特にNは可換群となるoよってG／Cc（N）をAut（N）の中に  

埋め込むと、tは －1に対応している。－1は Aut（Ⅳ）の中心に含まれるから  

GD・くt，CG（N）〉 となる81くt・CG（N）〉lは偶数だから1）によりG  

と一致する8一方CG（N）≠GよりICG（N）lは偶数でなく4がIGIの約数  

であることに矛盾する。［］  
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最後に、Ⅲ）型の散在群について M（22）と M‘（23）は補題2．3を使って単純性  

が証明される。M（24）′ は別で、M（24）′ がM（24）の唯一の真の正規部分群で’あるこ  

とから証明される（M（24）′ は M（23）の原始的可移拡大だから、補選2．2が適用さ  

れるが、この場合はSylowの定理だけでは単純性は証明されない）。Ⅳ）型の群について  

は第4葺で単純性が証明される。   

第2葺のしめくくりとして26個の散在群の位数を衰にしておく。  

散在群   位数   

Mll   24・32・5・11   

MIZ   
26・33・5・11   

M22   27・32・5・7・11   

M23   27・32・5・7・11・23   

M24   210・33・5・7・11・23   

Jl   23・3・5・7・11・19   

J2   27・33・52・7   

J3   27・35・5・17・19   

J4   221・33・5・7・113・23・29・31・37・43   

HS   29・32・53・7・11   

S   213・37・52・7・11・13   

MC   27・36・53・7・11   

Ru   214・33・53・7・13・29   

He   210・33・52・73・17   

Ly   28」37・56・7・11・31・37・67   

ON   29・34・5，・73・11・19・31   

。1   221・39・54・72・1ト13・23   

。2   218・36・53・7・11・23   

・3   210・37・53・7・1▲1・23   

M（22）   217・39・52・7・11・13   

M（23）   立18・313・52・7・11．13．17．23   

M（24）   221・316・52・73・11・13・17・23・29   

F2   241・313・5■6」72・11・13・1ト19・23・3ト47   

F3   曳15・310・占3・72・13．19．31   

F5   214・36・56・7・11・19   

Fl   246・320・59・76・112・133・17・19・23・29・31・41・47・59・71   
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第3葺 散在群の構成 M24（Cohwayのカ・法）   

まず、SLz（23）＝（q∈M2（TF23）ldetq＝1〉 を考えるoこれは、Z3元体Fz3  

の上の2次の正方行列で行列式が1のもの全体である。この‘群の中心で割った両群、即ち  

L＝L2（23）＝SL2（23）′（±II  

をLとおく0計算する際にはSL2（23）の中でα と一打 を同一視して考えれ  

ばよい8SL2（23）は、   

〔：；〕〔；〕＝〔；；〕Ⅹ，y・Ⅹ，・y・∈『23  
により、2次元の『23上のベクトル垂間に作用する。この作用iま可移ではなく、ま  

た0を除いて考えても2重可移ではないので、それよりは射影直線 Q 上に作用させる  

方がよい。ここで射影直線というのは、2次元のベクトル垂間上の1次元部分空間全体の  

ことである。つまり、  

〔；〕≠0に対して， 〔；〕と〔；；〕（a子0）  

を同一視することによって得られる同値類の集合が射影直線n である。いま、   

〔三〕，〔；〕Ⅹ∈肘z3  
で代表される元をそれぞれ ∞，Ⅹ と表すことにすれば、  

n＝i∞，0，1，・・・，Z2）  

であり、このZ4個の点上に L が作用する。   

ここで実際に L の作用する様子を見てみる。  

〔；三代〕＝〔；〕より00トー⊥＞  

…  （c＝0）   

a／c・（c≠0）  

∞  （c x＋d＝0）  

ax＋b cx＝ （cx＋d≠0）  
〔：：〕〔；〕＝〔：…二：〕よりⅩ→  

となる。従って射影直線上の点の L による作用は、  

a x＋b  
Ⅹ  ト→  c x＋d  

と一次分数変換の形で書ける。（ここで、分母が0のときは の，また Ⅹ＝仰 のと  

きは ≡‡dク…＝言  
と約束するq）  
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金題」旦」二＿ L は Q の上に2重可移に作用する。  
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d
 
 

a
 
C
 
 

〔
 
 

剋
 
 

で代表される元にうつす。射影直線  は ∝㌧ 0を  

上の相異なる2点は一次独立なべクトル2つで表現されるからLは2重可移である。□  

注意  これは別にベクトル空間が2次元でなくとも一般に、  

SL（『）＝†q∈Mn（Fq）Fdetq＝11 nq  

を n－1次元の射影空間に作用させると2垂可移になる。  

あとの計算に便利なようにLの中に3つの特別な元を定める。  

α：00トうく沿，ⅩトウⅩ＋1，  α÷⇒  

β‥〔喜ニ〕  

γ‥し：三〕  

β：00ト｝00，Ⅹトう2Ⅹ，  

γ：∞‥0，Ⅹ→－1／Ⅹ（Ⅹ≠0，00）。  

γαγ‾1＝し＝：〕  
ということから L＝くα，β，γ〉 とわかる。   

次に Q を Q と N とに分解する。  

Q＝平方元の全体＝10，1，2，3，4，6，8，9，12，13，16，18〉，  

N＝Q－Q＝loo，5，7，10，11，14，15，17，19，20，21，22〉，   

Q’＝Q－＝〕〉，N’＝N－（00〉。  

『23 
では2＝52であるので、βQ＝Q8βの位数は11だから次の事が成り立つ。  

命題3．2 くβ〉 は Q，，N，上可移に作用する。  

n上の置換∂ 

∂Ⅹ）＝ 

（  

Ⅹ3／9  （Ⅹ∈Q）  

9Ⅹ 
3  

（Ⅹ∈N）  

で定義する。すなわち、  

∂＝（00）（3）（1 18 4  2  6）（5  21 20 10 7）  
（0）（15）（2Z 14 17 1119）（9′ 128 16 13）。  

上の記号において上段の元a の下は－a－1である。   

M＝くα，β・γ，∂〉 とおく。以下MがM24と同形になることを示すD  
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命頴3．3 M は 口 上5重可移になる。  
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となり、α2∂ は（1373）型の元である。   

まずM は命題3．1より2重可移である。そこで2点の安定化群を考えるとそれは  
33 （12112）型と（17）型の元をもつので残りの22点の上に可移になる0よってM  

は3重可移である。   

44 3点の安定化群は，（1373）型およぴ（15）型の元を含むので前と同様に  

4重可移になる。   

さて、あとは5重可移性であるが、ここで計算により  

α2γ∂＝（∞  
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となるから（αZγ∂）3は  型である。よって4点集合の安定化群は  

（46）型およぴ（1454）型の元を含むから他の20点上に可移，すなわちMは  

5点集合上に可移に作用している。   

5点集合を1つ決めると，その上に 5 cycle となるものがある。ここで  

α∂＝（00）（21）（3 4）（11 ZO）（0 1 19）（2  7  6）  

（52215161418）（8171291310）  
と計算できるので（α∂）3は（1828）型である。すなわち与えられた5点集合上に  

互換の形で働く元がある8よってMは与えられた5点集合上にE5をひきおこすq  

したがって M は5重可移である。口   

ここで Q の部分集合をその特性関数で表し、それを2元体上の24次元ベクトル空間  

Ⅴ の元とみることによりQ の部分集合を Ⅴ の元と同一視する。次に  

N00＝n，No＝N，Ni＝1n－iln∈N，〉∪（呵  

とおき、（N叩，No・Ⅳ1・…，Ⅳ22〉 が生成するⅤの部分空間をeと表す。  

Ⅴ から e への写像 甲 を  

甲（S）喜Ⅳi（S⊂Q）  
s  

で定義する。   

このとき甲（〈iI）＝Ni（i∈Q）だからe＝Im甲であるロ  

温急 ここで、αN・＝Ⅳi－1・ αⅣ…＝Ⅳ00，βⅣi＝N2i・βN∞＝N…であるか  

ら α も β も e を不変にしている。  
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S，T を Q の部分集合とすると、Ⅴ の元七して S＋T＝S′UT－．S nT、  

2Ⅳi＝0であるから 甲（S＋T）＝甲（S）＋甲（T）となる0よって甲は  

Ⅴ から e の上への準同形である。  

命誕3．4 dime＝12，e＝kery で（N∞，N．（i∈．Q，り はeの基になる。 1   

証亜 dime＝、k とする∴と、di－m ker9〕＝24－k である。   

まず e⊂kery を証明する。すなわち、  

y（Ⅳi）＝0 （i∈Q）  

を示せばよい0】甲（N…）喜QⅣiの右辺において∞は24回現れる0また0・一1・  

2，…，22 はそれぞれ12回現れる。よって  

甲（N∞）＝0。  

甲（｛i｝）＝Ni，甲（αS）．＝α「1甲（S）だからy（Ⅳi）（i∈Q－｛00りのかわ  

りに甲（No）を計算すればよい0  

甲（No）∃≡ⅣⅣiの右辺において∞・0は12回現れるoN’において1はN’  

の元の差として5通りに表されるDつまり1∈Ⅳiとなるi∈Ⅳは6通りある。  

y（Ⅳ0）はβ不変だからすべての0でない平方元は6回現れる。また、非平方元も  

6回現れる。よって、  

y（No）＝0 0  

ゆえに e⊂keT甲 である。これより、k＝dime≦dim kery＝24－k。従って  

k≦12 となる。   

あとはくⅣ00，Ⅳi（i∈Q’）〉の中に12個の一次独立な元が存在することを確かめれ  

ばよい。実際、最後に並ぶ0の数が添数と共に増えていくようなベクトルの列、例えば  

Bo＝N…， 

が構成できる0 

注孟 e の次元が1Z以上であることは、次のようにしてもわかる。 

Dl＝y（（∞・4，8，91）とおくと、  

Ⅳ4＝（∞，1，3，6・7，10・11，13，’15，16，17；18‡  

Ⅳ8＝〈∞，2，3，6，7・9，11，12，13，14，20，22〉  

Ⅳ9＝（∞，1，2，5，一6，8，10，11・1Z，、13，19，211  

よりDl＝（0・1，2・3，4，7，10，12〉を得るD Di＋1＝α1（Dl）とおけ  

ば・D・∈eであり、やはり最後に並ぷ0の数を考えて（N∞・Dl，D2・・・・・Dll） 1  

は一次独立である。  
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金額3十5＋］M は e を不変にする。  

証亜 まず、γ2＝∂5＝1，γ∂＝∂γよりM＝くα，β，γ∂〉である。  

α，β は e を不変にしており、  

γ∂（Ⅳ∞）＝Ⅳ∞  

であるから、あとは γ∂（Ⅳ．）∈e（i∈Q，）を示せばよい。 1  

命題3・2よりⅣi＝βJ（Ⅳ1）だからγ∂（Ⅳi）＝γ∂βJ（Ⅳ1）であり、  

ここで∂β∂ －1＝β3であるから、  

なぜならば  

∂ β：Ⅹト◆2Ⅹトナ  
（2Ⅹ）3／9  

9（2Ⅹ） 
3  

3 
β∂‥Ⅹ→ 

（霊 り（霊宝霊霊  
γ∂β∂－1γ－1＝β一3＝β8。よってγ∂βJ（Ⅳ1）＝β8j（γ∂（Nl））となるロ  

結局、γ∂（Ⅳ1）∈eを示せばよいo S＝†00・6・8・13・16・柑1とすると、  

γ∂（Ⅳ1）＝甲（S）∈eである（各自チェックされたい）bロ  

さて、en＝1Ⅹ∈ellxl＝nI・9＝e8とおくD  

定義3．6 P を Ⅴ 点からなる集合、B を P の k 点集合全体の部分集合  

とする。D＝（P，B）が t－（Ⅴ，k，九）デザインであるとは、P の任意の t  

点に対して、それを含む B の元の数が 九 個になっているときをいう。  

定理3．7 霊）は 5－（24，8，1）デザインである。  

注意 九＝1のとき、即ち t：（v，k，1）デザインを Steiner systemという。  

特に 4－（11，5，1），5－（1Z，6，1），3－（22，6，1），4－（23，7，1），  

5－（24，8，1）デザインは一意的に定まることが知られていて、これらはWitt system  

と呼ばれる。これらの自己同形群lま頗にMlいM12・M22，M23，M24であるロ  

（詳しくは大山豪「有限置換群」、永尾汎「群とデザイン」を参照のこと。） 

この定理を証明するために補題をいくつか用意する。  
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補訝3．8 S，T∈e ならば、S nT はこ偶数個の元を含む。   

証明 S，T∈Ⅴ に対し内積を考えると、  

】S nTl＝（S，T）（mod 2）  

＝∵  
（共通部分の数が偶数個）  

であるから、S，T∈e ならば（S，T）＝0 となることを示せばよい。つまり  

（Ⅳi・Ⅳj）＝0を示せばよいのであるが、eの内掛まα，βで不変だから  

i≠00ならαを使って0に戻せば、（Ni∴Ⅳj）＝（Ⅳ0・Ⅳj－i）となる0特に  
j 

できる0従って（No・Ⅳ1），（Ⅳ0・N－1）・（Ⅳ00，Ⅳi）が0になることをいえばよい。  

（Ⅳ∞，Ⅳ．）＝0 は明らかである。他は実際に計算すればよい。□          1  

祖題且＿＿9＿ S∈e ならばISlは4で割り切れる。   

証岨 e’＝lS∈ellSl≡0（mod4）l（⊂e）とおくと、e，はⅤ の部分空間  

になる。なぜならば、JS＋Tl＝lSI＋［Tl－2fSnT［で、1Sl，［Tlは4  

で割り切れ、補題3．8より 21SnTlも4で割り切れるのでIS＋Tlも4で割り  

切れるからである。   

また、明らかにeの生成元はⅣ00・Ⅳi∈e，であるから、e，＝eとな  

る。よって補題は証明された。口  

雄湛3．10 S∈e ならばIS卜≠4。   

証亜ISI＝4 と仮定する。S＝1a，b，C，dlとすればM は e を不変  

にし、Mは5重可移（4重可移でよい）セあるからMの元で S を  

S’＝（a，b，C，e（≠d）l∈C にうつすものが存在する。S＋S，∈e である  

が、IS＋S，l＝2 であり、これは補題3．9に反する。口  

定理3・7の証阻 5点集合U＝1a0・よ1・a2，a3・a41を考えるo Mは5重可  

移であるから、け仁‖＝ai（i＝0・…・4）となるような α∈Mが存在するD  

ここでDl＝tO・1・2・3，4・7・10，121をとれば、け（Dl）は一Uを含  

む8点集合である。   

B，B，∈f）がともに U を含むとする。すると rB＋B．Jl≦6 である。ところ  

が B＋B，∈e だから、補題3．9，3．10より B＝B，となる。よって9は  

5－（24，8，1）デザインである。口  
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前に注意した通り、5一（24，8，1）デザイン 9 は一意的に定まるデザインで、  

Aut（9）＝M24  

である0従ってM⊂M24であるが、以下これが一致することを示す。   

Mは5重可移であり、5点の安定化群の中に（1828）型の元（位数2の元）が  

存在し、（α∂）2は（1636）型であるから、5点の安定化群の位数は最低でも6な  

ので、IMl≧24・23・22・21・20・6 である。   

またIM24l＝24・23・22・21・20・48だからIM24：Ml≦8であるロところがM24  

の中には指数8以下の部分群は含まれていない。実際、指数8以下の部分群が存在すれ  

ば、M24が単純であることより、Mz4から高々8次の対称群の申への同形が存在し  

てしまうが、これはIMz41＞lE81であることに矛眉する。したがって、M＝M24  

でなければならない。  

注意 C は Golay codeである。I・IaIl）n）ing distance  

d（Ⅹ・y）＝＃txi≠yjlx＝（Ⅹ1，・・・・Ⅹn）・y＝（yl，・・・・yn‖  

を考えれば C の minimun distance は8である。よって3個の誤りが訂正できる符号  

である。  
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第4葦 Co nway群   

Q，e，9（＝e8）は前章の通りとする。  

R24を24次元ユークリッド空間とし、（，）をその標準内乱 ｛Ⅴ…，Vo・Vl，  

＝・ ，V22）を一つの正規直交系とする0ここで各viの添数iはQの元と  

みる。Qの部分集合Dに対し、、R24の元VDを  

VD＝d≡DVd  

で定め、室数環 Z 上の二つの1attice を次で定義する。  

A＝く2vD ＝⊃∈幻〉z・  

A＝くA，Ⅴ良一4v…〉2：0  

このAをLeechlatticeと呼ぶD Aの部分集合Am（m≧0）を  

Am＝ix∈Al（Ⅹ，Ⅹ）＝16m〉  

で定義する。   

さて 幻 は 5－（24，8，1）デザインであったから、そのブロックの数は  

24C5／8C5＝759  

である。またIel＝212’であるから、与えられた長さをもつeの元の個数は次の  
ようになる。  

元の長さ   0  8  12  16  24   

元の個数   1  759  2576  759   1   

補題4．1 9 は e を生成する。   

証凰 Dl＝†0・1，2，3，4・7・10・12〉∈9であったから、  

αn（Dl）∈9（n＝0・1・…，10）  

であり、これらは一次独立である。これに 9 の元  

B＝N…＋D2＋D3＋D4＋D5＋D7＋DlO＋Dll  

＝iく沿，0，2，4，5，6，10，11I  

を加えて e の基が得られる。口  
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金題4 J Q の中に4点集合 T を任意にとる。このときノ六つの4点集合 

To＝T，Tl・…・T5が存在して次を満たしている。  

臼＝ToUTlU‥・UT5，  

TmUTn∈f）（m≠Il），TmnTn＝¢（m≠n）ロ  

この分割は T により一意的に定まる。これを T の定める6×4分割という。   

証明 T に含まれない元 Ⅹ を定めると、TU（Ⅹ1を含むブロックが一意的に定ま  

る0従ってE2の分割T・Tl・・・・・T5が存在して、TUT（n＝1・・＝・5） n  

が丁度 T を含むブロックになる。このとき m≠n ならば  

T U T ＝（T U T）＋（T U T） mrlmn  

は 9 の元である。lコ  

補選4J x＝∑ Ⅹ・Ⅴ・（Ⅹi∈R）に対して、ⅩがAの元であること         i∈nll  
と、Ⅹ が次の3条件を満たすこととは同値である。   

（1）どのⅩiも室数で、しかも偶数である。   

位）i≡。Ⅹi は16の倍数である0   

（3）S（Ⅹ）＝（i∈Q】Ⅹi≠0（mod4）1とおくと、これは9の元   

証盟 Aoを上の3条件を満たすAの元全体とするD X∈Aならば、すべての  

i∈Qに対してⅩi…0（mod2）であるから、Aoの元Ⅹ・y に対し  

S（Ⅹ＋y）＝S（Ⅹ）＋S（y）∈e  

が成り立つ0従ってAoはAの部分群であるロところがAの生成元はAo  

に含まれるからA＝Aoとなり、Aの元は上の3条件を満たす。   

逆の証明のために、次の三つのことを示すロ臥vD（D⊂Q）を〔D〕とも書くこ  

とにする（〔i）なども同様）。  

（4・4）Qの4点集合Tをとれば4Ⅴ・r∈Aである0   

証凰 Tの定める6×4分割をT＝To・Tl・・・・・T5とすると、  

4・〔T〕＝2・（TUTl）＋2・（TUT2）－2・（TlUT2）  

は △ の元である。□  

（4・5）i・j∈Q、i≠jならば4vi－4vj∈Aである8  

証盟 二つの4点集合 T＝（ i，a，b，Cl，U＝〈j，a，b，Clをとれば、  

（4．4）より 4・〔i）－4・（j）＝4・〔T）一4・〔U）∈A となる。口  
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（4・6）i∈nならば16vi∈Aである。   

証唄 1を含まない4点集合 T をとれば（4・5）より  

（4・（i）－4・〔jり ∈A   
Tl  

の元であるから命題が成り立つ。□  

16・（i）－4・（T）  ∑
∈
 
 

．
J
 
 

ニ
 
 

で、また（4．4）よリ 4・（T〕も  ∧
】
 
 

補静4・3の詳の証明Ⅹ＝喜㌔iViが三条件を満たしているとする。  
i  

S（Ⅹ）∈eで、e＝く9〉だから、S（Ⅹ）＝∑D・（（Dj＝ニ9）と表せるo                                          J  

そこで  

y＝Ⅹ＋∑2・（D・〕   
J  

とおくと、yのviに関する係数yiはすべて4で割り切れる0また  

喜i≡0血od16）である0従って（4・5）・（4・6）より  
ir SZZ 

y＝≡i（vi‾Ⅴ叩）＋（≡i）Ⅴ∽∈A  
i i  

となり、Ⅹ∈A を得る。□  

Leechlattice A についても同様のことが成り立っ。  

宝弘一－プ Ⅹ＝≡iVi（Ⅹi∈R）に対して、ⅩがAの元であること  
i  

と、Ⅹ が次の3条件を満たすこととは同値である。  

（1）Ⅹi（i∈n）はすべて偶数、またはすべて奇数である0  

巴）至廷数nに対してS（Ⅹ・n）＝†i∈nlxi＝n（mod4）Iと  

おくと、これは e の元である。  

（却 ∑ Ⅹ・≡4m（mod8）である0ここでmはⅩiが偶数のとき       ∈l  
iQ  

O、Ⅹiが奇数のとき1である0   

証明 補題4．3と同様に、上の3条件を満たす A の元全体は A の部分群をな  

し、A の生成元が3条件を満たすから、A の元も3条件を満たす。   

逆に Ⅹ：が3条件を満たすとする卜整数 nに対して y＝Ⅹ＋n（vn＋－－4v∞）  

おき、yiをviに関する係数、整数k を∑ Ⅹ・＝4m＋8kで定めると ∈l  
in  

≡i＝4m＋8k＋20n＝4（m＋2k＋n）＋16n，  
i  

yi三m＋n（mod2）  

である。そこで n を m＋n≡0（mod2），m＋2k＋n≡0（mod4）となるように  

とればi≡i三0（mod16）・yilま偶数（i∈Q）となるD更に各i∈Qにつ  
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いてyi≠0（mod4）と Ⅹi≠－n（mod4）とは同値だからyiが4で割り切れ  

ない添数iの集合は e の元である（条件∞）。従って補遺4．3より y∈A  

を得るから、Ⅹ∈ くA，Ⅴ立－4v00〉＝A である。lコ  

Aの元を基底†vi〉に関する係数で分類してみよう8まず、次を示す。  

（4．8）Ⅹ∈A ならば（Ⅹ，Ⅹ）は16の倍数である。   

正規 S，T∈9 に対し  

（2vs・2vT）＝4・lSnT巨≡0（mod8）・  

8・2＝16  （∞¢S），  

－3・2＋7・2＝8 （の∈S），  
（2vs・Vn－4v00）＝  

（Ⅴ見－4v∞，Ⅴ瓜－4v∞）＝（－3）2＋23・1＝32  

である。従って、Ⅹ，y∈A ならば（Ⅹ，y）は8の倍数である。故に（Ⅹ，Ⅹ）が16  

の倍数となるような Ⅹ∈A の全体は A の部分群を作る。ところが A の生成元  

z について くz，Z）＝32だから、この部分群は A に一致する。lコ  

注孟 これより Am＝‡Ⅹ∈Al（Ⅹ・Ⅹ）＝16mIという定義には意味がある0   

AlUA2の元の型とその個数をすべて求めよう。いまAlUA2の元  

Ⅹ＝i≡㌔iVi（Ⅹi∈R）が与えられたとするq  

（1）Ⅹiがすべて奇数の場合  

24≦i≡㌔i2よりi喜㌔i2＝32である。従って或るk∈Qが存凱て  
Ⅹ＝（±vi）±（－3）vk （－3・123）型  
ifk 

である。ここで －3…1（mod4）に注意すると、前定理より上式の‘±，において‘－∫  

をとる添数iの集合はeの元である。よってこの型の元は24・212個ある。  

但）Ⅹiがすべて偶数の場合   

D＝†i∈Qlxi≠0（mod4）1とおく。定理よりこれはeの元である0   

まずD≠¢ のときを考えるo LD］≧8、lxiT≧2（i∈D）より D∈f）、  

∑ Ⅹ・2＝32を得る。従って i∈Ql  
x＝喜±2vi 
iD 

（28）型  

である。ここで‘－， がk個あるとすると、前定理4．7（3）を用いて  

0≡ ∑ Ⅹ．＝2・（8－k）一2k（mod8）        ∈1  
i8  
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となる。故にkは偶数で、この型の元は759・27個ある。  

次にD＝¢の七きを考えるロ喜i≡0（mod8）より  
iE SZZ 

Ⅹ＝±4vi±4vj（i≠j） （4Z）型  

であり、‘ノは自由にとれるからこの型の元は24C2・22個ある0   

特にAlは空集合であるo A3・A4についても同様に元の型とその元数を求めるこ  

とができる（‾F表において各項目は、元の型、元数、備考の頗である）。  

A2（元数：24・33・5・7・13＝196・560）  

（42）   24C2・22  

（28）   759・27   ‘－’は偶数個   

（－3，123）   24・212   ‘－’はeの元の上   

h3 （元数：212・32・5・7・13＝16・773，1ZO）  

（4，28）   2・16・759・27   －2は奇数個   

（212）   25符・211   －2は偶数個   

（5，123）   24・212  

卜33・，121）   z4C3・212  

A4（元数：24・37・53・7・13＝48X8・292・375）  

（8）   2・24  

（6，27）   759・8・27   非零係数は夏）の元の上、  

‘－一一は奇数個   

（44）   24C4・24  

（42，28）   22・16C2・759・27  ±2は9の元の上、－2は偶数個   

（4，212）   2576・211・12・2  ±2はe12の元の上、－2は奇数個   

（216）   759・215   ±2はe16の元の上－2は偶数個   

（5，一32，121）   24・23Cz・2 
12   

‘一’はeの元の上   

（－35，119）   24C5・・212   ‘－’はeの元の上   
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定羞 24次の直交群の部分群 Aut（A）を・0 と書く。  

補選4月・0の元を正規直交系（vi11∈Q）を用いて行列表示すれば、各成  

分は有理数でその分母は8の約数とできる。   

証盟J∈・0 とする0各i∈Q について8vi∈Aであるから、  

8J（vi）は（vj）の整係数一次結合である。ロ  

ここでいくつかの記号を導入するロT⊂n に対し符号変換｛Tを  

・■∴‥＿  

（i¢T）  

（i∈T）  
とT：Ⅴ・ ト⇒  

で定め、E＝（ETIT∈e）とおく0 ∈s・fT＝fs十TよりEは直交群の部分群  

である。またM24の元冗iまR24の座標変換（viト｝Ⅴ冗（i） ）を引き起こ  

す0これも 冗 と書く0冗・p∈Mz4ならば  

（∈s7C）・（tTp）＝∈s十冗（T）・冗＝β  

が成り立つからMz4はE を正規化するロそこでⅣ＝E・M24とおくとこれ  

は半直積で、・0 の部分群であることがわかる。   

以下、Ⅳ≠・0 となることを示す。  

注羞＿ Ⅳの元は（vi）を用いると単項行列として表示される0  

補題4」0 九∈・0が或るi・j∈Qについて九（Ⅴ・）＝±vjとなってい 1  

れば、九∈N である。   

証亜．入 の行列表示は、直交変換であることも考えあわせると  

0
 
 

．
1
 

0
‥
■
0
0
…
0
 
 

0
 
 

＊
 
 

0
 
 
 

0
 
 

＊
 
 

＊
 
 

の形であるo k∈Q・k≠1に対し、4入（vi十vk）∈A2は上の行列の第i列と第  

k列の和の4倍になっている0ところがA2の元は（－3・123）・（28）・（42）型の  

いずれかだから、これlま（42）型である。したがってんは単項行列で、  

入＝fT・冗 （冗はQの置換，TはQノの部分集合）  
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と表せる。冗∈M24・T∈eがいえれば補選が示されるD  

D∈幻に対し、九（2vD）＝2fT（v7C（D） ）∈Aは（28）型であるDよって  

冗（D）∈9となり、冗∈Aut（幻）＝M24を得る0また、  

九（vn－4v00）＝fT（vn－4v 
冗（∞） 
）∈A2  

は卜3，123）型で、‘ノ はTの上でおこる。よってT∈eである。□  

定理4．11。0≠Ⅳ である。   

正数 E2の4点集合Tを任意にとり、Tの定める6×4分割をT＝To・Tl，  

・・・，T5とするD4次の正方行列Pを  

「
 
 
 
 
 
ノ
 
 

⊥
 
⊥
 
⊥
 
⊥
 
 

一
 
一
 
一
 
 
 

⊥
⊥
 
l
 
⊥
 
 

一
一
 
 

一
 
 
 

⊥
 
l
 
l
 
⊥
 
 

一
 
 

一
 
一
 
 
 

⊥
 
⊥
 
⊥
 
⊥
 
 

一
 
一
 
一
 
 

卜
 
 
 

⊥
官
 
 

で定めるロまたQの元をTo・Tl・…・T5の頗に適当に並べ、それに対応するよ  

うにvi（i∈Q）も並べる。そしてR24の一次変換βをこの基底に関して  

次で定める。  

TFj To  
P  

P  O  

P  

P   

O  P   

即ち、8 は対角ブロックだけが P の行列である。8 は単項行列でないから N  

の元ではないが、。0 の元に近いことが以下でわかる。   

D∈9に対し β（2vD）を調べるo S・S′ ∈9ならばISnS′lは  

0・2・4・Bのどれかだから、Dの元の｛Ti｝へ分配されるしかたは（42）・  

（24），（3，15）型のいずれかである。一方、  

（2，2，2，2）P＝（－2，－2，－2，－2）  

（2，2，0，0）P＝（0，0，－2，－2）  

（2，2，2，0）P＝（－1，－1，－1，－3）  

（2，0，0，0）P＝（1，一1，－1，－1）  

であるから、分配の型と β（2vD）の型の関係は次のようになる8  
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∂（2vD）の型  分配の型   

（－2，一2・－2・－2）2（0，0・0，0）4∈A2  

（0・0・－2，－2）4（0，0・0・0）Z∈A2  
5 

（－1・－1・－1，－3）（1，－1・－1・－1）年A2  

（3，15）型の場合、符号のついた添数の集合はeの元ではない。しかし 8  

の定義において、いずれかのP を一つだけ－Pに替えると β（2vD）∈A2  

となるd例えば、もとの β に対する β（2vD）は  

ー1－1－1－311－1－1－11  11－1－1－1  
の形（ここで・は D の元を添数にもつことを意味する）で、先頭の P を →P に  

替えると  

111－（－3）11－1－1－11  】1－1－1－1  
となり、これはA2にはいるロまた、  

8（Ⅴ皿・一4v∞）＝（－3111）（－1－1－1－1） 5  

であるが、これも 8 に上の変形を施せばやはり A2にはいるロ従ってこの変形さ  

れた β は・0 の元であるが、Ⅳ の元ではない。口  

注意 定理における変形された ∂ に対し、実は・0＝くβ，N〉 であることが証  

明できる。   

ところで、定理の P に対し（4，0，0，0）P＝（2，一2，－2，－2）である。  

従ってA2の（4Z）型の元は・0の元によって（28）型に移すことができるロ  

（28）型の元は（－3，123）型に移せたが、（－3，123）型の負号はeの元の  

添数上にのっているので、Eの元で負号を全てはずすことができ、さらにM24の  

元で －3 を最初にもってくることができる。  

（42）→（28）→（－3，123）→（－3，1，…，1）。  

よって・0はA2上可移に作用しているロ   

また、A3・A4上にも可移に作用していることが、同様に示される。（A2の  

（－3，123）型の役割を、A3では（5・123）型が担うロA4では（216）型が  

Ⅳ で可移でなく、少し複雑になる。）  
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さて8v∞∈A4だからいOl＝Ⅲ4卜18v…の安定化群lである。ところが  

補遺4．10より 8v∞ の・0 における安定化群は N における安定化群に一致  

し、また N は（8）型の元の上に可移に作用している。（8）型の元は48個で、また  

E＝eだから■N■＝212・－M24－であるD従って  

い0■＝（■A4レ朋）・212・■M24■＝222・39・54・72・11・13・23  

を得る。  

定義 三つの群・1，・2，。3 を  

・1＝・0／〈±1l  

。2＝A2の元の。0における安定化群  

・3＝A3の元の。0における安定化群  

で定める。   

これらの位数は いOlより計算できる。以下、これらが単純群であることを示す。   

第3章でM24の元α・β が次のように定義されていた0  

α（Ⅹ）＝Ⅹ＋1，β（Ⅹ）＝2Ⅹ （Ⅹ∈Q－（∞）），  

α（00）＝β（00）＝く沿 。  

そこで G＝・0，A＝くα〉 とおく。IAl＝23で、A は G の Sylow23一部  

分群である。  

補邁4」2 CG（α）＝く－1〉×Aである。   

証明 巡回置換として α＝（の）（01… 22）だから、α∈G とみたときの行列  

表示の固有値は1の23乗根で、1の重複度は2、その他の根の重複度は1である。そこで  

u＝Ⅴ…・ W＝vo＋ vl＋・・・＋v22  

とおけば、くu，W〉は α，の固定点全体の作る部分空間になる。   

さて、CG（α）はくu・W〉に作用しているo T∈CG（α）に対して、  

T（u）＝a u＋b w，   a，b∈iR  

とおけば、（au＋bw，au＋bw）＝（u，u）＝1だから a2＋23b2＝1  

である由一方、補選4・9より8a，8bは整数だから64a2＋23・64b2＝64  

の各項は負でない整数である。よって a＝±1，b＝0 であり、補題4．10より  

で∈Ⅳ がわかる。従って、  

CG（α）＝CN（α）＝CE（α）・CM24（α）＝く－1〉×A  
を得る。口  
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さて、NG（A）／CG（A）≦Aut（A）だがAut（A）は位数22の巡回群である0  

補題4・1ZよりICG（A）l＝2・23だからlⅣG（A）Iは11・2・23か22・2・23の  

いずれかである0ところがSylowの定理よりIG：NG（A）匡1（mod23）であるから  

IGlと比較してING（A）l＝2・11・23を得る0更に β∈NG（A）であるから  

ⅣG（A）＝く－1〉×くα，β〉  

である0またZ（G）⊆CG（A）より Z（G）＝1±11もわかるo  

定則 G＝・0 の正規部分群 H がく一1〉を含めば、H＝く一1〉または  

H＝G である。   

証娼 まずIHl…0（mod23）と仮定する。P を H の Sylow23一部分群とすると  

P は A と共役だがH は正規だから A⊆H である。第1葺Ffattini論法よ  

りG＝ⅣG（A）・Hであるpところが くα・β〉⊂M23で、M23は単純だから  

くA帖〉＝M23であるqよって  

Ⅳc（A）＝く－1〉×くα，β〉⊂〈－1〉×M23⊂く－1・AG〉⊂＝  

となり、故に G＝H である。   

次にIH巨≠0（modZ3）と仮定する。まず H が2一群であることを示す。  

1Hlを割る素数 p に対し、H の Sylow p一部分群 P をとる。前と同様に  

G＝ⅣG（P）・Hだから 用G（P）lはZ3で割り切れる0 γ をⅣG（P）の位数Z3の  

元とすると、γ はAの元と共役だからCG（γ）＝く－1〉×くγ〉 となる0  

従ってもし p≠2 ならば γ は P 上1以外に固定点をもたず、  

IPl…1（mod23）となるはずである。しかし G の位数から、これは不可能である。   

以上よりHは2一群で、CH（γ）＝く－1〉である0よってIHl…2（mod23）で  

IHl≦2Z2だからIHl＝2またはIHI＝212である。そこでIHl＝212  

と仮定する。  

Gの位数13の元qをとり1CET（q）l＝2aとおくo a≧1、212三2a（mod13）  

であるから a＝12であるoところがこれは、CG（H）がGの正規部分群で、  

1CG（H‖…0（mod13）を意味するq上でみたようにG＝CG（H）でなければならな  

いが、α住CG（H）であるからこれは矛盾であるd故にH＝く－1〉 である0ロ   

以上の議論は・2，・3 の単純性の証明にも適用できる。このとき  

くα，β〉⊂M23⊂・2・・3であること、及び－1¢・2，・3 に注意する0  

証明の手順は以下の通りである。  
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（1）。2 の場合   

旧I…0（mod23）のときは定理と同様に、α∈HとM23の単純性より  

・2＝H となる。  

IHl≠0（mod23）のときも同様に H は2一群となる。そこで H≠（11と仮定  

すると■H■＝211、CG（H）＝Hが導かれ、Hは基本可換群となる0しかしこれ  

lま  

G／H⊆Aut（H）＝SL（11，2）  

において、左辺の位数が5で割れるのに反し、右辺は謝れないという矛盾を引き起こす。  

提）。3 の場合  

IH巨≡0（mod23）のときは定理と同様である。  

IHI≠0（mod23）のときも定理と同様に、H の Sylow p一群 P に対し  

IPl≡1（mod23）となるはずだが、・3 の位敷からこれはありえない。  

【文献について】  

M24については前述のように  

永尾 汎  群とデザイン  岩波書店  

大山 姦  有限置換群  裳華房  

を参照されたい。第3章は  

Conway，）．H． Thteelectures on exceptionalgroups．  

”Finite Simple Groups” Academic Press 1971  

による。第2葦以下については  

鈴木 通夫  有限単純群  紀伊国屋書店  

も参府。  
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