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第17回偏微分方程式論
札幌シンポジウム

下記の要領でシンポジウムを行ないますので、ご案内申し上げます。

代表者久保田幸次

記

1 .日時 19 9 2年 8月6呂〈木)- 8月8臼(土)

2.場所 北海道大学理学部数学教室 4-508室

3 .講演

8月6日(木〉

9 30-10 30 望月 清(信州大理〉

波動方程式に対する非線形散乱概観

11 00-12 00 池部晃生(京大理)

von Neumann's uniqueness theorem for CCR 

13 30-14 00 * 

14 00-14 30 柳沢 車(奈良女子大理)

Maximal nonnegative boundary value problems fo主

symmetric hyperbolic systems 

15 00-15 30 松井伸也〈北海道情報大〉

Example of zero viscosity limit for two dimensional 

Navier幽Stokes現owwith boundary 

1 5 3 0 --1 6 30*  
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8月7日〈金)

9 30-10 30 杉村邦彦〈名大理〈院))

Existence of in韮nitelymany solutions for a perturbed 

elliptic equation with exponential growth 10 

1 1 00-12 00 小磯憲史〈阪大教養)

弾性曲線に関する偏微分方程式 15 

13 30-14 00 * 
14 00-14 30 渡辺二郎(電通大)

非線形富有{直問題の解の収束について

1 5 00-15 30 大沼正樹(北大理(院))

特異退化放物型方稼式の比較定理と曲面の発展方程式 19 

15 30-16 30 * 
8月8日〈土)

9 30-10 30 小池茂昭〈埼玉大盤〉

monotone systemの粘性解について 24 

1 1 00-12 00 高木 泉(東北大理〉

ある反応、一拡散方程式系の軸対称領域における点凝集解 28 

12 00-13 00 * 

* この時間は講演者を囲んで自由な質問の時間とする予定です。

連絡先 北海道大学理学部数学教室

Tel. 011-716-2111内線 2625(新山〉
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Maximal nonnegative boundary value problems for 

sym盟etrichyperbolic systems 

by 

Taku Yanagisawa 

Department of Mathematics， Nara Women's University 

Abstract. The problems discussed below concern mainly 

the existence and regularity of local solutions ln tlme 

of various initial boundary value problems for quasilinear 

symmetric hyperbolic systems. It 1s well known that， if the 

dissipative effects are neglected， many physical phenomena 

arising in (classical) mathematical physics are described 

by these problems. Further， most of basic boundary conditions 

for such physical systems that the Euler equations for com-

pressible fluids， the shal10w water equations， the eqUations 

for ideal magnetohydrodynamics， and so 00， a.re "maxlmal non回

ne産ativeU。 This fact is one of the reasons why we study 

maximal nonnegative boundary value problems for symmetric 

hyperbolic systems. 

Now we present our problems more preclsely. Let g be a 

bounded domain in Rn with smooth， compact boundary eo. 百e

cons1der the following initial boundary value problem. 

(1)1 

(1) 2 

AO{t ，x ，u〉8tu
n 
+ I AJ(t，x，U)9!u = 
j =1 OJ 

UEM(x) on [O..TlxSn， 

-6-
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(1)3 u(O，x) = UO(X) for xEQ. 

Here the unknown u=u(t，x) is a vector町 valuedfunction with m 
m _ ~ 0 

components and takes values in a convex open set &c:lR.m; AV and 

A
j
， j=l，・・・，n， are smoothly varying real mxm matrices defined 

on rO ， TJx琵X~ with values ln 1m; f Is a smooth function on 

[O，TJX箆x&with values in lR.m; 持(x) is a linear subspace of lR.m 

depending smoothly on xe8Q. We assume 

o Condition 1. AV<t，x，u) is real symmetrlc and posftive definite 
.'i:， 'UP Jh A j for (t ， x ， u)e[O ， T]xQx~. AJ(t，x，u)， j=l，・・・，n，are real symmetric 

for (t，x，u)E(O，Tlx古xt9.

We write 9L= 8/9t， S:= s/ex:~ j=!，..・，n • .... J Let v.(x) 湾

〈υ1'・・・，υn)be the outward unit normal to 9Q at x. Define the 
n 

houndary ma-trix as A..，(t，x，u)怠 kA!(t，x，u)υ4・ PutN(t，x) 雲
j冨 1 .. .. 

ker Aυ(t，x，u). Then we also assume 

Condition 2. M(x) is maximally nonnegative ln the sense that 

for (t，x)erO，TJxSQ and ueM(x)~G the followings hold. : 

i) <Aυ(t，x，u)v，v> ~ 0 for each vEM(x>， 

li) dim日(x) 需 thenumber OI nonnegative eigenvalues of 

Aυ(t，x.u) counting multiplicity. 

Conditio自 3.For (t，x)E[O，TJxSQ and UE阿(x)nt9， dim N(t，x，u) is 

constant on each component of SQ. 

Under these conditions世 wewill show the local in time 

existence and regularity theorem for (1)1圃 3・問。reover，we want 

to discuss the well岨 posednessof (1)1-3 and mention several 

related open problems. 

-7 



EXAMPLE OF ZERO VISCOSITY LIMIT FOR Two DIMENSIONAL 

NONSTATIONARY NAVIER-STOKES FLOWS WITH BOUNDARY 

北海道情報大学 松井{申告

Zero viscosity limitの例を Oロヤ ER2jl~1 < 1}において与える.

協7-uA包v十(包V，'¥7)包V十'¥7pV= fV， 

(NS) div uV 口 O in 0 x .(0， T)， 

包Vlao= 0，ピIt=o口悦Z，

高十(弘'¥7)在十 '¥7pココ f，

(EE) div苔=0 in 0 x (O，T)， 

苛・ね|θ0=0，石It=o=苛0，

ここで 一(:~)この (NS) ， (四)の解として次のようなタイプのものを考える

、，，
F

噌

ir--

事(-r)f -sin 0 ¥ =1..¥ (1ず(ρ)時)口弘zっ'-Ll cosO )，仲)z-17「
少V(7'，t)f -sinO¥ __VI_...¥ {1 (少v)2(ρ，t)イ(~，t)ーァlω )，〆(7'，t)ロ -L P 

ここで(7'，のは g の極座標表恭とし cp口事(けおよび cpV=少V(7'，t)はpつぎを満たすもの

とする.

(2) め)=11'仰)ゅ，
here w EC((O， 1]) with E = (J01 pw2(p)φ)1/2 <∞・更に

(3) 

世t= 7'(与)1'川<7'くゆくt<∞3

払11'=0= 0， 洲口1ロ ofor 0 < t <∞， 

ψIt=o 口少~(7') for 0 < 7' < 1. 

この(3 )の解ゆ(7'，t)に対して

(4) 〆(7'，t)=世(7'，vt)

-8-



と置く.ただし)O~ は

バ(け {-sin8¥
~(z) 口一一 i l， d(0)ロ(バ)'(0)口 0，

¥ cos8 I 

山叫位 with EV =刊V叶司2斗(φ11Pρ4匂ω必ω州‘ddぷω仰yd以ω似:沢ω加(ωωMρ付)
尚， ro“t 包5 口 ωv判，少~(い1')口 j広;ρωV(ωρ) dpとなる.

方程式 (3)の解の存在については

THEOREM 1 ([1]). Ip~ E 02十a([O，l])for 0 <α< 1. Then there exists an unique 

solutionゆE02，1( Q) of (3)， wmch satisfiesψ(O，t) = 0 for 0壬t<∞and

|伸ψ仰(い仏仰川1'，引，t

壬0(1μ|μωvIILμL2(伊0，1吋)，Tη)1ゐor (1'， t)ε[0，1] X [0， T]侃 C叩 t(1'， t) = (1，0)， 

where Q = {(1'， t)巴[0，1]X [0，∞) j (υ)チ(l，O)).

Theorem 1より次の容在定理を得る.

THEOREM 2. For the solution ψ血 Theorem1， we define uV and pV by ρ) and (4). 
Then (包V，pV)is an unique solution such that 

uV E 02，1(D) and pV E 03，1(D)， 

イ，tl.uV，V(rotイ EL2((0，∞)j L2(O))， 

t.IVィ1~ 0(11ωvIIL2(0，ゅT) for (z， t)巴{)OX [O，T]， 

here D = {O < Izl三1，0< t <∞}. 

Zero viscosity limitの例は次で与えられる.

THEOREM 3 (M. -11/島). Assume that 11吋一刻IL2(O)一→oand y3/411 rot吋11L2(O)→o
as y-→O. Then for any but fixed T > 0 we have 

でち11包V(t)一石IIL叩)→oas y→ O. 

参考文献

[1] Matsui， S. Example of zero viscosity limit for two dimensional nonstationary Navier-

Stokes畳owswit boundary. 
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Ex[stence of infinltely mαηy solutions for 0. pe.rt().rbed. 
elLiptic e~仏.o.:Uoれ w[th eχponεntia.L 8rowth 

名犬理(蹴) 杉村正予 3Z
淀川同泉寺会Dirichlet問題を老える.

(川!η) ~ 一イdμ=fJ(以χ，IA..刈此ω山〕汁千J抗仏仇ωχυ) tωn心 C附 N=叫2)上:有柄堺領叫
L 以之o 0仰η8..Qユ P

(93) 

ここで vデ6ffD)， BIS JKの条件をおたすtのとする.

(9/) 9ぞ(C.QXIR，沢). 

(82) 1ヨAo:>O s.t. 18(:x/s)l~ Aoe!P1∞プor(ス，nEflXIR，
{ ごごに，tJ!:/R→lR ) (t(r;)言明2→o C J~I →∞) . 

{う)2 ， ?3 ro ~ 0 S.t 
Oぐρ川0ω

2郡(工r.，由言幻):之=叫 8c代工x.，写わ) 子向or (はX，S幻)延z五ミX沢 . (~4) 

r
t
i
t
i
J『

1
1
1
1
¥

↑h.
M
 

Q
U
 

。〈ヨ0'::::"O.2<2) 3II，， 3A.z>O} ヨsI)3B.2とo s.t. 

A ，emd.~ B， ::S GCt， ~) =5 Azelξl出十払 子or (んと)E.D.XIR)

さらに d'Jd2.ld: 長一りま teJ-tたす.

注 o付 lさのく之めす.2)ま吟ぬぐ去

既知結果の椛季

子三Oのとき
[AR J R) 

，. "，，(生
I u.e"A1 (0ぐdく.2)、

8 (l:.， (J) ^ -'イご>(}1=2) 
) } /.1.1トiu fi〈S〈∞)イ
l --(1ぐS<鰐)ーベN?3)

(1)は無限イ屈の

吟癖芝tつ.

りEr(立〕のと芝
lBB) StJ R) BL， TJ 

かに μ)rv I U /S-I U. ( I <Sぐ∞)一一 (N=2)
(1 < Sく治ト四(N之3)

ロ今 ノ
ノ

Open pl"oblem 

γjE L:J.(心7 て、、~ N~3 d) t~ ð) Sの鮒刃包→鍔にゆるめるれるか?
l N=之のどさ 9(χ，は)ん u.e，wd-(0ぐdぐ2)τ"tO.K.均、?

ごの問題のうち Nご之の場合に掲げ次の定援を符た，

主翠… 山 2て・ 31立条{守切f)̂"(ZJS)主計たt3vfEf{心)とず:13. '-のとき方組式(j)Ie/:

善要p~盟の解の7"IJ {u，，"} cトIb(心)で.. JI uJ11H'ω→∞(j→∞)をみたすtのをtつ・

例 S<χ，μ)NliellAid(0ぐdぐれに史控主主通用て、さる.
10ー



定理の注目Bの史的の準鰭

方程式t¥)1て対応す苔汎関欽: 日以)= 1{~ IvulとG(χIu.)イμ}似 品r UEE 三 H~(SJ.). 

i:14"肌(92)のもとでい lE白沢)がづ Jlh)，PLこム{Vu.-V'P -8ωJψイヂ}C{χ.
1完治二てP 方程式(りの鰐や吟汎関数Iの磁界点、.

」、人下ll;fらくは匂¥).-.-(94)のhを保定11:二工でのRabinowitzの方法あまひ涼古来て為る.

修正汎飼叙 J(以)=-ム{まIv，̂Iと&(;(，(}.)-3P{Lt)f u.. } dぇ 如 μE
ごとで，l};はTtεC;'V(EI IR) J 0 ~設さ 1 がつ次の命題をおたすハて鳩五記され7三 tの.

笠主! 3Mo = Mo(f) >0 s-t-

(10) J{U)主門。古、つJiu.)ごO 記事;. Jl以)=-I((λ)治、 r11λ)=0 

ロつ J 1;;1 (PS)をみたす. ことて、、 (PS): {Uj jζE s-t.付。さJ(Ui)~3M ) 
j!/J 'l uJ)//E*~ 0 u→∞)吟{l，(j~I ;;l. W球部分列をわ.

次l之J j-Ahum，の間制定入 (0くれA2.5A3:E '" )とし対応する腕鰍{ Ll=O ono.o.， V"'::.I""J/=C..AJ ¥.V"，../¥I" -̂1.':::-A.:l':: 

い Lmv引いJq E.dtたすようにとり) Eιn玄5らp附{何eIfJ. PJeη}とあ含似、吋〈と J
( ヨ引山烏恥い〉川…Oい S吋亡 J(ω山…5刊O … 山
ごにこ!人之し)8恥Rn乏バ{札“~E ; I州i山uωi村l巴ざRYl J) 11 U凶川A刈刈11さバ(ムμ1¥7臥制仏叫12cc以χ)戸必ペ. 
{む、もeRn< Rn附+付， (tfnεJN)ピて弓る.

さら1:'1 Dn吉 BRl¥() En } 3Dn三百BRn{iEnとあ、芝，

凡さ{CE C(Dn， E) ; O(-V-)← nω{ηDn J nU)コU.on oDn} ) 

U三{u.E tent/十ω;μ [0I Rnt，) ，ωEB恥 ，nEnJ Jl ("{lf~Rnt'}} 

IIn三{H E C ( Un ， E); H I J)n E九 F H(U)ご以知以ε3D肘，u[(BRnt;¥8R，，)nEn) } ~ 
と定義l，'P!(、ni-mo..χ Vo.{ω 芝次のように定める.

bn -= inf yn久χJ(れω)、 Cn = tnチ知似 J(ト/(は})oe-凡u..fDn Hf Iln IA.EUn 

主義，x1) Cn ~ b n (If n E JN ). さ;1:: iJ:.o>命題カ溺1)立づ・

査盟主 Cn )か2:Mo制服する.そlてヨJE (0パ}¥-b.，，)芝山

んは)三{HEl1n ; J (1イ(以)):::bnバ TorMDn} Gmzhfm似 J(付(ω)) -.. . HE，t必')UfDn 

ヒ主義する. このとき Cn(J)之Cnていあ，)1 Cn{o)/;1沢問叡ZのE名存僅となる，

b人よ Ro.blnoωltl. [R) Iこよる.

-11-



以下 W1) "-'(~4) に加えて (35)t仮定する.

命麗3 ヨe，) 0 J ::T N， E-/N : S. t . bn三e，冗(匂n)合 2 ヂOrn e N1 

三正明iユキ高足今E号、.

生霊4 昨 Cnコbn ¥1' n z ii1 no"カザ足元、1)立勺ヒイ及定すると p

30ぇ)0/ ヨη1とη。$.t、 bn'::; eぇ叫ん'fJn)芯 for-n 2:η， . 

言正喝η杭穿 Jの定義と条件(95)の左足の不等訴さ用いて((ヲB=B(幻>0!:;.t. 
IJ(Lt)づ(-以)I :5: B [ (log (JJW)/サI)}九I] かrUfε?が‘ぶされる. 二れと 3
0Cnzbn vn23nJ3な5イ瓦'itぁ、よひ叫ん→∞(命題めとなる:と芝府い℃浮的不警-A

(1 :=1β〉Opg九三ηo ぶt.bn，.，三bJMLgbJd:forη ~nl 三導さ埠糾うえによ3 ・ 閣

官震のtiEsJ3
条件作急時之〉会))!毛是すれば;命題今中の不等託I~寄短3中の不苦手むid脅すQ.

{同二1'， 4f混斗中の仮定申Cn=bηγη之EJnoηがそ子;をされる.一方， Cn?= bn (Vn州 )，
bη→閃でめるか、ち cqf〉bnd・2門0，bnJ→∞主計たす部iJ:列{打，j}c INグ、とれる・

l間二てp布題21こより {Cni(J)広1.1汎関絞1の臨界イ遣のヂjで)CnJ(O)→∞日たす
ミヒi之包，)I これうの1ffo界イ遣に対応するEZ界点、たちむつ史認にいう方程tCU)の解の列となる.留

椅足(命題3の言正明)

知守w幻の右誌の不害式，よ'))句。'/0 J 3 C > 0 s. t. 
J♂(仏ω)ミ去11マ以1.2.之d収えト-α偽01ム1fd友

d.2. 之

ごとぐら(ぎ)= o..Oe句、1):2E C∞(1RJ fR) ヒあ.~} J<tりェオJ.n.}VIA!弘一ムら{以)似と
主義すると] KECCO(E，JR)， k(u，)=K(-u)， JW):z.K(u.)-C ('rfμεE) • 

さ~I 之， d.nコ {ηfmo.χk(d1ω)と定めれば bn~ cln -C (¥1 n e: JN)と古る.
oE rn lJ..t:Dη 

1長めて，停患3 を誌9~ するに I~) iだのことを尽せば〉よい.

金星3) ヲof〉O，M/州 s.t. dn ~ e/ n'( P..oßn)会之子01" η ~N，'

骨密.3'η説明!亡牒iτ3~εE中 GCμ)E J!(.Q) Vp三I))となることにう主怠し

K'''/U )( h， h) =. kJV hl2.dx -J.o. G{(ω印={(-A-G!;(ω)h.) h t ー①ε3与

とあ‘<. さちに) f(UA)のωgmen.ted.Morse (n d.eχ を J欠のように、起きをす~.

m*(K'fu))さ糊χ{dunH;}-JlまEの部分明で向)(h，h)三of州刊をみたす.}.

…12-



ごのとき》了氏ηo.ko..[T)のTheorem!31てよってirのごと1./示される.

命題A-i 各nεIN1:'対iマ I文をみたす VnEE/J'鴻札す3.

lく(Un)~ cln) k ~ Vn)ご 0) m:J:( J<マ以))之η . 

国宥イ遣問題:~ -LI h -V(X)九=λhin立(V E l!{D) ヤ >f ) ， 
( 九二o onan) 

における~(ざ 0) 以下の間崎値の欽(重被る教えて)を Ng(v;n) と記すヒ，のおぜび、m牢(K((，!))

の定義i二よ1))特i亡 No(ぽ(U)，心)= m*(的 μJ). 一一②

また，一績に;叉の命題t/以 1)立つ.

No(V，β)::=Ca{(十ん比(χ)103(l4(x)-t 1)以}

二こに CoはVI:依存Lない正の定紋 p 弘(X)三 1(JVcol十VC:X)). 

ミη命題の言正明にIJI E. Lleb [u ]にJゥて得5れた7史の/f写誌を泊いる.

I E.Ueb の不~式、 ヂ:[0 I∞)→[0，∞〕は下半島紘 J下に凸でJ欠乏叶たすものとする.I 
(N=之内場合) 少u比m→o(t→∞) 7 ψ(0)ご 03 j02セ-t少(t)dZ= I . 

υ 
ごηとさ) 'oくol~対日 Jだの不誓まむが局、1)t.こっ.

内(V，D)斗S;tザ tF(μ ;t)伊(ω(工>)dtι ，
ここにI F(X.， ~;t) はがにお、ける熱方経おの碁ネ解で下(χ， χ;t)ご (4Tf.t)イ

命題A-Z

領仰の~iEef) ;上川と(て』伊Lt)={ム1)。マ;じ吋!..f，t-'e叫 l肋〈
民 1.0.附{;;:F¥ムFZは)= {ア)23¥ム巾 ごのと芝 y

No(V，立)三 No(Vt，.Q.)ζ礼，(vい1.1n):s: N-I(¥4+ 1.n，JR:l)ヒなることに注意Lて，
( (00 

No(川)豆N・I(らl.n1的豆Iれず'e-t(何 t)-'y;(t(恥)十l.nlX)))cl.t d之

ご古)n¥命;ユLkν;百dJFzJJ7F】

，00 r I rα〉
ここぐ に γ'e-tdt~ ¥'，t-Idt+ j-e-tc1t乞 J!of1(比C{)+1)十eイ jご注意‘すれば‘

旬部1 ・間前 勺 U 

命 題ん2l中の不著i¥..か、、示される 1

命題A伊 2てい特1-:.V(χ) コ ~(U(X:)) とあ、さ②を)fJいるヒ .1文の?初滑られる.

命題A-2の糸 m町内収 Co{1ナムぽ(u.λ1-08(t:;cuν1)はχ} for以 E，

q
O
 

1

，.a 



長時間存症 任意の C∞級初期値 γ。に対して O:::;t<∞上で C∞級の解明が一

意に存在する。

ここまで出来れば、 t→∞のとき -γ(4)十(ωγ')'がC∞ノルムで Oに収束するこ

とを示すのはそれほど難しくはない。これは、解明が弾性曲線に「近づく Jことを意

味している。実際に収束を示すには、 Euclid空間が実解析的であることを用いて Simon

の方法を用いる。

証明の鍵

短時間存在 普通の手段として、式 (EP'-l)を

(EP，¥-l) θtγ 口一γ(の十入((v-21γ"12 )γγ 

に拡張する。ここで、 0:::;入三;1である。入 =0ならこの方程式は解ける。そこで、解

けるような入の集合が関誌鴎 [0，1]の中で聞かっ闘であることが示せればよいことにな

る。開であることは線型開題に帰着し、通常のやり方でよい。ところが、簡であること

については、入 =1でないと、 iγ守口 1とはならず、式 (EP'-めから U の評価を得るこ

とができない。そこで、式 (EP'-2)を

(E丸山2) -v"十立'1とり口211'''14-1γ(3) 12 
|げ112

と変形する。すると、任意の関曲線について成立する式 11γ"1122:: 11γ， 112を用いて υが
d 11γ(3) 112で評価できる。これを用いると、 ;Jγ(3)112が上から押さえられ、よって 11γ(3)11 
dt 

d.. ...<) 
が上に有界。更に、 ;Jγ，11:tが下から押さえられるから、 11ゲ11が下に有界となる。後は

dt 
通常のやり方でよい。

d 
長時間評価 元々変分間題から出発したので、 ~.IIγ"11 2 = -211atγ112 :::; 0が容易にdt 

得られる。もう少し頑張ると、

flilγ"112 :::; -Cdγ(4) 112 + C2 dt 
なる正定数が得られる。また、

が出るので、

JZiiγ(3) 112 :::; C3 (1 + 11γ(4) 11211γ(3) 112) dt 

~{C411γ" 112十log(11γ(3)112)} :::; C5 dt 
が分かる。 11γ"112と111"112= 1から 11γ(3)11の上からの評価が得られた。111'(3)11の評価を

用いれば iγ(n)lI(n>3)の評価は通常通り。
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以下)C) C:z.)、ぃ Ic;， C~) ..、はい日あ、よひい nE1Nに依存iなれ正の史教とする.

之て，命設3'の証明主完結lょう. まず、 V、宅E/Rに対l代て:次疋の不等王式〈ガ.泌1)ば立つ穴;とに÷泣主意する.

{は“凶山(侍考…
( く雪り〉三副(きザ杵刊斗M川+1け1).JZ戸垣 )上. 一一G① G“必J」(守叫L主C心ヨ〆〈伶守fグdrtセ三代め〉灼dぬ♀ ¥ 

次!こ， dF題λ日 1，ん之の系3γ.11;."③走用いて，

d..n ~ K(ぬ)=K(UAJ(κ(Un))川ごiaf是正(Un)Un-G-o(叫d:x. と c;iぐυn~~<咋トCムー@

n壬げ(K"(Un))三Co{}ナム必υ'n)+Pos(伯尚)け I)dx.}三Co→c;ia<vlI1OJち<Un'わに
す初なわ例ち 3 各仇η州 iに哨こゴ均刈支対矧3れ引l門て) Ltい〈ωυf♀r守ωもかνい〈ω仙U砧Un}""'

z 2 

にでJ Cfo(寄)コぞ{10g(わ1)t:2-2 (雪之0)とあてど，0'1ぬに対する創作1)丞-2)2 
であるlJ'~，況は単調増加，下に凸ともl~. l f:.:b九"t， Jenseれの不寄式あ、占び、%の定義乏渇いて，

匁(古h<Unfr.包ぐUn九χ)51去d-nCs(ωnヂを仙十)cjx. =:s C必uずeω弘一@
@"-⑤J:'} ， 十そT犬さなす八いての九 ~/N に対日 p

dnミCiL <Unダセ〈吟疋-c二と Cマ宍(古In<Vnf.zもぐ吟χ)-C8 
2 円

三 C7 弘 (C~刀-c;)ーC8みe:n(.ゐ'8n)百-".1.. (ヨθ:> 0) ， 
が瓜IJ主ち 3命箆3'，の託aElt:i幣3する.

参老丈高え

[AR) A. Ambrosefti & P. H. Ro.btnoωitz) J. F凡{し(J.ω)..λ}..yげy川Y

(88叫)A.Bひ付ぬ.hl̂吋{ιιH凡.8恥er陀包白S吋ty戸fぽd削(tしF 了t'O.YlS.Amer. Mo.th. 50c. 26'7 U98J 入J "-32. 

(BL) A.8o.hrL島Rし.Lions， Comm. Pure Appl. Mo.fh.41 (/988)) 1027"-10ヨ7

(U) E. Ueb) Proc. S)川1. 九re門αth.36 (1980) > 241....252. 

(R) P. H. Ro.binowけl.) CBMS Re8iono.l Conf. Ser. in Ha;f.h.. b5 AmeY'. M().fh. SOCっ
Provi dence 19'86. 

(5)に Su.simuro.) Nonli.neo.r Aηαl. : T. M.A. ('to appeo.r). 

(St)門.Stru.we] 門αημScripto.Math. 32 (1980) I 33.5，... 364 . 

〔γ)K.To.n().ko.， Comm. Porti{).( Diff. E~. 140何 '1)， 99~/2? 
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弾性曲線に関する偏微分方程式

大甑大学教養部 小磯憲史

道勤の方程式と定常解

ゼアノ線の碕端を滑らかにつなぎ、任意に歪めて空間に放置すれば、そのピアノ線

は弾性エネルギーが小さくなるように変形してゆき、最終的にはある形をとる。その最終

的な形を陣弾性曲線とよぷ。それを数学的に定式化する。束縛条件:1ずい)1口 1のもと
で、弾性山ギー E(←f1r"(x)1い作用とする変分問題を考える。ただし、 Z
は Sl口 R/Z上を動く。

曲線 γ(x)の無限小変形 8tIt=oγt(x)に対し、弾性エネルギーは

かoE('"Yt)= 2 f (わゲ子代仰州"ぺ叩'(いい(作ωZ吋州)
だけ変化する。従って、曲線の「粘性無報大のもとでの運動の方程式Jは

θ印=_，;4)十束縛項 ηt
で与えられる。ここで、束縛項 ηは次のようにして求められる。

まず、微小変形との束縛条件は (γ'(x)，と'(x))=Oで、それを満たすと全体を V と

する。 Vに L2直交し、ーγ(4)十ηが Vに罵するような ηが束縛項である。幸いに、こ

のような ηは関数 ω(x)を用いて(凹γ')'と表示でき、運動の方程式は次のようになる。

(EP) (い一千)川)'
(γヘ{-γ(4)十(wゲ)γ)=0

弾性曲線とは、この方程式でいえば &γ=0となる曲線だから、方程式は

(EE) 一γ(4)十(切ゲ)'口 O

で与えられる。この式から関数切(x)はω口 iγ叶2+(γα)となり、 γについての単独

の常微分方程式になる。 (α は積分定数)
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窓間関弾性曲線 (EE)

Langer -Singer によって n次元 Euclid空鵠の閉弾性曲線は完全に分類されてい

る。主な結果だけ述べると、

(1)弾性曲線は 3次元空間に入る。

(2)平顕内の関弾性出線は円と 8の宇裂の 2積類のみ。
m 1 

(3) 3次元空需内の閉弾性曲線は有理数 0<ー<ーと…対ーに対応する。(後の図参照)
-n -2 

(4) 3次元空間内の閉弾性曲線で安定なものは単純な円のみ。

運動の方程式 (EP)

定理 方程式 (EP)は任意の C∞級の初期値 γ。(1吋1= 1)に対して O三t<∞で
C∞級の解明を持ち、その解は t→∞のときある間弾性曲線に C∞位棺で収束する。

証明の方針 一般的に、熱方程式でないことを l次元であることで補う。つまり、最大

値の原理の代わりに、評価:ma:x lul2 ~ Ilull' (11ull十いつ1)を用いる。ここに、 11本 11は Sl
上の L2ノルムである。

最初に切口v-21γ勺2 と置いて (EP)を整理しておく。

atγzーγ(4)十((v -21γ"12 )ゲ)'， 

iγ;121. 

もちろん、もし解明があれば、その解は iγ:1= 1を満たす。証明は次の手順で行なわれ

一♂十 |γ叩v= 21γ"14 - 1γ(3) 12， (EP') 

る。

短時鶴存在 任意の C∞級初期値判に対しである正数 Tがあって、 0壬t<T上

で C∞級の解引が一意に存在する。

長時間評価 もし o~ t < T上の C∞級の解明が存在すれば、それは t→ Tの
とき C∞ノルムで一様に有界である。

この 2つがわかったとする。 C∞級の解%が存在する tの上限を T<∞とすれ

ば、 「長時間評価」より t→ Tのとき引は収束し、よって f題時間存在Jにより Tを

越えて解が延長される。即ち、

n
h
v
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SINGULAR DEGENERATE PARABOLIC EQUATIONS 

WITH APPLICATIONS 

TO GEOMETRIC EVOLUTIONS 

MASAKI OHNUMA 
AND 

MOTO-茸IKOSATO 

Department oi Mathematics， Hokkaido University， Sapporo 060， Japan 

1. mtroduction. We are concerned with a degenerate parabolic equation oi iorm 

均十F(¥7包，¥72包)= 0 in Q = (0， T) x 0， 、E
，J
噌

i
-

噌
B
A
I
t
-

where 0 is a bounded domain in R叫 andT > O. The iunction F(p， X) is allowed to have 

singularities when p belongs to :linitely many hali lines 1i oi the iorm 

1i口 {ηqi η三O}，信 ERぺ{O}，i = 1，.・'，m.

As explained later such an F naturally arises in a level set approach oi motion oi phase 

boundaries. Here包t口 O包jtJt，¥7包andV2u denote， respectively， the time derivative oi u， 

the gradient oi u and the Hessian oi u in space variables. 

Our五rstgoal is to establish a comparison principle ior viscosity solutions oi (1.1). Ii 

F has si時 ularitiesonly ior p = 0， a comparison principle is established in [5] assu凶時

that F can be extended co凶 nuo吋 yat (p， X) = (0，0) ; See [11] ior simp五五cationoi the 
proof. (The paper [6] includes corrections oi tech政 alerrors in [5]， [11]). 

Although we st坦appealto Crandall-Ishii's lemma [7]， the method in [11] or [5] does 

not apply to our setting because F has singularities other than p = O. By a clever choice 

of “test function" we shall prove a comparison principle up.der assumptions on the value 

of semico凶 nuousenvelope oi F at (μqi， vqi 0 q;)，μ> 0，νε R， where 0 denotes the 

tensor product. 

AMS Subject Classifications : 35K22， 35K65， 82D35 . 

Typeset by AMS・世話X

Q
d
 

1
4
 



2 SINGULAR DEGENERATE PARABOLIC EQUATIONS 

Our second goal is to apply our comparison results to geometric evolutions. Let rt 

denote the hypersurface expressed as the boundary oi a bounded open set Dt in Rπ(η 詮2)

at time t. Let.n denote the unit exterior normal vector景品don rt口 ()Dt・LetV = V(t， a) 
denote the speed oi r t at忽巴 rtin the exterior normal direction. The geometric evolution 

oi rt studied in [2]， [3] is oi the iorm 

V=ホ(-t {)~i (号付+c)， (1.2) 

where H is positively homogeneous oi degree one， s is a positive iunction on a unit sphere 

sn-l in Rお andc is a constant. 

A level set approach is to regard r t as the zerかlevelset oi an auxiliary iunction u : 

(0， T) x n → R oi the evolution equation 

(A(制(I-mrヤや山町)) )十B(マ包)口 0，
1¥7包1)¥- 1¥7包12 )'  -¥ - 1¥7包12 ))  

f ()2 H I _¥  ¥ p 
A(p)口一一一(!l~ :~ (-p)) 口一 (1.3) s( -p) ¥ t)抗 t)Pit -p} ) ， P = iPi' 
B(p)口一」Tipi-
s(-p) 

耳目en is taken so that rt stays in n for t E (0， T) and u is. taken so that包>0 on Dt and 

u < 0 outside rt U Dt・

A fu"ndamental analytic question related to (1.2) and (1.3) is to construct a global in 

time unique generalized solution {rふ言。fora given initial data r o. Chen， Giga and Goto 

[5]have adapted .the theory of viscosity solutions to construct unique global generalized 

solutions to the equation (1.3) when s is continuous and H E C2(Rペ{O})is convex 
not necessarily strictly convex. Moreover， they proved the zerかlevelset r t of包 of(1.3) 

is determined by ro and independent of initial value of u. This yields a global unique 

ge悶 alizedevolution to (1.2). Nearly at the same timeおvansand Spruck [9] carried out 

this programme in a slightly different way and only for the mean curvature flow equation. 

For the history of level set approach as well as its recent development we refer to [1]， 

[4] and references therein・

In physics there is also the possibility that H is not convex as studied in [2]， [3]. If 

H is not convex， the equation (1.3) is no 10碍erparabolic and not well-posed. It seems 
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M. OHMUMA AND M.-H. SATO 3 

to be natural to consider the convexification H when H is not convex. The problem is 

that the convexi五cationII of a function H may be no longer C2 away from zero even if 

H is smooth. So the equation (1.3) may have singularities other than at 'V包ロ O.Our 

comparison theory does apply to (1.3) with H = II provided that Il is singular at most 

finitely many directions and that the derivative of H is locally Lipschitz outside zero・Once

the comparison p出 cipleis establisl吋 for(1.3) with H = H， we can adapt the theory in 
[5] of constructing global unique generalized solutions of (1.2) with H口 Il.

AIψnent and Gurtin [3] solved such an equation (1.2) with H = Il for n = 2 at least 

locally if each normal of ir削 alcurve (with corners) lies in the direction that the curvature 

of II = 1 is positive. Our theory applies to their setting. Moreover we allow that normal 
of initial curve五esin the direction that the curvature of H口 1is zero. 

In Section 2 we shall establish a comparison principle on a bounded domain for the 

叫uation(1.1). 

During this work is prepared we learned that a comparisom theorem for nonsmooth 

interfacial energy is obtained by Giga [12] when the interface is a graph of a function 

on R. After this work was completed， we learned a recent work of Gurtin， Soner and 

SougaI剖is[13] closely related to ours. They also proved a comparison principle for (1.3) 

with H 口 H，but the proof differs企omours. They also proved that generalized solution 

is consistent with solutions of AI伊悶

2. Comparison theorem. Let 0 be a bounded domain in Rn and let T be a positive 

number. We consider a degenerate parabolic equation of form 

向十F(¥1包，¥12包)ロoin Q=(O，T)xO. (2.1) 

For i == 1，... ，m let.li be a halfline in Rπof the form 

li = {ηqijη三O}，where qt， .・・ ，qmE Rn¥{O}. 

We list assumptions on Fロ F(p，X).

(F1) 

m 

F: (Rn¥U .li) x Sn ---+ R is continuo同
i=l 

where Sndenotes the space of real n x n symmetric matrices. 

t
i
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4 SINGULAR DEGENERATE PARABOLIC EQUATIONS 

F is degenerate elliptic， i.e.， 
(F2) 

F(p，X十Y)~ F(p， X) for all YとO.

(F3) 一∞ <F.(μqi，vqi 0 qd口F愈(μqi，-v依 oqi) < +∞ 

μ> 0，ν> 0 i = 1，... ，m， 

(F4) 一∞ <F.場(0，0)= F.(O， 0) <十∞，

where F.凡吻 and

R叫 xSへE民es叩pe伺ct註lV刊ely，iふ'
m 

凡M)=bhf附，Y)j1'E (Rn¥utt)，わ/< e，/X-Y/ <ε} 

and F吻口一(-F)..Here /X/ denotes the operator norm of X as a self-a心ointoperator 

on Rnj 0 denotes a tensor product of vector in R¥ 

The assumption (F1) allows the possiゐbi出1五1均1

1，... ，m). The equation (2.1) is called degenerate parabolic if (F2) holds. 

We recall one of equivalent definitions of viscosity sub-and supersolutions of (2.1) (cf. 

[8]). A function包 :Q→ R is called a viscosity S'lル(s旬er)solutionof (2.1) in Q if u. <∞ 

(resp. u. >一∞)inQ an 

T十九(p，X)三ofor all (γ， p， X) 巴 1'~+u.(t ， æ) ， (t ， æ) E Q 

(resp. r十F市(p，X)三ofor all (r， p， X) ε 1'~.-u.(t川)，(t，忽)εQ)・耳目e?rdenotes the 

Fαrabolic super 2・jetin Q， i.e.， 1'~+包(t ，a) is the set of (r，p，X) E R x Rn x sn such th叫

1 
包(s，y)三包(t，a) + r( s -t)十<p，y-a >十三 <X(y -a)，y -a > 

十o(/s-t/十ly-aI2) as (s，y)→ (t，a) in Q， 

wh間<， > denotes the Euclidean inner productj similarly， 1'~'一也口一1'~+(-u). For 

U口 (0，T) x D， the set 

8pU = {む}x D U [0， T] x 8D 

is often called the parabolic boundary of U. We are now in position to state our main 

comparison theorem. We often suppress the word "viscosity"， except in statements of 

theorems. 
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M. OHMUMA AND M.-H. SATO s 

Theorem 2.1. Suppose that 0 is bounded domain in R九 andthat F satisn倍 (Fl)イF4).

Let'U and旬 be，respective1y， viscosity sub-and supersolutions of (2.1) in Q = (0， T) x O. 

E♂三 V.on {}pQ， then 'U. ~ v. in Q. 
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JVlonotone systemの粘性解について

小池茂昭 〈埼大・理)

1 序

次のようなこ階非線形編微分方程式系を考える。

Fk(x， u(x)， Duk(x)， D2uk(X)) = 0 for x 巴fl，k 巴A ={1， ・・・，m}

但し、 Q はR叫の有界関集合，F = (Fk) : n x Rm x RπX sn→Rmは、
簡単のため連続、 u= (Uk) : n→Rm を未知関数とする。 (snは、 η ×η
実対称行列の集合。〉

FIこ対し [2]で与えた単調性(monotonIcIもy)を仮定しよう。

定義

次を満たす入 >0が存在する。

任意の r= (r・k)，Sロ (Sk)εRm(r=1= s)に対し、 maxKGAIT-k-sklz 
Irj -sjl (> 0)ならば、すべての (x，p，X)E n x Rn x Snに対し、

{FJ(x，r，p，X) -FJ(x，s，p，X)}s伊{〆 -s1}と入|〆 -sJI 

(住意)Fが連続でないときは、もう少し捷雑である。

この仮定の下で、いくつかの応用が考えられる。(正確には、入 =0も

含めて)

例 1)スイッチング・ゲーム(入=0) 

凶n{max{Lkuk-fk， uk -Mk(x， u(x))}， uk -Nk(x， u(x))}コ O

但し、 Lkv= -afjvx何十時VXi十ckV，Mk(x， r) = min{rj十gkj(x ) Ij =1= k}， 
Nk(x， r) = m砿 {rJ十hkj(x)lj=1= k}. 

伊IJ2) Weakly coupled system 

Lkuk +乞Ck1U1-fk = 0 

4
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但し、 Ckk- Elμ ICk11 ~入

一般に、 monotonicityの佼定では、 Dirich1et境界条件の下で、比較

定理は成立しない。その例を挙げよう。

mは{_/:::'U1十u1-}32u1十u2}= 0 in n 

伊J3 ) ma.x{ -/:::， u2十u2+ 1， u2} = 0 in n 

u1 = u2 = 0 on on 

この例の唯一の〈古典)解 U は、

(一…一1i加n
ゆ=0 on δQ 

の解併を用いて、 u=(ーが，ct)である。(ゆくoin nに注意〉一方、
(0，0)は、(吉典的)優解(supersolution)であるが、 (0，0)乏U である。

[2]では Dirichlet境界条件を古典的な意味で与えたときの粘性解の一

意性定理と容在定理を得た o しかし、退化した方程式も扱っているため

境界条件は、粘性解の意味で与えた方が自然である。そ ζで本講漬では、

粘性解の意味での Dirichlet条件の下での一意性定理及び蒋在定理の最近

の発展について述べる。

2 主な結果

以下、 Fには、「適当なJ連続性を仮定しておく o

まず、 [5]の結果から述べる。

「連続な粘性解は、一意である。j

最近、 M.Katsoulakis氏が、 scalarPDE ，こ対し、この連続性を弱め

ていontangentiallysemicontinui ty)、解の比較定理及び待在定理を得て

いる([3] )。そこで、更に、我々り monotonesystemに対しでも同様の
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{反定で一意性定理を得る。

r nontangential sernicontinuousな粘性解は、一意である。」

しかし、 [3]の方法で存在定理を得るのは、(我々の system'こは比較定
理がないため)困難である口そこで、 [3]の方法が適用できるように「弱
い意味のJ比較定理を導き存在定理を得る。この定理は、述べておこう o

弱比較定盟 ([4])

u = (uk)，υコ (vk)を各々粘性劣解 (subsolution)、優解 (supersolution)
とする。次の nontangentialsemicontinuityを各点 zEδQで仮定する。

li52 supピ(x)ロピ(z)and l!思 in!v*(x)口九(z)
xEK. 

もし、♂さ♂，v*話ぬが Qで成り立てば、ピ諒叫巴 C(UjRn)である口

(注意)I{zは、 zを環点、とした coneの一部で、 Qの内部に入るものである。

粘性解の意味での境界値問題で、何等かの連続性を持った解の存在定

理を導くのに Perronの方法は、不適当であるため、存在定理は、解の形

式的な表現のある場合にかまる。つまり、ベルマン型の二階退化構内型

方程式系を扱うことにする。(もちろん、退化してないときは、 barrierを

用いて古典的な意味での境界条件を満たす優・劣解があるので、ここで

は問題にしない。)具体的には、(時間があれば)講演で解説する。

尚、二階の方程式系を扱う場合、普通の粘性解の定義では、 semi-jet

によるうまい equivalentな(粘性解の)定義が成立しないため、石井氏

の導入した multi畑valuedの粘性解の定義に従う o ( [1]を参照)

参考文献
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ある反応幽拡散方程式系の軸対称領域における点凝集解

東北大学理学部数学教護高木泉↑

次の反応"拡散方程式系は A.GiererとH.Meinhardtによって提唱された生物の発生

過程における形態形成モデルのひとつである:

( ~~ = Dailα一μαα十九一 +σ，r αP 

j δt (GAf) < 
1 8h 
-"，"，-= Dhムh-μhh十Ch一.
kθt 

但し，Dα，Dbh，μh，Cα及び Chは正定数， σは非負定数であり，未知函数 α口 α(x，t)及び
h = h(x，t)はそれぞれ活性昭子(activator )，抑制因子(inhibitor)と呼ばれる生化学物質の

濃度を表し，従って共に正とする.指数 p> 0， q > 0， r > 0， s どOは次の条件を満たすと
する:

(Jl) 0くとi<-L.
q s 十1

いま，活性間子，抑制因子が誕N の滑らかな境界をもっ有界領域 Q を占めるとすると，自然

な境界条件は

θαiθhl 
(BC) :-1__ = :~-I 

δvlanθνiδQ 

である.ここで，vは境界 80，の外向単位法線を表す.

本講演では，領域が軸対称であるとき， (GM)の援揺の大きな定常解を構成することが

出来ることを示す.

以下ではつねに次を仮定する:
N十2

(A1) 1 < p <一一一(但し，N=コ2のときは l<p<十∞);
N-2 

(A2)σ=0; 

(A3) 0，は]RNの有界領域で，i骨らかな境界 θQをもち，XN幽軸に関して対称、である，即
ち，N次直交行列で XN軸を動かさないものの作用で不変とする.

さて，十分大きな Dhに対し (GM)の定常解を構成するため， (GM)の定常問題で，

Dh→十∞とした極限を考えると，形式的には，ilh→ 0となるから， (BC)とあわせて，

h →と(定数)と予想できる.更に， (GM)の第2式で左辺を Oとおいたものを Q上で積分

したうえで h→ごとすることにより，次のような方程式系 (ShadowSystem)に到達する.

(881) 

(882) 

(883) 

rrP 

Daムαー μαα+Cα示=。

一向Inle+生/αTdx= 0 
ら Jn
θα 

θνlan 

↑W.-M. Niとの共同研究
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まず， (881)-(883)の解を求め，次いで，それからの摂動として (GM)の定常解を構成するこ

とにする.準備として，次のことに注意しておく.

ムω-w十ωP= 0 and ω>  0 in JRN 
w{O) = max叫z) and w(z)→o as Izl→+∞ 

iま，ただひとつの解をもち，それは球対称である:切(z)口切(Jzl).

定理1. XN軸と θ0との交点を PI，...，lもn とし，これらの点、のうちから招異なる m1国
Phぅ…局m を任意に選んで間定する.E:口ゾ瓦万;とおく.このとき，十分小さい Eに対
し， (881)一(883)は次の性質をもっ軸対称な解 (α。(X;E)，CO(E))を持つ:
(1)αO(Pj"，;ε) = E-Nq/[入(p-1)](γo切(0)+ 0(1)) as E ↓o (k = 1， . . . ， m); 
(2)αO(X;ε) ::; E-Nqf[入(p-1)]exp{ -~dist (x， {Pjll.・.，Pjm})} fOIX E 0; 

E 

仰とO(E)= E-N/入(わんNwr dz + 0(1))引町10

ここでF 入:=qr(p -1)-1 -(8 + 1) > 0 ((A)による)， 11 := Ch(μhlOI)-l [μαjc，αr/(p-1) ， 
10 :口 (μαjcα)1/(p-1)時γ1JムN 切rdz]-qf[入(p-1)i，C>Oは Qのみからきまる正定数である.

な:ia-，部数f(x)が XN-軸に関して対称であるとは，X' = (Xl， • ・.， XN-l)として f(x)口
f(lx'l， XN)であることをいう.

定理 2. 十分小さい各 ε口J瓦五;に対し，D> 0が定まり ，D< Dh < 十∞ならば
(GM)は

α(X) =αO(X;ε)+ψ(X;ε，Dh) 

h(x) = CO(ε)+ψ(x; E， Dh) 

なる形の定常解を持つ.但し， ψ9ψ も軸対称、であり ，Dh→÷∞のとき，X E 0に関して一
様に， ψ(X;E， Dh)→ 0，ψ(X; E，Dh)をみたす.

定理1及び定理2の証明は次の単独方程式の解で，ちょうど Pj1，.・1乃m こ沿いての
みぜークをもつようなものを構成することに帰着される.

(1) 

(2) 

E
2
sU  -u十uPごとo and u > 0 in 0， 

8u = 0 onθQ 
ov 

線型化作用素ゆf-?E2ムゆーゆ+PUp-1ゆが斉次Neumann境界条件下で(軸対称な頭数のな

す空間において)ε について一様に可逆であることを示すことが鍵となる.

-29-


