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Spectral Properties of Subhomogeneous Operaゐors

Toshiko Oguiwara 
Ochanomizu U niversity 

1 Introduction 

The Perron-Frobenius theorem， concerning the properties of eigenvalues 
and eigenvectors of square matrices whose components are nonnegative， has 
been extended and applied in various ways. It was generalized to a positive 
linear operator on a Banach space by M. G. Kre'in and M. A. R山 nan[1]， 
H. H. Sd附 fer[2]， S. Karlin [3]， F. Niiro and 1. Sawashima [4]. In the 
interest of mathematical economics， nonlinear extensions have been obtained 
by H. Nikaido [7]， M. Morishima [8]， T. Fujimoto [9]， Y. Oshime [iO] [11] [12]. 
Many of them have been studied in an rトdimensionalEuclidean space. 
We have extended their resultsto a nonlinear mapping T on an in五nite
dimensional space， introducing the notion of indecomposability for a nonlin-
ear mapping on an infinite dimensional space. We consider the eigenvalue 
problem of an order-preserving mapping on a positive c∞on吋aclosed convex 
cone with vertex at 0) of a strongly ordered Banach space E(an ordered 
Banach space with positive cone having no即時tyinterior). 
We reported spectral properties of a class of positively homogeneous map-
pnゆ atlast seminar(at Hokkaido University on 1992.1). 
In this paper， we deal with a more general class of subhomogeneous map-
pings. Applying the results of positively homogeneous mappings， along the 
argument ofY. Oshime for a finite dimensional space， we treat the eigenvalue 
problem of a subhomogeneous mapping T. 

2 N otations and assumptions 

Let E be an ordered Banach space， that is， a real Banach space provided 
with an order cone E十 (aclosed convex cone with vertex at 0 such that 
E十n(-E+)= {O}). vVea削 methat E十h部 nonemptyinterior (we call such 
a space a strongly ordered Banach space) and dimE三2.Let (E+)i denote 
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the interior of E+ and (E+)b the boundary of E+・Notethat (E+)b¥{O} is 
not empty， which follows from dimEと2.
For x，yE E we write x>> y if x -y E (E+)¥x > y if x -y E E+¥{O}， 
and x どyif x -y E E十 Forx E E we say x is strongly positive， positive， 
nonnegative if and only if x >> 0， x > 0， x ど0，respectively. 
We assume order-preserving norm on E， namely， 

0壬x< y implies IIxll < IIY¥ト

For e>> 0， e-norm can be defined on E as 

IIxlle = inf{ mミoI -me < x < me}， 

because of closedness of E十

IIxlle =双山{mどO¥-me三x< me}. 

Note that e-norm is well-defined and equivalent to the original norrn. 
Let T be a rnapping frorn E+ into itself. We consider the following as叩
sumptions: 
Al:(compact) T is continuous and the image of a bounded set by T is 
relatively cornpact， 
A2:(positively hornogeneous) 

T(入x)=入Tx for any 入>O，X > 0， 

A2': (su bhomogeneous ) 

T(入x)三入Tx for any 入>1，x 三0，

A3:(order四preserving)

x<y implies Tx <Ty. 

An order“preserving map T is also called monotone or isotone. 
For x > 0， we denote 

Ex口 {yど01ヨ入 >O，y<入x}.

Note that Ex口 {O}if and only ifx口 0，and Ex = E十 ifand only if x >> o. 
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A4:(i凶ecomposable) 

{O} c Ex_y♀E十 implies Tx -Ty tj. Ex_y. 

This is an infinite dimensional extension of indecomposabi1ity defined by 
M. Morishima [8]， where E = Rn， E+ = R+口 {(Xl， • • " xn) E Rn I Xiど
0，0壬tご;n}. It is also a nonlinear extension of indecomposability found 
in M. A. Krasnosel'skil [6] and order irreducibility for a linear operator in-
troduced by H. Nikaido [7]. Furthermore， under the assulUption A3， when 
T is a bounded linear operator， T is indecomposable if and only if T is irre-
ducible [2]， semi-non-support [5]. Strongly order欄preserVl時 mappings(xくU
imtlies Tx << Ty) are indecomposable. 
We denote 

VP(T) 

and for each p > 0， 

入p作

{入|入 isan eigenvalue of T} 

{入 ITx -:-入xforヨx> O}， 

Bρ= {xどoIlIxll < p}， 
Sp = {xどoI IIxll = p}， 

(VP(苅Sp)ヂ日)，
(V P(7jsp) = O)， 

where笥spmeans the restriction of T on Sp. 
We denote the set of eigenvectors in Sp corresponding to入p(T)by X(p)， 
that is， 

件{{叫iTMT) (入p(T)>一∞)， 
(入p(T)ロー∞).

Thus we define a側四valuedmapping X: (0，∞)→7 E.十・ Throゆ o凶 this
paper the symbol ->> is used to indicate the domain and the range of a 
multivalued mapping. 
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3 Spectral Properties of Positively Homogか

阻eousmapplngs 

In this section， we assume that T: E+→E十 satisfiesAl， A2， A3. We 
denote 

IITII = sup{IITxlll x E Bt}. 

Lemma 3.1 IITIIく+∞， )i~JI Tn 11 ~ existsαnd satisfies Ji~_IITn 11をさ IITIト
n-+oo" n-+oo 

Denote r(T) = )i~JTnll~ ，出 in the case of linear operators. We have 
nー~oo

obtained the follwings. 

Theorem 3.2 Suppose that T: E十→ E+satisfies the αssumptions Al， A2， 
A3αnd r(T) > O. Then r(T) isαmαzimmrz eigeTU1αlue ofT. 

Theorem3.3 Let T satisfy the αssumptions Al， A2， A3αηd A4. Then r(T) 
zsαpositive eigenvalue ofT hαving strongly positive eigenvectors uniquely up 

toαmultiplicαtion byαpositive constαnt. Moreover there is no other eigen 
vαlue. 

4 Main Results 

In this section， we assume that a mapping T: E+→E十 satisfiesthe 
condition A2' generalizing A2 and consider the eigenvalue problem using the 
results in section 3. 

For each positive number p > 0， let us define the mapping 九fromE十
into itself拙

ぃ(ザT伊) (x > 0)， 
(x口 0).

First we note the relation between T and 九.

Remark 4.1 Let T sαtisfy the αssumptions A2'， A3αnd. p > 0 be fixed， then 
九sαtisfiesA2， A3 and 

(にx=Tx Trox >Tx 
M ー

for Ilxllく p，
for IIxll = p， 
for IIxll > p. 

、1
1ノ

噌

E
ム

/
l

‘、
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Moreover， if T 8aii8fie8 A1 ihen 九αl808αii8fie8 A1，αnd ifT 8αii8fie8 A4 
ihen 80 dOe8 Tp 

Proof. See the proof of Y. Oshime [11] for the fi附 halfof the statements. 
We only show the last two statemen旬.
First we prove that 九satisfiesA1 when T s抗isfiesA1 in addition to 
A2'， A3. Let {Xn} be a sequence in E.十 whichconverges to Xo E E.十 Then，
if Xo 1= 0， Tpxn converges to 九Xoobviously. If Xo = 0， IIXnl1 converges to 
11町 11ロ O.In case Xn 1= 0， 

Ilxnllrnf P _ ¥ ，.. IIXnll Xn 口 ~~(一一九) E 1I ~~LIIT(Bp). 
Ilxnll 

Hence 
IIXnl1 IITpxn11 < 1I~~Ll I sup IIxll. 
ρ xETBρ 

This also is true if Xn 口 O. Since T(Bp) is bounded，九九 convergesto 
O口九(Xo)as Xn→0= Xo・ThusTp is continuous. N ext let 1< be a bounded 
subset of E.十 Then，for a su自cientlylarge M > 0 such that K C B M， 

開)三九州=州U与T(ら)}
Because事T(Sp)is relatively compact， co{ {O} U多T(Sp)}is also， and hence 
so IS 九(K).We have proved that Tp has the property A1. 
N ow we prove that 九satisfiesA4 ifT satisfies A2'， A3， A4. Let 0 < X三U
such that {O}♀Ey-x♀E十・ Incase X = 0， we can see y 1= O. Then 

lIyll 
py口 -T(-u)?

llyll 

and by the indecomposabi1ity of T， {O}三Eiliy-O三E+implies 

E印 -0詳T(JLy)-TO三T(IIPIlY).間 y-ul' ~ ¥ 11 y 11 <11 ~ ~ -: ~ ¥ 11 y 11 

Hence 

EMT(idiiuH1511%U 
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Then we obtain Ey詳九v.
Ilvll We prove the case x i= O. Since ::<一三 1，we have 
IIxll 

九u一九z
Ilvll rnl P _.¥ Ilxll 

一一T(II~IIV) 一一T(II: lI x)Ilvll;;' P -'lIxll 
IIxll rnl IIvll P _.¥ Ilxll -T(---u) 一一T(II~ lI x)IIxll IIvll;;' p -， Ilxll 
Ilxll 一一一{T(II~II y) -T( II~II x)}. IIxll;;' -'lIxll 

While {O}午EltITU-d11Z平E+implies 

T(121U)-T(idiiz)何和一命=ι-x，
because of the assumption A4. Hence we obtain TpY一九xtt. Ey-x・ 口

For two mappings T， S: E+→E+， we write T < S if Tx < Sx for all 
x > O. 

Lemma 4.2 Let T satisfy A2'，A3. Then 

む，三TLgtTL，ωhen 0く P壬p'.
p . 

Proof. When x = 0， since Tpx口九o= 0 for all p > 0 we have 

nu 一一
Z
 
J
'
 

T
 

rp…
p
 

一一Z
 
n
r
 
T
 

一一z
 
n
r
 
T
 

where 0く p< p'. Then we show the case x > O. Let 0く p<pヘthen

九'x
IIxll rnl p' _ ¥ _ IIxll 

… -T(-z)=γT(一・ "=11x) IIxll ~ / p' -'p IIxll 
IIxll 
くて7・r_T(一=11x) 九zIIxll~' -p 
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and 

九z
lI，xll rn{ P _¥ / IIxll -T(-z)三-T(-z)IIxll-1"'; p -， IIxll 
IIxll 

-・ 7T(-z)z-UZ
IIxll 

W恥eo刷bt凶ta凶凶a叫山inthe d悶凶叫1悶叫ali山l日出均i抗t 口

Lemma 4.3 Let T sαtisfy the αssumptions A1， A2'， A3， then the following 
stαtementsαγ'e equ'lVαlent: 
(i) V P(T) is not empty， 
(ii) V P(九)is not empty for some p > 0， 
(iii) V P(九)is not empty for αny p > o. 

Proof. ((iii)斗 (ii)).It is obvious. 
( (i)吟 (ii)).Let入bean eigenvalue of T with the eigenvector x > O. Since 
by (1)引Ixll= T on SlIxlいwehave 

入x=Txロ1ilxllx.

This means that入isan eigenvalue of1ilxll・Thereforewe may choose p口 IIxll.
( (ii)吟 (i)).Let入bean eigenvalue of Tp for some p > 0 and x > 0 be the 
corresponding eigenvector such that IIxll口 p.Then again by (1) we have 

川口Tx=九n

which shows that入isan eigenvalue of T. 
( (ii)ゅ (iii)).Assume that V P(九)is not empty for some p > O. Since む
satisfies A1， A2， A3 from Remark 4.1， applying Theorem 3.2 we have 

r(九)=入。(九)εVP(九).

First we prove the case r(九)= O. Let xp be the eigenvector corresponding 
to r(九).Then， from Lemma 4.2 

(01九位恥ρ。=T，..x，..>ιT二'x
"''''-P''' 

一7-
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This means 九IXp= 0 = 0・Xpfor all〆>0， that is， VP(九1):;) 0 for all p' > o. 
In case r(九)> 0， since again from Lemma 4.2 

we obtain 

十(九)三十(む)
r(九)三γ(九，)

r(九，)> 0 

when p < p'， 
wheIi 0く p'< p， 

('V p' > 0). 

Consequently， applying Theorem 3.2， we can see that V P(九1)is not empty 
for all p' > O. ロ

Theorem 4.4 Let T satisfy the αssumptions Al， A2'， A3，αndhαveαpositive 
eigenvαlue. Then， 
(i)入p(T)is an eigenvαlue ofT and 0く入p(T)口入。(九)for eαch p > 0， 
(ii)入p(T)isα continuous， nonincreasing function似threspect to p > 0， 
(iii) for eαch p > 0， X (p) is nonempty and compαct ; furthermore， pゅ
X (p) isupper semico州側ous.
InpαrticulαTy Hm入p(T)口∞ザTO> O. 

ρ>10 

Proof. The statement (i) is clear from Theorem 3.2， the proof of Lemma 4.3 
and the fact that T口 Tpon Sp where Tp satisfies Al， A2， A3. Further， we 
can see 

入p(T)出入。(九)口 r(九).

On the other hand， 

明)<r似

follows from Lemma 4.2. Combining these properties we can show the con-

tinuity and the fact that入p(T)is nOI山 creasingwi th respect to p > O. 
Hereafter we prove the statement (ii). The statement (i) shows that X(p) 
is not empty for any p > o. Since 

X(p)口{Xど01Tx口入ρ(T)x}n Sp， 

X刻(ωωpωが)μ1S山山b加OUI凶11
implies that X(p) is a compact set because T is a compact mapping. 
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Let Pn→Po > O(n→∞) and Xn E X(Pn)' Then， since {xn} is bounded， 
{Txn} contains a converging subsequence， of which the limit we denote by 
Xo・Thecontinuity of入p(T)in P implies 

∞
 
↓
 
n
 

o
一T
Z-u 

-
n
r
 

一、八↓
 

弘
『

Z

一
j

T
一

向一1八一一
中
山

Thus from this we have 

Txo 、 Xo
忘前口Xo=仙石市

This shows that as ηj → ∞， Xnj → 芯?をす ε X(ρ) . Hence we have proved 
that a compact-valued mapping X(p) is upper semico凶 nuousin P > O. 
Let us turn to the last statement. Let TO > O. Then， for each 1 > P > 0 
aIidx > 0 such that Ilxll = 1， we have 

1 fT11 P ¥..... 1 
Tpx = ~T( II=IIX)と-TO，
ρIIxlI 

2 __ ..... fT1 11 rnf¥¥ ...... IITOII rn/ p
2 
rnf¥¥...... IITOII 17z三九(fO)ミヲ;IIT(府可TO)之フγTO，

iITOlln-2 rnf¥¥ ...... IITOlln-l 
T;z三九( ρn-lTO)ミ pn T0. 

Thus we have 

IITOII 
r(九)寸込IIT;II古=li~ s~'p IIT;xll有三一一・

n→∞xEBl 

Consequently 

1im入。(九)= liw. r(九)=∞.
P↓u p↓U 

口

From Lemma 4.2， 4.3 we can see that under the assumptions Al， A2'， A3， 
ifO is an eigenvalue ofT and there is no other eigenvalue， 0 =入p(T)εVP(T)
and a closed set X (p) s抗isfiesX(p) = pX(l) for any p > O. 
In case where T is indecomposable， more detailed properties can be 
shown. 
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Theorem 4.5 Let T satisfy the αssumptions Al，A2'，A3，A4. Then T hαs 
αn e'lgenvαlueαnd VP(T) = {入p(T)I p > O}詳O.For eαch p > 0， Tx = 
入p(T)x> 0 ifαnd onlyザx> 0 sαtisfies入p(T)=入I!xn(T)，x E X(lIxll). 
Further the following properties hold : 
(i) X(p) is αsingleton for eαch p > 0， 
(ii) 0 << X(p) << X(p') 切hen 0く pくp'，
(iii) P川 X(p)is αcontinuous mαpping from (0，∞) to E+・

Remark 4.6 Under the αssumptions of.Theorem 4.5， ifT sαtisfies the stronger 
condition: 

T(入x)く入Tx (V入>1，x>> 0)， 

then入p(T)is stバctlydecreαS'l旬 with問spectto p > U. 

Proof of Theorem 4.5. Since by Theorem 3.3， for each p > 0，九 hasa 
unique eigenvalue入。(九)=入p(T)> 0 with the strongly positive eigenvec-
tor which is unique up to multiplication by a positive constant， X (p) is a 
singleton and X(p) >> 0 for each p > O. 
Before proving the statement (ii) we show the following property (ii)': 

(ii)' 0 << X(p)三X(p') ωhen 0くp< p'. 
Let 0く p< p'. Assume that the inequality X(p) < X(p') is not true. Then 

X(p)云MX(p')，

where M = IIX(p)lIx(〆)> 1. Since T satisfies A2'， A3， 

入ρ(T)X(p) = TX(p)ざTMX(p')

< MTX(p')口 M入ρI(T)X(p'). 

Hence 
Apl(T) 

X(p)三Mi---X(〆).
入p(T)

By the definition of X (p')-norm it must be that 

Therefore we have 

入pl(T)
M くM・一ι一一
一入p(T). 

入p(T)<入pl(T).

-10-



On the other hand， from Theorem 4.4入ρ(T)is a nonincre部 ingfunction of 
p> 0， then we have 

入p(T)=入pl(T).
If X(p) ::f. MX(p')， {O}♀EMX(pl)ーX(p)c E.十 implies

EMX(pl)-X(p)詳TMX(p')-TX(p) < MTX(p') -TX(p) 
口入p(T)(MX(p')-X(p))， 

which is a contradiction. Then X(p) = MX(p'). But 

p = IIX(p)1I = MIIX(p')11 = Mp'三Mp

implies M < 1， which contradicts that M > 1. We have proved the property 
(ii)F. 

N ow we prove the property (ii). Let 0く pく p'.0<< X(p)く X(p')
follows from the statement (ii)' and the fact that p口 IIX(p)1I::f. IIX(p')II口 p'.
If the inequality X (p) << X (p') is not true， then， by the indecomposability 
ofT， 

EX(pl)-X(p) 詳 TX(p')~ TX(p) 

口入pl(T)X(p')一入p(T)X(p)

三入ρ(T)(X(p')-X(p)). 

This is a contradiction. Hence X (p) << X (p'). 
The continuity of X(p) inρis clear from Theorem 4.4 (iii) and the fact 
that X (p) is a singleton for each p > O. 口
Proof ofRemark 4.6 Let 0く pく p'be fixed. Assume入p(T)=入pl(T)=λ 
X(p) <<X(p') followsfrom Theorem 4.5. This inequalitymeans UX(p)lIx(〆)く
1. In case X(p) = IIX(p)lIx(ρI)X(P')， TX(p) = T(IIX(p)lIx(〆)X(p')) implies 

入X(p)> IIX(p)lIx(〆rTX(p')=入IIX(p)IIx(州・X(p')，

which is a contradiction. In case X (p)く IIX(p) IIx(pl)・X(p')，

EIIX(ρ)lIx(ρI)"X(ρ')ーX(p) 詳 T(IIX(p) IIx(pl)・X(p'))-TX(p) 

> IIX(p)lIx(p)TX(p') -TX(p) 
出入(IIX(p)IIX(pl)"X(p')-X(p)) 

also implies a contradiction. Hence，入p(T)::f.入p'(T) . Since入ρ(T)is non-
increasing with respect to p > 0 from Theorem 4.5， we have proved that 
入p(T)>入pl(T). ロ
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MATRIX YOUNG INEQUALITIES 

T. Ando 

Let p， q > 0 satisfy l/p十 l/qロ1.vVe p1'ove that fo1' any pai1'ム Bof n x n 
complex matrices there is a unitary matrix U， depending on A， B， such that 

U本IA.B'"W=:; IAIP /p十IBlq/q.

1. The most impo1'tant case of the Young inequalities (see [1] Chap. 2) says 

that if 1/ P十l/q= 1討thp， q > 0 then 

labl =:; lalP /p十Iblq/ q forα，b E C. (1) 

1n conside 出 g a matrix generalization of (1)， o1'de1' 1'el弘加a拭tion=:; should be defi.血nedi 

1n 立a拭cc∞O叫rdance、w討V吋it出hpoωsi ti 'V、veseln吋i-d白le五色1丘凶11山ite叩ne出ss町;A ;三三 B for He白r口:ln叫it“la叩n.4.， B means that A. -B 
is positive semi-de五nite.1n particluar， A 2:: 0 means positive serni-defi.niteness of.4.. Let 

us 'w出e.4. > 0 when .4. is positive defi.凶e. 1.4.1 ShOl“be understood as the modl山 s
IAIぉ (A*.4.)1/2.

A direct matrix generalization of (1) 

IABl =:; IA.IP /p十 IBlq/q 

does not hold in general. If A.， B > 0 is a cOl1unuting pair， however， .4.B 2:: 0 and via 
simlutaneous diagonalization， i t is proved that 

A.B =:; I . .:!.IP /p + IBlq /q. 

Rece叫 yBhatia-Kitta問 h[2] established a加

case p = q = 1/2 in the following form. 
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THEOREM(Bl国 iaand Kittaneh). For alザ pairA: B of n x n complex 

matrices there is a unitary・matrixU， depending on .4.， B， such that 

U*IAB*IU三IA12/2+ IBf /2. (2) 

In the present paper we shall extend this restut to the case of general p. The 

proof of Bhatia司王ittanehis based on the special sit1.凶ionthat IAI2 = A * A and IBI2口 βす

while our proof is based on pinching inequalities for the map X三o1--+ XT with 'r > 0 (see 
Lemma 2). 

2. THEOREM. Let p， q > 0 be mutua11y conjugate exponents， that is， l/p十

1/ q = 1. • Then for any pair A， B of n X n complex matrices there is a unitary matrix U， 

depending on A， B， such that 

U*/AB*/U:::; /A/P /p + /B/q /q. (3) 

Before going into proof， let us present some alternates of the assertion. Since 
each Hermitian matrix is unitarily similar to a diagonal matrix with its eigenvalues on the 

diagonal， the assertion is equivalent to the following system of inequalities for eigenvalues; 

入i(IAB*1)三ん(lAIP/p + IBlq / q) (i = 1，2，' . .川). (4) 

where， for a Hermiti叩 matrixX，入l(X)どん(X)ど・・・三入n(X)are its eigenvalues， 

arranged in decreasing order. 

立A口 VIAIand B = vVIBI are the polar representations of A and B respecω 
tively， with unitary V，予Vthen 

IAB*I = vVII.4.1・IBIIHi*

and 

入i(IAs*I)=ん(IIA.I・IBIi) (i口 1，2，.・.，n) 

Therefore， by回 placi時 Aand Bby IAI a凶 IB/， respectively， it suffices to prove (4) 0吋y

for A， B 三O.

3. Now let us enter a proof of (4) for A， B三O.Fix k alld let us proγe 

入k((BA2 B)1/2)三人k(1A.IP/p + IBlq /q). (5) 

Since 

入k((BA2 B)1/2) =入k((.4B2 .4)1/2)， 
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by exchanging the roles of A. and B if necessary， we may assume that 1 :::; p :::; 2， hence 

2 :::; q < ;:x). Further by considering B十ε1withε> 0 and taking limit asε→0， we may 

assume B > o. 
vVrite入=Ad(B.4.2 B)1/2) and clenote by P the orthoprojection (of rank k) 

to the spectral subspace， spanned by the eigenvectors corresponding to入i((BA2B)1/2) 
for i口 1，2，. •• ，k: Denote by Q the orthoprojection (of rank k) to the subspace M 
r組 (B-1P). ln-view of the m叩1n仔-maはxch印a町ra飢ct旬e白 a州tio叩工nof eig伊er肝lvaιlu悶 ofa Hermitian matrix 

(see [1] Chap. 2， 326) forinequality (5) it suffi.ces to prove 

入Q:::;QAPQ/p十QBqQ/q.

By definition of Q we have 

B-1p = QB-1p and PBQ = BQ， 

which implies 

PB-1Q =コPB-1 and QBP = QB. 

Now it follows from these identities that 

and similarly 

(QB2Q)・(B-1P B-1) = QB2 . (QB-1 P B-1Q) 

口 QB2. B-1 P B-1 

== QBPB-1 = Q， 

(B-1 PB…1).(QB2Q)口 Q.

(6) 

These together mean that B-1 P B-1 and QB2Q map M onto itself， vanish on its ortho-
complement and are inverse to each other・onJvt. 

r > O. 

and 

4. For a proof of (6) we need some lemmas on the map X 三o1--7 Xr with 

LEMMA 1. Let 0 < r ::; 1. Then 0 :::; X :::; Y implies Xr :::; yr. 

LEMMA 2. Let Q be an orthoprojection. Tl1en for X 2: 0 

QXrQ三(QXQr if 0 < r三1，

QxrQ三(QXQY if 1:::; r ::; 2. 
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See [3] and [4] for the proofs of these lemmas. 

Let us return to the proof of (6). First by de五凶ionof P ¥ye have 

(BA2 B)1/2三入P，

whic.h implies， via comm凶 ativityof (BA.2B)1/2 and P， 

A2 >入2B-1PB-1.

Then by LE1ifMA 1 with r = p/2 we have 

APど入P(B-1P B-1 )P/2， 

hence 

QAPQ主人P(B-1P B-1 )p/2. 

Since B-1 P B-l is the inverse of QB2Q onん1，this means that onん4

QA.PQど入P(QB2Q)-P/2. (7) 

To prove (6)， let us五rstconsider the case 2三q三4.Thell by LEMMA 2 with 

r = q/2 we have 
QBqQ三(QB2Q)q/2. (8) 

Now it follows from (7) and (8) tl叫 onJ/t 

QAPQ/p + QBqQ/q 

と入P(QB2Q)-p/2/p+ (QB2Q)q/2 /q. 

1n view of the Young inequality for the conl1nuting pair，入・(QB2Q)-U2alld (QB2Q)1/2， 

this implies 

(QAPQ)/p + (QBqQ)/q 
と入・ (QB2Q)-1/2. (QB2Q)1/2 =入Q，

proving (6). 

Let us next consider the case 4 < q <∞. Let s = q/2， Then 0 < 2/ s ::; 1 and 

q/s口 2.By LEMMA 2 with r = q/ s we have 

QBqQ三(QBSQ)q/S. (9) 
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On the other hand， by LEMMA 2 with r 2/ s "¥ve have 

(QssQ)2/SとQs2Q，

and then by LEM悶A1 with r = p/2 

(QsSQ)P/Sと(Qs2Q)P/2，

hence on M 

(QsSQ)-p/S三(Qs2Q)-P/2.

Now it follows from (7)， (10) and (9) that 

(10) 

QAPQ/p十QsqQ/q

三入P.(QssQ)-p/s /p + (QssQF/s /q. 

In view of the Young inequality for the commuting pair入・ (Qs8Q)-1/8and (Qs8Q)I/8， 

this implies 

QAPQ/p + QsqQ/q 

ど入・ (Qs8Q)-1/8・(QsSQ?/S口入Q，

proving (6). This completes the proof. 
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Functions with a unique meanva1ue and amenabi1i七y

Yuji T.叫佃hashi

Hokkaido Universi七yof Education， }強koda七e

Let G be aユoca11yco押印七 groupwi七ha fixed 1eft Haar measure λ and 

1e七♂(G) (工 ~p s， ∞) be七heassociated Lebesgue spωes. A subspace S of 
L∞(G) is said七obe admissib1e if i七con七ainsthe cons七antsand f for each 

x 
f e S and x e G (whsre J is七he1e抗 trans1ateoff by x， xf(Y) = f(xy) 

自3

(y e G)). 工f f e L -(G)， 1e七 Sr denote七hesrna.11es七admissib1esubspace 
。。

containing f. We say七ha七 fe L-(G) has a魁盟並並立nvarian七meanvalue 

if L工M(Sr) is nonemp七yand七hereexis七sa cons七an七 c such七ha七 m(f)= c 

for each m e L工M(Sf)' (~or an admissible subspace S of Loo(G)， LIM(S) 
stands for七hese七oflef七inv，紅吐m七meanson S， i.e.， a11 m e S* ~乱七h

m~と 0 ， m(工)= 1， and m(~f) = m(f) (x e G， f e S).) 官官 se七offunc七ionswith x 
a unique 1eft invarian七meanvalue is denoted by U(G). No七e七ha七 U(G) is 

always closed under scalar mu工七ip工ica七ion. Recal1 七ha七if G is amenable as 

a disc四七egroup，七hen U(G) coincides wi七hthe sum of the cons七an七sand七he
C口

norm closed 1訂learspan of {f -.，f f e L-(G)， x e G} ([7J). 工npar七icular，
x 

U(G) is closed under addi七ionfor such a G. Recen七lyMiao [町 proved七ha七

if U(G) is closed under addi七ion，七hen G is amenab1e，七husanswering a 

question raised by Rosenb1a七七自治 Yangin [7J. The fo11owing. was posed as an 

open prob1em in [4J 工s U(G) closed under addi七ionif G is amenab1e ? 

The purpose of七histalk is七ogive rna.ny examp1es which show七ha七七he町田wer

to Miao's prob1em is nega七ive.

Recal1七ha七acompac七group G is said七ohave七heme畠旦星空主立盟昌弘

containmen七propertYif七hereexis七sa ne七 {ga} in 

L~(G) = {f e L2(G) : fG fdA = O} 

such伽七 11gall2 = 1 for a11αmd lpl ilxE5-gb112=O for a11x e G ([6〕).

τhe nega七iveanswer七oMiao's prob1em is a direc七consequenceof七hefo11owing 

r唱さsu1七.

官官or町n. Le七 G be an infini七ecompac七宮oup釘ldsuppose七ha七 U(G) is 

c10sed undぽ addition. Then G has七hemean.zero 鳩山 con七aお1IDen七proper七y.

-18-



工七 is we11 known 七ha七if an infini七ecornpac七group G is amenab1e as a 

discre七egroup，七hen G has七hemean zero we出 conta訂間的 property([5J). 

Some exampユesof cornpac七宮oupswhich do no七havethe mean zero wea.k containrnen七

proper七ycan be found知 [1，2， 3， 6， 8J. For examp1e， SO(n) (七hespecial 

orthogona1 group) does no七have七hemean zero we出 con七aお国的 propertyfor 

nぇ3. 官官reforeour Theorern irnp1ies七ha七七hese七offunctions on SO(n) 

(nと 3)wi七ha unique 1eft invarian七meanva1ue is no七c10sedunder addi七ion.

官Iisreso1ves Miao's probユern[円 nega七ive1y.

As a consequence of七he官1eorernwe have the fo110wing. 官11sgives a 

number of examp1es which show七ha七七heanswer七oMiao's prob1ern 1s nega七ive.

Proposi七ion. Le七 G1 be an infini七ecornpac七group七ha七doesno七have

七hernean zero wea.k con七ainmen七proper七y出1d1e七 G2 be an amenab1e 10ca11y 

cornpact group. Then G
1 
x G2 is. an鵬 nab1e.10ca11yc叫 actgroup for which 

U(G， x G~) is no七c10sedunder addi七ion.1 .. '"'2 
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Injection of shifts into contractions 

高橋勝利 北大理(教養〉

ヒルベルト空間上の(有界線形)作用素T1，おに対し，XT1=T2Xとなる 1対 1作用素Xが存

在することを己主 T2で表わし，作用素Xがさらに調密な値域をもつようにとれるとき，T1ベ九

と書く .SをH2上の片側シフト作用素(iふ (Sh)(z)口 zh(z)，h E H2)とし，1::;n::;∞に対し

て，Sn コ SEDSED・・・ EDS (n伺の産和)とする.ここでは，ヒ Jレベルト空間上の縮小作吊索Tと
片領Ijシフト作用素Snの関係SRATを考える.以下，縮小作用素Tはユニタリ一部分をもたない

とする.ある f(=/=0) E H∞に対して，f(T) = 0となる縮小作用索Tのクラスは Coで表わされ

る.明かに，縮小作用素Tに対して，もしXS=TXとなる単射Xが存在するならば，T (j. Coで

ある.逆に，T (j. Coならば，S(口 S1)主Tであることが知られている.また， Apostol幽Bercoviciω

Foias-Pearcy[3] ([6])は次の結果を証明した:もしσ(T)c D = {z: Izl < 1}でT(j. Coならば，
S∞ベ Tである.

縮小作用素Tに対して，ぉT= sup{n: SnムT}とおく.上で述べたことから， TECo仲おT=O
である.また，ぉSn= n，さらに，TベSnとなる縮小作用素Tに対して，おT=nであることが知ら
れている ([7]，[8]). Alexander[l]は，縮小作用素Tlこ対して 'E/t叫ん(T)Xj== 0となるH∞の
関数JI，J2，…，fnがJI=J2=・・・ = fn = 0に限るとき，n個のベクトルX1，X2ぃ・，XnはT叩
analytically independentであると定義し，次の結巣を与えたけどね仲 T-analyticallyindepen-

I T， 引っ l
dentである n個のベクトルX1，X2，…，Xnが存荘する.この結果を能って，T=コ......i ......l.uのと

¥ 0 T2 ) 

き，ぉT=応Tl十郎%を訴すことができる.従って，

(T1 T12 ¥ 
命題1.縮小作用素TがTロ I _ -....， 1， T1 E Co， T2ペSn，と三角化されるならば，¥ 0 T2)' ~ - ~， 

"-Tロηである.

我々は命題1の作用素以外におT<∞となる縮小作用素T があるかどうか知らない.
ヒJレベルト空間冗上の縮小作用素Tに対して，ん1(T)= {x E冗 Tnx→ostrongly}はTの
間不変部分空間である.M(T) =冗となるとき，TはクラスCo・の作用素，またんt(T)=コ{O}であ

I T1 T1宮 1
るとき，Tはクラス C1.の作用索であると言われる.一般の縮小作用素Tは， Tzi A 46i on 

¥ 0 T2 ) 

冗 =M(T) ED M(T)へT1E Co・，T2 E C1・と三角北される.また，クラス C.o，C.1， Ccxs (α，s= 
0，1)は0.0= (Co・)*， C.1 = (C1・)ぺ Ccxsロ Ccx.n C'sで、定義される.Co c Cooである.また，
T ペSnなる縮小作用素Tはクラス ClOで、あることに注意する.TEC・1に対しでも，S∞ベ Tで

あることが知られているから，もしT(j. C.oならば，縮小作用素T*に対する上で与えられた三角

化より，S∞主 T，特に，ぉT=∞であることが分かる.従って，T E 0.0としてよい.T E C.oは，
I T， T1? ¥ 
コ I-_'" 日 1，T1 E Coo，九 EClO，と三角化される.このとき，上のAlexanderの結果よ
¥ 0 T2) 

り，吋ロおTl+おおが成り立つ.

次の定理は，クラスCooの縮小作用素に対して，命題1の逆が成り立つことを治す.

定理 1.T E CooかっT(j. Coならば，おT=∞である.

定理1はクラスAの縮小作用素の不変部分空間についての結果と次の補題1，2より得られる.任

意のfEH∞に対して， Ilf(T)1I = Ilflいであるとき，縮小作用素Tはクラス Aの作用素であると

-20-



言われる.また，縮小作用素Tの不変部分空間M に対して， (i) (入-TIM)*k(入)= 0 (入 εD)，(ii) 

VλED k(λ) =Mを満たす conjugateanalytic function k :日→ M が存在するとき，M はfull
analyticであると言う.Chevreau“Exner冊Pearcy[4]は， fu乱闘alyticinvariant subspaceをもっ縮

小作用素を特徴付けた.いま，Tが定理1の{反定を満たすとする.TεCo.であるから，もしTEA
ならば，T*はfulla混乱lyticinvariant subspaceを持つ ([4]).一方，Tr:f.A ならば， Apostolの結果

[2]によってσ(TIM)苫θD(そしてTIMr:f. CO)となる不変部分空間M がとれる.従って，定理1
は次の補題1，2より得られる.

補題1.縮小作用素Tの共役作用素T棋がfull相 alyticinvariant subspaceを持つならば，S∞ペ

Tである.

証明.Mを?の fullanalytic invariant subspace， k(入)を (i)(入-Tホ1M)叩(入)= 0， (託)
VλεD k(入)=Mを満たすconjugate組 alyticfuncもionとする.た(入)はconjugateanalyticである

から，0<r<1に対して，X:M →H2を(Xx)(入)口 (x，k(r入))によって定義できる.このとき，

条件。)， (誼)からXはinjectiveで，XT2=rSXを満たすことが分かる.ここで，T2= PMTIル{
(PMはλイへのorthogonalprojection)とする.従って，r(SI(r姐 X)一)*ベT2・上で注意した[3](ま

たは (6])の結果より，S，∞ベむを得る.このとき， Sz.-Nagy-Foiasの引もingthoeremを使って，

S∞ベTを示すができる.

補題 2.σ(T)語θD，Tr:f.Coならば，民T=∞.

証明.Mobius変換(T-α1)(1一夜T)-lを考えることにより， σ(T)はOを含まない単連結領域

に含まれるとしてよい.このとき，任意のnに対して，TはルthrooもAを持つ.作用素Aは縮小作

用素Bにsimilarであり，仮定Tr:f. COより縮小作用素BもBr:f. COであることが分かる.従って，

S主B，そして，Sn主Bnである.T=AnはBn，こsimilarであり，Snは重按度ηの片側シフトで
あるから，Sn主Tとなる.

次にクラス C10の縮小作用素を考える.

命題 2.T E ClOかつ町<∞ならば，(i)σ(T) = D， (註)九(T)コ θD，(出)dim ker T*三郎T・

0T(Z)を縮小作用素Tの特性関数とする.0T(z)はD:=(r組 (1-T*T))ーから1九:口 (ran(1-

TTつ)ーへの縮小作用素を値にとる作舟索値の H∞ー関数である. (i) T E C.o件。T(Z):iso冊
metric a.e. on θD， (註)TεCoo仲 0T(Z):unitary a.e. on θDが成り立つ. ム*，T(Z)= 
(1 -0T(z)0T(Z)*)1/2 (z EθD)， RT = Mzl(ムリL2(1九))ーとする. ここで，L2(1九)は丸 lこ値

をとるベクトル値L2空間，Mz は座標関数zによるL2(1九)よの multiplicaもionoperatorとする.

ユニタリ一作用素RTはTのminimalcoisometric extensionのユニタリ一部分にユニタリー伺僅

であり，T(のユニタリー拡大)のたresidualpartと呼ばれる.K erchy [5]は， sup{rankLl*，T(Z) : 

Z E θD}三n(n <∞)， i.e. RTのmultiplicityがn以上ならば，Sn主Tであることを示した.
rT = {z:ム本，T(Z)f:. O}とおく.
補題3.([5]) 縮小作用素Tに対して， rTIMロrTとなる巡回不変部分空間M が存在する.

命題3.T = T1 ED T2， TiεClOとする.もし，rT1 n rT2がルベーク浪IJ度0ならば，ぉT=∞.
証明.補題 3より， Ti'こ対して，rTilMiロ rTiとなる巡回不変部分空間Miが存在する.命

題 2より σ(TilMi)= D，σe(TdMi)ロ θPとしてよい. このとき，TilMiは巡回的であるか
ら， dim ker(Ti IMi)ホロ1. また， rankムリ'iIMi(Z):=:; 1 a.e. である.九 =TI(M1 ED M2) = 
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(九IM1)ED (九1M2)とする.このとき， ι(To)=θD，そして， dim ker To = 2である.九に対
して鵠題3を使って， rTolN = rToとなる巡回不変部分空関λ(;を得る.dim ker(To IN)* ~ 1であ

るから，任意の入 EDは縮小作用素TolNよの留有値である.従って，PNム九INム EA.仮定よ

りr勾 nrT2がJレベーク測度0だから，ra.nk.6..* ，To (z) = r a.nkム*，TIIMl(z)十ra.nk.6..*，T2IM2 (z)三1
aふ従って，特性関数に対する regul目 fa.ctoIIza.tionについての結果より'PNムTolNムεCoo.[4] 

の結果と補題1より，おTo=∞，そして，だT=∞を得る.

命題 4.T E ClOとする.ある開集合 (cθD)上ほとんど到る所で0T(Z)がこLニタリーならば，
おTロ∞である.

証明.TOt = (T-α1)(1一夜T)-lとおく.おT=おT{J{ である.仮定より，あるαEDをとって，

r九nr一九は制度0とできる.従って，命題3より，吋α$(一九)ロ∞・お九$(一九)ロおTα 十郎一九で
あるから， κT=コお九=∞.

A，mをそれぞれD，aD上のルベーク制度とし， r= {z E θD: 0<町g(z)くけとする.測度
dμ =dA+χEdm によって定まる cyclicsubnorma.l oper叫or8μ は命題4の条件を満たす.

最後に，一般の縮小作用素TについてS∞ベ Tとなる十分条件を与える.

定理 2.Tを縮小作用素とする.あるい1<1に対して，T-α1:not Fredholmかっ dimker(T-

α1)<∞ならば， 8∞ペT.

U chiya.ma.[8]は，次の系(2)のTに対し， 8，∞主TベS∞であることを治した・(日nk(1-T*T) < 
∞の場合は， [7]で訴されている.)

系.(1) TベS∞ならば，S，∞ベT;従って，TはS∞にqua.sisimila.rである.

(2) T E C10とする. もし，1-T*Tがトレースクラスでd詰1ker T* ∞ならば，TはS∞

にqua.sisimila.rである.
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BSE Banach modules 

Sin-Ei Takahasi 

Abstract. We introduce a class of Banach modules which 
are module version of BSE commutative Bnanach algberas 
considered by the author and O. Hatori [4]. A Banach module 
which belongs to such a c1ass are called BSE. Every multiplier 
of a BSE Banach module over a commutative Banach algebra 
A can be characterized as a continuous vector field on the carrier 
space φ'A of A which satisfies a Bochner帽Schoenberg-Eberlein 
typ inequali句r.We give typical BSE Banach modules with 
respect to C九algebrasand convolution algebras and further 
give several related results. 

Let A be a commutative Banach algebra with carrier spaceφAand Xa 
Banach A-module. For each cp Eφ'A let M午 bethe corresponding maximal 
regular ideal of A and set 

Xq: = sp {M♂+ (1 -eq;)X}， 
where sp denotes the closed linear span and e午 denotesan element of A 

with中(eq;)コ1.In this case X午 doesnot depend on a choise of eq; and it is 
aBanachA引 lbmoduleof X. We define Xq: =芯IX午andx̂(中)=x+X午

(中巴や'A.，x日X).Let ITx九中cp=工耳lX丸午bet恥he碍M州eω叫clωla制ss0ぱfall主白釦11削I
A lJ)I:::'!-切J仇

defined on <T A such that a(甲)巴為 foreach中E<TA.加 elementof 

rr Xq; is called a vector field on <T A' The space II Xq: becomes an A，.. 
module under the module multilication defined by 

Set 
(aa) (中，)=中(a)a(紛争巴ん中巴 φA'σεIIXcp)' 

1Ibhz {σεII Xcp : 11 a 11∞=  _s212. 1抑制11く十∞}・
cpE<TA 

menEhhbecomes aBanac11A婦moduleunder the sup nonn 1111∞・ For

each cp Eφ'A we define 
ncp(x) = x(中，)(x巴X).

In this setting a vector fieldσE II Xcp is said to be BSE if there exists a 

positive constant s such that 

率先例)I 
s 
sIL主主oncpi Ilx 
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for all finite number of <P h…，<PnE争Aand the same number of f1 E 
(Xcpl) * ，…， fn E (Xcp) and the infimum of s∞h s is denoted by 11σIIBSE' 
Here (Xcp) * denotes the dual space of the Banach space Xq:. Moreover set 

IIBSEXq; = {σ巴IIXcp: 0 is BSE}・

In this case we have "σ"∞斗iσIIB距 foreachσεII Xcp and hence 
TIBSEXcp C IIbXq;. Alsωow附eca叩ns蹴c∞et出haぽt日3邸SE点X午 becomesa B肱anaclぬhA輔
modωu叫山leu江刷I
We next introduce a c∞oncep戸toぱfc∞on凶tむ1祖則R即郎u山1均tザYfl伽O町rvector f:批i記el凶d必s.To do this ， 
set 

IIXω= u_ {中}x Xa; 
cpヒ 'A

and letπbe the natural map ofφAxXto IIX年 definedby 

3戒中，x)口(中， X̂(I中))(中巴<TA'X E X). 

Let <T A X X have the product topology and give IIX午 thequotient topology 

with respect to:rr. In this settting we say that a vector fieldσ巴TIxψis

continuous at中oEφAifthe map:中→(中，σ(中1))of <T A into IIX年 is

continous at中0・AlsoσεTIXcp is said to be continuous on <T A if it is 

continous at all中巴<TA.Let us denote by TI"'x午 theclass of all continuous 

vector fields in TI Xq; and set 

TICbXcp= IIち九nHbXP
HisEXψ= IIBsEx刊日cxq-

Problem 1. Is II~sEx午 aBanach A-submodule of IIBs~q; ? 

An A-module homomorphism of A into X is called a multiplier of X. We 
denoteむYM(A，X)， or simly M(X)， the class of all multipliers of X. M(X) 
becomes a Banach A嗣modulein the obvious way. In this case we have the 
following representation theorem which is a generalization of the Helgason-
Wang representation [1， 7]. 

Lemma 1. (i) If T E M(X)， then there exists a unique vector field T̂  on 
<T A such that (Ta)̂ = aT̂ for all a E A. 
(ii) The map: T→ T̂  is anA幽modulehomomorphism of M(X) into 
rr'"'Xq;， the kernel of the homomorphism being equal to 

{TE M(X): TA C αxψ}. 
cpt: WA  

b 
(iii) If守E.11 Jtcp 11 / 11中11<十∞，thenMハ(X)C TIuxゃ whereM̂(X) = 

可J~ 官'A

{T̂: T巴M(X)}.
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If {eλ} is a bound仙 letin A剖 i均ingthe condition ur怜ω叫 (x)
for every x巴Xand <p Eφ~， then we. call it a bounded weak approximate 

identity of A in the sense of Jones-Lahr (cf. [2]). For each x E X， define Txa 
ロ ax(a巴A)，so that each Tx is a multiplier of X. Then we have the 
following 

Lem服a2. (i) X八三 M̂(X)n rr~SEX午 and x̂ =(T x)̂ for each中E4TA， 
where X̂  = {x̂: x巴X}.
(ii) If A has a bound.~d weak approximate identity in the sense of Jones-

Lahr， then M̂ (X) C rr;SEX午・

Then we have the following diagram: 

IIbxo rrcX中

¥/  
/¥  

¥/  
X̂  

おefinition.A Bar即 hA-module X is said to be BSE if M̂ (X) = 

rr;SEXq;' 

Remark 1. Let M(A) be the mu1tiplier algebra of A. Then the Helgason-
Wang representation theorem asserts t加t組 yelement T of M(A) can be 
representated as a continuous complex-valued function T̂  on φ'A.Let 
M̂(A)ロ {T̂:T E M(A)}. Also denote by CBSE(φA)也eset of all 
contiunous complex-valued functions on 4t A satisfying that there exists a 
positive constant s such that for every finite number of complex numbers 
CJ，…， cn and the same number of <p 1，…'<Pn in φ'A the inequality 

「
円

υ
ワ
ω



L31c州 ~ß11ふrpiIL 
holds. We say thぽAis a BSE-algebra if M̂(A) = CBSE(φA). Thewell-
kI10WI1Bocher棚Schoenberg占berleinthorem asserts that the group algebra 
L .1.( G) of a locally compact abelian group G is BSE. But commutative C九
algebras， the disk algebra and Hardy algebra on the open disk are also BSE 
(cf. [4]). Iffl凶 herA is BSE， it is a BSE Banach module over itself. 

Remark 2. Suppose that X = A. Then for each rp EφA and x E X， we 
have Xq> = M午andso Xq>コAルiq>== C， the complex numbers. Therefore 
(Xq>) * == C水==C and .:mcp(x) = x十M中鰐伊(x)(Vx EX). Hence the BSE幽
inequality on a Banach module represents the c1assical BSE-inequality on a 
commutative Banach algebra. 

Suppose next that A = .C. Then φ'A = {ic} and hence X1C = {O}， where 
ic is the identity map on C. Therefore Xic駁 X，Jtic (x)磁 X十{O}== x 
(¥fx EX)， X認 X̂ = rr Xq; and ( Xic)* == X*. Hence the BS芯inequality
represents 1 f(x) 1 ~ 11 X IIBsE 11 f 11 (Vx巴X，¥lfEXホ)， so by the Ha加-
Banach extension theore叫 weobtain 11 x "BSド"x" (¥1 x E X). 
~onse_qu<?nt1y ~_ th_~ BSE幽inequalityrepresents the fundamental inequality 
1 f(x) 1 ~ 11 x 1111 f 11 (¥lx E X， ¥lf巴Xホ)on the functional analysis. 

In [6] the author gives the following typical BSE Banach modules. 

Tb.eorem 1. (i) If A is a commutative C九algebraand 1 is a c10sed ideal 
of A， then 1 is a BSE Banach A-module and A is a BSE Banach 1 -module. 
(ii) If A is a quasicentral C* -algebra and Z is the center of A， then A is a 
BSEBanachZ幽module.
(iii) If G is a compact abelian g~oup， then C(G)， M(G) and LP(G) 
(1 ~p ~ +∞)訂eBSE Banach L.I.( G)欄 modules.
(iv) If A is a commutative C*-algebra with discrete carrier space， then any 
Banach A-module is BSE. 

Problem 2. What is a commutative Banach algebra over which any 
Banach module is BSE? 

Remark 3. Let G be a compact abelian group and X a Banach L ¥ G)倒
module. For each Y E Gぺthedual group of G， let Xy口 {yx:x E X}. Then 
LhトRooij帽Wang[3] have obtained thatσE n Xy can be extented to a 
multiplierofXifaMoqpfifthercexistspoiitivc cpnstant p suchthat 

II.L. Ci<J(Y 011 ，y ~ s II.L. CiY i IL 1 lIi=l • "'-J IIX . lIiロ1 •.• IIL'(G) 

for all c}，…，cn EC and Y}，…， Yn巴 Ĝ.A. better analogy with the 
Bochner-Schoenberg幽Eberleintheorem would be obtained if in the above 

inequality one could replace the L l-normもyLへnorm，but this change would 

£
U
 

つ白



make the theorem false， as one sees from the example Xロ C(G)，a(y) = y 
(Vy EĜ )・Howeverthis trouble can be taken away in our viewpoint. 

The fo11owing result gives a characterization of BSE vector fields which 
is similar to one obtained in [4]. 

Theo問 m2. A vector fieldσE TI Xq; is BSE if and only if there exists 
a bounded net {丸}in X such that w九lim(xか(中)ロa(中)for a11中巴φ'A'

The above theorem suggests 出atany BSE vector field can be regarded as 
an element of X*へthesecond dual of X. 

Theorem 3. Let X be either M(A) or a commutative Banach algebra 
which contains A as a closed ideal and assume A has a bounded weak 

approximate identity in the se悶 ofJones幽Lahr.Then TI~SEX午 becomes a 
BanachA幽moduleand it is isomorphic with CBSE(φ'A) as Banach A醐
modules. 
In particular， if A is a BSE-algebra， then X is a BSE Banach A-module. 
τbe converse is true whenever A has a bounded approximate identity. 

Corollary. Let G be a loca11y compact abeJian group. Then the 
measure algebra M(G) of G is a BSE Banach L 1.( G)-module. 

Probelem 3. In the noncompact case， are Co(G) and LP( G) (1 ~ P ~ +∞) 
BSE Banach LJ.( G)-modules? 

Let S be a set ~nd e 1(S) the set of a11 complex-valued function a on S 
such thほ11a Ih = _~.， 1 a(s) 1 <十∞.Then e 1(S) is a commutative Banach 

sE::S 
algebra under the pointwise operators ar山 henorm " "1' The fo11owing 
result is similar to one obtained in [5]. 

Tbeorem 4. Let S be a set and X a Banach e 1(S) -module. Then 
X̂  C TI~SEX<p C M̂(X) = rrbx<p' 

Prob伽 n4. (i) For叫 Banache切)幽moduleX， dωXA2HLSEX午
holds? 

(仰i吟i)What悶凶atis a“C∞伽om官mm即11
for every Banach A-module X? 
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局所コンパクト群の conjugation表現に関連した関数空間について

古田 公司(北大・理)

Gを局所コンパクト群，dxを G上の(国定された)左不変 Haar測度と

し，LP (G) (1 < p <∞)をこの測度に関する通常の Lebesgue空間とする.各

zεGに対し {x}の中心イヒ群を C(x)，Gの中心を Z(G)で表わす.すなわち

C(x) = {y E G: xy = yx}， Z(G) = nXEG C(x). 
l<p三∞に対し Gの LP(G)上の連続な表現可を

句作)f(t)= f(x-1tx)L1(x)1/p， x， tεG， f E LP(G) 

で定める.ここで A は Gのモジュラー関数である.この表現を conjugation

表現と呼ぶ.各句作)は LP(G)よの等距離作用素であり 1特に句は Hilbert

空間 L2(G)上のユニタリー表現となる.

以下 1く p く∞，l/p十 l/q= 1とする. 空間 Aη(G)を u(x)= 
2二1(π'p( x ) hn ， gn) (hnモLP(G)，gn E Lq(G)， I:.~二 l l1 hnllp lI gnllq く十∞)

と表わせるような G上の複素数値関数 U の全体とする.ここで(・7・)は LP(G)

と Lq(G)の双対を表わす.このとき uEA乃 (G)のノ jレムを

IlullA1rp ロ inf{さIlhnllpllgnllq: u(←かい)hn，gn) } 
で定めることにより Aη(G)は Bamich空間となる.

上の定義で η の代わりに Gの LP(G)上の在移動による表現入P(すなわち

入p(x)f(t)口 f(x-1t)，x， t E G; f εLP( G))を用いて得られる空間を Ap(G)

で表わす.u E Ap(G)のノルムも同様に

lIullAp 口訂寸吋=inf註血凶nぱ唱lf
で定める.このとき Ap(G)は積を (ω)(x)口 u(x)v(x)で定めることにより

Banach代数となる.空関 Ap(G)については Herz，Eymard等により多くの

研究がなされている.ここで A2(G)は Fourier代数と呼ばれるものであり， G
が可換のときは指標群 δ上の空間 Ll(δ)の Fourier変換の空dに一致する.
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空間 Ap(G)の構造については次のことが知られている.
(i) Ap(G)の元は無限遠で Oとなる G上の連続関数である.
(ii) Ap(G)は Gの各点を分離する.
(iii) Ap(G)が定数関数をもつための必要十分条件は Gがコンパクトである
ことである.

(iv) Hが Gの間部分群であるとき Ap(G)IH= Ap(H)が成立する.

1.空間 Aπp(G)の構造.

最初に Ap(G)との比較の下で A乃(G)の基本的な性質について考察する.

命顕1.1:.(i) Aη(G)の元は Gよの一様連続な関数である.
(ii) Aη(G)が Gの各点を分離するための必要十分条件は Z(G)口 {e}とな
ることである.また Aπp(G)の元は Z(G)の各剰余類上一定値をとる.

延盟ょ(i)u(x)=(η(x)h，g)εAη(G) (h E LP ( G) ，g E L q ( G) )に対し

lu(αx) -u(x)1 = 1(1I"p(αx)h，g)一(π'p(x)h，g)1
= I(πp(x)h，πq(α-l)g _ g)1 

ざIlhllpllπq(α-l)g_ gllq 

であり?写像 X l-+ 作q(x)が強連続であることから U の右一様連続性がわか
る.左一様連続性についても同様.またこの証明から U εAη(G)ならば αu，
UαE A1rp(G) (αE G)となることも容易にわかる.
(ii)αε Z(G)とするとLl(α)= 1より πp(α)h = 11" P ( e ) h， h E LP ( G) . 
よって u(α)= u(e)， u E Aη(G).また (i)の証明の注意より u(xa)= u(x)， 
uEAη(G)， x E G. 
逆に Z(G)= {e}とする.このとき αEG¥{e}に対し u(α)= 0， u( e)チ0
でないような uEAη(G)の在在をいえば十分である.佼定より αbチ仰とな
る bEGと7αunuα=0となるような bのコンパクト近傍 Uが存在する.
このとき u(x)口(句作)χU，χu)とおくと uEAり(G)で u(α)口0，u(e)チO.
(証終)
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命顕1.2.Gが [IN]-groupのとき A1rp(G)は定数関数をもっ.逆に A1r2(G)が

定数関数をもつならば Gは [IN]-groupである.ここで Gが [INJ-groupであ

るとは単位元のコンパクト近傍 Uですべての xEGに対し xUx-1C Uと
なるものが存在するときをいう.

誌思ム G を [IN]-groupとし，Uを eのコンパクト近傍 Uで xUx-1 口 U，
mεGとなるものとする.このとき IUIを Uの Haar測度として u(x)口
IUI-1(作'p(x)χU，χu)とおくと u(x)= 1， x εGとなる.
逆に A1r2(G)が定数関数 1Gをもっとする.一般に A1r2(G)は{巧(x): x ε 

G}で生成される vonNeumann代数9Jtの predualであることが知られて

いる. 1Gは9Jt上の正規状態を定義し 7 したがって L2(G)の Oでない関数

からなる列 {fn}:;=1 が存在して ~:=1(句作)ん ， fn) = 1， x εGとなる.こ
こで Schwarzの不等式を用いると(句作)fn，ん)= 111r2(X)1I叫ん112，すなわち
句作)fn= fn (x E G， n = 1，・・ .，N)を得る.よって均の作用で不変な Oで
ない関数が存在することと Gが [IN]-groupであることが同値であることから

命題が得られる.(証終)

誌議ょ(i)Hを Gの間部分群とする.このとき一般には Aη(G)IHC Aり(H)
は成立しない.実際んrp(G)IHc Aη(H)ならば H の中心 Z(H)が Z(G)に
含まれることが必要である.証明は命題 1(ii)とその証明から得られる.

(ii) A1rp (G)は一般には (Gの各点ごとの)穣で閉じていない.例えば G=

{(α D:仰いo}(離散群として)のとき 1または Gが 2個以上のo 1 
生成元をもっ陸自群のとき A乃 (G)は積で閉じていないことが3命題 3(出)を

用いて証明することができる.

Ap(G)とA乃(G)の包含関係については次のことがわかる.

命頴1.3:.(i) Gがコンパクトならば Aη(G)c Ap(G)であり 1 さらに U 巴
Aη(G)に対し IlullAp< lIullAπp 
(ii) Z(G)がコンパクトでないならば Aη(G) n Ap (G) = {O}. 
(iii) Gが離散群のとき A1r2(G) n A2( G)口 {O}であるための必要十分条件は
すべての αEGに対し C(α)が無限集合であることである.
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証盟ム (i)MAp(G)を Ap(G)の乗関数の空間とすると 3 一般に Aη(G)c 

MAp(G)， IIUIIA宥p < IlullMAp (u巴A7rp(G))である.一方 Gがコンパクトの
とき Ap(G)ロ Aη(G)であり?そのノルムも一致することから (i)が得られる.

(ii) A7rp (G)の元が Z(G)の上で一定値をとる関数であることと Ap(G)の

元が無限遠で。となる関数であることから明らか.

(iii) C(α)が有限となる αεGが存在するとき 7関数 u(x)口付p(x)5α，5.a)ロ

χC(α)(x)は A7rp(G)かっ Ap(G)に属する.実際 Ap(G)は台が有限な関数を
すべて含むことから明らかである.

逆にすべての αEGに対し C(α)が無限集合であるとし， Tをf2(G)上の有

界線形作舟素で T向(y)=入2(y)T，Y E Gをみたすものとする.もし T5α チ0

となる αEGが存在するとすると 3すべての YE C(α)に対し

T5yαy-l = T向(y)5α=入2(y)T5α3

よってすべての YE C(α)に対し T5α 出入2(y)Tんとなるが， C(α)が無限集

合であることからこれは Tんがf2(G)に属することに矛臆する.したがつて

T口 O.一般に Aπ乃2(G)ηA2バ(G)口 {O}となることと作向2と入2の i泊nt旬er討twi加n凶山i加n
作用索が 0に限ることが同値であるから A咋乃2(G)ηA2バ(G)口 {O叫)となる.{証
終)

2. Inner amenabilityと空間 Aη(G).

Banach代数 Ap(G)の様々な性質は Gの従頼性 (amenability)と密接に関

係していることが知られている.以下では空間 A7r
p
(G)を用いて Gが lnner

amenableであるための必要十分条件を与える.

C事代数 L∞(G)上の状態 m ですべての αEG， f E L∞(G)に対し

m(π∞(α)f)口 m(f)となるものが存在するとき Gは inneramenableである
と呼ばれる.すべての離散群 1従順な群は inneramenableであるが，GL(η7浪)， 

SL(n， Jlt) (n三2)は inneramenableでない.inner amenabilityについては作

用素代数の理論にも関連して近年様々の研究結果が得られている.
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f E L1(G)に対し LP(G)上の有界線形作用素ち(f)および Aπp(G)上の

有界線形作用素 η(f)をそれぞれ

(奇:p(f)h，g)= I f(x)(η( x ) h， g) dx， h E LP ( G)， 9 E L q ( G)， 
JG 

γp(f)u = f * u， u εAη(G) 

で定める.このとき lIip(f)11< 11九(f)11ざIIfl11が成り立つことがわかる.

補顕 2.1:.fεL1(G)，f三Oとする.このとき関数

[1，∞] :3 P 1-+ log 11ち(f)11

は凸関数である.特に II1rpo(f)11= IIfl11となる 1くpoく∞が存在すれば7す
べての 1くFく∞に対し 11ゐ(f)1I口 IIfl11となる.

2F開 2.2.各 1くpく∞に対し次の条件は互いに伺値である.

(i) G は inneramenableである.

(ii) Aη(G)の元のネツト {uα}αEIで S叩 αlIuαIIAπpく十∞となるようなも
のが存在して 1広義一様に?すなわち Gのすべてのコンパクト集合の上

で一様に limαUα=1が成り立つ.

(iii)任意の fE L1(G)， fとo~こ対し 11η (f)11 = Ilf111. 
(iv)写像 1rp(f)1-+ JG f(x) dx (f E L1(G))が B(LP(G))上の有界線形汎関数
に広がる.

ここで B(LP(G))は LP(G)上の有界線形作用素全体のつくる Banach空間を

表わす.

託l!tL.(i)キ (ii).Gが inneramenableのときんと O，llf，α111口 1，α巳Iとなる
ような L1(G)のネット {fα}αUで広義一様に limα"πl(x)fα-f，α//1= 0となる

ものが蒋在することが知られている.hα= f~/p E LP(G)， ga. = f~/q E Lq(G) 
とおき，uα(x)口 (η(x)hα，gα)と定めると uαεAη(G)，IluαIIA1I"p壬1であ

り7 さらに luα(x)-ll口 1(η(x)hα，gα)一(hαJα)1三11πp(x)hα-hαIIpとな
る.ここで最右辺の式は Oに広義一様に収束するから 7この {uα}が求めるも

のであることがわかる.

丹
、
U

丹
、

υ



(ii)キ (iii).f E L1(G)， fミOに対し IIfl11< 11η(f)1Iを示す.{uα}αεIを
(ii)を満たす A7rp(G)のネツトとする.s叩αlIuα11∞ぢ SUPalIuαIIAη く十∞
より 7ネット {f*uα}αEIC L∞(G)は σ(L∞，L1)位相で IIflh1Gに収束する
ことがわかる.したがって M =Supα IluαIIA叩とおくと ，L1(G)の元から定

まる L∞(G)上の有界線形汎関数の下半連続性と不等式lIull∞ <lIullA1l"p (u E 
Aη(G))から IIfll1三MIIγp(f)11を得る.ここで fを f*・・.* f (n個)で
おきかえることにより IIfll1< M1/n lI，p (f) 11となる.よって n→∞として
IIfll1三11η(f)1Iを得る.
(iii)吟 (iv).補題 2.1の前の注意より fEL1(G)， fとo，こ対し IIfll1= 
l17rq(f)11であり 7 特に補題 2.1より Ilfl/1口 l17rp(f)11である.この等式とノ
ルムに関する三角不等式から?すべての fE Ll(G)に対し IfG f(x) dxl < 
2117rp(f)11となることがわかる・したがって写像ち(f)日んf(x)dxはノルム
空間{ち(f): f E L1(G)}上の有界線形汎関数を定義し 1よって Hahn-Banach

の定理からこれは B(LP(G))全体に広がる.

(iv)中 (i).定数 M>Oを IfGf(x)dxl< MII7rp(f)11， f E L1(G)を満た
すものとすると?特に fE Ll(G)， fどOに対し Ilflh< MII7rp(f)lI.このとき
(ii)吟 (iii)の証明と同様にして IIfll1三11ち(f)11となる.さらに補題 2.1よ
り Ilfl/1= 111I"2(f)lI， したがって IJGf(x)dxl< 117r2(f)11， f E L1(G).こζで
有界線形汎関数句(f)日んf(x)dxを β(L2(G))全体に広げたものを伊とお
く.このとき L∞(G)の元を L2(G)上の掛算作用素として B(L2(G))の元と

みなすと m(f)口伊(f)(f E L∞(G))で定まる有界線形汎関数 m が π∞の作

用で不変な L∞(G)上の状態であることが知られている.(証終)
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ハーディー空間H.'の醐問題

井上純治(北大理〉

fが単位円板 D上り Hardy空間 H1 の norm1の関数であるとき、

sr= {gEW: Ilgll=l， f/g孟oa. e. on T= d D } 
とおく。いろいろな fについて srがどのような集合であるかは興味深い問題である o

まず、 Srは H1 のある超平面とr単位球面との接点の集合として表現され、極値問
題としてとらえられる oすなわち、

ちEL∞(T)のとき、

Lh(g) = S _~ g(e1t)h(e1t)dt/2n- ( gEH1 ) 

と定義すると、 fEH1 のとき Stロ {gEH1: IIgll=l， L1wr (g) = 1}と表されるのである O

また、この問題には、 Toeplitz作用索との関わり、予測問題との関わりなどがある。

さて、 H1 の norm1の関数 fが与えられたとき， S rについての次の間題が考えられる。

(1) s r = {f} となるときがあるか?あるとすれば、それは fがどのような関数のときか?
(2) s rの生成するベクトノレ空間が有限次元となるのはどのようなときか?また、そのとき、
S rに属する関数のすべてを紘織的に分かり易く表現することができるか?

(3) s rの生成するベクトル空間が無限次元となるのはどのようなときか? また、そのとき、
S r ，こ属する関数を組織的に分かりやすく表現することができるか?

以下、(1)について述べる o (2)については、 [6]， [7]を参照されたい。また、 (3)について

は [2]，[3]がある O

S r = {f}が成り立つとき、 fはrの exposedpointと呼ばれる。 fが exposedpointで
あるとき fはrの単位球の extremepoint になるから， deLeeuw-Rudinの結果([1]，1958) 
により fは outerfunctionであることが分かる。従って、 fが H1 の outerfunctionで

あるとき、 f/IIf 11が ball(H1) の exposedpointとなるのは fが特別な outerfunctionで

あるときと言う事になる o このような outerfunctionはいろいろな意味で重要な関数であり、

strong outer function (cf. [7])とか rigidfunction (cf. [9])とか呼ばれているもので、

ある o以下では、 strongouter functionという言葉を用いることlこするo

すなわち、

f outer勾 f/IIf 11 が H1 の単位球の extremepoint 

f strong outer 匂 f/IIf 11 が rの単位球の exposedpoint 
勾 f(e1t) = g(e1t) aa tが成り立つとき、 f--gとかく

ことlこすると、

ぴW，f--g時 g/fは constantfunction 

fが strongouter になる条件はいろいろと知られているが、まだ赫5の部分もあり研究が

続けられている o
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strong outer functionでない outer関数の例

A. f(z) = (z-α) 2 ，αE T， 
B . f (z) = (1-q) 2， q (z) non-constan t inner， 
c. f(z) = (ql + q2)2， with ql， q2 inner， ql+q2 = non-constant outer 
D. f(z) = ql+q2， ql， q2 inner with 1m [qlq2]孟oon T 

，ql+q2 non-constant outer 
A. (z-α) 2........叩 αz

B. (1-q) 2........_q 

c. (ql+q2)2........ qlq2 
D. ql+q2 ........ -i(ql-q2) 

以上の例より次のことが分かるo

(A) 3 g (z) E H 1: f (z) = (z+α) 2 g(z) 吟 f not strong outer 
(B) 3g(z) EH1， 3q nonconstant inner: f(z)=(q+l)2g(z)時 f not strong outer 
(C)ヨg(z)E Hヘヨql，~2 inner with ql+q2 non-constant outer， f(Z)=(ql+q2)2g(Z) 

時 f not strong outer 
(D)ヨg(z)EHI，ヨql，q2 inner with 1m [qlq2]~五 o on T， ql+q2 non-constant outer 

: f(Z)=(ql+q2)g(Z) 
時 f not strong outer 

問題:上の (A)， (B)， (C)， (D) について逆が成立するか?

(A) E. Hayashiの反例 ([2] ) 

f (z) = (1+B) 2， 
∞ -wn z-wn 

B(z) = II一一一一・一一一 with
n=l 1 wn 1 l-wnz 

∞
Z
J
1
 
n
 

1- 1 wn 1 2 

11-αwn 1 2 
=∞ for each αET 

(B) a Conjecture in [9] 
(C) 成立する o H. Helson [3] 
(D) 成立する o T. Nakazi [8] 

(B)については、逆が成立すると予想されていたが、最近反例が構成されることが分かつた。

([5]).以下、その例の構成方法についてのベる o
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(B) の反例の構成

まず、 F(z)を次のように定義する。すなわち α匙=exp (i/k2) k=l， 2，3， ， ， ， ，に対して

∞ (z-αk) (1-a kZ) 
F(z)=註
k=l (z-l) (l-z) 

( zをD= {z : I z I <1 } ) 

このとき、

0) F(z)は ana1yticon C¥{1}， F (z)討 onT¥{1} ， 

(ii) Irn[log F(e1t)]は L 10ピL classに属するo

従って、 10gF(z) E H1 (D) 即ち F(z)は outerになる o

次に、正数列 {εk}を 1) 」ァー〉
k" 

1 1 
寸2εk)石可2+δk+l

i i) I F ( e 1 t) I ~ 1 (t E ( 1/k 2 -εk，1/k2+ε匙))
cx) 

k=l， 2， ， ， ， を満たすように取り、 QztL1(1/V-ε 批， 1/k2 +ε註) とおく。

そうして、関数 gE V (T)を

(" rnin { 1/ I F(e1主) I ， 1 } t E (0， 2π)¥Q 
g(e1 t)= ) 

l 1/ (k4 e k) : kを(1/k2-ε拡，1/k2+εk) for sorne k 

とおく og>O on T¥{1}， gをV(T)， 10g g E V (T)である O

最後に gを用いて、 fを定義する o

2πe1 t+z 
f(z) = exp S ̂  I t log g{e1 t)dt/2π( z E D ) 

u e---z 

このとき、 fをH1，and outerであり吏に次の(i)， (ii)を満たす。

(i) f/(1-q) 2延H1 for any nonconstant inner function q 

...) もし、 f/(1-q)2 E Wが成り立つと、 -qj(l-q)2詮oa， e on T， かっ任意の
点 αET¥{1}で 10callyに H1に属すので、 qf(1-q)2はvαET¥{1} で analytic
extensionが出来る事になる o従って、 q の零点が集積する点としては高々 z=lのみが許さ

れる oしかし、もし qか高々 1，こ集積する零点を持つ nonconstantBlaschke product of 

ハ
U
F
H
U
 



degree more than 1，とすると f/ (l-q) 2 ( E H 1 ) の分母の (l-q)2 は T¥{1} のある点 α
で2位以上の零点を持ち矛盾が起こるので、 qは高々 1次の BlaschkeProductとなる oしか

し、この場合は本質的には f/(z-1)2 E H1 ということであり、

π 1 77: 1 
f 1 f(e1t) 1 

11-e1t12 
dt 二三 f I g(e1t) 1 dt 

G G 11四 elt 1 2 

∞1/k2 +εk 1 
叩 ヱ f dt 
k=l 1/k2 -e k ε匙k4 4sin 2 (t/2) 

0:コ 1 00 k'-2 2 
二三 L 2 e k = ヱ 司ー 00 

k=l ε紅k4 4.sin 2 k-2 k=l 2 εkk4 

より f/(l-z)2 ~ W. 即ち f は伍意の nonconstantinner qこ対して、 f/(1-q) 2 ~ H 1 

(ii) fは strong outerではない。

.:) g (z) = f (z) • F(z)とおくと、 gE H1 かっ f--g，g/f は non-constantである o
従って fは strong outerで、はない。
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Uniqueness of a Fa此hestPoint in a Bounded Closed Set 

in Banach Spaces 

SHIZUO MIYAJIMA 

Depαrtment 0/ Mαthemαtics， Flαculty of Science 
Science University of Tokyo 

AND 

FUMIOKI WADA 

Tobetu High School 

!i1. Statement of the problem and preliminaries 

((Suppose a bounded closed subset C ofαBαnach spαceE αndαpoint x E E 
αre given. Then does there existαpoint z in C which is fiαrthest from x? When 
is such αpoint unique?" 

This is our problem， and before introducing our results， we would like to note 
the following facts about this problem. Let R2 be equipped with supremum 
norm and let C be its closed unit ba1l. Then there exist in:finitely many farthest 
points in C from every point of E. On the other hand， if R2 is endowed with 
Euclidean norm， then (s， t) E R2 has a unique farthest point in the same set 
C if出ldonly if st t= O. This observation shows that the geometric nature of 
the underlying Banach space E is involved in the uniqueness problem， and we 
can expect the uniqueness only for "almost every" point in E. 

The notion of the subdi能rentia1of a convex function is crucial in the proofs 
of our results. We begin with the following de長nitionof a convex function 

associated with a bounded set. 

DぉFINITION1.1. For a non-empty bounded closed set C in a Banach space， 
we set /c(x) := sup{ IIx -ylll y E C}. 

REMARKS. (i) /c(x) is a convex function of x and is uniformly Lipschitz 
continuous with Lipschitz constant 1. 

(ii) /c(x) = fD(X) holds ifお C=お D.
eI. 

(iii) z is a farthest point in C from x結診 zE C and Ilx -zll = /c(x) 

We recall that x* E E* is called a subgradient of a continuous convex 

function / on E at x E E if 

(x*，y-x) :5， f(y)-f(x) 
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holds for all y εE. The set of all subgradients of f at x is called the 
subdifferential of f at x and is denoted by 8 f( x). For any x E E， 8 f( x) 
is non-empty. Moreover， 8f(x)ごいつ forsome x*εE本 ifand only if f is 
G a teaux differentiable凶 Z εE with its Gateaux derivative being x* . 

On the other hand， for x E E and for each y ξE the (right hand) directional 
derivative d+ fo( x )(y) ぉ limt!o{fc(x+ ty) -fc(x)}jt exists and de五nesa 
sublinear functional of y on E. Moreover， the following equalities hold: 

。fc(x)口 {x*E E* I (x*，y)三d+fc(x)(y) for all y E E}， (1) 
ポfc(x)(y)=皿拭{(x*，y)lx*ε8fc(x)} (y E E). (2) 

!i2. Existence resultson farthest points 

The existence problem of a farthest point has been investigated by several 
authors， for example by Edelstein， Asplund， Lau， and Panda-Dwivedi. 

DEF、INITION2.1. (La吋 Fora closed bounded set oヂCC E， define D(C) 
by 

D(C) := {x E E I ¥fx*εδfc(x) inf (xぺz-x) = -fc(x)}. 
zEC 

T廷EOREMA (LAむ). D(C) isαdense G 6 -set in E and in case C is weak1y 
compact e 

PROPOSITION 2.2. Let C be αnon-empty bounded closed subset ofαBαnαch 
spαce E. Then G(C)ェE ho1dsザαndon1yザCis αsing1eton. 

DEFINITION 2.3. We say that a Banach space E is a Kadec space provided 
that each sequence {xn} in E which is weakly convergent to x with IIxn 11→ IIxll 
is actually norm convergent to x. 

THEOREM B (PANDA-DwIVEDI). Let E be αreflexive Kαdec spαce and 1et 
C be αnon-empty bounded close，d subset of E. Then every x εD(C) hαsα 

fαrthest point in C. 

!i3. Uniqueness results on farthest points 

As to the uniqueness， we obtain the following results. 
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PROPOSITION 3.1. Suppose thαt E is strict1y convex αnd that C is a non-

empty re1ative1y weak1y compαct subset of E. Then eαch point x E D( C) hasαt 
most one farthest point in C. 

THEOREM 3.2(re:fl.exive ca吋 Supposethat E is refiexive and strictly C07附 Z
αnd 1et C be αnon-e叩 tybounded closed subset of E. Then each x E D( C) 
hαs at most one fiαrthest point. 

If we further impose a condition on Banach space E， we can prove both the 
existence and the uniqueness of a farthest point from each point of D( C) . 

DEFINITION 3.3. A Banach space E is called strongly convex provided it is 
re:fl.exive， Kadec， and strictly convex. 

COROLLARY 3.4. Suppose that E is strong1y convexαnd that C is a non-
empty bounded closed subset of E. Then eαch point of D( C) hαs .a unique 

farthest pointin C. 1n pαrticulαr，ザEisαHi1bert space， then f01" αnon-empty 
bounded closed subset C of E， eαch point of D(C) hαsα unique farthest point 
in C. 

Moreover， there. exists a possibility of findi碍 adense Go-set Do(C) other 
than D( C) such that each x E Do( C) has at most one farthest point in C. 

PROPOSITION 3.5町(r悶
αTη~d 1et C be αnon欄-empt旬ybounded closed subset of E. Suppose thαt fc is 
Gateα1f，X differentiαb1e at x εE. Then x hαs at most one farthest point in C. 

DEFINITION 3.6. A Banach space E is said to be an Asplund space [resp. a 

weak Asplund space] if it satisfies the following condition: 

For each continuous convex function f defined on an open convex subset D of 
E， there凶 stsa dense G，，-set G in D such that f is Frechet [resp. Gateaux] 
di鳥rentiableat every point of G. 

THEOREM 3.7(non-re畳exivecase). Let E be a strictly con開 ZωeαkAsp1und 
spaceαnd 1et C be αnon-empty bounded closed subset of E. Then there exists 

a dense G，，-set Do(C) in E such thαt each point x in Do( C) hαs at most one 
fαrthest point in C. 

THEOREM 3.8(no任 re宜exivecase). Suppose that E is smooth and 1et C =1=の
be a 陀lαtivelyw印 k1ycompαct closed subset of E. 1f C is not αsing1eton， then 
fc is Gateaux differentiαb1e at e問、yx E D(C). 
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34. Effect of G o property 

THEOREM 4.1. Let E be a strictly convex weak Asplund space αnd let C be 
αnon-empty weαkly compact subset of E. Then there exists a dense G o -set 
D*( C) in E such that each point x in D本(C)hαs a unique farthest point in C . 

THEOREM 4.2. 1f C isαnon-empty bounded closed subset ofαstrongly convex 
space E， then there existsαdense G o -set D本(C)in E such thαt eαch point x 
in D*(C) hasαunique farthest point in C. 

35. Proofs 

PROPOSITION 5.1. Let C be a non-empty bounded closed subset of αBαnαch 
space E and let x E E. Then the following assertions are equivalent: 

(i) x E D(C)j 

(ii) !nf~ d+ fc(x)(z -x) = -fc(x)j 
z←COLi 

(iii) For αwε> 0 there existα入E(0，1)αndαz E co C such that 

fc(x一入(x-z)) -eA < (1 -λ)lIx -zll. 

Proof of Proposition 3.1 

(3) 

Since the proposition cle町1yho1ds if C is a sing1eton， we may assume that C 
is not a singleton. N ow take an x E D( C). Then by Proposition 5.1， for any 
sequence {εn} C (0，1) with en↓0， there exists a sequence {zn} in窃 Cand 
{入n}in (0，1) such that 

fo(x十ん(Zn- x)) -fc(x) <一入叫んい)十E叫んε

Since C is weak1y re1ative1y compact， co C is weak1y compact by the Krein-
Smulian theorem. Hence we may assume that Zn is weakly convergent to some 
zEeδC by virtue of the EberleirトSmuliantheorem. We恐ayalso assume that 
x = 0 and fo(O) = 1 without 10ss of generality (by scaling and tr組 slation).
Suppose that x = 0 has a farthest point y in C. Then lIyll = fo(O)コ 1and 
for each n E N we get 

IIY一入nZnl1三fc(入nZn)< 1一入n十εn入n，

and hence 

IIY一入nZnll-llyll<一(1-εn)ん.
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Taking aψE &11 . lI(y)， we obtain from the above inequality 

…入n(cp，Zn)<一(1-εn)入n

and hence 
(ψ，Zn) > 1-é n • 

Since en ↓0， we obtain (ψ， z)さ1which implies (cp， z) = 1 and IIzll = 1 on 
account of IIzll ::; 1 and IIcpll = 1. On the other hand (cp， y) = 1 clearly holds， 
hence (ψ，y十z)コ 2.Consequently lIy十zll口 2，and hence we obtain y = z 
by the strict convexity of E. Thus we have proved the uniqueness of a farthest 
point from x.圏

Proof of Proposition 3.5 

We may assume that C is not a singleton. Let y， z E C be farthest points from 
x and letψbe the unique element of & fc( x). Then IIcpll口 1and 

Therefore 

(ψ，x -y)口 IIx-yll口 IIx-zll = (cp，x -z). 

lI(x -y) + (x -z)1I三(机(x-y)十(x-z)) 
= IIx -yll + IIx -zll 

holds， hence x -y = x -z by the strict convexity of E， whence y = z.園

~6. Example 

For a nOIトemptybounded closed subset C of a Banach space E and a point 
x E E， far( x， C) denotes the set of farthest points in C from x. far( C) 
denotes the set of points in C which町efarthest from some point in E， iι， 
far(C)戸 Ua:EEfar(x，C). 

EXAMPLE 6.1. (A) Suppose that E = [2 (over the reals) and C = {x E E I 
IIxllざ1，x言。}.Then 

extC= expC = {O}U{x E C IlIxllコ 1}， (a) 

far(C) = {xεC IlIxll= 1}. (b) 

For x E E， we de五nethe positive and negative part x土 ofx by x土口(二回)VO，
respectively. Then as to far( x， C)， 

|の (x> 0) 

far(x ， C) コ~ {x-IlIx-II}， (x一戸 0) (c) 

l {z E far( C) I zよx}，(x三obut not x > 0) 

-56-



holds， whereおど o[resp. x >" 0] means that every component of x εE is 
nonnegative [resp. positive]. Moreover， 

D(C)ロ {xεE1 x-# O}. (d) 

(B) Suppose that Eロ L2[0，1](over the reals) and C = {fεE 111111三1，1三
o a.e.}. Then 

ext C = exp C = {O} U {f E C IlIfllコ 1}，
far(C) = {f E C IlIfll = 1}. 

(e) 

(f) 

Let f土 bethe positive and negative part of f E E as in (A). Then as to 
far(J， C)， 

iの (J>0 a.e.) 

far(J， C) = { {f-IlIf-II}， (J一戸 0)

l {zεfar(C) 1 z上f}，(Jミobut not f > 0 a.e.) 

(g) 

holds， and we have 
D(C) = {f E E 1 f-# O}. 、lノ

L
U
 

，，e
‘、
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PerrOIト Frobenius定理のハウスドノレブ次元への応用

お茶aの水女大・理竹尾富貴子

g1.序

自然科学の分野のみならず、経済学などにおいても、フラクタノレ構造の研究が

いろいろな現象の解明に役立っている。このフラクタノレについて、その特徴の定量

化のーっとして，ハウスドノレブ次元がある.典型的なフラクタノレであるカントーJレ

集合とか，コッホ曲線などは，繰返される関数系の不変集合で，お互いほとんど交

りを持たない Moranの開集合条件 [4Jを満たす自己相似集合である.このような

自己相似集合はその相似次元から容易にハウスドノレフ次元を求めることができる

[2J.しかし，一般の集合のハウスドルブ次元を求めることは容易ではない.V. 

Dro bot and J. Turner は非負の行~Uに対するPerron-Frob叩ius の定理を用い

て Moranの開集合条件を満たすような，単位区間の部分集合のハウスドルブ次元

を求めている口]. 

ここでは， V. Drobot and J. Turnerの方法を発展させて， Rdの自己相似で

ない，ある種の部分集合のハウスドノレブ次元を求める方法について述べる.そし

て，これは Moranの開集合条件を満たさない関数系の像でも，ある種の条件を満た

せば適用できる.

k 個の値をもっ無践数列空間 E~CJ)) に距離 Pδ を導入し，長さ円1 の数列空間

E~r+l) の有眼集合 F に対し，それから誘導された E~CJ)) の部分集合引F) と F から
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誘導された行列 Mを考える.行列 Mのスベクト jレ半径 λ。を用いて，距離空間

(E~CD) ，Pd)の部分集合Jt(F)のハウスドルブ次元がloglλ。であることを示す(命題

3.5，定理3.6).さらに，この結果の応用として，ハウスドルブ次元を保存するよ

うな .4(F)から Rdへの写像の条件を調べることにより， Rdにおけるフラクタノレの

ハウスドノレブ次元を求める.定理4.1では， Moranの開集合条件より弱い，一種の

開集合条件を満たすとき， Jl (F)から Rdへの写像はハウスドjレフ次元を保存する

ことを示し，定理4.2では，交りのあるような関数系に対しても，ある穏の条件下

では，ハウスドルブ次元が保容されることを示す.最後にいくつか具体的な例をあ

げる.

g2.記号と準備

(1) 1 から k までの値をもっ数列の集合 E~ω) ， E~n) ， E~吋を

E~ω) = {主ぉ(おj)7=1 I Xj E {1， 2 ，… ，k}} 

E~n) = {g:= (α:j)J=1 IαjE{l， 2，… ，k}} 

EC) 詰 UE~n)

とする.

任意の数nE N u {O} に対し，写像ポ:E~ω) → EP と Pn:E~ω) → E~*)U{Ø} を
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により定義する.

同様にが :UE~Þ) → E~*) と Pn:UE~þ)→ E~*)u伊}も定義する.
炉晴 炉>11

次にf!E E~n) と fl E E~*)UE~ω) に対し ， Pn fl詰 gを満たすとき，fJ.>aと書く.
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笠EE~牢)に対し，住で始まるすべての無限数列の集合をシ p ンダー集合といい，

回と番く.郎ち，

凶器 {flE E~ω) I fl > a} 

(2) 数列空間 E~叫に距離向 (0くδく1) :を以下のように導入する.

主君(勾)， l.=(YJ) E E~ω) に対し，

(if Pnx=PnY..叩dx，叫却n+1for some ne凱J{O}) 
(if x=Y..) 

(3) r注1V乙対し，長さ円1 の数列空間 E~r+l) の有限部分集合 F 出 {~1 ， ... ， 

~l} を考え，この F から作られる EC) の部分集合 A(F;þ) ， A(F)を

A(F;t) =J {ドザ)I P川 σ';-1工EFfor any i=1，2，"'t-r} (内 r+l) 
I {Pρ.a I ~EF} ( 1話p話r) 

A(F)口UA(F:P)
何回

により，定義する.

さらに E~W) の部分集合 .I1p (F) ， ぷ (F) を

./I.p(F) = {~E E~ω) I主〉工 forsonie y.. E A(F;t)} 

ぷ(F)=f'l.l1p (F) 
P建国

により，定義する.

集合 Pr(F)={Pra I盟EF}をF'で表し，#(F' )=m， F' ={ fl.l，fl2，… 

伊}とする.

次に， m x m行列 M出 (mf，j)

mf，j=J ~ (ヨ aE F S.t. Pra = flt and 
l 0 ( otherwise ) 

を考え.MをFから誘導された行列という.

(4) 距離空間 (X，のにおいて，部分集合EのHausdorff次元は次のように

人(σ'a)= flJ ) 

定義される: 任意の ε>0とS 孟Oに対して

nu 
F
n
u
 



時(E)= inf{哀(diamUt) S I diam U1， く εt U U1， コE}

を定義する.ここで， diam Uf.は仇の荏径を表す.

e 、Oのとき 8:(E)は単調増加するので，
HB (E) 詔蜘 H~(E) 

が存在する.このとき，HB (E)に対し

，，，'""， r 00 ( 0話SくSo) 
8S (E) = i 
l 0 ( S>50 

をみたすような 50孟Oが存在する.この 50をEのHausdorff次元という.

~3. 無限数列空間のハウスドノレブ次元

これ以後， F は JI(F) ベX口 (x:d~ ~ E EJ.ω) I九九+1…九+rE F for any n E 
， .1 '1=1 

N} が空集合でないような E~r+1) (r孟1)の有限部分集合とし， F'田 Pr (F) ={{i1 ， 

乏人….fl..rtI}かっ，MはFから誘導された mxm行列でそのスベクトノレ半径を λ。と

し， 0<δく1とする.

この節では Jl(F)のハウスドノレフ次元を求める.

その際に必要なベロンーフロベニウスの定理について，まず述べる.

正方行列 Sが，溜当な置換行列 Qにより QSQT=r S11 ~ iと表されると
l S21 S22 J 

き，行列 Sは可約行列であるといい，そのような置換行列が存在しないとき，既約

行列であるという.

[註) mみ2のとき，Mがmxmの既約行列ならば，Mは零行列ではない.

定理{ベロンーブロベニウスの定理)

m孟2で， Sをηzxmの非負行列とし， r (S)をSのスベクトル半径とする.こ

τ5・ムFO
 



のとき，

(1) 5v孟λuなる零でないベクトノレU話Oが容在するならば， r (5)孟λである.

(2) Sが既約行列ならば， r (S)はEで， r (5)はSの闘有値で， r (5)に対応す

る正の臨有ベクトノレ Uがある.即ち， 5u=r (S) U かつ，すべての j(1話j孟吋

に対し， uJ>Oである.

ぷ(F)が空集合でないという仮定に関し，次の補題が成りたつ.

補題 3.1. 次は開催である.

(1) A(F)は空集合でない.

(2) 入。話 1である. 

.s. (F)のハウスドノレブ次元の計算に必要な， A (F;ρ)やA(F;t，Y.t:J)の要素の

数に関する補題を，以下に示す.

補題 3.~. t孟tみ?で， r.oEA (止 めはある fl.JEF' vこ対し σt-rr.o> fl.Jを満

たすとする.このとき，

#(A(F;P'LO))口<ej，M.ト t1m>かつ #(A (F:t)) =<lm，Mt-r1m> 

がなりたつ.

ただし， e j ，1mの転置ベクドルはそれぞれ R院におけるベクトノレイ=

(0…oio…0) . 1~= (1…1)で，< >はRIIIに於ける内積であり、 #(A(F:t)) 

は (A(F:t))の元の数を表す.

更に，との内積の値を求めるに際し，ベロンーフロベエウスの定理を用いて次

のような評価を得る
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補題 3.2.. 1) すべてのp孟rV乙対して

#(A(F;t))長Co(t-;) ItAs四 f・

が成りたつような C>Oが帯在する.

2) Fから誘導された行列Mが息砂句ならば¥ある C>Oが存悲して

すべてのpみrに対して λs-r孟韓(A(F; t)) :長CoAs-r かっ

p孟tみTを満たすような工oEA(F: t)に対し， # (A (F;t .ro))孟Cλg-t.

が成りたつ.

ハウスドノレフ次元の下からの評価のため，次;の檎題が必要である.

補題 3.4. E を (E~ω) .pδ)のコンパクトな部分集合とし，S>Oとする.

このとき，以下のような性質を満たす ε>0が存在するならば， dim EみSである.

"[χ，.1Jの直径が ε以下で，V9ンダー集合 erf:Jと[r.1J(件j)が共通部分合持

たないで ~(diam[どJ)S話1が成りたつならば，E~w) のどんな有限集合 {r1 • …，

r}に対しても， u eriJはEを覆うことはできない 11

補題 3.3及び 3.4を用いて，lt1が既約行列のときハウスドノレブ次元に関する

次の命題を得る.

命題 3.5. M が既約行列ならば，距離空間 (E~W) . Pd)の部分集合.s(刊に対

し， dimJl (F) =log 1λ。が成りたつ.
s 

認が可約行列の場合でも，補題 3.3(2)及び命題3.5から，次の定理が導か

れる.

円べ
u
p
n
u
 



定理 3.6. Fは.4(F)詰 {x=(勾);誼1E E~ω) I x，ん +1・・'Xn+rE F for any n E 

N} が空集合でないような E~r+l) (r話1)の有限部分集合とし， 8から誘導された

mxm行列Mのスベクトノレ半径を λ。とする.

このとき，距離空間 (E~ω) ，p，，) (0くδく1)における.4(8)のハウスドルフ次元は

である.

dim.4 (F) =log 1λ。
a 

g4. Rd におけるフラクタjレのハウスドノレフ次元

この節では，(/ゎ… '/k)をRdにおける縮小比 δ(0くδく1)の自己相似写像の

繰返しの関数系，即ち，任意の U，V E Rdに対し， 11 / J (U) -/， (匂)11 =δlIu-vlI 

が成りたつとする.このとき， K出日IJ(K)を満たすような (1ゎ… .1';[.)に関する

ロンパクトな不変集合Kが一意に存在するととが知られている [3J.カントーノレ集

合，コッホ曲線，シェノレぜンスキー・ガスケットなどいくつかの典型的なフラクタ

ノレは，ある自己相似写像の繰返しの関数系に関する不変集合で，これらのハウスド

ノレブ次元はよく知られている.しかし，一般のフラクタル集合のハウスドルフ次元

を求めるととは，容易ではない.ここでは，繰返しの関数系のある種の部分集合に

対するハウスドノレブ次元を前の節の結果を用いて求める方法について述べる.

前節の結果を用いるために，無限数列空間 E~ω) からコンパクト不変集合 Kへ

の自然な埋め込み写像 ψで任意の五口 (X n ) ;;=1 E E ~ω) に対し ψ( 主) = 

Q九九…1:x:
III
(K)なるものを考える.

定理 4.1. (1ゎ…， t~J をRdにおける縮小比 δ (0くδく1) の自己相似写像の蹴起

しの関数系とし，Kを(/1'…，tl!Jに関するコンパクトな不変集合，<pを自然な埋め
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込み写像とする.F は .ß (F) が空集合でないような E~r+l) (r孟1)の有限部分集合

とし，F'=Pr(F)ベ(il.(i2. .・..f!1}とする.このとき

(4.1) 件jなるf1f，. f1J eF'に対してfo.t(U)"n!配(U)出回

かっ

( 4 . 2) (.4 (F)) c U 

を満たすような空でない有界な開集合 U が存在するならば，距離空間 (E~ω) .Pd) 

に於いて，ぷ(F)のどんな部分集合Aに対しても

diinA = dim伊(A)

が成りたつ.

{註〕関数系 (!1'….!TJと自然な埋め込み写像伊:E~lð) →K があるとき，ハウスド

ノレプ次元が等しくなる条件として.Moranの開集合条件が知られている.それは

“村jならば， fdU)ハIj(U)=Oがなりたち，すべての iv乙対して，

Uコん(U)が成りたつ“

ことである.

このととは，上述の定理4.1の系として，でてくる.

定理 4.1の系 関数系 (/1，"'，111.)がMoranの開集合条件を満たせば距離空間

E~ω} の任意の部分集合 A に対し， dimA = dim伊(A) が成りたつ.

吏に関数系にある程度の交りがある場合も，その中の特別なものに交りが無け

れば，ハウスドルフ次元が保存されることを示すのは次の定理である.

定理4:.~. (f 1.….111.)' K.ψ • F.. {fl? fl.2 • ….~}は定理4.1 と同じとす

る.MはFから誘導された行列とし，v= (勺)をMのスベクトノレ半径λ。に対応す
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る非負の闇有ベクトノレとする.JO J F，。を以下のように決める.

Jo={je{l J…， m} 1 v i >O}， F 0ベaeFl.a>{t'，σCf>fl.iなる i，jeJoが存在する}

とのとき，

かつ

.Joの呉なる元 i，iに対してf{l! (U) nf {lJ (U) =o 

伊(A(Fo))c U 

を満たすような空でない有界な開集合 U が存在するならば，距離空間 (E~ω) ，p;;) 

の部分集合A(F)に対して

dim.4(F)出 dim伊(Jt(8) ) 

が成りたつ.

g5.例

この節では，定理4.1及び 4.2を使っていくつかのブラクダルのハウスドノレ

ブ次元を求める.

(1) コッホ曲線のハウスドノレフ次元は相似次元から容易に求められることがよ

く知られているが，定理4.1を使った方法を述べる.繰返しの関数系として，

1 1 f1(z)=μz， f1(z)=j..Lz+μ を考える.ただし，炉ー+ーて"-iで否はzの複
2 2I3 

紫共役である.

図1

とのとき，コッホ曲線はん，んによる自然な延長めとみ写像の像である.Fとし

て集合 {(11). (12)， (21)， (22)}とすると， Fから誘導された行列 Mは
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(E~ω) ， P 1 )に於ける.4(F)のハ
".，J!T 

ウスドルブ次元は定理3.6によりlogn.-2となる.u詔 {z=!+句
$ 

i ]でそのスベクト舛径んは 2である・
。〈η〈誌-g-

Jすηくεく1-.Jすη}は定理4.1の系の仮定を満たすのでコッホ曲線のハウスドノレフ

次元はlogs4となる.

1 1" A'"  1 1 
(2) 繰返しの関数系として，ん(z)= (一←ーも)z. f2(Z)=(一一+-:-i)糾

2 2 - -2 2 
3 1 
一一一一-~
2 2 

を考える.関数系 (/1.12)に関する不変集合は図(2α)に示す(ZEC) 

このハウスドノレブ次元は2であように，いわゆるドラゴンと呼ばれるものである.

この境界(図2b)のハウスドノレブ次元は整数ではない.る詩人

図2b

1 1 
!8(Z)田(一ーペ)zを考え， F={ (111) ， (112) ， (122) ， (123) • (211) ， (212) ， 

2 2 

図2α

(221). (231)， (311). (312)}とすると， .4 (F)の自然な埋め込み写像の像はド

となり，

n
u
n
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とのとき，M詰ラゴンの境界(図2b)になる.

行~JM のスベクトノレ半径 λ。は次の方程式を瀧たす.

(λos-λ02-2)λ08=0 

λ。は，約 1.6956となる.定理4.1の系の条件を満たすRdの空でない有界関集合

ドラゴンの内部とすると，定理4.1の仮

ドラゴンの境界のハウスドノレブ次元は

Uは容易にみつけられないが，Uとして，

定を満たす.従って，定理4.1を用いて，
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log ，.}Tλ。で約 1.5236となる.

(3) E~2) の部分集合 F={ (11)， (12)， (21)， (22)， (31)， (32)， (33)， 

(34) ， (41) ， (42) ， (43) ， (44)}を考えると， F' ={ (1)ベ2)ベ3)，(4)}，

411O O! 1 1 0 0 I iかっ Mのスベクトル半径は 2となり， .4 (F)のハウスドノレブ
11111  
1 1 1 1 J 

次元は定理3.6により logJとなる.次に以下のような 4つの関数系をとり， .4 (F) 

の自然な埋め込みによる像を者える.

パ《λ
図3α 図3b 図30 図3d

3α:!1 (z)出 δZ'!2(Z)口δz+l-δ.!s(z)出 μZ'!4(Z)=μz+l-μ

3b:!1(Z)ロμz，/z(z)口 μz+l-μ，/s(z)口 μz，/4(z)出向+1-J.l

30:/1(z)=δZ ，/2 (z)出仰はーμ./s(z)=J.lz，/4(z)=j.lZ+1-μ

3d :/1 (z) =μz，/2(z)=μz+1-:-μ.!s(z)出 μZ'!4(Z)=μz+l-μ

1 1.  1 
ここで， μzー+一一=-i，δ←ーーとする. 3α~ 30 において、 11んとんfsは

2 2%  Jす

閉じになるので，定理4.1の(4.1)，(4.2)を満たすような開集合Uはないが，

vT=(O 0 1 1) ，Jo出 {3，4}， Fo出 {(33)，(34)， (43)， (44)}として，定理 4.2

…こ…る ー，恥2vl:: t~ ~， U={z諸問 I0<71く京
Jすく5く1-，Jすη}は定理 4.2の仮定を満たす.従って，定理 4.2を用いて，これ

らの次元はlogs4となる.

oo 
po 
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Ando's matrices of normal extensions of subnormal operators 
and their applications 

斉藤功 東京理科大学理学部

pure operator， subnorrnal operatorを次のように定義する。ただし、 HはcornplexHilbert 
space， B(H)を H上の boundedlinear oper品目の全体とする。

定義

A E B(H)が pureとは Aの reducingsubspace M で AIMが norrnalとなるものが、

{O}のみであることをいう。また SE B(H)が subnorrnalとは Hを含む Hilbertspace K 

と normaloperator NεB(K)が存在して S口 NIHとなることをいう。

(S X ¥ 
いま、 SεB(H)を pureな subnormaloperator， N口 I: rT1* ) on K口 H$Hムを

¥ 0 T* J 

Sの rninirnalな norrna1extensionとする。このとき N は Sにより unitary向型の意味

で一意に定まる。よって TもSにより unitary向裂の意味で一意に定まる。

J. B. Conway [均は次の定義を与えた。

定義

S E B(H)を pureな subnormaloper叫位とするとき、上の Tを Sのdualと定める。

そして S':::.Tのとき、 Sを self“dualsubnormal operatorという。

上の定義からは、 subnorrna1operator Sが与えられたとき、その norrnalextension N 

が、どのようなものになるかは、わからない。しかし、次に示す安藤の定理 [1]により、 S
から具体的に Sの norrnalextension Nが、 operatorrnatrixとして与えられる。

H上の selιadjointoperator Tに対し ran T $ ker Tから Hへの denselydefined 
operator T-1を T-1T口 P，T-1(! _ P)口 Oで定義する。ただし、 Pは Hから clranT 
への orthogonalprojectionとし、 clranT は、 Tの rangeの closureとする。

この T-lを Tの partialinverseと呼ぶ。また densly.definedoperator Sが boundedな

とき、その boundedextensionも同じ記号 Sで表す。
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安藤の定理

S E B(H)を subnormaloperatorとする。次の式より、 An，SnE B(H)を帰納的に定義
する。

Ao = 0， So = S， 
An 口 (A;_l 十 S~_lSn-l -Sn_1S:_l)1/2， 
Sn = AnSn_lA;l， 

ただし、 Aごは、 Anの par.tialinverseとする。このとき、各 n三1に対し、

A:-1十S:_lSn-1-Sn-1S~一1 さ 0 ，

SnAn = AnSn-1 
が、成立し AnSn_1A;1は、有界となる。そして HtDHtDHtDHtD・・・上の operator

S A1 

Sl A2 

N:= I S2 A3 

は、 boundednormal operatorとなり、ノルムは IISIIと等しい。つまり、 Nは、 Sのnormal
extensionとなる。

上の Sの normalextension N は、必ずしも minimalとなるわけではない。 Stamp丑i[4]
は、 subnormalweighted shiftの minimalnormal extensionを与えた。しかし、安藤の定

理を使って、一般の subnormaloperatorの minimalnormal extensionが得られる。

S E B(H)を normalでない subnormaloperator， Anl Snを安藤の定理で述べたものと
する。このとき、各 n2::1に対し、

cl ran Sn c cl ran An' 

cl ran An+1 c cl ran An 

が成立する。これより、各 n2::1に対し、 clranAn引から clranAnへの operatorAn+1 
を An刊の制限として定義でき、 clranAnから clranAnへの operatorSnを Snの制限と

して定義できる。また、 clranA1から Hへの operatorA1を A1の制眼として定義する。
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1E 1m 

S E B(H)を norma1でない subnormaloperator， An， Sn， An' Snを上で述べたものとす

る。このとき、 H$ cl ran A1 $ cl ran A2 $ cl ran A3 $・・・上の operator

S A1 
S1 A2 

N:口 S2 A3 

は、 Sの rninima1norma1 extensionとなる。

この結果の応用として、次の様な結果を得た。 SE B(H)を pureな subnormaloperator，

そして

A := (S*S -SSづ1/2Iclran(S*S-SS*)， 
B := S*lcl ran(S* S -SS"'). 

とすると、 Aと Bは Sの unitaryinvariantsの completesystemを形成すること、つま

り次のことが知られている。 ([5])

S， S'巴B(H)を pureな subnorma1operator，そして A，A'， B， B'を上のように定める。

このとき clran( S'''' S' -S' S'*)から clra叫S取S-SSつへの isomorphismUが容在して

U七4.U= A'， U噂BU=B' 

となるならば、 SとS'は向型となる。

上の A，Bを用いて、 Sの dualの行列表現が得られ、そして A，Bを用いた Sの行列

表現が、得られた。

.1LJ翠-

S E B(H)を pureな subnorma1operator，そして

A := (S"'S-SSつ1/2Iclran(S*S-SS*)， 
B := S*lclra:吋S*S-，SSつ.

とする。次の式より、 En，Fn E B(cl ran(Sす -SS市))を帰納的に定義する。

E1 = A， F1 = B， 

En 口 (E;_1+ F:_IFn-1 -Fn_lF:_l)1/2， 
Fn = En凡由1Ef，
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ただし、 Efは、 Enの partialinverseとする。このとき、各 nど1，こ対し、

E~_l 十 F;…lFn-l 一九一lF:_l と 0 ，

FnEn口 EnFn-l

が、成立し E時九一1EJ1は、有界となる。このとき、各 n之lに対し、

cl ran Fn c cl ran Enl 

cl ran En+l c cl ran En 

が成立する。よって、各 n~ 11こ対し、 clranEn+1から clranEnへの operatorEn刊を

E百十1の制限として定義でき、 clran E.叫から clran E.叫への operatorFnをFnの制限とし

で定義できる。このとき、 Sは、 clran E1 ED cl ran E2 ED cl ran E3 ED・・・上の operator

とユニタリ同裂となる。

F 1 
A.血'‘蹴

E2 F2 
企;F;

上の定理より AとBが Sの unitaryinvariantsの completesystemを形成することは、

直ちに得られる。

また、次の様な結果も得られた。

企~震-

S E B(H)を pureな s由normaloperator，そして

A 戸 (S*S -SS*)1/2Iclran(S* S -SS*)， 

B := S*lclra 

とするロこのとき、 Sが self-dualsubnormal operatorとなる必要十分条件は、 clran(S*S-

SSつ上の unitaryoperator Uが存在して

U九4.U = A， 
U噂BU 口 AB府A-13

となることである。ただし、 A-1は Aの partialinverseとする。
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任意の normaloperator B E B(H)に対し

B市

1 B市

S :== 1 B* ， T:= B
 

B

I

 

B-

I 

O 

X: I 0 

とすると、(S X j 払 …d とな り、S は一飢叩ω仙山山1出巾伽帥bn加n即1旧O位E口四rmaロma山1詰ao T 
B口 S*lclran(S*S-S$つ

となる。では、任意の operatorB E B(H)に対し

B口 S*lclrar 

となる subnormaloperator Sが、存在するだろうか。 dimH口 2のときは、これが成立

するロ

忠一翠L
2次元捜索 Hilbert空間 H上の任意の operatorB E B(H)に対し

B = S*lclran(S*S -SS*) 

となる subnormaloperator Sが、存在する。
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Generalized Interpolation in Finite Maximal Subdiagonal Algebras 

Kichi-Suke Saito (Niigata University) 

1. 工ntroduction

In [15] ， Sarason s七udied 七he 七heory of generalized 

00 

in七erpolation in H- over the unit circle and proved two classical 

in七erpolation 七heorems due 七o Caratheodory and Pick. 工n fac七 the

generalized interpolation is an operator dila七ion. 工n this note， we 

introduce the notion of generalized interpolation in finite maximal 

subdiagonal algebras in the sense of Arveson in [1]. 

Our se七tingis the fOllowing. Let ~ be a von Neumann algebra 
。。

wi七h a faithful normal tracial state ~. Le七日 be a fini七e

maximal subdiagonal algebra of ~ wi七h respect toφand  ~， 

where $ is a faithful normal conditional expectation of ~ on七0

七he diagonal of 肝 We define the noncommutative L2-space 
00 

2，，，， n.2 
associated wi七h て by L~(~ ，~) and let 出 bethe closure of 目

in L2(~ ，~). For every 

Lax ロ ax and Rax xa 

a E 羽， we define operators La and Ra 

for x E L2( 担，~). PU七 L(到 {La}aε21

by 

and 

R(~) 一 {R_}_ r(H， respecti vely. Further， set .D 
aE~' 

a 

{La}aE目∞

七wo sided {Ra}aEH∞ respectively. We now consider 

2 
subspace of H~ which is of the form W町2

and !R = 
+ 

invariant 

operator w in 

for some unitary 

2_...1IT2 
自. Le七五 bethe subspace H~ew目. The or七hogonal

projec七ion in 

operator A in 

l2 with range K will be denoted by P
K ・
For any 

.D+ or !R+， we define the operator SA on K by 

S.f 詰 P~(Af) ， f E K. When an opera七or T on K can be wri七七en S 
A~ ~ K 
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for some A in D or s.， we shall say tha七七his operator A 
+ + 

interpolates T. We now set D. (K) = {Ŝ: A E D.} and 虫 (K) {S +¥ .. 1.1..， l"-'A- ........+ 

A E 虫}， respecti vely. Then， we show that D. (K) and s. (K) are 
十

weakly closed subalgebras of B(K) (cf. Theorem 2.11). 

Further， it is easy to check七hat f¥ (K) commutes W1th31+(五). 

Conversely， if H曲 is an analytic crossed product determined by a 

fini七evon Neumann algebra and a 普-au七omorphism，then we prove that， 

if T is a bounded linear operator on K 七ha七 commuteswith虫+(K) ， 

七henthere exists an operator A in 

出 IIAII (cf. Theorem 3.2). That is， 

D such that 
+ 

2十(K)， s+ (K) 

T = SA and IITII 

and 虫+(K) ，出

D+ (K). In ~4 ， we prove the genelariza七ion of Caratheodory-Fejer 

Theorem as an application of Theorem 3.2 (cf. Theorem 4.1). 

2. 工nterpolationin finite maximal subdiagonal algebras 

Le七百 bea von Neumann algebra with a faithful normal 七racial

stateτFirst， we recall the definition of finite subdiagonal 

algebras of 到.

Definition 2.1. Let 日出 be a subalgebra of M containing the 

uni七 and let ゆ be a fai七hful normal expecta七ionfrom V onto D 

CD 

(口出∞nll-l∞普). Then 目 is called a finite subdiagonal algebra of V 

wi七h respect to (t and "C in case 七he following condi tions are 

satisfied: (1) 自由+羽田骨 is σ-weakly dense in 百 (2) (t(xy) = 

φ(x)(t(y)， for all x， y E 自由 (3) "C。φ = て.

Letiffmbe a σ-weakly closed fini te subdiagonal subalgebra of 

-76-



到 wi七h respect to や and て By [3， Theorem 7]， then 剖∞ is 

maximal among those subalgebras of 目 satisfying (1) and (2) of 

Defini七ion 2.1. We shall deno七e 七he noncommutative LP-spaces 

associa七edwi七h 21 and て by LP(21，て)， 1 ::5'.: P く∞. For 1 ::5'.: P く∞，

七he closure of !H∞ in LP(21，1:) is denoted by !HP and 七he closure 

of 出∞
O 

{XE日∞:φ(x) = O} 

properties of 日P and p
o
 

E
 

is denoted by !H~. We refer for the O. 

[9， 10]. 七o

We denote the operators in 七he 工ef七 regular represen七a七ion of 

別 on L2(虫，て) by Lx xε21， and those in the righ七 regular

representaion by R_， x E 21. Put ~ = {L_: xε 目}， 3{ 
x 

{RX: x E 担}，

~+需 {LX: x E 抗∞} and 
〈回

虫十口 {RX:xε !H-}， respec七ive工y.

Defini tion 2.2. Let m品 be a closed sUbspace of L2(目，1:). We 

shall say that 初訓 is: lef七一invarian七， if ~+開 C 罰 left-reducing ，

if B!JJl c !JJl; left-pure， if 掛 contains no lef七-reducing subspaces; 

and lef七-full，if the smallest left-reducing subspace con七aining 罰

2 
is all of L""'(21，τ). The righ七-hand versions of 七hese concep七s are 

defined similarly， and a subspace which is bo七h lef七一invarian七 and 

right-invariant will be called two-sided invarian七.

工n 七his note， we consider a 七wo-sided invariant subspace !JJl of 

2 E which is of 七he form Lw日2 (早 W町2) for some unitary opera七or w 

in JH∞. At firs七 we study the interpola七ion for L !H2. Let K be 
W 

L2(百， 1: ) the subspace JH2eLW 目2 of JH2 The orthogonal projection in 

with range 五 will denoted by P
K
. Then， for every a E 

opera七ors SL and SR is defined by 
a a 

町四 the
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ST f 口 Py;，(L_f}
K'~a 

a 
and SR f 

a 
PTT(R_f} ， 
K'~'a 

f E K. 

When an opera七or T on K can be written as Ŝ for some operator 
A 

A in .s or 虫， we shall say 七ha七七hisoperator A interpolates 
+ 

T. 

Proposition 2.3. 工f A ε.s and B E ~，' then Ŝ S + + ~A~B 
S~S 
B~A. 

We now put .s十(K) = {SL a ε 羽田}
a 

、LJ
曲
目
制定a

 a
 

R
 

Q
U
 

I
t
 

一一
、‘，
JK
 

，，・z
、+
 

的
』

噌

Gn
 
a
 

respec七ively. Since K is semi-invariant as in the proof of 

Proposition 2.3， .s + (K) and 虫+(K) are subalgebras of B(K} . 

Further， we define the map t:p from 出∞ onto .s+ (五)

SL ' a E lH∞. Then we have 
a 

by ψ( a) 巴

Proposi七ion 2.4. The map 

homomorph1Sm W1th ker〈P=wHm.

ψ fro沼 郡田 on七o .s+(K} is a 

1 Lemma 2.5. Le七 X E lH~. Then， for every n ε剖， there exist two 

elements y_ and Z ε!日2 such that 
n 

2 _ -2 
and "z_"~ ~ n ~ + IIxll.. Further， if 

1 

element z such that z εぽ
n n u 

2 _ -2 
x YnZn' IIYnllZ ~二 n ... + IIxll1 n n 

X E目;， therlwecan choose 七he

Lemma 2.6. Le七 f ε 目~. Then， for every n ε肘，恥m 凶 S七 two

τ(afw骨 (SLgn' hn)， 
a 

-2 "，，， 2 
IIgn"ZζIIfll1 + n ~ Hhn"Zぷ IIfll1 + 

a E 自由. Conversely， if g， h E K， 

elements 

n2and 

g_， h_ E K such that 
n' n 
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then there exists an elemen七 fε  
1
4
n
u
 

Mμ such 七hat -c(afw骨)

(ST g， h)， a ε目∞.
a 

Proposi tion 2・7. The natural isomorphism 与 of lH∞/wlH∞ onto 

i¥ (瓦 isnorm preserving. 

Proposition 2.8. For any a ε 自由， there exists an element b E 

自∞ suchthat lIa + wbll = lIa + wlH∞11 • 

By Propositions守 2.7and 2.8， we have 

Corollary 2.9. Let T εB(K) such七hat T 口 S~ for some 
a 

a ε 

医師. Then 七here exists an elemen七 b eHmsuch 七hat T 詔 S~
~b 

and 

IITII 詰 IIbll.

Proposition 2.10. The natural isomorphism ~ of lH∞/wlH∞ onto 

is a homeomorphism relative 七0 七heweak普一七opologyon lH∞/wlHoo B+(K) 

and七heweak opera七ortopology on g+(K). 

Theorem 2.11. .e. (K) is a weakly closed subalgebra of B(K). 
+ 

3. In七erpolationin analytic crossed products 

L~t M be a o-fini te fini te von Neumann algebra. That is， 

there exis七sa faithful normal tracial state o on M. Let L2(M，ゆ)

2 
be 七henoncommutative L~-space associated with M and o. For every 
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x εM， let 立X(resp.E-x) be the lef七 multiplication on L2(M，φ) : 

七hat is， 立xy 出 xy (resp. rx
y 口 yx). PU七 立(M) ロ{立x: xεM} and 

r (M) = {r x: x E M}， respec七ively. Also， we fix once and for all a 

普-automorphism α of M which preserves φThen 七here is a 

unitary operator u on L2(M，φ) induced by αTo  construct a 

2 
crossed product， we consider the Hilber七 space L~ defined by {f: 

7L. ~ L2(M，rt): 2: IIf(n) II~ く∞}， where 11・11
2
is the norm of L2(M，φ) . 

nE7L.向

For xεM， we define operators 

formulae (Lxf) (n) ー 見xf(n)，

L . 
x' Rx' Lo and Ro on 

(Rxf) (n) r f (n) ， 
αU-(x) 

uf(n-1) and (Rをf)(n) f(n-1). Put L(M) 口 {Lx:xεM} -

" 

2 L by 七he

(Lof) (n) 

and R(M) 

= {Rx: X E M}. We se七 B = {L(M)， Lo} and 虫 {R(M)， Ro} and 

define 七he lef七 (resp. righ七) analy七1c crossed product g+(resp. 

:R+) 七o be 七heσ-weakly closed subalgebra of B (resp. 虫)

generated by L(M) (resp. R(M)) and L" (resp. R，，). Le七日 be O ¥...... _1oJJ::'. .l.'-o 

2 
七heprojection on L~ defined by the formulae (E_f)(k) 口 f(n)，if 

n 

k = n， and 0， 

J;-2流出七e .，.uu.u-vs....(T)d七，

if k ;z: n. We also define the integral 8
n 
(T) = 

T E B or :R， where {s....}....rm is 七he dual action e tEIR 
of {αR}nez-FIzz-七hermore，

2 we define 目= {fεL~: f(n) 0， n く O}.

We refer 七0 七he reader to [6， 7] for discussions of these algebras 

including some of their elementary properties. Putting ψ ロ ψ'8
0
，

七hen ~ is a faithful normal tracial s七ateon B. Thus we have 

Proposition 3.1. B (resp. :R，) is a finite maximal subdiagonal 
+ + 

algebra of B (resp. 虫) with respec七七o 8
0 
and ~. 

As in 32， we七akea uni七aryoperator W in B such七hat W目2
十
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is 七wo-sided invarian七. Put 
2_...n，2 

K 口限 ewH~. The orthogonal projec七ion

in L
2 
with range K will denote by Pv. Then， for every A εJJ or 

K' 

虫， the opera七or Ŝ is defined by 
A 

S ̂  f P TT ( Af)， f εK. AL ~ K 

Then our goal in七hissection is the following 

Theorem 3.2. 工f T is a bounded linear opera七or on K 七ha七

commutes with ~. (五) (resp. JJ. (K))， then七hereexists an opera七or A 
十十

in JJ (resp. 虫) such that T = S ̂  and IITII 口 IIAII. Therefore， 
+' -A 

JJ+(五)I 需虫十 (K) and 虫 +(K) I 詔忠+(K) • 

To prove 七his theorem， we need some no七a七ions and some 

preliminaries. For a posi七ive integer r， L
2 
deno七es 七he direc七

r 

sum of L
2 with itself r 七imes and pu七 H

2 
一 目2$担2$・・・@剖 (r 

r 

times) . B(L2)， ~ ι 2 工f A e then A is 七he opera七or on defined 
r 

by A(f1 ，... ，f_) = (Af1 ，... ，Af_). Put JJ_ = {A: A E JJ} and JJ r' ¥.L.L.Ll'...'.L.I...Lr'. "'-r 

{A:A52+}， respect1vely.Since Er 1S ISOIROE-phicto Q@1on 

L
2
0C
r
， the commutant of JJ is isomorphic to ~0M_ (=M_(虫))， where 

r r r 

M 
r 
is 七he algebra of rXr-ma七E・ices. We put M_ (~. )口 {[A....]: A.... E r'-+' -~ lJ-1J 

虫
+ 
1 S: i， j :::ニ r}.

We now studythe form of invariant subspaces under BE-+1n L2 

2 
is， we say that a closed subspace ~ of L~ is JJ -invar・iant

r r+ 

JJ_.I c 1. Let 1 be an JJ -invariant subspace of L2_. PU七~r 十

That 

if 

d

-
n

a

 

a

n

 o
 
g
 

m
x
o
 

る

h

~
L
t
 

e

r

 

況

O

L(M)r 口 {LX:xεM} . 

projection P~ onto 

Since 1 is L(M)r-invarian七，七he

容 is con七ained in L(M)r ー

宅
E
ふ
0
0
 



(L(M)01)' = L(M)'0M
r
. Then we have 

Lemma 3.2. EA (L(M)'0M_)EA = (R(M)0M_)E r/~O 

2 
~ be an s -invariant subspace of l~_. Then we shall say 

r 
~ n 

is pure if n L./~~ = {O}. As in [13， Theorem 3.1]， we have 
n2:0 -

the following theorem. The proof is similar， but we prove i t for 

Le七

that :n 

comple七eness.

Proposi七ion 3.4. Let 計 be a pure s司自主nvar・iant subspace of 
r・4ト

2 L 
r 

00 

Then there exists a sequence {V~} ハn-n=υ 
of par七ial isome七ries in 

00 

虫@Mr wi七hmutually or七hogonalranges such that :n = 玄$V一日2
n=O 日ム

We put 五r 思 K$K$・・・$K. The orthogonal projection in ι2 with 
Y 

range K 
r 
will denote by 

r
 

k
 

p
 

Then， 1七 is clear 七hat K 
r 一

2 _~TTT2 ~， TT 2 
自 eW目. Fur七her，for every A E B(l~)0M_ ， we define the operator 
r r r 

SA on Kr by 

SAf P~ (Af)， for every f εK  A. ~ K 
r 

Then we have 七he following lemma and 七he proof is routine and will 

be omit七ed.

Lemma 3.5. 工f T is an operator on K 七hat cbmmutes wi th 

:R十 (K)，then T commu七eswi七h SA for all A εM
r 
(:R+) . 
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We pu七 B+(K) {SA: A E nr+}. Then we have 

Proposition 3.6. Let ~ be a closed subspace of Kr that is 

invariant under :o. (五). Then there exists a sequence 
十 {Vn}n=o of 

partial isometries in M_{虫) wi七h mu七ually orthogonal range such 
r' + 

ro 

that 目= 2: $S廿 K._. 
n=O n ι 

4. Cara七heodry-FejerTheorem 

工n this section， we generalize the Caratheodry-Fejer Theorem七o

analy七ic crossed produc七s as an application of Theorem 3.2. We 

nUT2 ~ nUT2 consider 七wo-sided invariant subspace L 日(=R" HlH~ ) of 出. Then o u. ~'ö 

put 
2_~ nUT2 

K =町 6LOμ自 As a generalization of Caratheodry-Fejer Theorem， 

we have 

Theorem 4.1. For every x"， x " .~O ' '~1 

opera七or T on K by 

T 

S (k~へLÖk)

x εM. we define the 
n 

Then IITII ョニ 1 if and only if 七here exists an element A εn+ such 

七hat T ::: SA and IIAII ~ 1. 

Remark 4.2. We iden七ify l2 with 七he 七ensor product 

Q.2(1)0L2{M) of 立2(1) and L 
2 
(M) . Then L and x Lo have 七he
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following matricial representations: 

L 
X 

nu 

x
 

o山
X
 

O山x
 
。山
X
 

O山

O 

and 

O O 
U O 
U O 
u O 

O 
u 

Let Xo' X1， x2 Xn 
εM. Then the matricial representa七ionof 

T S has 

(k~ヘLÖk)
立
X
O O 
立 U 立
X1 ~ XO 
立 u2!l u 立
X2 X1 XO 

立 un 立x X
O n 
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也、 昭 三 f中渇P守丈、
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γ帆オ?つヒ以し; ~今託 iは-a: Xよを 仇似似ωぺぷ5
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二プヒをい仏ω .-rop~ 川内ナJ仰がおれ iニつ\\"'Z..
にとべ~

2. べfLd .χ 〉品 3 ・ χ て‘匂 x)( →ムくら z 例1 ザ~か・3協ピ

うL0- J 九十れいCóYt~""比仏~r... 1才右toJo(t1'は 1L~pa. 信号メx

品、)-t.， 0 t 0 l o CtA c.c& df 01. C.fL X i 0) /i1-1. a.tヒL之句叫tいQ'"'U.-GIごい

ヒ全 !.. ~ 5. 

もlt (1コ¥fd f G元同寸 l X→:J x (X→x) '/J ¥'αポル肌ぬ

t之〉ザェ吟 iて升l d→ド件→ムく)hぃω叫んω

初ヒを斗 iす叩M ゐ与∞必叫..ou<)t" ¥， 5. 1.t .t¥時的私凶ω

い μ~令 ωぬ'~~I之制ニヒ (d f.lf1 tl z.~ J\~ 

ごめヒれたの定三L宮前・限立すa

丁わe.6'{'Q.A.N¥.A いいc<:n-u.内任以cγいfuétムJ n-t~

のωあ4b々ははX. エヂサb 〆u乙ザチ..(;十 x)ピ→Jてねんいぷ

月yょf(gl 九〉む 3 ・ χ 句!læfμ~ωt.Uゅ叫or 札ル1.þら

c-o'1'民4叫叫何ω.

ョω{)y似A2..今吃初訪ιγ切 fιぷレしず九ん街区叫う
仇ぇ ω件;Qω ル i々pcu.e. X.主吋f必A仰九μι竹 Vチ判.

挽批:::rfけ3'ル Zμズら叩叫叫，，~ω〆山ム
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と~~勺主主崎明じよう i之林 Lη・すh巳5Îe.MI\A I件以ド辺:べ、よふ

九イ れて・叫ωtt~守ω以以内℃持品q ピ

ol (ð ス~ d 。 χ~) 宍 JLðX ，， ~;{o) 十 d (ðZo~ doχ。)

J: ') 斗D¥" (d"ノ5to) E (;十 xX て・切M弘明~‘f-;にす iこ 17

〉又町こどが・ 6\~¥ d;'" J.:'、1. EFT ν乞>0 I ミヌ才しヨよ〉むと ~o の

ヨヰけすれ‘ 11在日

cA(メノ Zt) < J' ~ct d-6寸弓れいd';(()}くを

4 で禾さ~tk.\立、、よ、、.

χ06 X をヒめて法的要令~;之条‘す玄

A )'V¥" y¥口 i~ (;-~ ，. ~ (11-" r X d) ~ ~ '{ d (X J X l> )く*J
~ /J "ル~仏ゐ匂 ωζ~…ω 尺 1う¥j J九A久む~LW叱引~
で'1吟ろ 1う) 

Gr= U A~ 引 fO'<'巴品乙.R wi =-J..， 2" . 

更に
A川 川 c A人v竹九引〆Jバパ〆Jバ'l'例11

(匂kηB…九此ι 今勾ずJゴ.ργ'~ク一性 r川リ，寸べ‘て今宝1 ‘冷な令、、ザ恥t

r.JJd寸 iて安才し主て“小、 Op0n(.i.Jlオ γ;γcu-c.，、、
γc A判明乙制) .t¥'‘存准す).
ごふj:-1] 骨内定引き哨ão~ ω~~s OVl引::::1.....乙.• ..' 

の~ 11 7J':‘ 
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