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Remarks on Furuta's ex土ensionof the Fuglede-Putnam theorem 
to subnormal operators 

斉藤功 東京理科大学理学部

T. Furuta [3Jは、次の Fuglede♂utnamの定理を subnormaloperatorの場合に拡張した。

定理 A (Fuglede-P山 lam)

A E B(Hd， B E B(H2)が normaloperaもorでX E B(H2，Hl)を AX=XBを満たす
operatorとする。このとき A*X= XB*が成立する。

定理詰 (T.Furuta [3]) 

A E B(H1)， B*巴B(H2)が subnormaloperatorで X E B(HゎH1)を AX=XBを満
たす operatorどする。このとき A*X= XB*が成立する。

では、どのようなときに上の式が成立するのだろうか。 Ao、Bo が normal で

AoXoコ XoBoどする。このとき

ペA001B=(Bo リ X=( ん~ ) 。AlJ' ~ -¥ 0 Bl J' .~ -¥ 0 0 } 

どすると、 AX=XBは
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どなるが、行列計算をするど (1，1)成分が、上の式では AoXo= XoBoで、下の式では
A~Xo 口 XoB~ となり他の成分は、どちらも OコO である。よって Fuglede-Putnamの定理

より、 AX=XBより A*X= XB*が得られる。
逆に [3]における TheoremBの証明ど T.Ando[1]の subnormaloperatorの normal

extensionに関する結果を用いるど、 TheoremBの A、Bは上の形どなり A。、 Alt立、そ

れぞれ Aの normalpart、purepartどなり B。、 Blは、それぞれ B*の normalpartの

adjoint 、purepartの adjointどなることがわかる。 subnormaloperatorの purepart， 

normal pむもの定義ど性質は次に示す。
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定義

A E B(H)が pureどは Aの reducingsubspace M で AIMが normalとなるものが、

{O}のみであることをいう。

補題c(s田 [4])
A E B(H)を subnormaloperatorとし、 Hp(A)口 V{An(A本A-AA*)x;xεH，nどO}、
Hn(A) = Hp(A)ょとする。ただし Vは、 closedlinear spanを意味する。このとき Hp(A)
は、 Aの reducingsubspaceとなり Ap戸 AIHp(A)は pure、 An := AIHn(A)は normal

となる。

定義

上の Apど Anをそれぞれ Aの purepart、normalpartとL、う。

上で述べたことをまどめると

定理

A巴 B(Hl)'B* E B(H2)を sゆnormalとし Xε B(H2，Hl)を AX=XBを満たす
oper前 orとする。このとき X は、

(ん~) o 0 : Hn(B*) ED Hp(町一丸(A)ED Hp(A) 

ど表される。ただし Hn(A)，Hp(A)， Hn(Bつ，Hp(B*)は上の補題Cのものどする。よって
AX=XBは、

(?L)(?;)=(?;)((ヤ (B~p)* ) 
ど書ける。ただし An' B* nは A、B*の normalpart、Ap、 B九は A、B*の purepart 

とする。

次の系は、上の定理から直ちに分かる。

系1.

A εB(Hd， B*巴B(H2)が subnormalで、 XE B(H2，Hl)が AX口 XBを満たすとする
とき、次が成立する。

(i) A εB(Hl)又は B本 εB(H2)が pureならば、 X=Oとなる。
(ii) X が injectiveならば、 Bが normalどなる。

(iii) X が denserangeをもつならば、 Aが normalどなる。

また、次のことが知られている。
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定理 D (Furuta， Matsumoto and Moriya [2]). 

S E B(H)が hyponormalで S*(S*S-SSつ=(Sす -SS*)Sが成立するなら、 Sは
subnormalどなる。

これど似たかたち S(S*S -SS*)口 (S本S-SS*)S*については、次のことが雷える。

系 2.

S εB(H)を Sl山lOrmaloperatorで S(S*S-SS*)口 (Sす -SS*)S*を満たす operator
どすると Sは normalどなる。

定理の証明に定理Bの証明が必要なので次に述べる。(証明は、 [3]のものである。)

定理 B の証明 (T.Furuta). 

叫←口(~ん 1 on f{ιf白1口 H品1φ(伏f{ln Htか)，o A22) 

f B本 Bl?¥ 
口(: ~1 :t 1 on f{2 = H2 EB (I<2 n Hi) 
¥ 0 B22 ) 

を A，B彬の normalextensionどし、

A A12 

A :口 I0 A22 。。
。。

o 0 
o 0 
B;2 B{2 

o B 

X:口

o 0 0 X 
o 0 0 0 
o 0 0 0 
o 0 0 0 

on H1 EB (I<l n Ht)φ(I<2 n Hi) EB H2とする。
このときAは、 normalとなっ

OOOH)(Doom 
AX=XAや吟

0000110000  

00001  ¥000 0 

どなるので AX=XAとなり、 FugledeωPutnam'stheoremより

A本X 口 XA*となる。よってこれを計算すると、

o 0 0 AX 
o 0 0 AらX
o 0 0 0 
o 0 0 0 
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どなるので

A*X = XB¥ 

、、-，，，，
噌

2
ム
/
1
1
 

A~2X ロ 0，

(2) XB12 = 0 

となる。

定理の証明で使う T.Andoによる subnormaloperatorの normalextensionに関する定

理を述べる前に、 [1]で定義されている partialinverseの定識を述べる。
T E B(H)が self-adjointのとき Tの partialinverse T-1を次で定轄する。

T-1 ran T EB ker T ---+ H， T-1T = P， T-1(I -P)ロ o.

ただし PはHから ranTへの or七hogonalprojectionとする。また denselydefined operator 
Sが boundedならその boundedextensionも Sで表す。

窓理 E

SモB(H)が subnormalならば帰納的に An，Sn巴B(H)を次のように定義できる。

Ao 0， So 口 S，

An ロ (A~…1 十 S~_lSn-1 -Sn-1S~_1 )1/2， 

Sn AnSn-1A;:1， 

ただし Afは Anの partialinverseとする。また、各 nさ1に対し

A~_l 十 S~_lSn-1 -Sn-1S~_1 三 0 ，

SnAn = AnSn-1 
AnSn_lA;:lは H上の boundedoperator 

が成立して

S A1 
Sl A2 

N:= I S2 A3 on H EB H EB H EB H EB . • • 

が、ノルム IISI1の boundednormal operatorとなる。
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定理の証明.

記号は上の定理Bの証明のものと同じとする。定理 Eより

I( = Hi ED Hi ED Hi ED Hi ED・ (iコ 1，2)，

A12 = ((A* A -AA*)1/2， 0) : H1 ED (H1 ED H1 ED H1・ー)→ Hl，

B12 = ((BB* -B* B)1/2， 0) : H2 ED (H2 ED H2 ED H2 ・一)~H2

としてよい。 (1)，(2)ょっ

(3) (A*A-AA本)X= 0， 

(4) X(BB* -BホB)コ O

どなる。よって (3)ど定理 Bより (A*A-AAつA*nx= (A*A -AAつXB*n= 0どな
るので X*An(A* A -AAつロ Oどなる。 LemmaCより X本Hp(A)= 0どなり、よって
Hp(A) c ker X*となって

(5) H目(A);2百五支

となる。問様に (4)の adjointより XHp(Bつ=0となり

Hp(B*) c ker X 

(~o ~) Hn(BつEDHp(B*)→札(A)ED Hp(A) 
ど表される。

参考文献

[1] T. Ando， Matrices 0/ normαlαtensions 0/ subnormα1 operators， Acta Sci. Math・
(Szeged)， 24 (1963)， 91-96. 

[2] T .Furuta， K. Matsumoto and N. Moriya， A simple cor，ηLditi07ηL on hyponormαl 
叩eratorsimplying s叫normαlity，Math Japon 21 (1976)， 357-362 

[3J T.Furuta， Relαxation 0/ normαlity in the FugledeωPutnαm theorem， Proc. Amer. 
Math. Soc. 77 (1978)， 324-328. 

[4] M. Martin， M. Putinar，“Lectures on Hyponormal Operators，" Birkhauser-Verlag， 
Basel-Boston-Stuttgart， 1983. 
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政adamard穣の由有債に関するある予想について

北大電子科学研安藤毅

1. GoldeIトThompson型の問題

Golden-Thompson不等式というのは， Hermite行列 H，J{関して

Tr(eH十K)壬 Tr(eHeK)口百(eH/2eKeH/2)， 

またさらにに一般の unitarilyinvariant norm 11 . 11 についても

IleH十KII:::; IleH/2eKeH/211 :::; IleHeKII. 

が成り立つというものである.

当然 3{国以上の Hermite 行列の場合はどうなるかという関題があるが，対~する一般化

は成り立たない.例えば

百(eH1十日行 ~{官(山
も，また

Tr(eH1+H汁 H3)三

5j{U(eH仰 leH2/2eH3)十Tr(eH3/2eHleH叩 2)岨 (eHl/2eH2eHl叩 3)}

等も一般には正しくない.

Hl，H2'・・・ ，HNを nx n Hermite行列とする.全ての閤難はこれらの非可換性に出来す
るわけであるから，これらを仮想的に司換化するために tensor積を考えるのが自然であろ
う eHjの代りに

I@・・・ @I@eHj@I@・・・ @I
(j) 

を考えると，可換化されて

r-8
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鳥

川
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r-8
 

r
i
 
N
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一一
N
 
H
 
6
 
8
 

8
 

H
 e
 

(1) 

となる.これを logで変形すると

N 

log(eH1 @・・・ @eHN)= ~I@ ・ .I@Hj @・・・ @I
長1. Cj) 

(2) 
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となる.可換性より数の場合と同様にして， (1)から算術・幾何平均不等式

N 
1 'r"""¥ 

eH1 @.・・@eHN<…γ1@・・・ 8I861VHj8--8I
-N信(j)

(3) 

がでる.

仮想、を現実に戻すために，ある基底(座標軸)を闇定して各行列を行列要素で表示し，

Hadam泣 d積(i.e.要紫ごとの積) 0を考える:

X1@・・・ @XN←→ X1 0，...0 XN ( 4) 

Hadamard積に関しての最も基本的なのは次の Schurの積定理である([9]参照): 

A， B 2: 0 出口令 AoB とo. (5) 

定義から Hadamard積演算は可換である A0 B = B 0 A.また A と単位行列 Iとの
Hadamard積は Aの diagonal行列となる.次の trivialな関係が重要である:

1@・・・1@A@・・・@1=A 01. 
(j) 

これからの考察で基本的なのは，対紅、 (4)が Mn@・・・@Mnから Mnへの unital，(com“ 
pletely) positive linear map 争(.)に拡大されることである:

争(X1@・ @XN) X10 ・・ oXN.

Unital， (completely) positive mapのー椴論から

log争(X)三争(logX) (X> 0) 

という逆 Jensen型の不等式が成り立つので， (1)及び (2)より次が出る:

N 

log( eH 1 0 . . . 0 eH N)さ{LHj}01 ( 6) 

関様に
N 

log( e-H1 0 . ..0 e-HN)-l ~ {L Hj} 0 1 (7) 

また(めからは

ri o
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(8) 

が導かれる.
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U εMを与えたとき各行弼 X にU = { unitary行列の全体}とし，

(U E U) 

unitarily invariant norm に関しでもどの

X(U) = U* XU 
と書くと ，X ←→ X(U)は本一表現になり，
norm-preservmgである.

Hermi 

L:Hj(V) 0 I = (乞Hj)(V) 0 I = L: Hj (V) 

さて，

v
 
Ed 

N

工同
>一V 

N
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0
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 e
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したがって (6)，(8)から

N 

{e-H1(V) 0 . . . 0 e-HN町一三時2ンN時 (V)}一1
及び

IleLf=l Hj 11， 

これから

sup IleH1(U) 0 ・・・ oeHN(U)11とIleH1(V)0 ・・・ oeHN(V) 11ミlIeLf=lHj(V) 11 
UEU 

が得られる.

及び (7)と次節での majorizationの理論を使って

lIeL;二lHj11之lIe{Lf=lHj}oIII 
三sup II{ e-H1(U) 0 ・・・ oe-HN(U)}一111どII{e-H1(V) 0 ・・・ oe…HN(V)}…111
UEU 

N 

どII{会主e-NHj(V)}-lll= II{走L:e一同}-111 

これらをまとめると一つの Golden-Thompson型不等式となる:が得られる.

(9) sup lIeH1(U) 0 ・・・ oeHN(U) 11三lIeε;二1Hj 11， 
UEU 

Theorem 1. 

(10) 
N 

lIeLf=l Hjll当 Bib-H1(U)o 。内(叶111三II{会5641γ111
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われわれは既に次のような事実を知っている:

N 

lR{会56dj}N/臼

(12) (α ↓0). 
N 

II{去工eo:Hj}N/臼11'¥. 11♂f=l Hj 11 

(13) 
N 

Jムヤe-o:HjγN/臼 =e2:f=lHj 
α10札Nた13

また対応して

(14) (α! 0). 
N 

II{会56一白鳥}-N/α11/11品川

(15) 

一方 (8)および (10)から

N 

叫 11怜|日防{ヤeαd州州H肌則1バ1(U川U
UεU J 

(16) 
N 

P i|{fdl(U)O一・oe-o:H川}一1/α11~ I!{ムデ戸町一N/α11
ueu-N信

であるので，次が収束定理が証明された:

(17) (α! 0) sup II{ eαH1(U) 0 . . . 0 eαHバ乃F/臼11¥Ile2:f=lHj 11 
UEU 

Theorem 2. 

(18) (α! 0) sup II{e-αH1(U) 0・・・ oeαHN(U)}-1/α11ノIle2:f=lHj 11 
UEU 

及び

-9-

が成り立つ.



2. JohnsOIトBapat予想

2個の HermiteH， K行列という特別な場合を考察しよう.この節の結果は主として[3]
に基づいている.

Hermite Hの固有値入j(H)はいつも大きい方から番号を付けることにする:

入l(H)さん(H)三...と入n(H).

また majorizationIこ関して次の記号を能う:

clef 
H>-Kやコヰ〉

乞入j(H)之玄Aj(K) (k =は ，n)，2:入j(H)= 2.ンj(K) 
jご 1 j=l j=l jコ1

命中

乞入j(H)注工入j(K) (k口以 ， n)，乞入j(H)口玄λj(K) 
j=k j=k j=l j=l 

Majorization ，こ関して知られている幾つかの基本的な事項について述べよう(詳しくは
[2]参照): 
(Schur) H>-H 0 1，これから

日 λj(eHo1)三日以内 (k=1，2，...，n) (19) 

(Araki-lまiai幽Petz)( [1]， [8]参照)

log(eH/2eKeH/2) >-H十K，

これから

日入j(eH+K)ど日入j(eH/2e九H/2) (k =山川) (20) 
j=k j=k 

2つの positivedefiniteな行列 A，Bが与えれれたとき，AoBの国有僅と A，Bそれぞれ
の酉脊値のとの聞の majorization関係としては次が知られている.ここで ABとAl/2BA1/2 
は similarであるから，回有{車を共有し

入j(AB)出入j(Al/2BA1/2) > 0 (j口 1，2γ ・・ ， n) 

であることに注意する.
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(21) (k=1，2，"'，n) 

(Bapat-Sunder) (Oppe凶 elm予想の解決 [5])

日入j(A 0 B)三日入}(A)入j(B)

古典的な結果として次が知られている:一方，

(22) (k口 1，2，'" ，n). 日Aj(AB)三日入j(A)入j(B) 
(Weyl困Horn)

したがって，次の結果は Bapat-Sunderの結果 (21)の改良となる:

Theorem 3. (Johnson-Ba抑 t予想 [10]の解決)

(23) (k口 1，2γ--，n).H入j(A0 B)ど日入j(AB)

[国各誌]A = eH，B = eK とする.

log(A 0 B) = log(eH 0 eK) 
さ{log(eH) + log( eK)} 0 1 
= (H + K) 01 by (4) 

(19) 

(20) 

by 

by 

日入j(A0 B)三日入j(e(Hば川

とH入j(eH+K)

三日Aj(eH/2eKeH/2)

出 H入j(AB)

これから更に

Theorem 3 Bapat-Sunderの結果は自然、に N担の Hada.mard積の場合に拡張されるが，
はあくまでも 2個の場合に特殊な事実である.

A， B > 0に対して geometricmean A#Bが定義される:Thoerem 3の改良を試みよう.

A#B器 Al/2(A-l/2BA-l/2)1/2 Al/2ロ Bl/2(B-l/2AB-l/2)1/2 Bl/2. 

宅
2
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明らかに

nu 
>一
、ZEE
E
B
E
E
E
E
J

B
 
#
B
 

A
 B
 

A
#
 

A
 

V
E
E
B
E
E
S
2
2
2
L
 

Q
U
 
>一
B
 
#
A
 

A
 B
 

B
#
 

A
 

P
2
2
a
'
a
g
a

・2L

であるから Schurの積定理 (5)より次が出る:

AoB三(A#B)0 (A#B). (24) 

もう一つ既知の事実を使おう:

(Hiai幽Petz-A汲do)([8]， [4]) 

日入j(A#B)2三日Aj(AB) (k =リ， 川)
j=l j=k 

一方 Theorem3から

日入j((A#B)0 (A#B))三日入j(A#B)2 (k=1，2，"'，n)， 
j=k j=k 

であるから，次のような (23)の改良が得られる:

Theorem 4. 

日Aj(AoB)三日入j(A#B)2 (k =山川) (25) 
j=k j=k 

最後に transposeIこ関する注意を述べる. Hermite行列 Bの transposeBTは各要素を
complex conjugateに変えたものに伯ならない.

Theorem 5. 

日入j(A 0 B)三日入j(ABT) (k = 1，2，'" ，n) (26) 
j=k j=k 

これは diagonalを考えと

log(BT) 01口(1ogB)T 01 = log(B) 01 

なることから Theorem3と時様にして出る.

(26)で k=nの場合は Fiedler[6]， [7]により示されている.

論文 [3]が受理されてから， G. Visickから [11]が送られてきた.その中では，本質的に
は同様な方法で Theorem3及び Theorem5が証明されている.
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部分完全正値行列の CPcompletionについて

古田公司〈武蔵工大〉

Q (ν， E)を，頂点の集合 νと辺の集合 Eをもっ位数 n の有限な無向グラ
フとする.すなわち ν={1γ ・.，n}， E C ((i，j) Z，) Eν}として，Eは条件

(A) (1，1)γ ・・ ，(n，n)εE， (お)(i，j)EE吟(j，i)E Eをみたすものである.
n次行列において，(i，j) E Eなるが，j)-成分が確定している行列を Q-部分行持と

いう.成分がスカラー(あるいは冗上の有界線形作用素)の部分行列の completion

についてはDym，Gohberg [2]， GroneヲJohnson，Sa， Wolkowicz [4]， Paulsen， Power， 

Smith [7]等多くの研究がある.例えば?スカラーを成分にもつι部分行列は?その
確定している成分から得られる各主小行列がすべて正値のときふ部分正徳行列とよ

ばれるが， Groneらはふ部分正値行列の positivecompletionについて次を示した.

亙翠([4，Theorem 7]) Qを有限な無向グラフとする.このとき(スカラーを成分にも

つ)ふ部分正儀行列がpositivecompletionを持つための必要十分条件はGがchordal

であることである.ここでgが chordalであるとは，長さが 4以上の cycleはすべ

て chordをもつことである.

次に B(冗)をヒルベルト空間冗上の有界線形作用素の全体，Mn=コB(Cn)とし
て，Mnの部分空間 Sgを

Sg = ([αij]i，j=l E Mn : (i，j) ~ Eならば町=O} 

で定める.笹口 [Tij]g(Tij E B(冗))をι部分行列とし，SgのMn(B(冗))への写像
Aφ を Ait([αij]i，j吋)口 [αijTij]i，j=l (ただし (i，j)~ Eなる (i，j)成分は 0とする)
で定めるとき， Paulsenらは次を証明した.

室翠 ([7，Corollary 1.3])部分行列母が positivecompletionをもつための必要十分

条件は写像 Aφ が完全正値であることである.

以下では Paulsenらの考察を一般化して C九代数の上の完全有界写像を成分にも

つ部分行列の completionを考える.

1. CP cοmpletionとグラフ

Aを単位元をもっ C*代数，CB(A，B(冗))をAのB(冗)への完全有界写像の全体
とする.最初に CB(A， B(冗))の元を成分にもつ ι部分行列を考える • CB(A，B(冗))
の元を成分にもつ n次行列 [<Pij]が Q-部分行列 [ψij]gの CPcompletionであるとは

(i) (i，j)εEならば約j= tpij; 

(込)Aの元を成分にもつ n次行列の C*イt数 Mn(A)から Mn(B(冗))への写像
[<Pij] : [αij]i，j=lト→[めj(αij)]i，j=lが完全正催写像
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となるときをいう.

スカラーの場合と同様にして，ι部分行列争の確定した成分から得られる各主小
行列がすべて完全正値であるとき φを c-部分完全正値符列という.ι部分行列が
CP completionをもつならばそれは G田部分完全正イ直行列であるが?逆は一般には成

立しない.最初にすべてのι部分完全正値行列が CPcompletionをもつようなグラ
フgを特徴づける.

亙盟1.1.cを荷限な無向グラフとする.このとき CB(A，B(冗))の元を成分にもっ
すべての G岡部分完全正値行列が CPcompletionをもつための必要十分条件は gが

chordalであることである.

証明は次の命題1.2，1.3とGroneらの定理の議論から得ることができる.

金運1.2.([8， Proposition 2.6]) (11"，κ)をAの表現，VE B(凡κ)をヒルベルト空間

冗からヒルベルト空間κへの有界線形作用素で‘π(A)V冗がκで調密であるものとす
る.れj(i，j = 1γ ・・ ，n)をπ(A)の可換子π(A)'の作用素として ψijE CB(A，B(冗))
を約j(α)= V*丸jπ(α)Vで定める.このとき φ([αij]i，j叫)=[約j(αij)]i，j=lで定まる
Mn(A)の Mn(B(冗))への写像争が完全正値であることと [Tij]i，j=lE Mn(B(κ)) 
が正であることは向値である.

金運1.3.[ψij]g (IPij 巴 CB(A，B(冗)))を ι部分行列とする. このとき A の表現
(π，κ)，作用素VE B(冗，κ)でπ(A)V討がκで椀密となるもの，および TijE 11"(A)' 
が存在して

約j(α)= V*Tijπ(α)V， αε A， (i，j)EE 

とかける.

2. functional matricesの CPcompletion 

ここでは特別な場合として有界線形汎関数を成分にもつふ部分行列の CPcomple-

tionについて考察する.線形、汎関数を成分にもつ部分行列に対しては， CP completion 

とpositivecompletionは同等であることがわかる.

金盟主LψijE A*(i ， j 口 1 ，・・ • ，n)とする. このとき写像[約j]: [αijifj4E 
Mn(A)→{約j(αij)]i，j=l E Mnが正値ならば?完全正値である.

実際より一般的なことが成り立つ.最初に次の命題を準備する.

金翠与b少ij巴CB(A，B(冗))(i，j= 1，'・・ ，n)に対し次は互いに間健:

(i)争=[約j]: [αij] i，j口 1E Mn(A)日 [ψij(αij)]i，j=l E Mn(B(冗))が完全正値;
(詰)凡:[αij]i，j=l E Mn(A) f-+ 2:~j=l 向(αij) E B(冗)が完全正鑑;
(i品)争(0):αε A f-+ [ψij(α)]i，j=l E Mn(B(冗))が完全正値.

(証明)(i)仲(註)のみ示す.(i)キ (ii).写像 8:Mn(B(冗))→ B(冗)を [αijitjzIH

2:~j=l αij で定めると 6 は完全正値である.よってゐロ 80 争は完全国重である.
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(ii)キ (i).eij (i ， j 口し・ • ，n)をMnの標準的行列単位とする.このとき Mn(A)

とA@Mnは写像 [αij]i，j口 IHZ:j吋 αij@ eijにより時一視される.今写像 ι:
Mn(A)→Mn(Mn(A))を [aij]i，j=l日 [αij @ eij ]i，j叫で定めると， ιは完全正値であ
り，骨口 (r.φ@idn) 0 Lとなる.したがって ιは完全正僅である.(証終)

丞2ムm 三1とし， ψij: A →Mm (i，j = 1 ，・・ • ，n)を有界線形写像とする.このと

き写像 [cpij]: Mn(A)→Mn(Mm)が m同正値ならば，完全正値である.

(証明)(): Mn(Mm)→Mm は完全正傭だから凡口 ()o争:Mn(A)→Mm は m聞正

値である.一般にぴ糊代数から Mm への m-正徳写像は先金正値だから与は完全正

値となり，したがって命題 2.2(ii)キ (i)より争は完全正値となる.(証終)

系 2.3で m ロ 1とおくと命題 2.1が得られる.一方?定義域が有限次元の場合に

は次を得る.

丞主生!，m と1とし?ψij:Mm →B(冗)(i，j口1γ・.，n)を有界線形写像とする.この

とき写像 [ψij]: Mn(Mm)→Mn(B(冗))がmω正値ならば，完全正値である.

(証明)Mm から C九代数への m-正佳写像は完全正値であるということを用いて，命
題 2.2(iii)キ (i)奇適用する.(証終)

グラフ 9ェ(ν，e)に対し Mn(A)の部分空間 Sg(A)を

Sg(A) = ([αij] i，j口 1E Mn(A) : (i，j)岩Eならばαij= O} 

で定める.9が無向グラフであることから Sg(A)は自己共役であり，Mn(A)の単位

元をもっ.次にι部分行列争 =[cpij]g (ψij巴A*)に対し，写像 A争:Sg(A)→Mn' 
F争:Sg(A)→Cをそれぞれ

A<t([αij]i，j口1)口[約j(αij)]i，j=lヲ

r<T([aij]i，j=l) L向 (αij)，[αij]i，j=l E Sg(A) 

で定める.ここで (i，j)rJ-eのときは ψij(αij)口Oとする.このとき有界線形汎関数
を成分にもつι部分行列が CPcompletionを持つための条件について次の定理が得
られる.

ま翠ネι争=[cpij]g (ψij巴A*)をg欄部分行列とするとき?次は互いに同値:
(i)争が positivecompletionをもっ;

(註)勾:Sg(A)→Mnが正値;

(i註)nφ: Sg(A)→Cが正値;
(iv) Aの表現 (π，κ)とベクトノレ6，'・1 ふ εκ が存在して，(i，j)εEに対し
ψij(・)= (π(・)ごj，Ci)とかける.
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(証明)(註i)キ (iv)のみ示す.r.争が正値であるとすると， Kreinの定理から Mn(A)上
の正の汎関数 Fφ で，AE Sg(A)に対し rit(A)口Fゃ(A)となるものが容荘する.n争
に Gelfand-N ai泊 ark-Segal構成定理を用いるとう Mn(A)の表現 (ρ?行p)とcE冗p
が蒋在して凡(A)= (ρ(A)と?と)， A E Mn(A) となる • eij(i，j = 1，'・.，n)をMπ の

標準的行列単位として冗pの間部分空間 κをκzρ(1@ el1)1らで定める.次に A

の表現 (π，κ)とベクトル色γ・・，ふεκ をπ(α)=ρ(α@el1)1κ?と ρ(1@ eli)とで
定める.このときが，j)E Eに対しては α@eij E Sg(A)であるから

約j(α)= r.φ(α@ eij) 
口 r争(α@eij) 

コ (p(α@eij)ご?と)

口 (π(α)cj，Ci) 

となり，<{Jij(α) = (π(α)ごj，Ci)を得る.(鉦終)

3. ComPletelv bounded multipliers 

2.の議論を局所コンパクト群の Fourier代数の completelybounded multiplierの

場合に応用する.以下Gを局所コンパクト群，C*(G)をGの群C*代数とする.G上

の関数少で， Gのユニタリー表現(π7κ)とと，ηικ により ψ(x)= (π(x)乙η)(xεG) 
と表わされるものの全体を B(G)で表わす.B(G)はG上の正定値関数の全体P(G)

の線形結合と一致する.B(G)はC*(G)の双対空間 C*(G)*と同一視され?この間一

視から得られる双対ノノレムにより， G上各点ごとの積に関して B叩 ach代数となる.

特に Gの左正別表現(入，L2(G))とg，h巴L2(G)により u(x)口(入(x)h，g)(x E G) 
と表わされる関数包の全体を A(G)で表わすと，A(G)はB(G)の関イヂアルとな

る • A(G) を G の Fourier 代数と呼ぶ• A(G)の双対空間は Gの群 vonNeum総 n

代数 VN(G)と同一視される.

G上の関数少が A(G)のmultiplierであるとは?任意の U E A(G)に対し ψuE

A(G)となるものをいう.この場合間グラフ定理より， ψによる掛け算はA(G)上の有

界線形作用素となる • A(G)のmultiplierψが co臨 pletelybounded multiplierであ

るとは，<{J の共役作用素ルルが VN(G) 上の完全有界写像となるときをいう • A(G) 

の completelybounded multiplierの全体を MoA(G)で表わす.一般に B(G)C 

MoA(G)である.

最初に B(G)の元を成分にもつ行列について考察する.

連翠主.;L.Aij， BijεMn(i，j = 1，'" ，k)とする.このとき行列 [AijJL口 l'[BijJL叫
が Mk(Mn)において正ならば [Tr(AijBji)]εMkも正である.ここで Trはトレー
スを表わす.

金題ムZニ少ijE B(G) (i，j =ごし..，n)とするとき，次は互いに開催:

F
h
u
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(i) [向]: Mn(C*(G))叶 Mnが正イ値低直配; 

( 註め)Mぱ;]1η~1イi

とは'任意の m 三1と任意のお町1，γ一..，XmεGに対し行列[争(xi1Xj)]む=1E 
Mm(Mn)が正になるときをいう;

(iu) [M'f'ij]: Mn(VN(G))→Mn(VN(G))が完全正値.

(証明)(ii)特 (iii)のみ示す.(ii)吟 (i詰).各 k三1に対し[ル{判j]が b正値である

ことを示す.このためには， α1，...，ank E VN(G)，と1，...，Cnk E L2(G)に対し行列

A = [(凡j(α九一山

が Mk(Mn ) で正であることを示せば十分である.ここで山口 l:~=1 αr， 8 À(Xr) (αr，8 E 

<C， Xr E G) と仮定してよい.右辺の行列を等式 M'f'( 入(x))=~(X)入(X) を用いて整

理すると

A口 [Tr(AijB(q，j)，(p，i))]iζ'L52 

Aij = [約j(X;lXrl)]~rl=l' 

B(p，i)，(日)= [(ι， n(p-1)十zlιl ， n(q-1)十j)]~rl=l

となる.仮定より [μAijρj]i，むj=lεMn(Mmρ)，[伊B(ωp，i)，(ベ(ωqιυ，j)]
1壬p，q:$;k

ら補題 3.1より A は正であることがわかる.

(iii)キ (ii).k三1，X1，・・ .，XkεGに対し [ψij(X;l Xt)] l~i ，j~ ，:， が正なることをい
，. 1三.，t:$;k

う.ベクトルcE L2(G)， 11と112= 1をとり， α1，1γ ・1αk，nE <Cとする.

約j(zf町)口 (M判j(入(X;lXt))入(ザ)ι入(ザ)ご)

だから， C8=入(X;l)ιη8Zα8，iC8とおくと

となる.ここでAst巴Mk(VN(G))は成分がすべて入(X;lXt)の行列を表わす.(証終)

次に完全脊界写像Mψ(ψijE MoA(G))を成分にもつ Q-部分行列が CPcomple-

tionをもつための条件を与える.一般に写像M 'f'が完全正値であることと ψε P(G)

であることが同値であることからヲι部分行列[ん1'f'ii]gが CPcompletionをもつな
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らば CPijE B( G)となることがわかる.したがって定理 2.5，命題 3.2より次の定理

を得る.

亙盟ふみ[んらij]g(ψij E B(G))を Q-部分行列とするとき，次は互いに間催:

(i) [M判 j]gが完全有界写像 Mcpによる CPcompletionをもっ;

(註)争口 [ψij]gが positivecompletionをもっ;

(i註)ゐ:Sg(C*(G))→Mnが正値;

(iv)九:Sg(C*(G))→Cが正値;

(v) Gのユニタリー表現 (π?κ)とベクトルι・・ 1ふ巴κが春在して，(i，j) E e 
に対し ψij(')= (π( .)cj，とi)とかける.

次の条件 (γ)が定理 3.3の各条件と五いに同値であるということは自然に予想さ

れる:

(i') [M判Jgが VN(G)上の完全有界写像による CPcompletionをもっ.
実際?特殊な群に対しては予想が正しいことが示される.局所コンパクト群 Gが

amenable (resp. inner amenable)であるとは，L∞(G)上の状態 m で1任意の fE
L∞(G)，xEGに対しm(xf)= m(f) (resp. m(x-1fx)口m(f))となるものが存在す

るときをいう.ここで xf(y)= f(xy)， x-1fx(Y) = f(x-1yx)である.すべてのコン
パクト群?可解群(特に可換群)は amenableである.またすべての離散群， amenable 

な群は inneramenableである.一方連結な群に対しては， amenableであることと

inner amenableであることは同等である [5].

窓盟立.4.Gが amenable，または unimodul民 inneramenableのとき，定理 3.3の

条件 (i)と条件 (i')は互いに同値である.

(証明)(γ)吟 (i)を示せば十分である.[曽ij](曽ijE CB(VN(G)，B(L2(G))))を Q-

部分行列争己決仏j]gの CPcompletionとする.最初に Gが amenableであると
する.ベクトルcE L2(G)， IIçl12 口 1 を固定する • x，y E G， 1 :::; i，j :::; nに対し， G

上の関数吟習を

cpf/(z)口(曽ij(入(y-1x))入(x-1z)c， A(y-l z)ご)， z E G 

で定める.次iこm を L∞(G)上の不変状態、とし， G上の関数 ψij(i，j = 1，'・.，n) 
を ψij(y-1X)口 m(ψY)(ZJGG)で定める mが不変であることから仇j は
well-de五nedである. また (i，j)εε に対しては ψij ゆりとなる. さらに関数
xEGI-+[仇j(X)]i，j=lEJvJnは正定値である.したがって命題 3.2より [M町]が争
の CPcompletionとなる.

次に Gがinneramenableであるとする.このとき群vonNeumann代数VN(G)

上に有限なトレース γが存在する.γ(1)口1とする.このとき G上の関数仇j(i，j = 
If--，n)をψij(X)口ア(曽ij(入(x))入(x)*)(x E G)で定めると，(i，j)巴Eに対しては
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約 j やりであり，さらに補題 3.1から関数 zモGI--+抄ij(X)]f，j=lε Mnが正定値

であることかわかる.よって命題 3.2より [M7t;j]が争の CPcompletionとなる.
(証終)
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Singu1arly Positive Definite Sequen田 sと
モーメント問題 (trun白隠d)の解の端点

伊藤隆司 (武蔵工大)

1 Trigonome凶c泌 ments. {Co，Cl，・・・，CN}をpositivede制 teな複素数列とします。すなわち、次の

Toepli也行列 TNが正行列であるとします。

. CN-l 
> 0 〈ここに、 C-k口 Ck， O~k~N ) (1) 

I co Cl 

I C-l co 
J.N-I 

I C-N Cω.N+l 

. CN 

'Co 

この列に対して、 N次までのモーメントが Cnと一致する単位円潤上の正測度 μ

よいか(8)口 cn (脳N)

を表現測度又は解と呼びます。このとき、表現測度の全体~(Co，・・. ，CN)は weak本 compactな凸集合

です。以下で、強(c沿い・・，CN)の端点を問題にします。

1. sin郡larlypositive de制 I怯 seqen偲 s (s.p.d. 9"U) • まず、{Co，・・・，CN} を拡張することを考えますo

zを付け加えた列{臼・・・，CN，Z}に従属した Toeplitz行列 TN叫(Z)について、

z 

CN 

TN+l(Z)口 TN 
Cl 

Z C-N・・・ C-l co 

これの行列式と小行列式との関係(Sylvesterの定理)から、次の等式が成立します。

α) ITN-IIITNゃ1匂)1口 ITNIー ITN-llIz-c 1 

Cl Cz，・ ・・ CN 0 

co Cl CN・.1 Cn 
N
m
5
2
3
 

、、E'''明
君

&

τム
一

ト
一一
Z

''l

、叩2
2
2
2
5

一一
PLV 

C司N+lC-N+Z ・・・ co Cl 
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この包)から、{Co，・・・向z}が positivede:finiteであるための必要かつ十分条件はzが半径が

ITNI 
…一一>0、中心がcである円の内部にあることがわかります。しかし、 zをこの円周上にとるときに
ITN-l I 

は {Co，・・・，CN，Z} はnon-ne郡.tivedefu試teですが sなictlyには posi託児島:finiteでないことになります。

そこで、次の定義を導入します。複素数列{<1，'. . ，dM，<IM叫}がs加酔1arlypositi.ve de血ute (s♂.d. )であ
るとは 怖い.. ，<1M}は s出ctlypositive de:finiteであり、かつ{<1，'. . ，<IM，d蜘 1}はnon-negati.ve 
de:finiteであるが紺ict1yには positivede:finiteでないこととします。上の考察から、 positivede:finite 

な列{Co;.・・凶から出発して、それを任意の長さの sing1.血rlypositive de:fini胞な列

{Co，・・・ CN，・・・ CM，CM叫}(N~M) に拡張することが可能なことがわかります。この拡猿列を単に

{Co，・・・，CN}の sIng1血rぽ担問ionと呼ぶことにします。

2. s.p.d.列の表現摂i度{Co，・・ ¥CM，CM+l}をs.p.d.列とします。ここで示したいことは、この列は唯
一つの表現制度を持ち、それは離散測度で、その台と霊みは M+l次までのそーメント Cn

(O~n~M+l )によって具体的に決められることです。そのためには準備を必要とします。

M十1次以下の多項式全体 IIM+lに普通のようにして non-negativede:finiteな内積が入ります。

14<ト1 目的問 M+l 14+1 
[A匂)，B(z)]口 Zpm叫 (A(z)=EanZn，B(z)=EbnZn ) 

しかし、 M次以下の多項式全体IIM (仁 llM+l)上では、{Co，・・・，CM}の positivede:finiteより、普通の

意味の内積が入っています。よく知られているように、 IIMの正規直交基底として、次のPn(Z)

(O~n~M )があります。

CM 

。) Po(z)=l ， Pn(Z)口 1
， -.. V ITn-・'lllTnl TM-1 I Cl 

(Hn~M ) 

1，z， I ZM+l 

これらのPn(Z)の外に、 M+l次の多項式 P14+l(z)を次のように定義します。

CM+l 

CM 

(4) 
1 

PM+l(Z)= ITjMi TM 
Cl 

1 Z . I ZM+l 

{Co， .・.，CM，CM+l}の s担割以rityより、任意の A(z)EllM+lに対して

[A(Z)，PM+必)J=O

となっています。次に、 IIMにおける eva1uationpolynomial E~ (z)を用いるのが、以下の議論にとって便

利です。任意の A(z)EllM に対して [A(z)，El:!(z)トA(w) となる多項式 E~ (Z)が存在しますが、知られて

いるように、 E~ (z)の具体的な形は
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(5) E~(z)=二~I TM 
ITMII 刷

1 

w 

同一M

w 

1Z"ZM1 0 

となります。

3つの多項式PM+l(Z)，PM(Z) ，E~ (ゅの閣に、次の (6)の関係が成立します。これは、 positivede:finite 
の場合に知られている Christoffel-D紅加uxformulaのsIDgt血rly戸sitivede:finiteの場合への対応と考えら
れるものです。

Lemma 次の等式が成立す-5(Christoffel-DeII1加ぽformulaと呼よごとにLますj

伺紛) (む1ト一J伝山L凶(俗ωZゆ)=広窃E域山~(旬(切仰O的)芦P仙削叫叫1ベ必砂(匂Z
Y もL叫11 | 

ITM-11_ " IITM-11 
腕 M次の多項式 百円l(Z)寸首tZPM(Z)が恥(Z)の定数倍であることが示されて、まず次
が成立します。

ITM-11 _ " I ITM司・11
(7) 一一PM+l(Z)吋守云子ZPM(Z)+PM+l(O)E~ ITMI ."'T'，_， V ITMI 

次に、この式と sID郡lari句 [PM+1(Z)，PM+必)J宮 Oより IPM叫(0)1=1が示されます。これを用いて、証明すべ
き等式 (6)の 左辺一省辺口R(z，w)が、 zについて M次の多項式で、さらに定数項がOであることが

わかります。このことから、 R(z，w)の Pn(Z) (O~n~M) についての展開の係数がすべて O であることが
訴され、 R(z，w)圭 oが結論されます。
Christoffel-Darboux formula (6)の結巣として、次の (8)，(9)が出ます。

(8) PM+1(Z)の根はすべて単位丹周上にあり、単根です。

〈しかし、お(Z)の根はすべて単位円の内部にあることを注意します〉

1 _elk 
(9) PM+l(Z)の根をa1，el2，・・・，aM+lとするとき、一戸===-E::(ゆ (Hk~M+1 )は lIM の正規藍交基底

ザE語(丸) ". 

をつくります。

(8)， (9)より次の定理が容易に赤されます。

知的，rem1. {eo，'・・，CM，CM+l}を s.p.d.~と L-'f1 す。このとき、この~/;1嵯ーの表現抑度を静ち、ぞの

まを湾都度 μ 1;1次で与之られます。

d μc台1;1PM+1(Z)の梗 a1九・・・，aM+lです。
1 

b) μ の点みにおげ-51Jl ，;y. 1;1一一一一>0 (1~k~M+1) です。
E~(ak) 

すなわち、
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M+1 
(10) P，=Lーニー孔

.- t;i E~(ak) -& 

この μを以下 μ(UJ，・・・，CM，CM+1)と書くことにします。

3. 恨(UJ，・・・，CN)の端点 {UJム・・・，CN}をpositivede:finiteな列とします。まず、次のことに注意

します。

L剖盟国.μf虫(UJ，・・・，CN)にがLて、次1;1月館です。

d μ がSlR(UJ，.・.，CN) の端点で~-5

b) V(p，) 1;1 {e土岡 IO~n~N} から生成さ.tl-50

d μ {;li.舎が 2N千1 館以下の点よりどï:-5 離設抑度で~ -50 

SlR(UJ，・・・，CN)の端点は次のようになります。

百回附n2. SlR(UJ，・・・，CN)の勝点の全体{;l長さが2倍以下の singuJarextension 
{UJ，・・・ CN，・・・ CM，CM+1}(N~M~2N)の変調iflff.度 μ(ÛJ，・・・向CM+1) CI) ~合体と…訴す-5 0

II Power Moments. {So，・・・，S2N}をpositivede盈語teな実数列とします。すなわち、次の Hankel行列

払fを正行列とします。

I So S1 

liN斗 S1S2 

L SN SN+l 

SN 

SN+l I > 0 

S2N 

この列に対して、 2N次までのモーメントが Sn(O~n~2N)と一致する実数車線上の正測度μ

j::坤(かSn (悩捌〉
が表現測度又は解と呼ばれます。表現測度の全体貌(So，・・・，S2N)は凸集合ですが、凶.gonome位1C

momentsの場合と違って、 weak本 compactではありません。しかし、税(So，・・・，S2N)の端点については、

凶gonome凶C momentsの場合と全く伺様な結果が成立します。大部分の議論では Toeplitz行列が

Hankel行列に代わるだけです。

実数列 {So，・・・，S叫 S2M+1，S創刊}がsin郡1arly戸sitivede:finite (s.p.d.)であるとは {So，・・・，S2M}は
S位ictlyにpositivede:fini也であり、かっ {So，・.，S2M品M+l，S2M+2}はnon-nega説明 白血語teであるがstrictly

positive de:finiteでないこととしますo与えられた positive de:finiteな列{So，・・・，S2N}から出発して、

任意の長さの s.p.d.列 {So，・・・，S叫 S2M叫品川}に拡張することは可能です。この拡張をもとの列の

singu1ar extensionと呼ぶこと等凶gonome仕icmomentsの場合と同様です

1. s.p.d. 911の表現調度. {so，・・・，S2M，S2M+1，S2M+2}をs手d.な列とします。必要な多項式で、むigonometric
momentsの場合に対応しているものをあげますと、 (11)がlIMの正規直交基底、 (12)がlIMの

eva1uation polynomia1 E~ (z)です。
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S. 

S.+1 

1 
Hn-1 (11) Po(x)=l， P.(x)出 d IH.-111H.1 (Hn~M ) 

S2o-1 

1 x IX' 

1 

w 

(12) 
-1 

E~(x)= |抗日| HM 
ー-M
w 

1 x . . ~i O 

次の多項式 PM+1(Z) (M+1次〉が表現測度の台を決める多項式となります。

(13) +1(X)出 -LlHM
IHMII HM  

SM+1 

SM+2 

急胞l

1 X" • I ~+1 

C凶stoffel-Darboux fonn叫aに対応するものは次のようになります。

同日威信)={富岡弘+朴印刷

この等式から次の (15)，(16)が出ます。

(15) PM+1 (x)の根はすべて実数直線上にあり、単根です。

1 ....<lk. 
(16) PM+1 (x)の根をa1ム・・・，aM+1とするとき 一一一， E;(ゆ (Hk~M+1 )はIIMの正規車交基底を、

J高石
っくります。

官leorem3. {So，' . ，S2M，SZM+1，S2M+Z} ~ S，♂，d. I:t jÝIjと~~きず。とのとま、ごのjÝIj1:1雄一つの表現ifl!lJ1t
μ を揮ち、ぞれは次で安之 6れます。

d μω台1;1PM+l(X)の摂 a北2，・・・，aM+1です。
1 

b) μ の点 akにおげQA <dr-1:1一一一>0 (Hk~M+1) です。

ず立わち、

M~ト

βの μ=2.，;一一一ι
何 EM'=(ak)-<Ik 

E~戸(at)
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fこれを μ(So，・・・，S2Mio2) と罫ぐことにLます)0 

2.~偽，・・・，S2N) および~*(:丸・・・，SZN) の端点. ぬ，・・・，S2N}をpositivedefiniteとします。
まず、なigonomeむなmomentsの場合と同じように、次が成立します。

祖国rem4. 沼l(so，・・・，S刈臼端点の全体l:t長さが2倍以下のsingu1arextension {so，・・・，S2M，S2M+l，S2山}
(N~M~2N )の表現iJl1.度 μ(So，・・・，S2M+Z) の全体とー去をす-.50

次に、到(So，・・・，SZN)はweak事位相で関でないだけでなく、 nonn位相でも、常に閣ではないこと

がわかります。すなわち、次のことが成立します。

官1回 rem5. 説(So，.・.，SZN) l:t鮮にnonn位指で尉では止しその貯留l:tnorrn位指と weak*位荷で河
ーで;Jj!J、次の b)が成立す-.50

d 

b) 

切(ぉ，・・・，S泊1)白血= ~(ぉ，・. . ，SzN)叫乍古伊(80，.・・，SzN)

説明.• ，SZN) = { ]uO on R I f:::坤仕:)=Sk(縦割ーゆっj::内包)知!
説*(80，・.. ，SZN)の端点については次の官leorem6が成立します。そのために、一つの呼び方を導

入します。{So，・・・，S2N}に対して、 s.p.d.列 {to，・・，恥，12M叫んM+Z} (N~M) で込=Sk (O~k~2N -1 )かっ
12N~S2Nとなるものを dominatedsingular extensionと呼ぶことにします。

百leorem6. ~*(ぉ，・・・，Sm) の端点全体l:t次のいずれか (J) s.p.d. ~ {to，' . ，12M，12M叫ふ山}の表現都度
以.to，・・・，12M叫) の全体とー訴す-.50

a) N-1~M~2N-1 で dominatedsingu1ar extension 
J<.1:t 
b) M=2Nでsingu1arextension 

一つ一つ関係箇所を指摘しませんでしたが、次の論文を参照しました。

[1] N.I.A脳 ezer，The dassicaJ moment ptoblem， Oliver & Boyd，Edinburgh，1965 
ロ]R.G.Doug1as， On extremaJ measures and subspace density， Mic誕伊nM柚 .].11(1964)，243-246 

[3] U.Grenander and G.Szeg 0 ，1l侃l}litzlonns and的eirappli均的Ins，U:凶versityof C謝 00血
Press，Berkeley，1958 

[4] M.G.Krein， The idea 01 P L.Chebyshev and A.A.l¥盈rkovin的e拍eoryol品mi出IgvaJues 01 
integrals and的eir血z曲erdevelopment， Uspehi Ma:出.Na出(N.S.)6(1951)，3-120;Amer.Ma出.Soc.
Transl.Ser.2，12(1959)1-122 

向日.J.Landau，The dassicaJ moment problem:Hi1bertian meめodsJ.Func山1al.38(1980)255-272 
出]民.J.L回 dau，Ma泊71umen的'Pyand的emoment problem， B凶1.Amer.Ma由品C.，vo1.16，no.1，(198η 
47-77 

以上

終りに、この発表内容は有本彰雄氏〈武蔵工大、経営工学〉との協同研究であることを申し添えま

す。
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Pointwize Ergodic Theorem For Order Preserving 

Mapping 

Yumiko Takeuchi 

Nippol1 Steel Corporation 

1 Introd uction 

Recently， pointwise convergence of "nonlinear average" of mappings in 
Ll(E，μ) 11邸 beellstud戸時 (see[2]， [4J a凶 [5J)，and illteresti時 ergodic山eo世
間msfor the average were obtained. One of them is an e位rg伊odi比ctheorem by M.LμJλin 1 
al凶 R.Wi批色悦tma剖加nn
， order continuous， Ll norm decreasing， L∞ nonexpansive and positively homo-
geneous立lappingon L1 (E，μ) of a σ4凶temeasure space， let Anf is defined by 
Sof = f， Snf = f + T(Sn-lf) (n E N) and Anf =布Snf(ηE {O} U N)，阻d
leもl<pく∞.If T has no invariant functions except 0 in LP(E，μ)， nonlin剛
ear average Anf of T converges主o0 almost everywhere for ally f E LP(E， fJ). 
The other is R.Wittmann's pointwise ergodic theorem [5] wl山hsays that for 
an order preserving， integral preserving， positively homogeneous and '"∞ n011-
expansive mappi時 onLl(E，μ) withμ(E) <∞， a吋 forany f E Ll(E，μ)もhe
above average Anf ofT converges to an element of L1(E， fJ) almost everywhere. 
111 this paper， we illvesもigatethe almost everywhere convergence of the aver-
age Anf of T for the case that the mapping T on L1 (E， fJ) of aσイ-fi凶I
space has a strictly positive illvariant function. Our result (Theorem 3.1) IIト
cludes R.Wi杭mann'sergodic theorem， and is applicable to more generalized 
mappings. And we give an example of a mapping (Example 3.4) which is not 
integral preserving， but which satisfies all the assumptions of our theorem. 

2 Absorbing sets， invariant sets and a maximal 
ergodic lemma 

Throuhout this paper (E， fJ) is a σ-finite measure space， and Ll(E，fJ) is 
simply denoted by Ll and Ll(E，μ)十ヱ {fE L1lfどO}by L~. And ex制
pressions involving measurable functions or sets have七obe ullderstood ill the 
a1most everywhere sense. We write (f V g)(x) = max{f(x)， g(x)}， (f八g)(x)= 
凶吋f(x)，g(x)}， and f.十 =f v 0， f一口 f八ofor measurable functions f， g. 
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We also use the shorthand notation {f三O}for {x E Elf(x)三O}.Next we 
define the relevant properties for a mapping T on L~ j T is said to be order 
preserving if 

f三g 口今 Tf三Tg(f， 9 E Ll). 

T is called integral preserving on L~ if 

JTル/ル (fE L~) 
Note七hatan order preservil1g mapping which is integral preserving on L~ is 
nOl1expa凶 veon L~; see [3]. T is said to be posi七ivelyhomogeneo田 onL~ if 
T(αf) =αTf (f E L~ ， α さ 0).
From now on T wlll always be an order preserving mappil1g on L1， and we 
put 

F(T)+ = {k ε L~ITk 口 k}

alld 
SF(T)+ロ F(T)十n{k E L~lk > 0 (α.e.)}. 

A measurable seもAc E is called absorbi時 withrespect to T， ifχE¥AT(χAf)口
o ('Vf E L~) ， and is called invaria凶 withrespecもtoT， if SF(T)+ =J. 0 
alldχAk E F(T)+ ('Vk E SF(T)+). 11l ergodic theory， absorbi時 setsalld 
invariant sets play an important role. 

LEMMA 2.1 1fT is integral preservingαnd positively homogeneous on L~ ， 
αηd SF(T)+ =J. 0， then the following three conditions a問 equivalent:

(i) A c E isαbsorbing; 
(ii) A c E is invαriαnt ; 
(iii) ヨkε SF(T)十 s.t.χAkE F(T)+・

PROOF. We will show that (証i)implies (i). We set Enロ An {k三
l/n} (n E N)， then we have 0 ~χEn 壬 ηXAk. We first assume that f εLi is 
bounded i.e. there exists M > 0 such七haもo~ f ~ M. 0 ~ XEnf ~ MnXAk 
implies 0 ~ T(χEnf)三MnχAkbecause T is positively homogeneous on L~ 
and XAk E F(T)十日enceXE¥AT(χEnf) = 0・holdsfor any ηE  N. Since T is 
110nexpansive on L~ ， we haveχE¥AT(χAf)コ O.If f E L~ is arbitrary， setting 
fm =f八m(m E N)， we have χE¥AT(χAfm)ロ ofor any m E N. Therefore we 
obtain χE¥AT(χAf)口 O. ロ

REMARK 2.2 The last part of the proof above which shows th抗 (iii)
司 (i)holds if T is nonexpansive and positively 1即時eneous ∞ L~ ， and 
SF(T)+ =J.臥
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For T and any 1 E L1 we de五ne

S.~I コ sup Sjf (nεNU {∞} ). 
o:5，j<托

PROPOSITION 2.3 Let T be nonexpαηszve 0η L~ αnd TO = 0，αnd let 
there exist ho E L~ such that T(αho)三αhoforαηuα> O. The叫 forαη 
f εL1αTηLd D コ {S~f =∞}， ωe hαve 

民 IItT(川 0)一XDhOIl=。
PROOF. Weput S-Ii = 0， then 1 口 Sjl-T(Sj_Ii) 三 Sjl-T((S.~.f)+) (0 ~ 
jくn).Hence f 三 S.~f-T((S.~.f)) (n E N) holds， and (S.~f)十 < f+十T((S.~.f)十)
follows. Since T is norm decreasing on L~ ， we have 

IIT((S~.f)十)十 f十一 (S~.f)十 11 三 IIT(( S.~f)+)11+ Ilf+11 -11(S.~.f)什 1 ~ Ilf+lI. 

Therefore 

11 (S.~f)十一 T((S.~f)+) 11三21If+ll. 、、‘.，，，
4
B
ム
f
l
‘、

We set gn.t = (S~.f)十八 tho for a町 ηεNU{∞}and t > O. Then (1) implies 

Ilgn.t -T( (S~f)+) 八 tholl ~ 211f+11 (2) 

for nεN and t > O. Since 9吋~ (S~.f)+ and gn.t ~ tho， we have 

Tgn.t ~ T(( S.~f)+) 八 tho.

Usi時 (1)and (2)， we have 

IITgn.tll 三 IIT((S~f)+) 八 tholl-41If+lI. 

(3) 

Because of (3)， 
IIT( (S~.f)+) 八 tho -Tgn.tll三411/+11.

Together with (2)， we obtain 

Ilgn，t -Tgn，tllざ611/+11(n E N). 

(4) 

(5) 

And therefore 

Ilg∞.t -Tg∞.tll ~ 611/+11 (t> 0). 
BecauseχDg∞.t χD(tho)， we have 

;ilω-Moi|=l|;χ叩∞tll

(6) 

(7) 

Hence we have 

民 14hwgw|!=。 (8) 
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Because of (6) a吋 (7)，

1 
IliT(tχDhO) -χDhOl1三217χE¥Dg∞，t11十i11f+lI.

TherehreU11|;T問。)-XDho11ロ ofollows f叫 8) ロ

COROLLARY 2.4 Let T beηonexpαηszveαηd positively homogeneous on 
L~ ， αnd let S F(T)+ i-日hold.Then the set D isαbso1'bi吋 fo1'α旬 fE L1. 

PROPOSITION 2.5 Let T be integral p1'ese1'vingαηd positively homoge-
neous on L+，αnd let SF(T)+チ日 hold.Then， fo1' any inva1'iant set A of E， 
ωehαve 

fχE¥AT山 fχ仰向 (fE L~) 
PROOF. Sillce A is absorbi時 byLemma 2.1， T(χAf)壬χATffor ally 
f E L~. Hellce we obtain the above inequality. 口

The followillg theorem is a maximal ergodic lemma for order preserving map-
pmgs. 

THEOREM 2.6 Let T be αη o1'de1' p1'ese1'ving mα:pping on L1αnd let A be 
a measurable set of E such that 

f川似JXAgdμ 伽 L+)
Let fu1'the1' the1'e exis必S叫tkoεSF(T)+ such t抗hαωtηkoεSF(T)μ十 fo1'、ever句VηEN. 
Th加e叩η叫，fo1'α旬 fεLジ1α7η~dD = {S~己cf =∞}， ωe h凶αU

Lωμ之O
PROOF. Sillce (Tf -k)+ ~ T(fv k) -k for k E SF(T)+ and ally f E L1， 
we have 

J XA件 k)+df..L::; J XA(f -k)+df..L. (9) 

Setting D叫口 {S~.f> k} (ηE NU{∞} )， we will prove針抗出品

lχAfdμ三o(ηE N). (10) 
JD" 

As showll in the proof of Proposition 2.3， we have f 三 S.~f-T((S.~.f)+) (ηE N). 
Thus 
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χDnf :S; χDn (S.~.f)十一 χDnT((S.~f)+)

χDn {(S.~.f)十一 k} 一 χDIl {T((S.~f)+) ~ k} 

:S; {(S.~f)十一 k}十一 {T((S.~f)+) -k}十

Integrati時 thisineqality on A a吋凶時 (9)，we obtain (10). Since Dn↑D∞ 
we have 

lχAfdμ三o. (11) 
JD∞ 

Applyi時 (11)wi七hk = nko， the assertion follows from {S~f > nko}↓D. む

3 Pointwise ergodic theorem 

For an order preserving mapping T on L1 we de五nea mapping l' on L1 by 
setti時 1'}= -T(-f) (f E L1). And de五neSn， S~. (ηεNU{∞}) analogousl)人
And we denote L~ U (-L~) by L~. 

THEOREM 3.1 Let αn order preserving mαpping T on L1 of ασーβηite
meαsure spαce sαiisfying ihe folloω句 J
(i) T is nonexpαnsweαnd positively homogeneous on L~. 

(ii) There exists ko E SF(T)+ such thαt 

T(f + iko) = Tf +tko (Vf E L1， Vt E R). (12) 

A nd let there exist an order preserving mα~pping To on L1 satisfying the follow-
mg; 

(i)九 isintegral preser加19and positively homogeneous 。η L~.

(ii) T:S;九 onL~ andT 三九 oη -L~.

Then， forαny f E L1， the αverαge A.，d of T convergesα.e. toαn element of 
L1. 

PROOF. Let f E L1 be given.羽Teassume 

μ (代{liminぱfA7I./ < lim sup A 叫仏.η) > o. 

Since ko > 0，七hereexist α， s E R such that 

μ({EI1infAnf<αko < sko < lirでupAnf}) > O. (13) 

Because of (1そ)， we have Sn(f -βko) = Snf -(η 十 l)skoand Sn(αko…f)口
(n十 1)αko-Snf. Hellce 

E 口 {S~(f-sko) =∞}コ {limsupAnf> sko}， 
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and 
E ={S二(αko-f)ロ∞}コ{1iminfAnf <αko}. 

Thus (13) implies 
μ(En互)> O. (14) 

Because E is absorbing with respec七toT by Corollary 2.4 and T(χ立ko)主
χ立koas shown inもheproof of Lemma 2.1， we have T(χE¥互ko)三χE¥互ko・
Sillce T S; To on L~ alld九 isintegral preserving， we have ko E SF(九九 and
T(χ町立ko)ロ χE¥lJ1ko・ ThenE¥E is illvariant with respec七七oTo by Lemma 
2.1. By Proposition 2.5 and T三九 onL~ ， we have 

fぱ gdμ中立gdμ (gE L~) 
Therefore， by Theorem 2.6， we ob七回n

ん匂U-sko)dμ三。
Since 'I' s; 'I'o on L~ ， we obtain 

jχ苦(αko-f)dμ三O
JE 

by replacillg T by T， f -βko by αko -f. Then we have 

(α-s) '- kodμ三0，
JEnE 

this contraditsα< s because of (14). Hence Anf converges a.e.. 

(15) 

(16) 

Weset f* =主党。ATl.f， (ん)*=J民。An(ん)， (-LyzJ民。An( -f -) and de-
note the average of苅 by(Ao)nf. Using Fatou's lemma， we obtain 

and 

Ju*州 三 J(山 μバ凶壬幻l叩 fμん州(げ仇仰fん十
<円lfJ(ん)π仰

fル介げ伊f*山*
<一円pJ州問d戸 f同<∞

Therefore f* belollgs to L1. This completes the proof. 口
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COROLLARY 3.2 Let T be integral preservingαnd positively homogeneous 
on L~ ， αnd let there exist ko E SF(T)+ such that 

T(f + tko) = Tf + tko ('Vf E L1， 'Vt E R). (17) 

Then， forαny f E L1， the αverαge Anf convergesα.e. to αn element 1* of L1 . 
Furtherωe hαve 

f仰口Jf印
ATI.f cωOηυ叩er，巾ge白st初o1* in L1 norm，αnd 1* isαη znvαriant function with respect 
to T. 

PROOF. By Theorem 3.1， it is clear that A叫fcOllverges七o1* E L1 aふ.
We defille L1(ko) by {f E L1lf+tko E L~ ，:Jt E R}， thell T is illtegral preserving 
and positively homogeneous on L1(ko). For all arbitrary f E L1， setti珂 Lm=
f 八mkoE P(ko) and ! m.口 fV (-mko) E L1(ko) (m E N)， we have 

J lm，dJL = J Tlm.似 JT仰さ JT!m.dJ1=J九dμ

BecauseJ込Jlm.dJL = rl託。Jfm.dμ口 Jfdμ，we耐 ainJTfdJ1 = J fdμ. Alld 
therefore T is nOllexpansive 011 L1， hence we have 

IIT(α1)-αT JII ::; IIT(α1)-T(αLm)II+IIT(αlm)一αTム11+11αTlm-αTJII::; 211f-lmll. 
Asm →∞， we obtaill T(α1)=αTf (α三0).
Set乱時 li兎cAnfmzfm*J11dli男。An!m口九¥wehave lm* ::; f* ::; ! m. *. 
Since AnLn ::; An(mko) = mko and AnJmさAn(-mko)=…mko (n E N)， by 
Fatou's lemma， we have 

JI川三円イ叫~dJ1 = J ImdJ1 
and 

J !m.* dμざ吋
He臼1悶 weobta叫illJ 1*本*dJド~dJ咋』μ}， = J fdμ. Setting J m. = (f八mko)V (-mko) (m E N) 
and lim Anfm = fムAnf.mconvergesω f:n In L1 norm because IAnfm.1 < 
mko (n E N). Therefore the norm convergellce of AnJ follows. Since we have 

T(Anト詰九十d-出J，
the last conclusion is followed as n→∞.口
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REMARK 3.3 Corollary 3.2 and R.Wittmann's ergodic theorem [5，出eo個
rem 3.8] are equivaler比 BecauseT is integral preservi時 andpositively homo欄
geneous on L1 as in the proof of Corollary 3.2. 

The following example of T satis五esthe assumpもionsof Theorem 3.1， and 
however， T is not integral preserving. 

EXAMPLE 3.4 Let E = R，μbe the Lebesgue measure， and 0 <α<1. 
For any f E Ll we define 

r
1
3
t
1
2

、
一一T 

(1-α){f(x) V f( -x)} +α{f(x)八f(-x)} (x三0)
f(x)八f(-x) (x ~ 0). 

Now we seも
Tn = I ~~x! V~~…x) (xど0)
U - l f(x)八f(-x) (x壬0)

and 
ko E Ll such that ko > 0αηd ko(x) = ko( -x). 

Then all the assumptions of Theorem 3.1 are fullfilled， therefore it is showed 
that the average A..凡fof T converges a.e. for any f εL1. 
The same is true of the case of Eロ(…α，α)for some α> O. In this case， 
since T is not integral preservIng either， R.Wittmann's ergodic theorem [5] is 
not applicable. 
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31 INTRODUCTION 

Let X， Y be real topological vector spaces and assume that Y is also an order complete 

附 torlattice. An Operator F : X→ Y is said to be convex if the domain of F (denoted 

by D(F)) is a convex set of X an 

F(入m十(1 入)計三入F(x)+ (1一入)F(y)，

for all x， y E D(F) and入巴 (0，1).By L(X， Y)， we denote the space of all continuous 

linear operators of X into Y. An element A of L(X， Y) is called a sゆgradientof F at 

z εD(F) if A(y -x) :::; F(y) -F(x) for all y E D(F). The set of all s由gradientsof 

F at x is called the subdifferential of F at x and denoted by O F( x) . Furthermore， the 

conjugate operator F* and F料 aredefined as follows. For A巴L(X，Y)， 

F*(A) = V (A(x) -F(x))， 
:vED(F) 

D(F*)口 {AεL(X，Y)I V (A(x)-F(x)) 位 ists}， 
:vED(F) 

where V denotes the lattice supremum in Y. Since X c組 beidenti五edwith a s凶 spaceof 

L(L(X， Y)， Y)， we restrict the domain of F** to X， and 

F吋x)= V (A(x) -F*(A))， 
AεD(F事)

D(F**)口 {xεXI V (A(x)… F*(A)) exists} 
AED(F*) 
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F本 andF** are also convex operators. For a real valued convex function f， it is well 

known that f satisfies f料 =f if and only if f is lower semicontinuous (Fenchel-Moreau 

theorem). Moreover f is continuous at an interior point x of D(F)， then f is s山 differen-

tiable at x， that is O f (x) =1= o. For the generalized theor・yof convex operators， we need the 
extensions of these fundamental facts. In [8]and other papers， some 服部cientconditions 

for these facts are given. However， they require some strong assumptions concerning the 

relation between the order structure and the topological structure of Y for example. Our 

purpose in this report is to give another approach to investigate convex operators by using 

convex integrands. In 32， we deal with the case of X口問dand some basic results shall be 

shown. In 33， we shall extend these results to the case where I沌dis replaced by an infinite 

dimensional Banach space. Though we still need some assumptions， they shall free one 

from the need to consider the order structure of Y. 

32 RぉSULTSIN FINITE DIMENSIONAL CASES 

Let (n，.E，μ) be a σ-finite complete measure space and let 8(n) be the space of finite 

valued measurable functions on n. f and 9 of 8(n) are identi五edif they differ only on a 

set of j.t-measure zero. With the usual orderi時， 8(n) is an order complete vector lattice. 

In most cases in applications， the range of convex operators can be regarded出 subspaces

of 8(n) for some measure spaces n. Therefore it is not so restrictive to consider only the 

class of convex operators whose values are in 8(口). 

A function f : X x n → ~u{十∞} is called a convex integrand， if for each t巴Q

the function f(-， t) is convex. A convex integrand f is said to be proper， if for every tεn， 

f(・，t)=/=. +∞. It is convenient to say that a proper convex integrand f has a constant 

domain，ぜD(f(・，t))does not depend on t E n where D(f(.， t)) = {x E X I f(xパ)<∞}. 
If a proper convex integrand f has a constant domain and f (x，・)is measurable for each 

x E X， the operator F : X -l-8(n) which acts according to the formula 

(F(x))(t) = f(x， t)， (α.e.tεn)， (1) 

is convex and D(F) 口 D(f(x， .)). Conversely， i荘ftl悶 ee侃叩x治IS抗tsa c∞OI附 Xl担n叫t旬egrandf sa抗tiおsfむ布ym

(い1)for a convex operator F， we call f a representation of F. In this section， we consider 
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only the case of X口 IRd.We have in this case the following fundamental theorem without 

any assumptions. 

THEOREM 1. Every convex operator F : IRd→ S(O) has at least a representation. 

By the conjugate of the convex integrand f， we mean the integrand f* on X* x 0 

de五nedby 

f* ( x * ， t) = su P { < x * ，x > -f ( x， t)}， 
sεD(j(・，t)) 

where X* is the dual of X. The biconjugate integrand f料

f料(x， t) = su P { < xぺx>-f本(xぺt)}，
:v*εD(j*(・，t))

for x E X. If f is a proper convex integrand， then so are f* and f付. A proper convex 

integrand f is said to be normal if for each t E 0， f(・，t)is lower semicontinuous and f 

IS泊Q9.E measurable where a denotes theσ-algebra of Borel subsets of X and a Q9 .E 
is the O"-algebra in X x 0 generated by the sets B x S with B 巴aand S E .E. In 
[1]，[5]，[7]， one can find some different ways to define the normality which are all equivalent. 

N ormality ensures in particular that for every measurable function ♂ :0 →X， the 

function t → f(t，時))is also measurable， and it is的 em向 importantin applications 

Moreover， it is lmown that if f is normal then so are f* and f**. Note that for a convex 

operator F， the representation of F is not uniquely determined， and F does not always 

have a normal representation. 

THEOREM 2. If a convex integrand f represents a convex operator F : IRd -→ S(口)， then 

f* and 1** are normal representation of F* and F** respectively. 

REMARK: L(日d，S(口))can be identi五edwith S (n) d by corresponding (rp1γ ・.，rpd)ε 

S(O)d to Aれ εL(IR侭IRd，S(O

we can consider IRd to be a subspace of L(IRペS(O))，and the domain of F* in Theorem 2 

is restricted to IRd. For rp口()01， . .. ，)0 d)εS(O)d， we can prove (F*(ψ) )(t)口1*(ψ(t)，t) 

for almost every t E O. 
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By Theorem 2， we obtain the following two theorems. 

THEOREM 3. A convex operator F : jRd ---7 S(O) satisnes F**口 Fif and only if f叫口f

for some representation f. 

THEOREM 4. A convex operator F : I日d →S(O)satis五esF帥 =F if and only if F has a 

normal representation. 

To end this section， we shall give a generalization of Fencel-More制 theorem.For a 

convex operator F : IRd ---7 S(O) and for z εD (F)， denote 

Sp(z)口 {ψ モS(口)+I F(U) C F(z) -rp + S(O)十， for some neighbo出oodU of z }， 

where S(O)十ロ {ψξ S(口)I rp(t)とofor almost every t E 0 }. 

THEOREM 5. Let F : IRd→ S(O) be a convex op倒 torand take a point x巴D(F).Then 

F料 (x)= F(x) if and only if Sp(x)チoand八Sp(x)口 O.

The condition given in Theorem 5 is considered to be a generalization of the notion 

of lower semicontinuity for convex operators. By birtue of Theoiem 2 and Theorem 3， we 

can give a simple proof of this theorem. 

g3 INFINITE DIMENSIONAL CASES 

Convex integrands on in:finite dimensional spaces has been studied in many papers 

([1]， [6]). The properties of normal convex integrands stated in g2 are all valid in in長nite

dimensional cases. However， there are usual problems of the mu1tiplicity of topologies and 

dualities. We shall use some continuity conditions to prove an extension of Theorem 1. 

THEOREM 6. Let X be a separable refI切veBanach space and let F : X → S(O) be a 

convex operator. Suppose that for every x εX， t'E 0¥n(x)， (μ(口付))口 0)，and ε> 0， 
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there exists /5 = /5(x， t，ε) > 0 such that Ilx -yll < /5 implies I(F(x))(t)一(F(ν))(t)1<ε 
Then F has a normal representation. 

The condition of F in Theorem 6 is considered to be the continuity with respect to the 

topology of almost everywhere convergence in 8(S1). Let -d(X， S1) be the set of all convex 

operators F : X →8(S1) satisfying the continuity condition in Theorem 6. 

PROOF: Let E be a countable dense subset of X. We can assume that E is midpoinも

convex， that is， x， y E E implies t(x十 y)巴E.By D， we denote the set of all rational 

number of the form入口赤 ε[0，1].For each x， y E E and入εD， 入x+(1一入)yb伽 19S

to E and by the convexity of F， 

(F(入x+ (1一入)y))(t)壬入(F(x))(t)+ (1一入)(F(y))(t) (2) 

holds for all t E s1¥S11 (x， y，入) where S11 (x， y，入)c s1 isμ-measure zero. Take the union 

of S11 (x， y，入)over all x， y，εE and入εD，and denote it by S12・ Thenμ(S12)= 0 a加n
(ロ2)holds on s1 ¥S12 for all x， y巴E and入ED. Hence if we de五nef(x， t) on E x s1 

by f(忽，t)コ (F(吋)(t) for x， y E E and t E S1， then f satis五es

f(入m十 (1-入)払t)三入f(xパ)+ (1一入)f(y，t) (3) 

for all x， y E E，入εD，and t巴0¥[22. For arbitrar・yx E X andε> 0， take S1(x) 

and /5 > 0 as in the cωont凶ti血nu凶1

holds for t E s1¥(S12 U S1(x))， where Vo(x) denotes the /5-neighborhood of x. Hence for 

each t E s1¥(S12 U S1(x ))， f(・，t) is bounded on V5(x) n E， and by (3)， this implies the 

uniformly continuity of f (・，t)on Vo(x). Thus we can define f(x， t) on X x s1 by the usual 

way of taking limit. f is obviously a convex integrand， and for every x E X， we can take 

a sequence {xn} of Ewhich tends to x. Again by the continuity condition of F， we obtain 

(内))(1)=JMmn))(1)

= lim f(xn， t) 

f(x， t) 
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for almost every t E n， and this completes the proof. 

In the in長nitedimensional cases， the de:finitions of F* and F材 dependon the meaning 

of L(X， 8(n)). Under the hypothesis in Theorem 6， we de五neL(X， 8(n)) as the set of all 

linear operators satisfying the continuity condition in Theorem 6. Then we can get the 

following fundamental result. 

THEOREM 7. Let X be a separable resexive Banacb spaces. Tben Tbeorem 3 and Tbeorem 

4 remain valid for F E ~(X， n). 

Since the representation f obtained in Theorem 6 is normal， we have by Theorem 7 

that 

THEOREM 8. Let X be a separable resexive Banacb space. If F E苦(X，n)， tben F satisfies 

F** = F. 
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ある測度の空間N(σ)とF.-.M.Rieszの定理について

城西大学理学部 山口博

(G， X)を局所コンパクト可換群Gが局所コンパクトHusdorff空間Xに作用する位相

変換群とする。 M(X)をX上の有界正則測度全体の空間とし、 M(G)，L I(G)をG上の

測度環及び群環とする。 G-をGの dualgroupとする。 G内の閉集合EはME(G)=

{λE M ( G) : A -= 0 on E c} C L 1 ( G )のとき設iesz集合と呼ばれる。 λEM(G)，

μEM(X)に対して、え *μ 任 M(X)を

λ*μ(f)=fxfGf(g. x)d λ(g)d μ(x) (fECo(X)) 

により定義し、 J(μ)= {hELJ(G): h*μ= O} とおく。そして、 sp (μ)= 

n {h --I( 0) : h E J (μ)}により、 μの spectrums p (μ)を定義する。 X上の

(positive) quasi-invariant Radon測度σにたいして、 N(σ)={μ 巴M(X):h *μ 

《 σ (11 h巴 L1(G))}とおく。 ここでは、 G-のどのような(関)集合Eにたい

し、

(*) μEN(σ)， s p (μ)c E 吟 μ《 σ ワ

ということを考えてみる。

N(σ〉に関しては、一般にLl(σ〉仁N(σ)C M ( X ) ( cf. [4 ] )の関係がある

が、変換群(G，X)及びσのとりかたにより、 L1 (σ)=N(σ)， N(σ)口 M(X)、

L I(σ)平N(σ〉平M(X)のそれぞれの場合がおこることがあるo又、 N(σ)について

は、 [ 5 ]で次のような一つの特徴付けが与えられている Gのσ…compactopen 

subgroup Goにたいして、 1(σ)口 {YC X : Borel set，3 BコY : Borel set s-t-

Go・B= B and σ(B) 之江 O} とおく。

定理A(cf. [5， Th. 4] ) . 

(0μEN(σ). 

(i i)μvanishes on 1 (σ). 

μεM(X)にたいして、次は同値。

文、この結果から、 N(σ)は M(X)の L-subspaceになることがわかるo

次に、 (*)について、 [ 1 ]の一つの結果について述べる。 μEM(X)に対して、

μz  μa十μsを μ の σ に関する Lebesgue分解とするoG-の閉集合の族

Co (=Co(σ))と C00 (= C o(σ)0) を次のように定義するo

CO= {ACG向:開集合、 μ巴M(X)，s p(μ)CA ゆ sp (μs)C A} 

Coo= {AECo: IIA' CA:開集合吟 A' 巴 Co} . 
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次の命題は[1 Jで G がコンパクト可換群のとき得られているが、同様にして G が

局所コンパクト可換群のときも得られる o

命題B (cf. [1 J ) . 

A E c 00.μ 巴 N(σ)，s p (~) c A 吟 μ《 σ.

最後に、ある特別な変換群において、 (*)について考えてみる。

O 変換群 (G，X)において、 G がコンパクト可換群の場合には、 [ 1 Jで次の結

果が得られている。

定理c(cf. [1， Th. 4. 10J ) . 
主:Riesz集合.μ 巴N(σ)，s p (μ)c E c令 μ《 σ.

o X が局所コンパクト可換群で、実数 R から X への連続準同型が存在する場
合。すなわち、 X を G と表したとき、 R から局所コンパクト可換群 G への連続

準同型が存在する場合 G を局所コンパクト可換群とし、 φ:G-→R を自明でな

い連続準向型とする。 lEφ(G -)とし、 φ:R→G を ψ の dualhomomo印刷Sl日と

する(i.e.， (φ( t )， γ)=exp(iψ(γ)t) (tER， rEG 内))とする。そこで、

R の G・上の作用を t.x = φ(t) + x (t巴R，x巴G)により定義すると、

(位相)変換群 (G，X)が得られる o

定理D. ECR:閉集合. K(ε)= [-e ， εJ (0 <ε< 116). E + K (ε): 

R の宜iesz集合.σ:G上のquasi-invariantRadon測度.μ 巴M(G).

s p (μ)C E ゆ sp (μu)CE， s p(μo)C E. 

この定理Dと命題Bより、次の系が得られる。

系 E は定理D の条件を満たす R の関集合.σ:G上の quasi-invariant

Radon測度.μEN(σ).

s p (μ)仁 E ゅ μ《 σ.
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注意. 系(又は定理D)の条件を満たす閉集合廷の例をあげておく。

(i) E=[O，∞) とすると、配十 K(ε)=[一ε，∞) (0 <ε < 1/6)は R の

Rie招集合。

(ii) F' {nkEN:口弘子dn祉>3 (k 1， 2，..・)} • F = F' U (-F' ) . 

E=F十K(δ) (0 <δ，ε十δ<1/6 ).すると、 E十K(ε)=F + K(ε 十δ)は

R の Riesz集合。

注意 (R，X) 実数 R が局所コンパクト Hausdorff空間 X に作用する

(位相)変換群。 σ:X上の quasi-invariantRadon測度。 μ旺 N(σ)，s p (μ)c 

[0，∞)。すると、 μ《 σ。

これは、 [ 2， Th.5Jより [0，∞)E Cooとなり、命題Bより得られる。
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Functions with Lipschitz condition 

S 

Non-linearoperators on Banach lattice with Lipschitz condition are studied by Prof. 1. 

Sawashima. 1 attended her lectures on this matter two times at Hokkaido University in the 

last term of 1992 and at Keio University in first term of July 1993. 1 am quite impressed. 

1 find that even if in the case of五nite-dimensionalspaces it is not well known . 

Afもerthat， 1 studied these topics and found out theory of functions with Lipschitz 
condition is quite related to convex analysis. 1 hope these consideration wil1 be some 

progress to convex analysis theory. In this short note， 1 will state some resu1ts. 

Let E be a normed space with real scalars. A real valued function f is said f has 
Lipschi匂 conditionif there exists some positive constant C with 

(犬) If(x)-f(y)1三C11 xー y11 for x， yεE. 

1 t is easy to seeもhattotality of functions having Lipschitz condition (女)constitutes a 

Banach space with the following norm 

11 f 11 Lipな叫(噂謙虚?吋 y) + 1 f( 0 ) 1 

This space is denoted by Lip(E). The totality of f E Lip(E) with f(O) = 0 is a closed 

linear sゆspaceof Lip(E). This space is denoted by Lip(E)o・Lip(E)ois with codimension 

1 to Lip(E). 

Then we haveもhefollowing theorem in the simplest case : 
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Theorem 1 Lip(R)o is isometric onもoL∞(R).

Proof. Let f εLip(R)o・Thenf is absolutely continuous. Hence 

的)= lX f'(t)dt 

for derivative l' of f. 

Then we have 

!1!!!Lip = esss叩{!1'(t) !， tεR} 

f →f' is oneもoone and linear. 

Next， we shall consider the case of Rn. We only deal wiもhthe case of n = 2 in the 
following， since the case of n > 2 is same as n = 2. 

Let f = f ( x， y ) be a two times co凶 nuouselydi:ffere叫iablefunction. Let {} be with 
o ~ {}三 27r.We shall consider the partial derivative of f at (a，b) along the straight line 
between (aゐ)and (a + tco成 b+ tsin{}) forもER . Then we have the following : 

Lemma 2 

Lemma3 

4f(α十tcos{}，b十tsin{})
コム(α，b)cos{}十fy(α，b)sin{}. 

dt 

Mω{fx(a ， めco叫ん(い)sin削~{}三利口 (iRい)+ f;(い)

Lemma 4 
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IIfllLip口 sup{ぼ弓}

We shall consider the Banach space Loo(R2) xL∞(R2) with出enorm

(対) IIU，g)1I口 esssup{/f訂百

forf，gEL∞(R2). 

Let (f， g) bepairs of bounded 2 times continuousely partial differentiable functions on 
R2 wiもhん口gx・

The totality of such pairs of functions is a normed linear subspace with the norm (対).

The completion of such linear s由spaceis denoted by S(R2). 

Then we have : 

Theorem 5 

Lip(R2)o is isometric onto S(R2). 

Next， we shall consider another type of functions on R2 • Let f be a function on R2 

satisfying Lipschitz condition with the following conditions : 

f削 )dx+ ld f(c，州立ld抗ρdVなf六(叫仰ωUω例)
for 必 (a，b)and (c，d) ER2

• 

The totality of such functions f is denoもedby p(R2). 

Byもheusual calcul品ion，fεP(R2) if and only if 

-55-



ム(α，b)=ん(α，b) 

for all (α， b)ER2 • 

Then， if we change variables x， y to another vavriables u， v with 

Hence we have : 

。f8x . 8fθu 
ん(x，y)=一一十一一=払 =2んθx 8u ' 8'!J 8 
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It means that 

f(x，y) = f(x'，y') 

whenever x -y = x' -y' or f is constant onもheline y = x十vfor all v.E R. 

Hence we have : 

Theorem 6 

P(R
2
) is isometric onto L∞(R). 

Let E be a normed lilnear space. Similarぁwecan define P(E)ωsame as P(R2). 
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Theorem 7 

P (E) is isome凶conto L∞(R). 

We can discuss these theorems in arbitrary normed linear space and relationship between 

convex 組 alysisand functions with Lipschitz condition. 

We shalllist upもheseconsideration in the following titles without any explanation and 

these results will be stated in another paper. 

(1) Subdifferential 

(2) Duality theory ( in the sense of convex analysis) 

(3) Applications to non-linear operator theory. 
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Periodic Solutions for Curve Evolution Equations 

NORIKO MIZOGUCHI 

This is a joinもworkwith Prof. Giga of Hokkaido Universi勺r.

We consider the quasilinear parabolic equation 

Ut口 1代Uxx十U - 1) in I<， 、I
，ノ

宅
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ム

f
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t

、

where I< = (R/2πZ) x (R/TZ) with T > 0 and f is a positive function on I<. The 

purpose of this paper is to prove the following resu1t. 

Theorem 1. If f is a positive continuous function on I< with ft E C (I<) such that 

fo2~仇 t)eiXdx o for all t， (2) 

then there exists a positive吋 utionUモnW;，l(I<) of the equation (1) satisfying the 
p>l 

condition 

中
山，α
 

d

一い一U
F'''s'nu 

o for all tεR. (3) 

We remark that the assumption (2) is necessarily satisIIed provided that there is a 

po副 vesolution of (1) satisfying (3). In fact， ml似 plyingu-2eix with (1) and integrating 

over (0，211") yields 
d (2πe2X _ (2π 

一一 I--dx = -I fe2Xdx. 
dt Jo u Jo 

Ifu路 tisIIesthe constraint (3)， f must satisfy (2). 

Our main resu1t yieldsもheexistence of a periodic“in-time solution (up toもransla-

tion)for an evolution equation of curves whose normal speed equals the c町 vatureminus 

a given time periodic function depending on curvesもhroughits normals. Let {rt} be a 

smooth one parameter family of closed， embedded curves in a plane bounding a bounded 
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domain. Let n denote the inward uniもnormalvector五eldon ft・LetV deno白山enorω 

ma1 ve10city of ft in the direction of n. We consider an equation for ft of the form 

V = k -q(n，t)， (4) 

where k is the inward curvature and q is a given functio孔 Theequation (4) is an example 

of curvature坦owequation with anisotoropy ([13]).百九 1Sconvexヲonecan parameteri閉

じbya Gauss map by introducing 0ヲo:::; 0 :::; 27τsuch that nコ (cos0， sin 0). The 

evo1ution of curvature k is expressed as 

kt口 k2(Vee十V)

if we use 0-cordinaもes([13]). App1ying this ide凶 tyto (4) yie1ds an evo1ution equation 

of curv叫ure

kt口 k2(kee十k-(Qee十Q)) with Q(O，t) = q(cosO，sinO，t)， (5) 

where k and Q are 2π-periodic in O. We next recover (4) form (5). For k a curve 

parametrized byもheGauss map is given by 

Z(O，t) = (t豆巳
ん k(σ，t) -10e法ヤσ)

If k solves (5)， then integarating by parts yie1ds 

θZ 
ーロ ((k-・-Q)cos O-(ke-Qe) sin O-(k-Q)le=o， (トQ)sinO+(ke-Qe) cos O-(ke-Qe)le=o). 
θt 

Trans1ate Z by 

ん(t)ロ(か-Q)何?仙
so that new curve X(O， t) = Z(O， t) + Xo(t) ful出ls

。xδX
=n.ーロ (cosO，sinO).一 =k-q
θtδt  
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We thus obtained the curve 

ft口 {X(B，t) : 0 三 B~2什

satisfying (4). The equation (4) and (5) are equivalent through X. However to be ft is 

closed we need X(O， t) = X(2?r， t) which is equivalent to the constraint 

fzfz;dO二O
If we set u = k， xロ B，this is nothing b叫 thecons七raint(3). Since the condition (2) is 

automatically satisfied for f = Q(}e + Q， Theorem 1 yields a periodic-in-time solution ft 

( up to translation in space ) of (4). 

We also note that f is a positive function if and only if the Frank diagram of q is 

strictly convex ( see [12] ). 

The initial value problem for (5) with q = 0 was derived in [9] and extensively則 died

by Gage and I:Iamilton [11] for the curve shortening problem. Since a circle shrinks to 

a point in a finite time for the curve shortening equation (4) with qロ Oヲthecurvature 

may blow up in a五nitetime. Blow up pro五lesfor convex immersed curves were classified 

by A時 enent[2] based on a resu1t of [1] under the self-similar growth assumption for 

curvatures. There may happen that curvature growぬisfaster than self-similar rate. Its 

asysmptotic pro日eis studied in [2] via (4) with q = O. Recently， more precise profile is 

obtained by Angenent and Velazquez [3] by studying (4) itself. The iunitial boundary 

value problem for higher dimensional version of (1) with f = 0 

Utヱ U
2
(ムu十U)

in a bounded domain with zero boundary data was s七udiedin [8] and [10] for positive 

initial data. The existence of blow up phenomena depends on the五rsteigenvalue of 

the Laplace operator wiもhzero boundary condition. These authors studied wheもhera 

solution blows up and they estimated the size of blow up sets. However it seems that 

there are no resu1ts concerning the periodic problem for the equation (1). 

-60-



We make use of七heLeray-Schauder degree theory to show this theorem. The exis-・

もenceof periodic solutions for semilinear parabolic equations was obtained by the degree 

theory in Esteban [6]， [7]， Hirano and the second author [14J and so on. But constract-

ing homotopies to solve the equatio叫1)is more di缶cultthan七hatin the above papers 

becauseもheequation (1) is degenerate and our desIred solution should satisfy the con-

sもral剖 (3).

We shall select desired solution by introducing a kind of pena1ty method since not 

all solutions satisfy the constraint (3). Expla凶&♂m凶凶1I時 l削

considerもhepenalized equation 

い内xx+ u十:-f)ink (6) 

For a solution u of this equation， we observe that the condition (2) implies 

-jiTdz出 εfzdz

by multiplying (6) with u-2ex and integrati時 ove1'(0，2π). Since u is per、iodicin time， 

this implies出品 U 叫 lS五esthe constrai批 (3).A penal七ymethod is adapted in va1'ious 

evolution equations to inもroduceconsもraintsof solutions. For example， it was used to 

const1'act a solution u satisfying a constraint lul 1 for七hehannonic gradie凶琵ow

equations in Chen [4]， Chen and Struwe [5] and Kelle1'， Rubinstein and Sternbe1'g [15]. 

We int1'oduce the following app1'oximate equation 

'"'_'"'_ u2 
Ut = (u十d)z(uzz十一一一一(u十一一一 f))(U十日)2 ι(U) (7) 

where i < 工場nf and cg is a smooth inc1'easing function on R such that 
m 1<" 

ι(s) = s +ε2 fo1' al1 sどmε

and 

max(s十ε2，mε)さι(s)~ Cmax(s十♂，mε) fo1' all s > O. 
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The Leray-Schauder degree is computed in a small and a large ball in C (]{) ， respectively， 

which implies the existence of a positive solution of (7). We seek for a solution of (1) as 

a五mitof叫 utionsof (7). In the li出もingprocedure， a priori upper and lower bounds 

are required. To do that， inequalities of Harnack type in time and space directions play 

a crucial role. We referもo[12] for details. 
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The Dirichlet problem for the heat operator 
in non-cylindrical domains 

HISAKO WATANABE 

1. lntroduction 

Let [2 be a bounded Cl-domain in R 11. and set 

[2T = [2 x (0， T)， ST出 θ[2x (0， T). 

E. B. Fabes and M. N. Riviere proved a Fatouもypetheorem for the heat 
operator in [FR]; If 1 < p < +∞， then for each J E LP(ST)もhereexists 
a function 9 εV(ST) such that the double la抑 potential包 of9 is 
caloric in [2T and has the limit J(P)， nontaI耶 ntiallyon the hyperplane 
t = t1， at almost every point P口 (p，td E ST with respect to the日 rface
meas ure of ST. 
五在oreoverin the case p ~ 2 it has been known that this result is still 
valid even if [2 is a bounded Lipschitz domain and叩 approachregion 

is replaced by a parabolic 加工山時entialone (cf.[FS]， [Bl]，[B2]). 
1n this report we consider the initial悶Dirichletproblem for the heat 
equation in a bounded non幽cylindrIcaldomain. 
More precisely it is assumed that a bounded domain D i羽 R吋 1lies 
in the strIp 0く tく TandδD is the union oI three closed sets， Bn， 
Tn a吋 SD，which satisfy the following condition (1)， (II) and (III) ， 
respecti vely. 

。)Bn is given locally at (xo， to) E Bn by t = O. 
(II) Tn is given locally at (xo， to) E TD by t = T. 
(111) Sn is given locally aも(xo，to) E Sn by a 01イuncもlOnゆsuchもhat
the spatial gradient of <t and許制 α蜘Holdercontinuous in the space 
varIables and 子Holder continuous i同nも叫he悶eも“伽i訂加I口me
Fur吋the位E口mo叫re引， we assume tha叫，tD s抗i詰sft五ie器もhefollowing c∞onditも吋iおor削i凶s:
(dむω1)The同

ん:口Dn{(x，r):a E R勺

is a doma，In inもhehyperplane t = T for each T， 0くすく T.
(d2) There exists a simple continuous curve in D connecting some 
point of BD to some point of Tn along whichもheふcoordinateis nonde-
creasmg. 
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In tlus doma.in we consIder the Initia.l-Dirichlet pro blem 

包 8u口 Oω D.δt ----J 

悦 口 j onSD， 
u口 oon BD. 

If SD is loca均 representedby a. function <t s uch tha.t D; <t a.nd Dt<T a.re 
α鵬Holdercontinuous， then it is known tha.t the a.bove initia.l酬Dirichlet
pro blem ha.s a. unique cla.ssica.l solution on D for a.11 functions j on SD 
such tha.t 

Ij(X) -j(Y)1 s.; cfO(X， Y)λ 

for a.11 X， Y E SD a.nd for some positive real nUI由 erscf，入(cf. [F， 
Theorem 7， p.s5]). Reca.ll tha.t the pa.ra.bolic di山町eO( X， Y) Is defined 
by 

O(X， Y)口 (Ix-yl2 + It -81)1/2， 

for X = (x， t) a.nd Y = (y， 8). 
We Intendもosolve the a.bove pro blem for a. function j E LP(σ)， where 
σis the surfa.ce mea.sure of SD. For this purpose we introduce a. mixed 

la.yer potential kernel 

、‘、
.. ，， 
4
Eム

-

噌
Eム
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・、

k(X， Y) :=刊11l(X-Y)ん)一 jw(X-Y)Ns

ほ p(一民芸品)Re-fJ， ((u-nNf)+(8…t)Ns) 

if t > s a.nd k(X， Y) = 0 otherwise， for X = (x， t) E R'~十 1 a.nd Y = 
(y，s) E 8D， where 

W山 W川口(F耕 if t > 0 otherwise 

a.nd { ， } is the Inner product in R1l. a.nd (Ny，Ns) is the unIt outwa.rd 
norma.l to 8D a.t Y. 

U sing this kernel， we define a. mixed 1吋rerpotential， for j E V(σ) 
a.nd X εRfl.十1¥SD，

(1.2) 争f閃 =J k仰 ν(Y)da-(Y)
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To siudy the bounda，ry beha.vior oI the poieiia.lφj， we consider a. 
pa.ra.bo五ca.pproa.ch region a.i Z = (z， 9)εSD 

F守(Z)ロ {X= (X，t)εD: {z -x， Nz} >η8(X，Z)}. 

Usingぬesemixed la.yer poientia.ls a.nd estima.ting ihem by pa.ra.bolic 

ma.xima.l functions， we will prove the following theorem in 35. 

Theorem. Let p > 1αnd j E LP(σ). Then the1'e exists a function 
9 E LP(σ) such that the mixed laye1' potential匁詰 φ9satisfies the heat 
equation in D and 

XHIZFD%(X)口 ofo1' αII Z E BD¥SD， 
一+主5 ←

lim 包(X)= j(Z) /01'σー αlmostevery point Z E SD. 
X→Z，XEr7l(Z) 

Remark.InもhIsreport we consideredもheIllitia.l自Dirichletproblem 

for the hea.t oper抗orL. But OUI method is useful for rriore generaJ 
para.bolic opera.tors L， for exa.mple， the uniformly para.bolic ope日もors
L. By USillg the fUllda.menta.l solutioll of L instea.d of W a.nd introducillg 
a.clequa.te ke口

t初oour t仙heoremsf，あ'orthe UI凶1吋if，和orロml匂ypa.叫ra.山bo叶licope主a.tors.

2. Estimates of the kernel k 

We clenote by (x， t) a. poini X ill R叶 1 where X (Xl，XZ，'" ，Xn) 
口 (X
I，XfI.) a.re s pa.ce va.ria.bles a.nd t is位letime va.r♂巾E

the hea.t opera.tor L def五inedby 

L= ð.-~ 
8t 

乱ndthe a.cljoini opera.tor oI L de五lledby 

L* = d.十三.
8t 

Let [) be札 bouncledpiecewise smoo吐1doma.ill ill R叶 1a.nd u，匂 be
smooth fUllctiollS on [). Using the divergenceもheorem，we obta.in 

(2.1) !a(山一山)dxdt
=ん{{(山一川Nx)十uvNt}拭
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where V indicates the n-dimensional spatial gradient operaior・IiL包 2
L*v = 0 in {2， then (2.1) implies 

(2.2) I {{(包町一旬日)，Nム)+ uvNt}dX = O. 
J&fi 

It is we11-knownもhat，for (:.vo， to) E R叶 1and ihe funciion W defined 
in ~1 ， the funciion v(x， t) = W(:.vo -:.v， to -t) is a Coo-funciion in ihe 
half s pa.ce tく toand L端匂 =0in ihis space. Furthermore匂=0 in ihe 
half space t > to・
We see that the kernels W a.nd k defined in ~1 have ihe fo11owing 
properiles. 

Lemma 2.1 (a.) W(X -Y)三co(X，Y)一見 forαII X， Y εRn+1 
(b) 1勺vV(X-Y)I ::; cO(X， Y)ーレ1and 1¥7.1) W(X -Y)I 
さcO(X，Y)一也-1101' αII X， Y E R'"十¥X=I=Y，
(c) Ik(X， Y)I ::; cO(X， Y)トト1101' αII X， Y E SD. 

Lemma 2.2. Let 0く s< 1 and X 口 (:.v，h)， Z口 (z，tz) E SD. 1/ 
Yロ (y，s) E S D J Y =1= X J Y =1= Z， then 

Ik(X， Y) -k(Z， Y)I 
三cO(X，Z)s(8(X，Y)IlI-s-1一昨+O(Z， y)ar-，8-1一再). 

3. Parabolic maximal functions 

Let us introduce a m札ximalfunciion with respeci to parabolic cy五ト
山rsin R'¥instead of ba11s. More preci吋 yfor X = (a， t) E R拠 and
l' > 0 we der川 eby Cr (X) the bounded cylinder 

{Y = (y， s) : Y E R叫:Iyー叶<'1'， Is -tl < TZ} 

札ndca11抗乱 P目的。五ccylinder・ LetJ E L}，ぷR"'). We define the 
parabolic m乱ximalfunction by 

MJ(X)口 sup{-i-llf(Y)idY:T>0}，
ICr(X)1 JCr(X) 

where ICr (X)I stands for the measure of Cr(X) with respect to the 
n-dimensional Lebesgue measure. 

We see tha.t the sa.me coveri時 lemmaa.s the lemma on p. 9 in [5] 
is also valid for parabolic cylinders. Using this we obtain the following 
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esもimatefor the parabolic m阻 imalfunction by the analogous method 

as Theorem 1 on p.5 in [S]. 

Lemma 3.1.い)For 1 E Ll(R1L)αnd b> 0山 set

Et，6 = {X E R
1L 
: Ml(X) > b}. 

Then there exists a constαnt c such thαf 

IE川531flh，

/01' every 1 E Ll(R叫)αndb > O. 
(b) Let p > 1. Thεn there existsαcontαnt c such thαt 

IIM111p ~ cllll1p /01' every J E LP(Rll). 

4. Estimates of layer potentia1s 

Recall that， for 1 E V(σ) and X E R叶 1¥Sn，

町 (X)= -!C'VyW(X -Y)，N吋f仰 σ(Y)
and 

仰 ) = -! W(X 一イY削
To s凶もudyも吐hebounda.rηy beha.vior of the f釦uncti凶ons1)1 and SJ， w色
consider pa.rabolic approach regions at Z口 (z，to) E Sn 

ん(Z)= {X = (x，t) E D: {z -x，N，:;} >η8(X，Z)} 

and 

r;(z)口 {Xロ (x，t)E R乱十1¥万:(x-z，Nz)>η8(X，Z)} 

for a positive real numberηsatisfyingη く1.
Let v be a function defined on R叶1¥SD.We附

いた(Z)= sup{1η(X)I: X E乃(Z)n B(Z， e)} 

and 

(v);*(Z) = sup{lv(X)I: X E r，~(Z) nB(Zパ)}
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for Z E Sn andε> o. 
The layer potentials V J and S J are estimated a.s follows. 

Lemma 4.1. Let J E LP (σ). Then there exist positive real numbers 
c and E such that 

II(VJ);lIp ~ clllllp， II(VJ)ケIIpS; cllJllp 

αnd 

II(SJ);lIp S; clllllp， II(SI);*lIp S; clllllp， 

where c is αconstαnt independent 01 1 αnd 
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Let us now introduce another kernel h de五nedby 

h(X， Y) =一(勺W(X-Y)，Ny} -W(X -Y)Nfj: 

吋 (XJ)-jw(X-Y)Ne

for X口 (a，t)εR叶 1 乱ndY 口 (y，s)E 8D， if t > 8 and h(X， Y) = 0 
otherwise. 

Furthermore we seも1n= SD UBn. 

Lemma 4.2. Th巴kernelh hαs the /ollowing properties: 

(吋 1/X E D， then 

JDhm附 )= 1 

(b) 11 X r;. D， then 

lDh仰 )dS(Y)= 0 

(c) 11 Z E Sn ¥BD' then 

JDhmdS(Y)2j 
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We next introduce operators 1( and 1(* which map the family of all 

Borel measurめlefunctions on SD into itself. We define， for X E SD 

1(f(X)口Jk(X，Y)仰 σ(Y)

if it is well-defined and 1(f(X)口 o0もherwise.Similarly we also define 

IC ](Y) = J k(X， Y)f(X)dσ問
if it is well欄definedand Kγ(Y)口 ootherwise. 
Then we can prove廿lefollowing lemma. 

Lemma 4.3. Let p > 1. Then 1( isαcompαcr operator on LP (σ) . 

Using the operator 1(， the estimate in Lemma 4.1 and the properties 

in Lemma 4.2， we have 

Lemma 4.4. Let p > 1 and f E LP(σ) .訪問

lim 町叩(伏X)口 1(]バ(Z)十→iバ
X→Z久，XEr，、川，η1J(Z)

for σ-almost every point Z E SD and 

lim 争](X)= 1(](Z) -}f(Z) 
X→Z， XEr~(Z) 

forσ-almost every point Z E SD ・

五在oreoverwe have 

Lemma 4.5. Let p > 1 and f εLP(σ) . 1f 1(] + t] = 0， then 
fロ O.

5. Proof of Theorem 

Finally we prove our theorem. 

Let ] E V(σ). Since 1( is a compact operator on LP (σ) by Lemma 
4.3 and 1(十 t1is injective by Lemma 4.5， t仙h附e
LP(σ) such thaも

(1(十jhf
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Lemma 4.4 yields 

五m 争以)=(K+;I)g(Z)口 J(Z)
X→Z，XEr'l(Z) -， ， 2 

forσ-almost every point Z巴SD.Moreover it is obvious that争9satis五es

the heat equation in D and 

xJ現在D争g(X)口 ofor ev町 ZEBD¥SD. 

Thus we see that包三舎9is the desired function. Q.E.D. 
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Ergodicitly of Lipschitz dual operators 

By 

Ikuko Sawashima 

Department of Mathematics， Ochanomizuむniversity

Let E be a Banach space with the scalar field ~ = C or R and let E" 
be the dual space of E. We define the Lipschitz duαEIt of E as 

the space of al1 Lipschitz continuous functionals on E with the 

value 0 at O. Addition and scalar multiplication in EIt are usual 

addition and scalar multiplication as functions on E and the norm 

11 xlt IIL i n E口 is the Lipschitz coefficient of x口， i . e. ， 

11 xlt 11 L = S up {I xT (x) 四 x!l(Y) I / 11 x - Y 11 ; X '1:. Y} f 0 r Xll e EIt . 

It is clear that E' C E自 and IIx.1I宮 11x' 11 L・

Let T be a Lipschitz continuous opearator in E with TO = O. Then we 
define the Lipschitz duα1 operαtor T揖 of T in EIt as an operator that 

maps each element Xll in EU to the composi te of T and xlt， i. e. 

TIt xlt (x) = Xll (T x ) f 0 r x e E 

T h e r e s t r i c t i 0 n 0 f TII t 0 E' i s d e n (】tedby ru I t令 T立It. maps E' t 0 Etl • 

In this report， 1 will give some ergodic properties of the Lipschitz 

dual operators. 

1. Properties of EH and TH 

We will summerize the most important properties of the Lipschitz 

duals，those we reported in [5J. 

Proposition 1. The Lipschitz duα1 spαce E詰 ofE is αBαnαch spαce 

αnd t he duα spαce E" of E i s α closed subspαce of E詰.

Proposition 2. The closed unit bαII in the Lipschitz duα1 spαce 

E!I i s σ(E!I， EJ由 compαct αnd the duα1 spαce E'of E is ασ(E世 ，EJ同 closed

subspαce of ET. 

Proposition 3. 

TO = O. Then 
Let T be αLipschitz continuous operαtor in E with 

n
L
 

円
，

a



(1) the Lipschitz duα1 TII 0 f T i S α bo unded l i ne αr operαtor i n EII 

αnd 

(2 ) 11 T 11 L = 11 TII 11 = 11 T耳IE・11，

where 11 11 is the usuα1 norm for bounded line αr operαtors， 

2. Ergodicity of the Lipschitz dual operator 

Let L(E) be the set of all Lipschitz continuous operators in E， 

each of which maps 0 to O. It can be proved that L(E) is a Banach 

algebra with usual addition， scalar multiplication， composite of 

operators and the norm 11 IIL・

Let S be a Hausdorff space wi th respect to a topologyτand 

Sn， n = 1，2，...， be a sequence in a compact subset of S. Further let 
，.9ibe a free ultnlfilter of N， that is， ;t7be a maximal filter including 

all subsets {n; n と m} m = 1，2，. Then we define the filter limit 

o f {Sn} f 0 r ~子， denoted by T-#-lim Sn， as follows; 

τー節目1i m Sn おハ t: s;;n [closure of {Sn; n e F}]・

Since S lS a Hausdorff space and {Sn } IS ln the compact se t， 

τー:11-lim Sn IS determined as an element ln the compact set. The 

cluster set of {Sn } means the intersection 'of all closures of sets 

{Sn m S n}， m = 1， 2， It is easily proved that， for every free 

ultrafilter 5t ， ト忠明1i m Sn is determined as an element ln the 

cluster point of {Sn} and， inversely， every cluster point of {Sn} is 

the filter limit of {Sn} for a certain free ultrafilter of N [1]. 

Hereaf ter， the topo logyσ(EI1 ，E) is simply denoted by wl1. Let {Tn} 

be a sequence of operators in L(E). If sup IITnh< 00， {Tn} is said 

to be norm bounded and lf， for every x e E and x' e E'， x. (Tnx) is 

convergen t to a scal ar as n 今∞{T n} i s s a i d t 0 b e a weαk Cαuchy 

sequence. The wl1-cluster set of {Tnllx・} is the intersection of all 

w耳目closuresof sets {Tnl1x' m S n}， m = 1，2，...， which is denoted by 
Cl (Tn昌x') • 
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Lemma 1. Let Tn， n = 1，2，...， be operαtors contained in L(E). 1f 
there exists αn element x目 e EU such thαt sup IITnUx耳目 l <ω ， then 

(1) for eveげずree ultrafilter;r， wu_;:h -lirn TntlxU exists in 
C 1 (T n U XU ) ， 

(2) Cl<Tn世X詰 )is represented αs the set of the filter limits of 

{Tn U X世} forα11 free ultrαfilters of N with respect to w口， i. e. 

C 1 ( T n U XU) = { w世-g.富田1i rn Tn目XU ぷ is α free ul trαfilter of N }. 

P ro 0 f. N 0 t i c e t h a t a n y c 1 0 s e d b a 1 1 i n EIl i s wll甲 cornpact by 

Proposition 2. Then (1) and (2) are clear by the fact for filter 

lirnits， which is rnentioned before. 

Lemrna 2. Let {Tn} be α norm bounded sequence of operαtors 

cont αined in L(E). Then 

( 1 ) f 0 r e ve r y x" e EIl， C 1 (T n Il Xll) i s α non empty w耳目compαct set， 

(2) {Tn} is α weαk Cαuchy sequence if αnd only if， for every x'， 

Cl (Tn器x') consists of one αnd only one element. 

Proof. Since IITn iIL = IITnll 11 by Proposition 3， (l)is clear by Lernrna 1. 
Let Cl (Tntlx') consists of one and only one elernent y耳x・ for each 

X' e E'. Then w口四月四1i rn Tn担x' = yllx_ for every free ultrafilter芦 by
Lemma 1. Hence wll四1i m Tn U X' = Y詰x. for x' e E'， which rneans that， 

for every x e E， X' (Tnx) converges to yU;.;， (x). Narnely， {Tn} is a weak 

Cauchy sequence. To show 'only if I part of (2)， let {Tn} be a weak 

Cauchy sequence of operators of L(E). Then， for every x' e E' and 

X e E， x' (Tnx) converges to a scalar， which is denoted by Px' (x). Thus 

I Px' (x) 叩 Px'(ν) I = 1 i m I x' (T n x) 四 x'(Tn y) I 

三 sup IITnhllx 由 y1111 x' 11 • 

Hence， PX' is Lipschitz continuous and Px・(0) = O. It follows that 
Px' e E口 and w目叫1i rn Tn時x' 認 Px'. Therefore， by Lemma 1， Cl (Tn口x') 

consists of one and only one element Px' • 
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Theorem 1. Let T αnd Tn， n 記 1，2，...， be operαtors cont αined 

in L(E)αnd sαtisfy the following conditions Ci)αnd (i i ) 

(i) {Tn} be norm bounded. 

<ii) for every x in E， TnX 申 TnTx be σ(E，E' )-convergent to 0 αs 

n 今回.

Then， one and only one of the following cases happens; 

(1) Tnx -converges weαkly to 0 for every x e E， 

(2) there exists α nonzero bounded linear operator P in EU such 

tha t 

(a) Px日・ 戸ofor cirtain xo・ e E' ， 

(b) PI E ‘ mαps E' into F(TU)， where FCTIf) denotes the set ofα1 1 

f i xe d p 0 i n t s 0 f TT. 

Proof. If Cl<TnUx') consists of only 0 for each elements x. e E' • 

then the case (1) happens by Lemma 2 (2 ). 1 f the case (1) does not 

happen then there exists an element x'日 e E・such that 

Cl(TnTx・o)contains at least nonzero element YUo・ Hence， by Lemma 1 

(2) ， there exists a free ultrafilter ~ø such that 

計四月日明limTnux'o = y耳目戸 O.

Put 

PXU = w目-，:J1自由1i m Tn U XU for every xU e EU • 
Then it can be proved easily along the way to the proof of Lemma 2， 

tha t Pxl1 e E口，

11 Pxlf IIL :S s up 11 Tn IIL 11 XU 11 

a n d 1 i n e a r i t y 0 f P， s i n c e t h e p r 0 c e s s 0 f t ak i n g t h e f i 1 t e r 1 i m i t 0 f 

scalars keeps linearity and modulus. Therefore P is a bounded linear 

o p e r a t 0 r f r 0 m EIf i n t 0 EO. T 0 p r 0 ve t h a t P x' i s a f i x e d p 0 i n t 0 f 

TU， we need Condition <ii). Let x' e E'. Then， for every x e E， 

1 i m {Tn U x' (x) ー TnUx'(Tx)} = lim {X' (Tnx) 四 x'(TnTx)} 盟 0，

whence 

，31o-lim {Tnllx' (x)} = :.fto-lim {TnUx' (Tx)}. 
Therefore 

Px' (x) 恕 PX'(Tx) = TII Px' (x) ， 

F
h
u
 

門，，



which shows that P is an operator from E令 intoF([II).

Remark 1. The condition (i) in Theorem 1 is equivalent to the 

following condition; 

(i ) for each x' e E.， there exi s ts a pos 1 t i ve number Kx・suchthat 

IITnUx' 1IL云 Kx・ foral1 n = 1，2， 
Because， if T satisfies (i') then， by the principle of unlform 

boundedness SUpn 11 Tn世 IEゅ 11 (‘田 By Proposition 3 (2)， T satisfies 

Condition (1). That Condltion (i) implies (1') is obvious. 

Remark 2. Assume the same wi th Theorem 1， but substi tute the 

the followlng condition (ii') for Condition (ii) and add the 

condition <iii); 

( i i ' ) f 0 r . e v e r y X e E a n d XU e EU， x目(T n x) - Xll (Tn T x ) c 0 n v e r g e s 

to O. 

(iii) F(T時) c F(TnU). 

T h e n ， f 0 r e a c h f r e e u 1 t r a f i 1 t e r ::t ， a n 0 p e r a t 0 r P d e f 1 n e d 0 n Etl a s 

P XU = WU -$ -1 i m T n U XU 

Is a bounded linear operator from Etl onto F(Ttl). 

We wi 11 apply the Theorem 1 to the Cesaro-mean of T. Denote the 

Cesaro-mean of T and T詰 with 

Mn = Mn (T) = (1 + T + 

Mn (T詰) = (1 + Ttl + 
+ Tn勾 1) /n， 

+ TIl n -1 ) / n • 

Then we have that 

(Mn <T))担 IE・=Mn (TIl ) I E・，

Mn - Mn T = l/n + rn/n ， 

Mn (T悶)- M n (TIl ) Ttl = l / n + ( TU n ) / n • 
Using Theorem 1 wi th Tn = Mn (T)， we have immediately the following 
Theorem 2; 

Theorem 2. Le t T be αn operator cont αined in L(E)αnd s αtisfy the 

following conditions; 

(1) sup IIMn h <日3
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(i i) for every x i n E， (Tn x)/n converges we αk 1 y to 0 αs n 今日3

Then， one αnd only one of the following c αses hαppens 

(1) Mn converges weakly to 0， 

(2) there exists α nonzero bounded linear operator P in ET such 

tha t 

(a) PX'J ・~ 0 f 0 r c i r t a i n Xo' e E' ， 

(b) PI [; ・mαps W i n t 0 F (TU ) • 

Theorem 3. Let T be αn operαtor cont αined in L(E)αnd sαtisfy the 

following conditions; 

( i ) s up 11 Mn (TIl ) 11 <田

(ii) II(Px)/nll ~ 0 for every X e E. 

Then， there exists α bounded 1 i ne αr operαt 0 r P i n EU， wh i c h hαs t he 

following properties; 

(1) P = rn P = PTT ， p2 = P， 
(2) the rαnge of P coincides with F(TIt)， 

( 3 ) P xlt e C 1 (M n (TIt ) xlt ) 

c: w目白closed convex hull of {(T自 )n xlt ; n = 0， 1 ， . . . } . 

Remark. If T is non四 expansive then T clearly satisfies the 

conditions (i) and Cii). If 

sup {(IIIII+IITIIL+ •• .+lIrn-1 IIL )/n} < 目:>， 

then s up 11 Mn (TIt ) 11 <日:>. 

C 0 n d i t i 0 n (i i) i s e q u i va 1 e n t t 0 a c 0 n d i t i 0 n t h a t， f 0 r e v e r Y xT e EU ， 

((T口)nXU )/n converges to 0 in wT -topology. Because， the functional eU 

defined as elt (x) = IIxll is an element of EU. 

Proof. Let E1 be a free ul trafi 1 ter of N. Then， for each xlt e EtJ ， 
M町，g"→ im Mn(TU)xlt exists in CHMn{TU)xU) by Condition (i) and 

Proposition 2. Define an operator P as 

PXU = wll -;;n -1 im Mn (TIt )xlt for x口 eEU . 
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Then P is an operator in EU and P clearly has property (3). Since 

I {Mn (TU )x民団払 (T") TU XU } (x) I = I {が /n 四(TU n x" ) / n} (x) I 

= I xU (x) / n - xU (rn x) / n I 

三 Ix口(x ) / n I + I xU (rn x) / n I 

s 11 xU 11 L ( 11 x / n 11 + 11 (rn x ) / n 11 ， 

{Mn (T開 )x担問 Mn(T時)TU x"} w器時convergesto 0 as n 今回 byCondition (ii). 

And {Mn (T詰 )x耳目 T"Mn {T世 )x耳} al so w"叩 convergesto 0 as n今∞ Because，

TU and Mn (Ttl) are commutative by the linearity of TU. Hence. for 

each x" e EIl ， 

w世間，g:.， -1 i m M n (T" )が = wU - :;，明1i m T" M n (TU ) xU 

= wU -J1'ぺim Mn (T川 TUx担

which implies the first equality of (1) and Pxu e F(T") for all 

x" e Etl. F 0 r e v e r y y U e F (Ttl ) • c 1 e a r 1 y h 0 1 d s M n (Ttl ) Y 11 =νロ.
Therefore， the range of P coincides with F{~) and p2 詰 P.
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